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ffél-Markov fo ly am ato k  v e z é r lé s e  

G erg e ly  J ó z s e f

Az a lá b b i  c ik k  a Markov lán co k  á l t a lá n o s í t á s a k é n t  f e l f o g h a tó  

fé l-M ark o v  folyam atok v e z é r lé s é n e k  egyes k é rd é s e iv e l  f o g l a l ­

k o z ik . Az á l t a l á n o s i t á s  abban n y i lv á n u l  meg, hogy mig a Markov 

lá n c  á tm e n e te i  k ö z t e l t e l t  i d ő t  egységnyinek  t e k i n th e t tü k ,  ad­

d ig  a fé l-M arkov  fo ly a m a to k n á l ez v a ló s z ín ű s é g i  v á l to z ó  l e s z .

A fé l-M ark o v  fo lyam atok  v e z é r lé s é v e l  több  c ik k  f o g la lk o z ik ,  ame­

ly ek  k ö z ü l i t t  csak a  [ 2 ] ,  [4] é s  [5 ^ -ö t  e m lít jü k  meg. Ezek tö b b ­

n y ire  a  Howard [ l ] - b e n  t á r g y a l t  m ó d sze re it a lk a lm azv a  á l t a lá n o ­

s í t j á k  az [П  ered m én y e it fé l-M arkov  fo ly a m a to k ra .

J e le n  c ik k b en  nem tö re k s z ü n k  a f e l v e t e t t  p roblém a á tfo g ó  v iz s g á ­

l a t á r a .  A fél-M arkov fo ly a m a t és az o p tim á lis  v e z é r lé s  é rte lm e ­

zése  u tá n  f e l t é t e l e z z ü k  a s t a c io n á r i s  o p tim á lis  v e z é r lé s  l é t e ­

z é s é t ,  m ajd a Howard m ó d sz e ré tő l fü g g e tle n  e l j á r á s t  adunk az op­

t im á l i s  s t r a t é g i a  m e g k e re sé sé re . Azonban az i t e r á c i ó s  e l já rá s u n k  

k o n v e rg e n c iá já v a l nem fo g la lk o z u n k . A V II. pon tban  v á z la to sa n  

i s m e r te t jü k  azokat a m eggondo lásokat, melyek k i in d u lá s u l  s z o l­

gá lnak  más o p tim a liz á ló  a lg o ritm u so k n a k .

Az i t t  f e l v e t e t t  p rob lém ák  to v áb b i v iz s g á la tá r a  k é ső b b i c ik k e ­

inkben  v is s z a té rü n k .
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I . Fél-M arkov fo lyam at

A s z to c h a s z t ik u s  fo lyam atok  s e g í t s é g é v e l  l e í r h a t ó  f e la d a to k  

gyakran vezetnek  fél_M arkov fo lyam atok  v iz s g á la tá h o z .  A [2 ] , 

[ 3 ] ,  [6] é s  [7j -b e n  tá rg y a lta k n a k  m eg fe le lő en  egy ren d sz e rb e n  

le já ts z ó d ó  fé l-M ark o v  fo ly a m a to t a következőképpen é rte lm e z z ü k .

Tegyük f e l ,  hogy a re n d s z e r  egymás u tá n i  á l l a p o ta i  Markov lá n ­

c o t a lk o tn a k  é s  j e l ö l j ü k  ezek e t r e n d re  e * ( l ) ,  e * (2) , . . .  - v e i .  

e * (m )£ E , m ^ l ,  ah o l E az á l l a p o t t é r .  Menjen á t  a re n d s z e r  

v a lam ely ik  e*(m )=i á l la p o tá b ó l  a k ö v e tk ező  e*(m +l)= j á l l a ­

p o táb a  p ^  v a ló s z ín ű sé g g e l és leg y e n  P = 

sz in ü sé g  m á tr ix a , azaz  t e l j e s ü l j ö n
{pij} az á tm e n e tv a ló -

0 “ pi j  ~ 1 ’ H  pi j  = 1
j  € E

/ 1 .1/

Legyen az i  -*• j  egy lé p é se e  á tm enet i d e j e  T ^  v a ló s z ín ű s é g i  

v á lto z ó , m elyet az

Fi ; j(x ) = P ( T i j í x ) ,  x s = o ; i , j € E  / 1 . 2 /

e lo sz lá s fü g g v é n y  h a tá ro z  meg. J e l ö l j e  a re n d s z e r  á l l a p o tá t  t e t s z ő ­

leg esen  t  időben  e ( t ) ,  e ( t ) f  E , e ( t )  fé l-M ark o v  fo ly a m a t.

A ren d sz e rb e n  l e já ts z ó d ó  e ( t )  s z to c h a s z t ik u s  fo lyam at á l t a l á ­

ban nem l e s z  Markov fo ly a m a t, csak  abbém a  s p e c i á l i s  « s e tb e s ,  

amikor a ^  i j  á tm e n e ti  idők e x p o n e n c iá lis  e lo s z lá s u a k . Ekkor
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u g y an is  t e t s z ő le g e s  t ^ 1  ̂ id ő p i l la n a tb a n  ism erve  a r e n d s z e r  

e ( t ^ ^ )  = i  á l l a p o t á t ,  az ezen á lla p o tb a n  már e l t ö l t ö t t  id ő tő l  

f ü g g e t le n ü l  megadható t e t s z ő le g e s  t ^ >  t ^  id ő p o n tb an  az 

e ( t v ' )  = j  esemény v a ló s z in ü s é g e .

Tegyük f e l  a to v áb b ia k b an , hogy az e * ( l ) ,  e * ( 2 ) , . . .  Markov lán c  

nem p e r ió d ik u s ,  e rg ó d ik u s , e ( t )  s ta c io n á r i s  fé l-M a rk o v  fo ly a ­

mat é s  lé te z n e k  az

A to v áb b iak b an  s z to c h a s z t ik u s  fo ly a m a to t m eg v a ló s ító  o lyan  ren d ­

s z e re k k e l  fo g la lk o z u n k , melyek működése úgy m ó d o s íth a tó , azaz 

b izo n y o s  p a ra m é te re i id ő b en  úgy v á l to z ta th a tó k ,  hogy ez befo ­

l y á s o l j a  a ren d sz e r  m unkájá t és ig y  a ren d sze rb en  l e já ts z ó d ó  

s z to c h a s z t ik u s  fo ly a m a to t i s .  Nevezzük a re n d sz e re n  i l y  módon 

v é g r e h a j t o t t  v á l to z ta tá s o k a t  a re n d s z e r  v e z é r lé s é n e k .

Az e g y sze rű ség  k e d v é é r t  f e l t e s s z ü k ,  hogy csak o ly an  id ő p i l la n a ­

to k b an  v e z é re ljü k  a r e n d s z e r t ,  am ikor az egy ik  á l l a p o tá b ó l  egy 

m ásik  á l la p o tá b a  megy á t .  Pontosabban az á l la p o to k  b e fe je z ő d é s i  

p i l l a n a t á b a n  döntünk a  re n d s z e r  je lle m z ő in e k  v a la m ily e n  megvál­

t o z t a t á s á r ó l .

/ 1 . 3 /
0

v á rh a tó  é r té k e k , m elyekre  0 <:ai j <aD

I I .  O p tim á lis  v e z é r lé s
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Legyenek a re n d s z e r  i  á lla p o tá b a n  a r e n d s z e r  le h e ts é g e s  v e z é r­

l é s e i  K^, K^c K. Minden kCK^ v e z é r lé s h e z  ta r to z z o n  egy

á tm enet m á tr ix  (minden к m e l le t t  t e l j e s ü l  / 1 . 1/ )  

é s  ( / 1 . 2/-n e k  m eg fe le lő )  e lo s z lá s fü g g v é n y  re n d s z e r .

B evezetjük  még a r e n d s z e r  munkájának je l le m z é s é re  a  v e sz te sé g

m á tr ix o t .  F e l te s s z ü k ,  hogy a re n d s z e r  m unkájával k a p c so la to s

k ö lts é g e k , v e sz te sé g e k  az á tm enetek re  vonatkozóan  adhatók  meg

a következőképpen . T arto zzo n  az i  -*■ j  á tm enethez  а к v e z é r -  
(k ) (k}l é s  e se té n  c ^ '  k ö l t s é g .  Legyen v a ló s z ín ű s é g i  v á lto z ó

és  v á rh a tó  é r té k e  vi j^ =  M[ci j ^ ]  •

V iz sg á lju k  meg ezek u tá n  a ren d szerü n k  m űködését. K iin d u lv a  egy 

t Q á tm e n e ti id ő p o n tb ó l legyen  e ( t Q) = i Q; a r e n d s z e r  v e z é r lé ­

se  p e d ig  kQ= k ( i0 ) . p. . v a ló sz in ü e é g  s z e r i n t  k iv á la s z tó -  
1o1l

d ik  a következő  i-, á l l a p o t  és az i
p W  <*>, 

1o 11

L u  со c k d j — w

e lo sz lá s fü g g v én y n e k  m egfe le lően  a t

á tm en et az 

^ id ő p il la n a tb a n

v é g re h a jtó d ik . J e lö l jü k  a  k öve tkező , i -^ - tő l  függő v e z é r lé s t  

k ^ = k (i-^ ) -e l. Ekkor az e lő b b iek h ez  h aso n ló an  végbemegy az 

i-^ -*• i 2 á tm enet é s  ig y  to v á b b . Az n -e d ik  lé p é s  u tán  kapjuk  a 

к о ,к 1 » * * *»kn v e z é r lé s e k  m e l le t t  k ia la k u ló  á l la p o to k  

i 0 , i i , . . . , i n s o r r e n d jé t .  A v e z é r lé s e k  s o r re n d jé t

s t r a té g iá n a k  nevezzük és d (o ,n )  = (k Q, k ^ , . . .  j k ^ - e l ,  az n l é -  

p é s e s  m egengedett s t r a t é g i á k ,  ö s s z e s s é g é t  p e d ig  D (o ,n ) -e l  j e ­

l ö l j ü k .  Tegyük f e l ,  hogy te t s z ő le g e s  d € D (o ,n )  s t r a t é g i a  ese ­

té n  minden ra > n - re  l é t e z i k  olyan dK €D (o,m ) s t r a t é g i a ,  hogy

d megegyezik d* e ls ő  n kom ponensével. Az á tm enetek  f e n t i
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n l é Pé se  Tn = t n~t o = T i  i .  + T4Ú + -  + 7r„f í .о 1
id ő  a l a t t  z a j l o t t  l e  é s  ez id ő  a l a t t  a r e n d s z e r  munkája

Cn = CW| + Ch k  * ........+ Cu _t /„ v e s z te s é g g e l  j á r t .  A re n d sz e r

Tn~re eső  m unkáját je lle m e z z ü k  a

/ 2 .1/

h á n y a d o ssa l, ami az id ő e g y s é g re  ju tó  v e s z te s é g e t  f e j e z i  k i .  A

re n d s z e r  munkája anná l ha ték o n y ab b , m inél k ise b b  a

lim inf §[dlO,nl] h a t á r é r t é k .  T e k in tsü k  az ö s s z e s  megenge-
«-*“  d  ( o , n ) t  o(o,n)

d e t t  d (o ,n )  f  D (o,n) s t r a t é g i á t .  Ezek u tán  az o p t im á l is  v e z é r lé s  

azon d s t r a t é g i a  m eg k e resé sé t j e l e n t i ,  amely m e l le t t  a 

§ [ d ( o ,n ) ]  h a tá r é r té k e  a  l e h e tő  le g k is e b b  l e s z .  Ha l é t e z i k  op­

t im á l i s  d s t r a t é g i a ,  ak k o r e r re  t e l j e s ü l :

A to v áb b iak b an  az o p t im á l i s  v e z é r lé s  lé te z é s é n e k  b iz o n y ítá s á v a l  

nem fo g la lk o z u n k . Ez b izo n y o s  f e l te v é s e k  m e l le t t  m e g ta lá lh a tó  a 

[2 ] , [4] é s  [5] c ik k e k b e n .

A [4-1 c ikkben  az o p t im á l i s  v e z é r lé s  lé te z é s é n e k  b iz o n y í tá s a  

m e l le t t  annak s t a c i o n a r i t á s a  i s  ig a z o lv a  v an . Mi i s  f e l te s s z ü k  

a to v áb b ia k b an , hogy l é t e z i k  s ta c io n á r i s  o p t im á l is  v e z é r lé s  és 

annak m egh a táro zásáv a l fo g la lk o z u n k . A to v áb b iak b an  csak  olyan 

s t r a t é g i á k a t  engedünk meg, amelyekbena v e z é r lé s e k  csak  a ren d sz e r  

p i l l a n a t n y i  á l l a p o tá t ó l  fü g g n ek . V iz sg á la ta in k b a n  f e l t e s s z ü k ,  

hogy az E á l l a p o t t é r  é s  a  D v e z é r lé s e k  t e r e  v é g e s .
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I I I .  C ik lu sok  v i z s g á l a t a

R ögzítsünk  egy m egengedett dQ 6 D s t r a t é g i á t  é s  v iz s g á l ju k  

v a lam ily en  alkalm asan  v á l a s z t o t t  á tm e n e ti t  i d ő p o n t tó l  a 

ren d szerü n k b en  le já ts z ó d ó  s z to c h a s z t ik u s  fo ly a m a to t.

Jegyezzük f e l  az e ( t Q) = i  á l l a p o t o t .  F ig y e ljü k  meg a z t  a 

t m i d ő p i l l a n a to t ,  am ikor e lő s z ö r  ú j r a  m eg je len ik  az i Q á l ­

l a p o t .  A s z to c h a s z t ik u s  fo ly a m at t m -  t Q id ő s z a k a s z ra  eső

r é s z é t  c ik lu s n a k  nevezzük . A c ik lu s  h o ssza  t  -  t  = T_; am о m
c ik lu s  á tm en ete in ek  száma m és  a re n d s z e r  c ik l u s r a  eső  v e sz ­

te s é g e  Cm« K iin d u lá s i  i Q á l la p o tn a k  fo lyam atunk egy  lé n y e ­

ges á l l a p o t á t  v á la s sz u k , v a g y is  m elyre

M [m] <® , M [T  ] <oo ■

Ezen e g y e n lő tle n sé g ek  és  a r e n d s z e r t  je lle m z ő  Markov l á n c r a  

t e t t  e r g ó d ic i t á s i  f e l t é t e l e k  m e l le t t  a ren d sz e rb e n  l e j á ts z ó d ó  

s z to c h a s z t ik u s  fo lyam at v a la m ely  á l l a p o tb ó l  k i in d u ló  c ik lu s o kк
is m é tlé s é b ő l  á l l .  E z é rt az e lő z ő  pon tban  az n-+-oo e s e té n  v e t t  

h a tá r é r té k e k  h e ly e t t e s í t h e tő k  a c ik lu s o k  számának növek ed ésé re  

vonatkozó  m eg fe le lő  h a tá r é r t é k e k k e l .

( n)J e lö l jü k  -n e l  annak v a ló s z ín ű s é g é t ,  hogy az i  á l l a p o tb ó l

k i in d u lv a  az n - ik  lé p é sb e n  j - b e  ju tu n k  úgy, hogy közben eg y szer 

sem é r i n t j ü k  az i  á l l a p o t o t .  Akkor r j ^  l e s z  annak v a ló s z í ­

n ű ség e , hogy az i  á l l a p o t  e lő s z ö r  az n - ik  lép é sb e n  i s m é tlő d ik ,
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v a g y is , hogy a c ik lu s  lé p é s e in e k  a száma n .  J e lö l j é k  továbbá

ée

r } n) . Legyen o lyan  m á tr ix , am elynek s o r a i  megegyeznek

P s o r a i v a l ,  k iv év e  az i - e d l k e t ,  m ely minden eleme o . F e n n á ll

a k ö v e tk ező  ö ssze fü g g é s

P = {pi á j é s  { r i j  ] m átrixok  i - i k  s o r v e k to r a i t  i

(3 .1 )

vagy is  / 3 . 1 /  f e lh a s z n á lá s á v a l  i r h a t ó :

A to v áb b iak b an  szükségünk le s z  az

írt a)
Г, + £ ,  + +£i ,r" '> =  p i [ I  i  Qj +QÏ+ ... + Q" J

/ 3 . 2 /

/ 3 . 3 /

ö ssze g re  é s  annak e se té n  v e t t  h a tá r é r t é k é r e .  E z é rt be­

b iz o n y í t ju k  a / 3 . 3/  jo b b o ld a lá n  a h a tá rm e n e tn é l f e l l é p ő  m á tr ix -  

so r k o n v e rg e n c iá já t .

A b iz o n y ítá s b a n , majd a z t  követően  tö b b s z ö r  h a s z n á lju k  v a lam ely  

m átr ix  vagy s o rv e k to r  s o rö s s z e g é t .  J e lö l j ü k  e -v e l  a z t  az o sz ­

lo p v e k to r t ,  melynek minden eleme 1 , ekkor valam ely  A m á tr ix  

s o rö s s z e g e ib ő l  a l k o t o t t  o sz lo p v e k to r  А в l e s z ,  mig az a 

s o rv e k to r  so rö ssz e g e  a e .
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T é te l .  Az

I  + + . . .

m á tr ix s o r  konvergens és

I  + Qi + ^  + . . .  = ( I - C ^ r 1

/ 3 . V

/ 3 .5 /

B iz o n y ítá s .  Minthogy a i - e d ik  so rának  e lem ei o -a k , t e t ­

s z ő le g e s  n i  1 - re  a QÍj| h a tv án y  m átrixok  i - e d i k  s o ra  i s  о 

elem ekből á l l .  E z é rt a h a tv á n y o z á sn á l az i - e d i k  s o r  a la k u lá ­

s á v a l  nem tö rő d ü n k . Legyen

Ri  = P -  Qi

Képezzük a m á tr ix  h a tv á n y a it :

q\ - [ p - R íH p - R í ) =  P 2 -  P R ,  -  s ?  /з.б/
( 2 )ah o l ' = R^ (P-R^) m átrix n ak  csak  az i - e d i k  s o ra  k ü lön ­

b ö z ik  o - t ó l .  / 3 . 6 /  s e g í t s é g é v e l

Q3(=  [ P - R , ) [ P 2- P R i  -S,-2!) = p ' - P ' R i - P S f - s T /3.7/

H asonló módon az n - ik  l é p é s  u tán

о " ,  I p - f t ) ( p " l  -  ... - p s r  -
(n-2)

р п_ Р п- ' Ъ - Р п-г5!2)- - p s г "  - s ; n)

ah o l *n-« .Л-1
S Ï  = R i lP  -  P  R í -  ... -s r)-/? íQ 7

m á tr ix  e lem ei az i - e d i k  s o r  k iv é te lé v e l  o -a k , az

/ 3 . 8 /

i - e d i k  so r



-  76 -

elem ei p e d ig  nem n e g a tív a k , t e k in tv e ,  hogy R^ és  elem ei

i s  i ly e n e k .

F e ltev ésü n k  s z e r i n t  P egy e rg ó d ik u s Markov lá n c  á tm enet m á tr ix a ,

s z to c h a s z t ik u s  m á tr ix , s o rö s s z e g e i 1 - e t  adnak , és  e z é r t  i ly e n

tu la jd o n s á g ú  a pn i s .  M ásrészt n —*co e se té n  P11 —► 7Г ,

ahol Ti a  s t a c i o n á r i s  v a ló sz in ü sé g e k  m á tr ix a . ÎT minden e l é ­
ri -1

me p o z i t i v ,  e z é r t  e lé g  nagy nQ m e l le t t  a P h a tv á n y  minden

egyes elem e i s  p o z i t iv  l e s z .  R ögzítsük  ezen  f e l t é t e l n e k  e le g e t  

tevő  nQ- a t  é s  / J . 8 / - a t  rendezzük  a következőképpen :

n„
p ° - q ° = p °

n _—1
Ri  + Ti / 3 . 9 /

ahol
n -2

= P ,(2 )

n -1
m átrix  m inden eleme nem n e g a t iv .  M inthogy P e lem ei p o z i t í ­

vak és R. i - e d i k  s o ra  ta r ta lm a z  p o z i t i v  elem eket / t e k in t v e ,
n - i

hogy ö sszeg ü k  1 / ,  k ö v e tk e z ik , hogy (P R^) в minden eleme 

p o z i t iv .  /3 * 9 /  f e lh a s z n á lá s á v a l  a d ó d ik , hogy

Q-° minden eleme < 1 /З .Ю /

J e lö l jü k  A - v a l  a  Q- legnagyobb a b s z o lú t  é r té k ű  s a j á t é r t é k é t .
n n

A Qj m á tr ix  legnagyobb  a b sz o lú t é r té k ű  A s a já t é r t é k é r e

a m átrix szám o lás  is m e r t  ö ssz e fü g g é se i a la p já n  / 3 .1 0 /  m ia tt

f e n n á l l :  I

I А ° I ^ 1 , azaz I A| <£ 1
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v a g y is  a ö ssz e s  s a j á t é r t é k e  az egységsugarú  k ö r  b e ls e jé b e

e s ik .  Ez e lé g sé g e s  f e l t é t e l e  a / 3 . 4 /  s o r  k o n v e rg e n c iá já n a k . 

/ 3 . 4 /  k o n v e rg e n c iá ja  e s e té n  p e d ig  t e l j e s ü l  / 3 . 5 / .

IV . C ik lu s idő  és  az a r r a  .jutó v e sz te sé g  m egh a táro zása

a z t  a  m á tr ix o t ,  amelynek i - e d i k  s o ra  o-okból á l l ,  a tö b b i 

elem e p ed ig  m egegyezik В e le m e iv e l .

T ek in tsü n k  egy i  á l l a p o tb ó l  k i in d u ló  c i k l u s t .  Annak v a ló s z í ­

n ű sé g e , hogy le g f e l je b b  n lé p é s  u tán  ism é tlő d ik  az i  á l l a ­

p o t

Az / 1 . 3 / - a l  d e f i n i á l t  a ^  v á rh a tó  é r té k e k  és az á tm en et v a ló ­

sz ín ű sé g e k  s e g íts é g é v e l  h a tá ro zz u k  meg a b ^  m ennyiségeket a 

bi j  = pi j  ai j  s z o r z a t t a l .  Az ezek b ő l f e lé p ü lő  m á tr ix  legyen 

В i - e d ik  s o r á t  b ^ -v e l  j e l ö l j ü k .  J e l e n t s e  B̂

í _\
J e lö l jü k  az n lé p é s re  ju tó  á tm enetek  á tla g o s  h o s s z á t  - e l

akkor a f e n t i  j e lö lé s e k k e l

/ 4 . 1 /

/ 4 . 2 /

majd n ^  2 - re

/ 4 .3 /
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А / 4 . 1 / ,  / 4 . 2 /  é s  / 4 . 3 /  r e k u r z ió s  ö s sz e fü g g é s  f e lh a s z n á lá s á v a l

V ektor é s  m á tr ix  j e lö lé s e k r e  á t t é r v e  m ajd /3 * 3 /  f e lh a s z n á lá s á v a l

( Г -  6,e ♦ (r'"+ r“V ...
j*  i ■' J

=  bie  + P / i l  +Q,- + + Q " - f  £  r*%-

.(n )

«

/ 4 . 4 /

n -► 00 e s e té n  r id
о minden i  é s  j - r e  és Íg y  / 4 . 4 /  u to ls ó

ta g ja

Ло n ~ 00 /4 .5/

/ 4 . 5 /  é s  / 3 . 5 /  f e lh a s z n á lá s á v a l  k a p ju k , hogy l é t e z i k  а

/3,- =  /От» /зГ - Ь«е + j > i ( I - Q i ) ~ * [ B i e ) / 4 . 6 /
г»—

h a tá r é r t é k ,  ami a c ik lu s  hosszának  v á rh a tó  é r té k é t  a d ja
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T e lje s e n  h a so n ló  m eggondolásokkal k a p h a tju k  a c ik lu s  id ő re  ju tó  

t e l j e s  v e s z te s é g  v á rh a tó  é r té k é t

yU. -  Ui e  + _p, ( I - Q i ) 4 ( Ue )  ; / 4. 7/

aho l u^ j = v ^ ,  v^.j p ed ig  az i  -*■ j  á tm e n e tre  ju tó  v e sz ­

te s é g  v á rh a tó  é r té k e ;  u^ az U = ( u ^ j  m á tr ix  i - e d i k  s o ra ,  

mig m á tr ix  annyiban k ü lö n b ö zik  az U m á t r ix tó l ,  hogy az

i - e d i k  so rá b a  o -ák  k e rü ln e k .

A / 2 . 1 /  kepfeibert s z e re p lő  m ennyiségeknek i t t  a ß  ^ = M[Tq ] 

é s  a ^u^ = M [ Cn] a z o n o sitá so k  f e le ln e k  meg. íg y  a r e n d s z e r  

h a ték o n y ság á t a /2 .1 / - n e k  m egfe le lő

hányados j e l l e m z i .

/ 4 . 8 /

V. Az o p t im á l is  s t r a t é g i a  m e g k ö z e lité se

A I I I .  és IV . pon tban  k a p o tt  eredm ényeink egy , a I I I .  p o n t e l e ­

jén  r ö g z í t e t t  dQ€ D s t r a t é g i á r a  v o n a tk o z ta k . A dQ r ö g z í t é s e  

a z t  j e l e n t i ,  hogy a j  á l la p o tb a  ju tv a  m indig ugyanazt a

kí°’eKd v e z é r lé s t  a lka lm azzuk . A kf,°^ m eghatározza a / 4 . 6 /
(k<?) (к'?-)

és / 4 . 7 /  k é p le te k b e n  sz e re p lő 3 • * 7 ' » Лi s o rv e k to ro ­

k a t  és a Q^, B^, m átrixok  j - e d i k  s o r a i t .  Egy k i v á l a s z t o t t

о
é s

v e z é r lé sh e z  / 4 . 6 /  é s  / 4 . 7 /  a la p ja n  m e g h a tá ro z o tt ßiCcLJ

/Ji [d.] , majd / 4 . 8 /  a lk a lm a z á sá v a l é r té k  t a r ­

to z ik
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Az o p t im á l is  v e z é r lé s t  a köve tk ező  i t e r á c i ó s  e l j á r á s s a l  k ö z e l i t ­

jük meg. Az i Q, i ^ ,  Í 2 * • • .  á lla p o to k h o z  v á la s sz u k  k i  a
Ло) , ( o ;  , ( o ) (o), k^ ' ,  kg , . . .  v e z é r lé s e k e t ,  am elyek a d^ '  s t r a t é ­

g iá t  a lk o t j á k .  F ix á lu n k  egy  s , in d e x e t  és az i  á l la p o th o z
1 S1

ta r to z ó  minden le h e ts é g e s  k_ e К v e z é r lé sh e z  k is z á m ít ju k  a
B1 S1

/ 4 . 6 / ,  / 4 . 7 /  és / 4 . 8 /  a la p já n  a §s<[fcj -  A;0’, j  =̂= S, ; ks, ] 

v e s z te s é g e k e t .  M eghatározzuk k ö zü lü k  a le g k is e b b e t .  Legyen az

T-r.4i.ii- v ( D _ e t  k^°^
31 S1 

*o

ehhez t a r t o z ó  к s-, v e z é r lé s  k ' x / . í r j u k  k ' x ' - e t  k ^u/ h e ly é -St St
1 1 (o) x (1)be , akkor az i l y  módon m e g v á l to z ta to t t  d^ '  -b ó l  k a p ju k  d^ - e t .

K iv á la s z tv a  most egy s 2 /  s-̂  in d e x e t a d j ^  s t r a té g iá b a n  csak

a k_ £ К v e z é r lé s t  v á l t o z t a t v a  m in im a liz á lju k  a 
Z 2
[ kj = kj01 j H *S , , S* i kj,1), k„  ] v e s z te s é g e t . A minimumhely megha­

tá r o z z a  a k [ ^  v e z é r l é s t ,  majd e z z e l  h e l y e t t e s í t v e  a k ^ 0  ̂ - a t  
(1) 2 ( о) 2dp - b ő i  k ap juk  a d^ ; s t r a t é g i á t .

*
E zeket a  lé p é s e k e t  az ö s s z e s  s-^, Sg, s ^ ,  . . .  in d e x v á la s z tá s  

m e l le t t  v é g re h a jtv a  e l ju tu n k  a cL̂ 0  ̂ s t r a té g iá h o z .  E zu tán  a 

d ^ - a t  h e ly e t t e s í t v e  d ^ ° ^ - a l ,  majd re n d re  dg0  ̂ , d^0 ^ , . . . - a l  

az i t e r á c i ó s  e l j á r á s t  é l ő i r ő l  i s m é te l jü k  m indaddig , amig az 

egymás u tá n  k a p o tt  s t r a t é g i á k  meg nem egyeznek , vagy  e lé g  k ö ze l 

nem k e rü ln e k .

A / 4 . 6 /  é s  / 4 . 7 /  k é p le te k  szám o lásán á l lé n y e g e s , hogy r ö g z í t e t t  

i  á l l a p o t r a  vonatkozó c ik lu s b a n  a Q^, é s  m átrix o k  nem

függnek az i  á l la p o th o z  t a r to z ó  k^ v e z é r lé s e k tő l ,  e z é r t  az

( í ~ Q / ' l B , e )  *  ( I - Q - f t ü e )  /5 .1/
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s z o rz a to k a t ,  ami a szám olás j e l e n tő s  r é s z é t  t e s z i  k i ,  minden

egyes c ik l u s r a  vonatkozóan csak  eg y sze r  k e l l  sz ám o ln i. A
I k . )  ( k . )

k i  6 Ki v á l to z ta tá s á n á l  csak  a _b̂  é s  ^  A s o rö s s z e g e -
( k. )

i t  k e l l  ú j r a  szám o ln i, i l l e t v e  a - v e i  sz o ro z n i a már k i ­

szám olt / 5 . 1 /  v e k to ro k a t.

A szám olás folyam án az (I-Q^)*-1 in v e rz  m á tr ix ra  v a ló já b a n  n in c s  

szü k ség , c sak  annak / 5 . 1 /  s z e r i n t i  e)  é s  (U^ e) v e k to ro k k a l 

va ló  s z o r z a tá r a .  E z é rt az (I-Q ^) in v e rz  k isz á m o lá sa  h e ly e t t  

c é ls z e rű b b  az

( I - Q i)  X = (B i e ) ,  ( I -Q i)  у  = (Ui e) / 5 . 2 /

e g y e n le te k e t  m egoldan i. Ugyanis az x  é s  у  m egoldások éppen 

az / 5 . 1 /  o sz lo p v e k to ro k a t a d já k .

V I. A re n d s z e r  o p t im a l iz á lá s a  az e rg ó d ik u s e lo s z lá s  

Ism ere téb en

F e lte v é s e in k  s z e r in t  P = j p ^ ]  

menet m á tr ix a .  T e l je s ü l  t e h á t  a

egy e rg ó d ik u s  Markov lá n c  á t -

P11 -► H , ha n —► со / 6 . 1/

h a tá rá tm e n e t ,  ahol Я m á tr ix  Я s o r a i  megegyeznek és a s t a c i o -  

n á r i s  e l o s z l á s t  a d já k . Ha minden d s t r a t é g i á n á l  ism e rjü k  a 

?T(d) v a ló s z ín ű s é g i  v e k to r t  a c ik lu s  v iz s g á la t  n é lk ü l  i s  e l j u t ­

hatunk  a re n d s z e r  h a ték o n y ság á t je lle m z ő  / 2 . 1 /  hányadoshoz. A*

6
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e lőző  p o n to k  j e l ö l é s e i t  h a sz n á lv a  a /2 .1 / - b e n  s z e re p lő  n lé p é s ­

hez t a r t o z ó  á tm e n e ti idők  M[T ] v á rh a tó  é r té k é t  az i  á l l a p o t ­

ból k i in d u lv a  a következőképpen  Í r h a t ju k  f e ls

M[Tn] =  { ß e  -/• P(Be) + P2(Be) + . . .  + Pn‘'(Be)]i

ahol { } i - v e l  j e l ö l t ü k  a [ j  z á ró je lb e n  lev ő  o s z lo p v e k to r

i - e d ik  kom ponensét. Az egy lé p é s r e  j u tó  á t la g o s  á tm e n e ti  idő

4  М Ш - i f L  P “ '(Se)j, æ  (5I(Be)}, /6 .2 /
A

A / 6 .Z /  jo b b o ld a lá n  á l l ó  o s z lo p v e k to r  minden komponense egyenlő  

é sp ed ig  JT[d](B e ) , a d v e z é r lé s  e s e té n  egy lé p é s r e  ju tó  á t ­

m eneti id ő  v á rh a tó  é r t é k e .

T e lje s e n  h aso n ló  m eggondolásokból a d v e z é r lé s  m e l l e t t i  egy 

á tm e n e tre  ju tó  á t la g o s  v e s z te s é g e t  az

•4r  M [CJ ÏÏ [dllU ei /б.з/

h a tá r é r t é k k e l  k a p ju k . A re n d s z e r  h a ték o n y ság á t az id ő eg y ség re  

ju tó  á t l a g o s  v e s z te s é g g e l  je lle m e z v e  /2 .1 / - b ő l  adódik

l l d H U e  )
ÏÏ[d](Be) /6’v

A /6 .4 / - b e n  e x p l i c i t e  s z e re p e l  a J[ s t a c io n á r i s  v a ló s z ín ű sé g i  

v e k to r ,  ami sokszor nehezen  h a tá ro z h a tó  meg. Azonban ism e re te se k  

e l j á r á s o k  / 6 . 4 /  m in im a liz á lá s á ra , amelyek r.em h a s z n á l já k  a )7 

v e k to r t .  Ezekkel az e l j á r á s o k k a l  i t t  nem fo g la lk o z u n k .
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S_u_ra_m_a_r_j

The p a p e r  d is c u s s e s  th e  problem  of th e  c o n tro l  o f se m i-  

M arkovian p ro c e s s e s .  We assume t h a t  th e  c o n tro l  t a k e s  p la c e  

a t  th e  tim e s  of th e  ch an g es o f s t a t e s  o f  th e  system  and th a t  

th e r e  e x i s t s  an o p tim a l s t a t io n a r y  s t r a t e g y .  An i t e r a t i o n  

p ro ce d u re  i s  g iven i n  o r d e r  to  f in d  o u t th e  o p tim al c o n t r o l .  

Our p ro c e d u re  i s  b ased  upon th e  exam ination  o f c y c le s  which 

r e p e a t  th em se lv es  in  th e  sem i-M arkovian p ro c e s s .
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