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Fél-Markov folyamatok vezérlése

Gergely Jézsef

Az aldbbi cikk a Markov lancok altalanositéasaként felfoghaté
fél-Markov folyamatok vezérlésének egyes kérdéseivel foglal~
kozik. Az altalanositas abban nyilvéanul meg, hogy mig a Markov
lanc Atmenetei kozt eltelt 1idot egységnyinek tekinthettiik, ad-
dig a fél-Markov folyamatokndl ez valésziniiségi valtozé lesz.

A fél-Markov folyamatok vezérlésével tobb cikk foglalkozik, ame-
lyek koziil itt csak a [2],[4] és [5]-5t emlitjiik meg. Ezek tobb-
nyire a Howard [l]-ben téargyalt moédszereit alkalmazva altalano-
sitjédk az [1] eredményeit fél-Markov folyamatokra.

Jelen cikkben nem toreksziink a felvetett probléma atfogd vizsga-
latdra. A fél-Markov folyamat és az optimilis vezérlés értelme-
zése utan feltételezziik a stacionaris optimalis vezérlés léte-
zését, majd a Howard médszerétdl fiiggetlen eljarast adunk az op-
timalis stratégia megkeresésére. Azonban az iteraciés eljardsunk
konvergencidjaval nem foglalkozunk. A VII. pontban vazlatosan
ismertetjiik azokat a meggondolasokat, melyek kiinduléasul szol-
galnak mas optimalizéalé algoritmusoknake.

Az itt felvetett problémék tovabbi vizsgdlatidra késdbbi cikke-
inkben visszatérink.
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I. Fél-Markov folyamat

A sztochasztikus folyamatok segitségével leirhaté feladatok
.- gyekran vezetnek fél_Markov folyamatok vizsgilatdhoz. A [2],
(3], [6] és [7)-ben targyaltaknak megfelelden egy rendszerben
lejatszbdd fél-Markov folyamatot a kovetkezdképpen értelmezziik.

Tegyiik fel, hogy a rendszer egymds utéani Allapotai Markov lén-
cot alkotnak és jeldljiik ezeket rendre e7(1), €®(2),... -vel.
e®(m) €E, m=1, ahol E az Allapottér. Menjen 4t a rendszer

valamelyik e®(m)=i Allapotabsl a kovetkezd e*(m+l)=j 4lla-
potdba p; 4 valésziniiséggel és legyen P = {pij}azétmenetvalb-

sziniiség matrixa, azaz teljesiljon

O=p;; <1, >, Pjy=1 . /1.1/
JEE
Legyen az 1 — J egy lépéses atmenet ideje Ti;j valésziniliségl
valtoz6, melyet az

Fi.j(X) =P ('l’ijéx), x=0; 1,j€EE /1.2/

eloszlasfiiggvény hatédroz meg. Jeldlje a rendszer allapotat tetszd-
legesen t iddében e(t), e(t)€ E. e(t) fél-Markov folyamate.

A rendszerben lejatsz6dé e(t) sztochasztikus folyamat altalé-
ban nem lesz Markov folyamat, csak abban a specidlis esetben,

amikor a dtmeneti 1d6k exponencidlis eloszlasuak. likkor

Ti:j



- -

ugyanis tetwzlleges t(l) idépillanatban ismerve a rendszer
e(t(l)) = 1 4llapotdt, az ezen Allapotban mir eltsltétt idétdél
fiiggetlenil megadhatd tetszdleges t(2)> t(l) idépontban az
e(t(z)) = j esemény valdsziniisége.

Tegyiik fel a tovabbiakban, hogy az (1), e*(2),... Markov lanc
nem periédikus, ergédikus, e(t) stacionaris fél-Markov folya-

mat és léteznek az

aij =M[Ti‘_j]= fxdFiJ(x) /1.3/

o

varhat$ értékek, melyekre o< 8y <® ,

II. Optimélis vezérlés

A tovabbiakban sztochasztikus folyamatot megvalésité‘olyan rend-
szerekkel foglalkozunk, melyek mikodése ugy mbédosithatd, azaz
bizonyos paraméterei idében ugy valtoztathaték, hogy ez befo-
lyasolja & rendszer munkajat és igy a rendszerben lejatszédéd
sztochasztikus folyamatot is. Nevezziikk a rendszeren ily mbdon

végrehajtott valtoztatdsokat a rendszer vezérlésének.

Az egyszeriiség kedvéért feltessziik, hogy csak olyan idépillana-
tokban vezéreljiik a rendszert, amikor az egyik allapotabdl egy
masik allapotiaba megy at. Pontosabban az allapotok befejezdédési
pillanataban dontink a rendszer jellemzdinek valamilyen megval-
toztatasardl.
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Legyenek a rendszer 1 4llapotédban a rendszer lehetséges vezér-
lései Ki' K;C K. Minden k eKi vezérléshez tartozzon egy

(k) {p(k)} dtmenet matrix (minden k mellett teljesiil /1.1/)
és (/l.2/-nek megfeleld) F(k)(x) eloszlésfiiggvény rendszer.

Bevezet jik még a rendszer munkidjénak jellemzésére a veszteség
matrixot. Feltesszikk, hogy a rendszer munkajaval kapcsolatos
koltségek, veszteségek az Atmenetekre vonatkozbdan adhaték meg

a kovetkezdképpen. Tartozzon az i > j A4tmenethez a k vezér-
lés esetén °§§) koltség. Legyen °(§) valésziniiségi valtozé

és varhat6 értéke vig)_ [(k)]

Vizsgadljuk meg ezek utén a rendszeriink mikddését. Kiindulva egy
t, 4tmeneti idSpontbél legyen e(to) = 1,3 a rendszer vezérlé-
se pedig k°=k(1°). A p1011 valésziniiség szerint kivalaszts-
dik a kovetkezd 11 4llapot és az 10-—v 11 4tmenet az
Fﬁ“’iQQ) eloszléasfiliggvénynek megfelelben a tl idépillanatban
vegrehathdik. Jeloljik a kovetkezd, 11-t61 fliggd vezérlést
kl=k(11)-el. Fkkor az eldbbiekhez hasonléan végbemegy az

Ay
ko,k ook, vezérlések mellett kialakulé &llapotok

- i, atmenet és igy tovabb. Az n-edik 1lépés utén kapjuk a

io,il,...,in sorrendjét. A vezérlések ko,kl,...,kn sorrendjét
stratégidnak nevezzik és d(o,n) = (ko,kl,...,kn)-el)az n 1lé-
péses megengedett stratégidk, osszességét pedig D(o,n)-el je-
161 jiik. Tegyik fel, hogy tetszdéleges d €D(o,n) stratégia ese-
tén minden m> n-re létezik olyan d* €D(o,m) stratégia, hogy
d megegyezik a* elsé n komponensével. Az adtmenetek fenti
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n lépése T =t -t = T + T

io il & T'v‘z {ny ln
148 alatt zajlott le és ez i1id6 alatt a rendszer munkija
Cp = Claiy * Cisig# =+ - + Cipyin veszteseggel jart. A rendszer

Tn-re esd munkajat jellemezzik a

i MI(Ca
9[d (o.n)] = 74_%‘7‘;,7] 1241/

hényadossal, ami az iddegységre jutd veszteséget fejezi ki. A
rendszer munkija anndl hatékcnyabb, minél kisebb a

lim inf ?[d(OGJJ hatarérték. Tekintsiik az dsszes megenge-
n—® g (0,n)ed(ON

dett d(o,n) €D(o,n) stratégidt. Ezek utdn az optimalis vezérlés
azon d stratégia megkeresését jelenti, amely mellett a

¢ [a(o,n)] hatéréertéke a iehets legkisebb lesz. Ha létezik op-
timalis d stratégia, akkor erre teljesiil:

eld]l= g[d(o.n)]

Y d( n)€e D{on)

A tovabblakban az optimAlis vezérlés létezésének bizonyitasival
nem foglalkozunk. Ez bizonyos feltevések mellett megtalalhaté a
[2], [4] és [5] cikkekben.

A (4] cikkben az optimilis vezérlés létezésének bizonyitésa
mellett annak stacionaritasa is igazolva van. Mi is feltesszik

a tovdbbiakban, hogy létezik staciondris optimilis vezérlés és
annak meghatarozasival foglalkozunk. A tovabbiakban csak olyan
stratégidkat engediink meg, amelyekbena vezérlések csak a rendszer
pillanatnyi &allapotdtdl filiggnek. Vizsgalatainkban feltessziik,
hogy az E 4llapottér és a D vezérlések tere véges.
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III. Ciklusok vizsgalata

Rogzitsiink egy megengedett doe D stratégiat és vizsgiljuk
valamilyen alkalmasan valasztott atmeneti to idéponttdl a

rendszerinkben lejatszddé sztochasztikus folyamatot.

Jegyezziik fel az e(to) = 1, 4allapotot. Figyeljik meg azt a
v idépillanatot, amikor elészor ujra megjelenik az io al-
lapot. A sztochasztikus folyamat +t - t, idészakaszra esd
részét ciklusnak nevezziik. A ciklus hossza tm - to = Tm; a
ciklus atmeneteinek szdma m és a rendszer ciklusra esd vesz-
tesége Cm' Kiindulési io &llapotnak folyamatunk egy lénye-

ges Allapotat vdlasszuk, vagylis melyre

M[m]<o , M[T ]<® ;

Ezen egyenlétlenségek és a rendszert jellemzd Markov léncra
tett ergddicitasi feltételek mellett a rendszerben lejétszéds
sztochasztikus folyamat valamely allapotbél kiinduld ciklusok
ismétlésébdl 4ll. Ezért az elé6zd pontban az n-—+o0 esetén vett
hatarértékek helyettesithetdk a ciklusok széminak ndvekedésére
vonatkozé megfeleldé hatarértékekkel.

Jelol jik rig) -nel annak valésziniiségét, hogy az 1 é&llapotbél
kiindulva az n-ik lépésben J-be Jjutunk ugy, hogy kézben egyszer
sem érintjik az i 4&llapotot. Akkor ri?) lesz annak valbszi-

niisége, hogy az 1 4&llapot eldszor az n-ik lépésben ismétlddik,



- T

vagyls, hogy a ciklus lépéseinek a széma n. Jeldljék tovabba
a P= {Pij} és {rig)} matrixok i-ik sorvektorait p, és
fin = Legyen Qi olyan mAtrix, amelynek sorai megegyeznek
P soraival, kivéve az i-ediket, mely minden eleme o. Fennall

a kovetkezd Osszefliggés

(1)
B =R
(n+d) (n) (n) )
Ly = P_ril'io":f"(nQi ) nx>{ (3.1)

vagylis /3.1/ felhaszndléasaval irhaté:

n

Ii(no‘) =—p‘. Q‘ /3.2/

A tovabbiakban sziikkségink lesz az
(1) 2) (n+1) 2 n
ri +ri + .. +7 =P,-[I+Q,~ tQ+ .. +Q; ] /3e3/

osszegre és annak n—+»® esetén vett hatarértékére. Ezért be-
bizonyitjuk a /3.3/ jobboldaldn a hatarmenetnél fellépd mAtrix-

sor konvergencidjat.

A bizonyitésban, majd azt kdvetden tobbszor hasznaljuk valamely
matrix vagy sorvektor sordsszegét. Jeloljik e-vel azt az osz-
lopvektort, melynek minden eleme 1, ekkor valamely A mAtrix
sorosszegeibdl alkotott oszlopvektor A e 1lesz, mig az a

sorvektor sorcsszege ae.
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Tétel. Az

I"'Qi'.'Q,iz'l'ooo /3.4‘/

matrixsor konvergens-és

I+Q,1+Qi+ e =(I-Q1)_1 /3+5/

Bizonyitas. Minthogy a Q i-edik sordnak elemei o-ak, tet-
szb8leges n>=1l-re a Q? hatvany madtrixok i-edik sora is o
elemekbdl &ll. Ezért a havvanyozésndl az i-edik sor alakula-
saval nem torddink. Legyen

R1=P-Q1

Képezzik a Y matrix hatvanyait:

Q= (P-R)P=R)= P~ PR - 5" 1346/

ahol s§.2) = Ry (P—Ri) madtrixnak csak az i-edik sora kiildn-
bozik o-tél. /3.6/ sezitségével

Q= (P-R)P*-PR -5?) = P- PR -P5-8 /547/

Hasonlé mbédon az n-ik 1lépés utén
Q= (P=R)P"-P"R - . —PS™-s"") =
n n-4 n-2 ~(2) n-1) (n) /308/
=P-P"R-P"s!~  —psi s

L ot e P n-t
S.- =Ri(P -P Ri- e T )=R¢'Qi

matrix elemei az i-edik sor kivételével o-ak, az i-edik sor
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elemei pedig nem negativak, tekintve, hogy Ri és Q;'l elemei
is ilyenek.

Feltevésiink szerint P egy ergbdikus Markov lénc atmenet matrixa,
sztochasztikus matrix, sordsszegel 1l-et adnak, és ezért ilyen
tulajdonsagu a pn is. Masrészt n —® esetén PP — T <
ahol JI a staciondris valésziniiségek matrixa. T minden ele-
me pozitiv, ezért elég nagy n, mellett a ?P'no-1 hatvany minden
egyes eleme is pozitiv lesz. Rogzitsikk ezen feltételnek eleget

tevé n,-at és /3.8/-at rendezziik a kdvetkezd8képpen:

n n n_=-1
pY g ap? Ry + Ty /3.9/
ahol
n_ =2
_po (2)
Ti-P Si + oo

n_ -1
mitrix minden eleme nem nerativ. Minthogy P o elemei poziti-

vak és R1 i-edik sora tartalmaz pozitiv elemeket /tekintve,
n_-1

hogy Osszegiik 1/, kévetkezik, hogy (P 2 Ri) e minden eleme

pozitiv. /3.9/ felhaszndldsival adbddik, hogy

n
Qio & minden eleme < 1 /3.10/

Jelb’%jﬁk A =-val a Q; legnagyobb abszolut ér::lékii sajatértékst,
A Qio matrix legnagyobb abszolut értéki 7 sajatértékére
a mAtrixszamolas ismert Osszefiiggései alapjan /3.10/ miatt
fenndll:

l)\n°|< 1 azaz [A|<1
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vagyis a Q'i Osszes sajatértéke az egységsugaru kor belsejébe
esik. Ez elégséges feltétele a /3.4/ sor konvergencidjanak.

/3.4/ konvergencidja esetén pedig teljesiil /3.5/,

IV. Ciklus id0 és az arra jutdé veszteség meghatirozésa

Az /1.3/-al definialt 85 varhaté értékek és az atmenet valo-

sziniiségek segitségével hatarozzuk meg a bi:j mennyiségeket a

bi;j = pij aij szorzattal. Az ezekbdl felépiilé matrix legyen

B = {b, .} A B i-edik sorat b, -vel jeloljik. Jelentse B
ij ~i 2

azt a matrixot, amelynek i-edik sora o-okbél 411, a tobbi

eleme pedig megegyezik B elemeivel.

Tekintsiink egy 1 &llapotbdl kiinduld ciklust. Annak valoszi-
nisége, hogy legfeljebb n 1lépés utén ismétlddik az i 4lla-

pot

Jeloljik az n 1lépésre juvd Atmenetek atlagos hosszat pin)-el,
akkor a fenti jelolésekkel

(1

) "
B: = Fii Oii = Pii O = by FAes

(1) (1)
C=f+ 2 bu + ) ryb; /4e2/
ki jFi

majd n=2-re

(ned) (n)

(n-1) (n)
{34 = ﬁl' + JZ rij ‘; bjk + J; rij bj" /4'3/
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A /4.1/, /4.2/ 68 /4.3/ rekurzibs Ssszefiiggés felhasznidlaséval

Mm

bii ZQ&'*Z@”(@:+Z@)+ T TRl

+Z yfno)(q‘+§b,.( ;ru b =

= Zb,,+§(r.§"+n, AN ) + i
Vektor és mAtrix jeldlésekre éﬁtérve majd /3.3/ felhaszn&lédsaval
Mig's +5.~‘”")(B.‘§)+j}; ri by =

= bie+ P (1+Q;+ ... +Q; )(Bie)+ Zr"" bt/

n-» °< esetén rig)-. o minden i és J-re és igy /4.4/ utolsé
tagja

(n)
):r,,"bﬁ -0, ha n-~o Y

/4.5/ és8 /3.5/ felhasznalésaval kapjuk, hogy létezik a
(n) -4
fBi = lim i = bie +pi(I-Q;) (B:e) /446/
n—>x

hatérérték, ami a ciklus hosszénak varhaté értékét adja.



- 79

Teljesen hasonlé meggondolésokkal kaphatjuk a ciklus idére jutéd
teljes veszteség varhatd értékét

= e +p(I1-Q) " (Ue) /4477

ahol u13 =DPyj vld’ vj.‘_j pedig az 1 —> J Aatmenetre jutd vesz-
teség varhaté értéke; w, az U = {uid} mitrix i-edik sora,
mig U1 matrix annyiban kiilonbézik az U matrixtél, hogy az
i-edik sordba o-ak keriilnek.

A /2.1/ képletben szerepldé mennyiségeknek itt a f3 g = M[Tn]
és a /Yy = M [Cn] azonositésok felelnek meg. Igy a rendszer
hatékonysagat a /2.1/-nek megfeleld

/4.8/
hényados jellemzi.

V. Az optimalis stratégia megkGzelitése

A III. és IV. pontban kepott eredményeink egy, a III. pont ele-
jén rogzitett d,€ D stratégiara vonatkoztak. A a, rogzitése
azt jelenti, hogy a J 4&llapotba jutva mindig ugyanazt a

vezérlést alkalmazzuk. A k‘o) ozza a /4.6/

meghat
J g 0™ B
68 /4.7/ képletekben szerepld Ry H 23 3 u

k(e
sorvektoro-
kat és a Qi’ Bi’ U1 matrixok j-edik sorait. Egy kivédlasztott
d, vezérléshez /4.6/ és /4.7/ alapjan meghatérozott ﬂtﬂi)

és pild] , maja /4.8/ alkalmazasaval — Si[a] érték tar-

tozik.
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Az optimélis vezérlést a kovetkezd iterdcids eljéréssal kozelit-
jik meg. Az 10, il, 12, «s. 8allapotokhoz valasszuk ki a
kgo), kio), kéo), ses vVvezérléseket, amelyek a d(()o) straté-

gidt alkotjédk. FixAlunk egy 8y indexet és az 1 4llapothoz

S
tartozé minden lehetséges k € K vezérléshez l]EA.szé.mitjuk a
/4.6/y /4.7/ és /4.8/ alapjén a S [k k,’, IS ; ks
veszteségeket. Meghatdrozzuk koziilik a legkisebbet. Legyen az
ehhez tartozé ksl vezérlés k1), Irjuk kgl) -et k(°) helyé~

be, akkor az ily médon megvéaltoztatott d(°) =b6l kapjuk d(l)

KivAlasztva most egy 85 £ 8, indexet a dgl) stratégidban csak
a k é K vezérlést véaltoztatva minimalizaljuk a

g‘j:k - 12, i*8,5,; 'k.m s ] veszteséget. A minimumhely megha-
térozza a k(l) vezérlést, majd ezzel helyettesitve a k(g) -at

d(l) -b&1 kap;]uk a d(2) stratéglét.

Ezeket a lépéseket az Osszes Bys Bpy Bzy e indexvalasztés
mellett végrehajtva eljutunk a d.'(l_o) stratégidhoz. Ezutén a
d‘()o)-at helyettesitve d{o)-al, majd rendre qéo)' dgo), -
az itericids eljaradst eldlrdl ismételjiik mindaddig, amig az
egyméds utédn kapott stratégidk meg nem egyeznek, vagy elég kozel
nem keriilnek.

A /4.6/ és /4.7/ képletek szémoléséndl lényeges, hogy rogzitett

i 4llapotrs vonatkozé ciklusban a Qi' Bi és Ui matrixok nem
fiiggnek az i 4llapothoz tartozd ki vezérlésektdl, ezért az

(I-0)"(Bie) & (I-Qy) (uie) /5.1/
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szorzatokat, ami a szdmolas jelentds részét teszi ki, minden
egyes ciklusra vonatkozéan csak e sz;ar kell szémolni. A

k
k, € K, valtoztatdsanil csak a b, + és u, T sorosszege-—
i i =1k ) o

i

it kell ujra szamolni, illetve a Dy -vel szorozni a miar ki-

szamolt /5.1/ vektorokat.

" A szédmolas folyaman az (I-Q:L)"l inverz mAtrixra valéjaban nincs

sziikség, csak annak /5.1/ szerinti YBi e) és (Ui e) vektorokkal
=

vald szorzatara. Ezért az (I-Qi) inverz kiszémolasa helyett

célszeribb az
(1-Q4) x = (B &), (IQ) 3 =(U; o) /5.2/

egyenleteket megoldani. Ugyanis az x és y megoldasok éppen
az /5.1/ oszlopvektorokat adjak.

VI. A rendszer optimalizdlisa az ergbodikus eloszlés

ismeretében

Feltevéseink szerint P = {pid} egy ergbddikus Markov lanc at-
menet matrixa. Teljesiil tehat a

P .M, ha n—>o /6.1/

hatédratmenet, ahol n métrtx_ﬂ soral megegyeznek és a stacio=-
naris eloszlast adjak. Ha minden d stratégiandl ismerjik a
JT(a) valésziniségl vekiort a ciklus vizsgdlat nélkill is eljut-
hatunk a rendszer hatékonysagat jellemz$ /2.1/ hdnyadoshoz. As
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€ldz8 pontok jeloléseit hasznélva a /2.1/-ben szereplé n 1lépés-
hez tartozé atmeneti idok M[Tn] varhat$ értékét az i 4llapot-
b6l kiindulva a kovetkezdképpen irhatjuk fel:

MIT,]={Be+P(Be)+P(Be)+ . +P""(Be)}i

ahol { }i-vel jeloltik a { } zarbjelben levé oszlopvektor
i-edik komponensét. Az egy lépésre jutd atlagos Atmeneti idd

FMITI=1 {3 P"(Be)}; sz (TiBe) 6.2/

A /6.2/ jobboldalan &all1l6 oszlopvektor minden komponense egyenld
éspedig lf[dXB e)y, a d vezérlés esetén egy lépésre jutd 4t-
meneti 1d6 varhatb értéke.

Teljesen hasonlé meggondoldsokbél a d vezérlés melletti egy

dtmenetre jutd atlagos veszteséget az
%M[C,J;; jidl(ve) /6.3/

hatidrértékkel kapjuk. A rendszer hatékonysagéat az iddegységre
jut6é Atlagos veszteséggel jellemezve /2.1/-b6l adédik

_ Jitdi(ue)

" Ndi(8e) e
A /6.4/-ben explicite szerepel a 1[ " stacionaris valésziniiségi
vektor, ami sokszor nehezen hatarozhat$ meg. Azonban ismeretesek
el jarasok /6.4/ minimalizélasara, amelyek rem hasznaljak a E
vektort. Ezekkel az eljarasokkal itt nem foglalkozunk.
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The paper discusses the problem of the control of semi-
Markovian processes. We assume that the control takes place
at the times of the changes of states of the system and that
there exists an optimal stationary strategy. An iteration
procedure is given in order to find out the optimal control.
Our procedure is based upon the examination of cycles which

repeat themselves in the semi-~Markovian process.
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