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Egy kiszolgdl$ rendszerrel kapcsolatos
optimalizélasi problémArél
Gergely Jdézesef

I. Revezetés

Az [1] és [2] cikkekben a kévetkezd sorbanéllési modellt
vizsgéltuk: egy kiszolgalé berendezéshez 8y il1. a, para-
méterii Poisson folyamat szerint A 1ill. B tipusu egységek
érkeznek. A késziilék egyszerre csak egy egységet szolgdlhat
ki. A kiszolgidlt egységek azonnal elhagyjék a rendszert. Ha a
késziilék egy A tipusu utédn B tipusut szolgal ki, vagy for-
ditvé, sziiksége van egy le 111+ T21 atkapcsolasi idére.

A kiszolgédlasi iddk T1 és T2’ valamint az Atkapcsolési

;dék T12 és T21 fiiggetlen valésziniiségi valtozdk, fiiggetle-
nek a bemeneti &ramtdl és kiilon-kiilon azonos eloszléasuak, el-
oszléasfiiggvényeik: Bl(t), Bz(t), Clz(t) és Czl(t), varhaté
értékeik: By, ﬁa.'UIZ és 121'

Ha egy A 1ll. B tipusu egység érkezésénél a késziilék szabad
és ez utoljéra kiszolgdlt egység is A 111. B tipusu volt,
akkor azonnal megkezdddik a kiszolgélasa, kiilonben vArakozik

az A 1ll. B +tipusu sorban a kiszolgilédsa megkezdéséig. Ha
egy A 1ll. B tipusu egység kiszolgalédsa utén maradt a rend-
szerben A 1ill. B tipusu varekoz$, akkor azonnal megkezdddik
az érkezési sorrendben kovetkezd A 1ll. B tipusu egység
kiszolgalasa, ha viszont A 1ll. B tipusu sorbanallé nincs,
akkor csak abban az esetben kapcsol 4t B-re (ill. A-ra), ha a
B (i11l. A) sorban legaldbb n, (ill. n,) véarakozé van
(ny=1, ny=1).
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Jellemezze a kiszolgald rendszer eéy kiszolgalids befejezése

uténi 4llapotat az (4, Ky k,) sz&m harmas, ahol i=1

(111. 1=2), ha az utolsb befejezett kiszolgilas egy A (ill.B)

tipusu egység kiszolgdlasa volt és a kiszolgiléds befejezése utén

kl A és k2 B tipusu egység maradt a rendszerben. Jeldlje

Py k. .k annak valésziniiségét, hogy az N-ik kiszolgilas befe-
=192

jezése utéan a rendszer 4llapota (i, Ky kz\ volt.

As [1] és [2] cikkekben bebizonyitottuk az a) P, + a,p ,<1
feltétel mellett a Markov léncot alkoté (i, kl,k2) 4llapotok

ergodicitésat és Osszefliggéseket vezettiink le a

1lim .
Pj.,kl,k2 = Ne® p“"kl'ka'n valésziniisédgek P,(zl,zz) gene=

ratorfiiggvényeire. Az [1] cikkben np=n, =1, a [2]-ben pedig
n,»1l, n,>1 esetekre adtunk eljarést a p X valésziniisé-
1 2 1,k .k,

gek meghatérozéséra.

Jelen cikkben foglalkozunk az [1])=-ben felvetett optimalizalési
problémaval, vagyis, hogy adott al,az,Bl(t), Bz(t), ClZ(t) és
C5,(t) mellett hogyan kell n, és n,-t megvélasztani ehhoz,
hogy a rendszeriink leghatékonyabb legyen. A rendszer hatékony-
sdgdt a rendszerbe érkezd egységeknek idSegységre esd sulyozott
varakozési idejével jellemeszziik. Keresends teh4at az az n, és
Ny, amely mellett az id8egységre jutd sulyozott véarakozési 14§
a legkisebb. Az optimAlis megoldast a [3]-ban ismertetett mbd-
szer seglitségével keressiik meg.
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Az optimalizAilési feladat meghatérozasdhoz sziikségiink lesz az
dtmenetvalésziniiségek, az atmenetek Atlagos idejének és egy &t=-
meneti idére juté Atlagos vaArakozési idérek a meghatérozéséra.
Exponencidlis Bl(t), Bz(t), Clz(t) és Czl(t) esetekben
explicit képleteket adunk ezek kiszamolésAra, valamint eljérést
a stacionaris 4llapotvalédsziniiségek meghatarozésara. Vésﬁl‘is-
mertetink néhény szémpéldat.

II., A rendszert jellemzd fél-Markov folyamat

Vizsgéljuk az [1] és [2] cikkekben és a bevezetésben leirt ki-
820lgald rendszerben lejatszédé sztochasztikus folyamatot. Le-
gyenek a kiszolgilésok befejezési idépontjali rendre tl,ta,...
Jellemezziikk a rendszer Allapotiat tetsz8leges t 1d&pillanatban a

£(t) = (1, k,kp) _ /2.1/

vektorral, ahol 1=1 4ll. 4i=2, ha ¢t =¢% <tm+1 és a t,~ben
A 1ll. B tipusu egység kiszolgdlésa fejezbdott be, kl i11.
k2—v91 pedig a tm 1d6pillanat utén a rendszerben maradd A
111. B tipusu egységek szamAt Jeloltiik.

Az (1] és [2] cikkekben bebizonyitottuk, hogy a
g(m) = £lty) = (1,0,k) /2.2/

4llapotok ergodikus Markov léncot alkotnak. Az Atmenetek kozti

z_ =t - tm Atmeneti 146k a kiszolgilasi, a&tkapcsolési,

m m+1
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valamint az egységekre vald vArakozasi 1ddkbél tevédnek Ossze,
~amelyek teljesen filiggetlenek és adott eloszlisuak. Igy ismert-
nek tekinthetdk a

To(x) =P (2 £x), m=1 /2.3/

eloszléasfiiggvények. A fentiek alapjén a kiszolgdld rendszerben
lejatsz6dd g(t) sztochasztikus folyamat fél-Markov folyamat.
(A £é1-Markov folyamatokrél lasd [3]-at és [3] irodalmi utalé-
sait.)

Ha t,-ben ismerjiikk a rendszer { (1) 4llapotat, akkor Tl(x)
eloszlasnak megfeleld zy ideig marad ez az allapot, majd
/2.2/ Markov lanc Atmenetvalésziniiségeinek megfeleléen Atmegy
a ( (2) 4llapotba. Hasonlé médon 5(2)-b61 negkap juk
{(3)—at és igy tovabb. Vagyis f (1) iomeretéven a /2.2/
Markov-l4nc Atmenet valésziniiségel és az Atmeneti 1dék /2.3/
eloszlésal meghatérozzék a { (t) folyamatot.

A /2.1/ és8 /2.2/-ben klézo, k,=0, mg k) és k, elvileg
akdrmilyen nagy lehet. Azonban azok az &llapotok, amelyekben
k1 vagy k2 nagy, kis valésziniiséggel fordulnak eld. A tovéab-
bi vizsgélatainkban megadunk 8 és So szdmokat és azokat
az Allapotokat, amelyekben klé-sl vagy kaézsz 0sszevonjuk
egy-egy &llapottd, és ezekben kl = 8y ill. Xk, = 8, jeld=
1ést haszndljuk. BzAltal a /2.2/ véges &llapotu Markov lénc
lesz, a /2.3/ pedig a véges 4llapotok kozotti valamelyik at-

menet idejének eloszlésa.
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ITI. Az &tmenetvalésziniiségek matrixdnak meghatérozésa.

Rendezziik az

(1,k1,k2), 1=1,23 ky3=0,1,¢0448)3 k5=0,1,...,8, /3.1/

4llapotokat kl és k2 novekedésének megfelelbéen a kdvetkezd

csoportositas és azon beliili sorrend szerint:

Lecaet (14,040), (1,0,1), (1,0,2),....(1,0,52)

2.cs.: (2,0,0), (2,1,0), (2,2,0),...,(2,51,0)

Zomar (1.3.0), (1.0.4), (1,'1,2),...,(1.1,52), (1,2,0)s (14241) 5000
(lv2052)s (1,3,0), (1'3y1)o0°-’(1.51,0), (1,81,1),...,
(1,51,32)

4.cBe: (2,0'1)' (2,1,1), (2,2,1)....'(2.81,1). (290,2), (2,1,2)....
(2,5),2), (2,0,3), (2,1,3),..., (2,0,85), (2,1,85),...,
(2,51,52)

Az Atmenetvalésziniiségek P mAtrixidnak meghatérozédsédhoz tekint-
silkk az
(1, 0k5) = (3,04,05) /3.2/

dtmeneteket. A fenti csoportositésnak megfelelden legyen a P
matrix felbontésa

\'Rn Ro B3 Rlu}

B B. Ry B

o | 21 Rz Fo3 Ras /5337
Ray Bzp Ray By
LRn Ryo Rys RMJ
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ahol Ruv Jelenti az u-adik csoportb$l a v-edikbe valb Atmene-
tek valésziniiségeinek mAtrixat. A /3.3/-ban szerepld matrixoknil

az l.es indexhez s,+1, a 2-hez s,+l, a 3-ashoz 31(32+1), mig

a 4-hez sz(sl+1) sor ill. oszlop tartozik.

A kiszolgélési szabdly figyelembevételével azonnal megéllapithaté,
hogy

Ry, = Oy Byy = 0, Ryy = 0, Ryz = 0

valamint ny > 1 ill. a,>1 esetén az R12 =0 111, R21 = 0
is teljesiil, minthogy ezen mAtrixoknak megfelel8 Atmenetek nem
lehetségesek. Hasonléképpen beldthats, hogy a tobbi Ruv métrix
i8 sok O-=t tartalmaz. gy példéul az R11 és Rl3 il1. R22
ésn R24 matrixok ky=n, ill. k,>n, -nek megfeleld sorai
O~4kb6l 4llnak, A P méAtrix azon elemei, amelyekre a tovébbiak-
ban nem adunk Osszefiiggést, O-ok lesznek. Képleteinket az
(l,kl,kz) — (3,/1,12) tipusu &tmenetekre irjuk fel, mig a
(2,k1,k2) — (3,11,12) dtmenetekre hasonl$ mbdon, a megfeleld
indexek felcserélésével kaphatjuk meg az eredményeket. Mindezek
figzyelembevételével P elemeinek meghatarozasihoz négy esetet
kell megkiilonboztetniink.

Ha k,<n,, akkor az (1,O,k2) 4llapot utén kovetkezhet
(1,11,/2) [1=0, [,=ky; vagy (2,03,0,)y [;>Cy L,=n,-1
&llapot, aszerint, hogy egy A tipusu vagy n,-k, B tipusu
egység érkezik elébb sz (1,0,k2) 4llapot kialakulasa utén,

Felheszndlva, nogy az érkezss homogén Poisson folyamat szerint
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torténik, tetszéleges iddpillanatban annak valésziniisége, hogy

A 111. B tipusu lesz a kovetkez§ érkezs, 595, 1ll. 5og, .
Igy annak valésziniiségét, hogy egy A tipusu egység elébb érkezik,
mint n24k2 B tipusu, az

L

Q, e iy (9
o2 Y (525 /347

m=0

kifejezés adja.

A /3.2/=vel jelslt &tmenet ideje alatt J=l esetben az A tipusu
egységekb8l (,-k,+1 érkezett, egy pedig kiszolgalédott, a B
tipusuakbél [,-k, érkezett. A j=2 esetben ll-k1 A és

[2-k2+1 B tipusu érkezése és egy B tipusu kiszolgilds tértént.
Ké6zben A&tkapcsolésra is sziikség volt, ha 1£j.

Peltevéseink szerint az A és B tipusu érkezések egymistédl fiig-
getlen Poisson folyamatot alkotnek. Ezért annak valésziniisége,
hogy valahogyan kivAlasztott t 148 alatt m A és m, B tipusu
érkezés torténik

(0.8)™ (ait)™ -(orsat

— rnz.’ . /345/

l. A k,<n, esetben az (1,0,k,) —> (2.11./21, [{29, (50,1
Atmenet valébsziniisége /3.4/ és8 /3.5/ segitségével a kiovetkezdkép-
pen irhaté fel:



ly L=-m# o

Q Lisl=m+t _(0,
e [l e )

L1 (l-nys4)!

ahol

X
T(x) = [ Cylx-t) dBy(t)

/3.6/

/3.7/

a T2 + '1‘12 kiszolgldlési és Atkapcsolasi 1d6k Osszegének elosz-

lasfiiggvénye.

2. A k,<n, esetben az (1,0,k;) —> (1.!1,/2), (120, lr2k,

4dtmenetnél figyelemmel kell lenniink arra is, hogy a kiszolgédlan-

4% A tipusu egység hanyadik B tipusu utén érkezik., Ennek meg-

felel8en egen Atmenetek valésziniisége:

min((3,n-Xg=4)
% S (%)
0,4'0; ( O' *oz) L

m=0 :

Bl . i
a, 0, th *h-bm — (0,40,)x
L] (b-ky-m)! =

o

dB, (x)

/3.8/
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3. A k,=n, esetben a lehetséges (1,0,k,) — (2, [1,/2),

ll- » 12— k=1 é4tmenetek valésziniisége /3.7/ seglitségével:

(' ly-ky +1 ®
d, o / beb-lat! _(a01)x
0,7 (lp-ke #1)! e

dT(x) . /3.9/

[+}
4, k>1 esetben csak (l'kl'kZ) —— (1,[1, /2) y (12K, [2§k2
tipusu Atmenetek lehetségesek, amiknek a valésziniisége:
(=Kt g ly~ky

1 2
(l, =kt (L —ky)!

(4l -k.-k,ﬂ _ ; £
/X 2 (Q,+0,)x dB,(x) /3.10/

A /3.6/, /3.8/, /3.9/ é8 /3.10/ képletek felirisindl figyelmen
kiviil hagytuk a /2.2/ Markov lénc /3.l/ szerinti véges Allapot=-
térre vald lesziikitését. A P mitrix azon elemeit, amelyekhez
tartozé /3.2/ tipusu Atmenetekben a k; = 8y, k,=8,, [l=s1

vagy 12=52 szerepel a /3.6/, /3.8/, /3.9/ és8 /3.10/ kifejezé-
sek valamilyen k,>s,, k;>s8,, [1531 vagy 12.532 -re vett
osszegeként kapjuk meg. Igy példidul az 1. esetben a k2<n2,
(1,0,k,) —> (1,/;, 8,), 0=/ <8, A&tmenethez tartozé valészi-
niiségeket a /3.6/=ban szerepld valdsziniiségek [2252-re vett

osszege adja meg.



IV, Atmeneti 1d6k

Feltevéseink szerint a kiszolgild rendszerbe az egysegek 8y
és a, Iintenzitdsu Poisson folyamat szerint érkeznek. Ismere-
tes, hogy ebben az esetben az érkezések kozdotti 1d8 exponencid-
lis eloszlésu

- A o &E /4.1/
siiriiségfiggvényekkel, varhat$ értékeik pedig

-é_' & T', /4.2/
A kiszolgédlésok befejezése kozott eltelt 1ddk, azaz a /2.3/-ban
szerepld By % T =X &tmeneti 1ddk kiszolgélasi, Atkapcso=-
1l4si 1d8kbdl, valamint az érkezd egységekre vald varakozasokbbdl
tevédnek ossze. Ezért a 2z varhaté értéke M [zmj kifejezhets a
felsorolt egymastdl fiiggetlen véletlen 1ddk

@

/3i=f xdp;(x) X,-j=fxdfg'(x),' Sl

o

valamint a két Poisson folysmat — és OL, vaArhaté értékei-

vel.

Jeldljilkk az Atmenetek kozti 1ddk varhaté értékeinek maAtrixAt
A-val. A azon elemei, amelyekhez nem tartozik lehetséges at-
menet, legyenek O-ok. Ezek helyei megegyeznek a P Atmenetmat-
rix O elemeinek helyeivel.
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A /4.2/ bs /4.3/ segitségével az A métrix O-t41 kiilonbszd
elemei, a III-ban vizsgdlt négy esetnek megfeleléen, a kovet-—
kez6képpen adhaték meg:

1. A k,<n, esetben az (1,O,k2) s (2,/1,[2) 4tmenetek kdzti
1d8 varhaté hosszas

nz'kz
0, + 8y B,

2. A ky<ny, (1,0,k;) —> (1,[1,12) esetben
+eh.
3. A ky,=n,, (1,0,k2) S (2,/1,/2) dtmeneteknél
Y+ 2,
mg a 4. k=1 esetben az (1,k ,k;) —> (1, [1, 12) 4tmenetekre

vonatkozéan ﬁl lesz.

A /2,y ky/ —> /j,[l, /2/ tipusu Atmenetek kbzti 1dék véarhaté
értékel a kapott eredményekbdl a megfeleld indexek felcserélésé-
vel adbdnak,

V. Vérakozési 1d8k

A kiszolgald rendszerbe érkezd egységek a rendszer &llapotitédl
figgben vagy azonnal a kiszolgald berendezéshez keriilnek, vagy
az A 1ll. B +tipusu sorban varakoznak a kiszolgdldsuk megkez-
déséig. Az érkezéstdl a kiszolgalas megkezdéséig eltelt idd az
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1lletd egység véarakozési ideje. A tovéabbiakban kiszé&mitjuk egy
dtmenet ideje alatt a rendszerben levd egységek vArakozési ideje
novekedésének varhatd értékét. Ehhez bevezetjilk a virtudlis vara-
kozdsi 148 fogalmit. Jeldlje 7,(t) 1ll. 7 o(t) ezt az 14d8t,
amit az A 1ll. B tipusu egységnek véarnia kellene a kiszolgélé-
sa megkezdéséig, ha a t id8pontban érkezne. "]J(t), Jj=1l,2 sza=-
kaszonként konstans vagy -1 meredekséggel cstkkend linearis fiigg-
vény. Legyenek az A 1ll. B tipusu egységek érkezési pontjai
rendre t{l), t{Z),..., 831, {2),..., akkor ez 7 4(8), 32,2
fliggvények szekaddsi pontjai a t{u ’ tz‘” és a kiszolgilésok be-
fejezddési th idépillanatai.

Jelsljik  dp-el a b
j=1,2 figgvény véletlen novekedésének megfeleld valédsziniiségi

(0 -ben felvett értékei d e .

n Jn
Tekintsiink egy atmenet (tm,tm+1) iddéintervallumdt., Konnyen be-

n=1,2 id&épillanatban az 7J(t),
véltozb6t és legyenek (‘jjn—nek t

l4thaté, hogy létezik olyan T d) pont, amelyre teljesiil, hogy
73(1:), j=1,2 konstans a tm<t<’1‘(j) szakaszon, mig

T(J)< t <t -ben szakaszonként lineArisan csdkkend. '1‘(3) megegye—

m+1
zik 7 J(t) valamelyik szakaddsi pontjéval.

Tetszbleges t idSpillanatban, melyre t <t<t ., az " J(t)
a kovetkezdképpen irhaté:
(1) )]
() = n.(¢m?0) + . (¢-T7) 6(¢)
7,{t) = 7; (£a?0) 2 djn + ) L /5.1/

tm<tPct
net2
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ahol

0, ha t <t <n{d
G(t) = {
1, na ol t<t, .

A tg, idépillanatban érkezd egység varakozidsi ideje 73(1;3(1))’

mga z, =t . -t 1d8kdzben érkezd A (i11. B) tipusuak
varakozési idejének novekedése j=1 (ill. j=2) mellett

: e R .
Vi (Z.) e,;,"u... 7:(6") . /5.2/

A tovabbiakban megkililonboztetett jelentdséget tulajdonithatunk
az A (i1l. B) tipusu egységeknek olymédon, hogy a varakozési
idejiiket sulyozottan vessziik figyelembe. Legyen O < O(lé 1,

0 -_'-0(251 és tekintsik az oy, oly=vel sulyozott teljes vArako-
zési iddnek a z  idére esd novekedését:

V(Za) = O MzZm) +Va(2Zm) /543/

/5.2/ az /5.1/ felhaszndlAsaval a kovetkez8képpen irhaté at:

Vilzal = ltmt0) 2 4 =) (4'-TY)G () +

tu< ¥ detnies m << bmes

/5 4/

+ZT [‘Md;”

tin< lj Stnes

] d:l'r (S) }

<
r=142

Az 4tmenetekre a /3.2/ jeldléseket hasznAlva legyen
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ly-knt1 ha n=j

R=r, +1 Y =
% g ln—kn ha n#J

# y (n,3=1,2)
Jeloljiikk /5.4/ elsd, masodik és harmadik tagjénak vArhaté érté-
két M,!j:tln)' Mgi) és Mgi) -al, akkor vj(zm) vérhaté értéke

(3)

MLv; (zm)]= /‘4,-{1'—/‘4,-3.' +Mjm /545/

/5.3/=b61 pedig

Mv(zZm)] =MV, (2m)] + 3 M[Vs(2m)] /5.6/

Egyszeriien adédik, hogy

lim =i M[7;(tm+0)] . /5.7/

/5.4/ masodik tagja Ty = O esetén 0. ry>1-re ez "Si) kiszd-
molédsdhoz felhaszndljuk a Poisson folyamat kovetkezd sajétossigit.
Erkezzenek egységek egymAstél fiiggetleniil, Poisson folyamat sze-
rint. Annak valésziniisége, hogy egy érkezés, amely a (0,T) inter-
vallumba esik, annak (0, T ) részében kdvetkezik be T/r=vel
egyenld és fiiggetlen attél, hogy a tobbi érkezési pont hogyan
oszlik el a (0,T)-ben. Igy minden egyes (0,T)-ben bekdvetkezett
drkezésre vonatkozbdlag T/2 az érkezési pontig eltelt 1d8 vArhaté
értéke. Az lgi) kiszamolédsdhoz a T szerepét a sl = T(d)
veszi &t &s minthogy ez 148 alatt éppen rd darab aj intenzi-
tésu Poisson folyamat szerint érkezd egység érkezését kell figye-

lembevenniink, ezért
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@2) { () ' {
/ij=r;“2‘f)(d,P(fmﬂ_Tjéx)='zL/%j:») ) /5.8/
o
ahol ugg) P e old) 148 varhats érteéxe.

m
meghatérozédsidhoz tekintettel kell lenni arra is, hogy milyen

A z_ 1d6 alatt R egység érkezett a rendszerbe. Az Mgz)

sorrendben érkezett az ry A ¢és8 T, B tipusu egység. Ugyanis
minden egyes érkezésnél az azt megeldzd érkezdknél fellépd vara-
kozési 1d6 ndvekedését figyelembe kell venni. Igy az [ -edszer-

re érkezd hatdsa R-/ -szer szerepel az Gsszegben.

Legyen hl’he""'hR egy érkezési sorrend. Konnyii bebizonyitani,
hogy az érkezés Poisson jellege miatt minden egyes sorrend fel-
lépése egyenlden valészinii. Minthogy a lehetséges kiilonbsz8 sor-

rendek széma s ezért tetszbleges sorrend fellépésének

I'l
I’,-rz.

valésziniisége 1,!Ir,!/Rl. Az /5.4/ harmadik tagjénak vérhaté ér-
téke ezekutéan

. R
Ma= g0 3 (R=UMIdn]

(he.ba.- /5.9/

Az els8 Y az 6sszes R elemi hy,hyy..0,hy  ismétléses

permutaciéra vonatkozik.

Az /5.7/ é8 /5.9/-ben szerepld M [7J(tm+o)] és M [djn]
vérhaté értékeket, velamint az /5.8/-ban & P (t_ ., - 203 zx)
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eloszlésfiiggvényt az Adtmenet kezdeti (1,k1,k2) és (J,ll,lz)
véghdllapota hatdrozza meg. Ezek felirdsat az (l,kl,k?_) — (J,/l,/z)
tipusu &tmenetekre végezziik el, a (2,k1,k2) — (J,[l,/z) tipusuakra
pedig a megfeleld indexek felcserélésével kapjuk az eredményeket.

A kl = 0, k,<n, é8 az Osszes k1>0 esetben egyszeriien addédik

M[7,(tn+0)] = kP4 . /5.10/

Azonban a tm pillanatban a rendszerben tartézkodé B tipusuak-
nak nemcsak a mAr a rendszerben levd A tipusuak tAvozését kell
megvArni, hanem mindazon A tipusuakét i1s, akik kézben érkeznek.
De ezutén is csak akkor kezdédhet meg a B tipusuak kiszolgélésa,
ha mAr telit8dstt a B tipusuak sora. Ezért az M [7 2(1:m~|-0)]
figg az nz-k2 kiilonbségtél is. Ennek megfelelden a k1> 0,

B, - kzél és k) = 0 n, -k, =1 esetekben

M7, (tm+0)] = X, + kafr + ksBy + ki Bu(0sfB1) + kyBi(0B)*+ . =

= Y+ kafor+ ki T=435,

Az n, - k2 =22 esetekben a t -ben esetleg érkezd B tipusu
egységnex még n, = k, - 1 B tipusu egységet be kell varnia,
ahhoz, hogy a kiszolgdlésa megkezd8dhessen. Ehhez atlagosan

Mm-ka-1 36 kell. Ha
a;

kq B4 5 ny-ks-1 /5.12/
{ = 0B 0,
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teljesiil, akkor ebben az esetben is /5.11/ érvényes. Ha viszont

/5.12/ nem teljesiil, akkor a késziilék atkapcsolasaig atlagosan
—n‘%‘i&i ideig kellene varni, ha az =g =

146 alatt érkez6 A tipusuak ebben az iddszakban el is hagyjak

a rendszert. Viszont amennyivel késébb hagyjék el, annyival ké-

s6bb kezdddhet meg az Atkapcsoléds, vagyis annyival nagyobb a B

tipusuak varakozasi ideje. Itt ennek az iddnek a pontos meghati-

rozasaval nem foglalkozunk és az /5.12/ nem teljesiilése esetén

a jé kozelitést add

M[’?z {£m+0)] = qu"’kl{jl"' nn’(')—l:z" i

képletet hasznil juk.

A kl = 0, kzezn2 esetben a t idépillanatban megindul a ké-
8z1ilék Atkapcsolasa A-rél a B tipusuak kiszolgdléséra. Igy a
kdzvetlen t ~ iddpillanat utén érkez8 B tipusuaknak az Atkap-
csolds utan csak a B tipusu sorbanalldk kiszolgialasat kell
megvarni, azaz érvényes k, = O mellett /5.11/. A kozvetlen ©
utan érkezd A tipusu egységre vonatkozé atlagos vArakozasi
1dé a fenti meggondolésokhoz hasonlban a kl = 0, k22=n2 esetben
M7, (tat0)]= ¥y, + Yyt max(l—‘fla%l ”‘T:’_. Yo) . /sia/

(4
Jm
a pld) pont helyzete hatérozza meg. Az (l’kl'k2) — (J,ll,/z)

Az /5.8/-ban szerepld M =M [tm+1 - T(J)J varhaté értéket

tipusu Atmenetekre vonatkozban a kovetkezd eseteket kiilonbdztet-

Jik meg:
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4
1. k31 esetben pld)_ e Mgm) =B, 3=1,2
= (3)_ 4)
2. ky =0, ky>n, esetben T 'Y=t , ngm =¥15% Byy §=1,2
3. kl =0, k2< n, " tobb lehetéség van.

a./ (1,0 ,k;) —> (1,11,12) dtmenetnél o1l) _ &z elséd A tipusu

)

egység érkezési pontja és igy jm = ﬂl, mig T(Z) =t , ki-

m’
véve az n, =1, k, = O esetet, amikor '1‘(2) is az elsé A
tipusu érkezési pontja. A két lehetdségnek megfelelden

(:) =3—1—+ (31 vagy (3;.

b./ Az (1,0,k2) e (2,[1,12), k,<n, A&tmeneteknél T(l) vala-
mint n, = 1l k2 = 0 esetben T(z) is az n2-k2-edik B

(4) " (4)

m m

tipusu érkezési pontja és igy = ﬁ2 + X12, kii-

5 (2) 4) _ M-k
lonben pedig T = tm, ‘ém = —-l‘eT + }{12 + [32,

Az /5.9/-ben szerepld M[d Jht] mennyiség definicié szerint a
t ~t6l szamitott [ -edikx érkezési pontban az L j(t) fliggvény
ugrasénak varhaté értéke. Ezt az ugrdst h =1 esetben A ,h,=2
esetben B tipusu egység érkezése idézi eld. Az M[d Jhl} meny-
nyiségeket is az (1,k;,k,) —> Cde Bs [,) tipusu 4tmenetekre

vizsgiljuk.

1. ky>1 esetben és az (1,0,k;) —> (1,/1,/2) Adtmene-
teknél

M[C;u]= M[Jzo]=/31, M[dtzj=0, M[C[zzl-:pz /5.15/
2. Ha kl = 0, kaﬁnz, akkor

M) =fy, MIS1=0, MLdal=M[Gul=p, /5 .6,
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3. A ky'=0, ky<n, esetben [ -t8l is fiigg az M[djh‘] .
Az (1,0,k,) —» (2,/3,/,), k,<n, Atmenetnél h,= 2, 1=(%n,-k,.
Ezek kozil 1%[€n,-k,-l-re /5.15/ 411 fenn, mig [ = ny-k,-re

Mld,] = Yy + By + mox TC”Z{%‘, -n.T—,’_—le) ! Mldyl=p, 7517/

A tovabbi [ > n, - k,-re pedig /5.16/ érvényes.

VI. A rendszer optimalizdlasa exponencidlis eloszlasok esetén

A ITI., IV. és V. pontok képletei lehetdéséget adnak a rend-
szerben lejatszbdd fél-Markov-folyamat adtmenet valésziniiségek
P= (pij} mAtrixinak, az atmeneti iddk A = {aij} és a su-
lyozott varakozési iddék V = {vij} matrixainak a feliraséra,
ha megadjuk a B,(x), By(x), C ,(x) és C,y(x) eloszlasfiiggvé-~
nyeket. A P, A és V matrixok filiggnek az ny és n, pearamé-
terektsl. Rogzitve valamilyen ny és n, értékeket a
P = {pij} y A= {BLJ} és a V= {vij} mAtrixok segitségével
a [3)-pan leirtaknak megfelelden meghatérozzuk a B = {bij} 5
U = {uid} » majd a Q, Bi és Ui mAtrixokat ugy, hogy

legyen
a Q, By és Uy matrixokat pedig uwgy kapjuk a P, B és U

matrixokbbl, hogy azok i-edik sorédba O-=ockat irunk. Jeldlje
Rys by és u, a P, B, és U matrixok 1i-edik sorvektorat.



- 104 -

A kiszolgéld rendszeriink mikodését az idbegységre esd su-
lyozott vArakozéasi iddvel jJellemeztikk, amit az i-edik Allapotbdl
kiindulé ciklusokra vonatkozban szémolva [3] alapjén a

8;(n, nz)—%;&%) /6.1/
(] h 1

hényados ad meg, ahol
Mi (ny,n,) = u; e + Pi {I—Qi)-' (U e) /6.2/

Biln,n)= bie+ p (I-Q)" (B /6.3/
A rendszer optimalizélasa az a,, a, bemeneti paraméterek, Bl(x),
Bz(x), Clz(x) és Cal(x) eloszlasfiiggvények és /5.3/-ban sze-
repl$ “1"*2 sulyok megadédsa mellett azon ny és n, paramé-
terek megkeresését jelenti, amelyekkel /6.1/ minimilis lesz. Az
optimum meghatédrozasédt exponencidlis eloszléasfiiggvényekre végez-
tik el. Legyen a tovabbiakban

=N -V, - o
Bix)= 1—-e€ x, Cij(x)=1-¢€ i ij=12, i#] /6.4/

varhatb értékeik pedig

T e T [ i /6.5/
I X‘J_ T (j=12 1#]

/6.4/ fiiggvényeket helyettesitve a /3.8/, /3.10/, majd /3.7/
felhasznalasaval a /3.6/ és /3.9/ képletekbe a kijeldslt integ-
r4lésok kénnyen elvégezhetdk. A /3.6/, /3.8/, /3.9/ és /3.10/
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képletekbdl a P mAtrix elemeinek kiszAmolAséra rendre kapjuk

a kovetkezd kif:jezéseket:

5 l-ng
% \)[[+l —ne+ )] [1- 52 o,+o, 0.403” ll {[za-n i /6.6/

l*ll'"l“ ’ 1
=3 (o’.,.o: ,,.)2)174’— 2 {0"*02*0')(,0!,-»,02-1

win (l2-ky ng-ky-1) i
A Aoy g "“ Kt (l (tlrla=ill 1 g, frb
] 0,4’01(0.*01*7 t 3_3% f e Ty ( le i

ly —ky #1

o, . G
L (lzo-kz+f).' MV [[Ll ke #1)!] - /6.8/

~kyt{
et 1

= [040,+2)™ '(0,,0”\)')1.‘1.-&,.2-:

“'flg‘k' ‘k1+'}!{ Q, l'~k"l Q. 2Ky A
A 6.
([1“‘1"").’ “x ‘kl),l 0.“01 rxf) {OG+OZ+2!) Oc “O; *:i' / 9/

Az &tlagos Atmeneti 1ddk A mAtrixanak meghatérozésdhoz a IV-ben
szerepld képletekbe, valamint /5.8/ meghatérozésdhoz felirt Ssz-
szefiiggésekbe a /6.5/ szerinti helyettesitést kell elvégezni.

Hasonléan /6.5/-0t helyettesitve /5.10/, /5.11/, /5.13/, /5.14/,
/5.15/, /5.16/ é8 /5.17/=be ezek segitségével kapjuk meg az /5.7/
és /5.9/ mennyliségeket. Az /5.7/, /5.8/ é8 /5.9/ mennyliségeket
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/5.5/=be, majd azt /5.6/=ba helyettesitjiik. Egy-egy &tmenetre

szémolt /5.6/ adja a V mAtrix megfeleld elemét.

Y5
Numerikus szamolésokat a kévetkezd adatok mellett végeztiink:

b(,=0(¢=4
)\‘= )g='

V,= Y, =4, 02, od

A /3.1/=ben szerepld s, és s, korlatokat 5-nek valasztottuk.

A /6.10/ adatokkal n, =n, =1, 2 és 3-ra szémoltuk ki a /6.1/
bényadost. A kapott eredményeket az 1. téblazat 4., 5. és 6. osz~
lopaban foglaltuk Gssze. A téblézat 3. oszlopéban feltiintettik
azt az Allapotot, amelyb8l kiindul a szamolas alapjaul szolgalé
ciklus.

Az 1. tAblAazatbél megdllapithatd, hogy 91 = 92 =1 esetén
n1=n2=1, \\1=\)2=.2 és 91= \)Zz.l-re n1=n2-2
szolgdltatta az optimAlis megoldést.

Azonos bemeneti adatok esetén kiilonbdzd Allapotokra vonatkozd
ciklussal széamolva a ciklus &tlagos hossza B &8 az erre Jutd
dtlagos varakozés /8 természetesen mis lesz, de a § értékei
keveset kiilonbdznek. \)1 =92 csdkkenésével azonban egyre na-
gyobb eltérések lépnek fel.
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A /6.2/ és /6.3/-ban szerepl8 p, (I—Qi)"l vektort az itericib-

val szamolhaté

sorral Allitottuk eldé. Majd az eldre széamolt Bije és U;e osz-
lopvektorokkal szorozva b;e és u;e hozzdaddsaval kapjuk /94
és Py értékeit.

A szamoldst a [3]-ban k6z5lt mAsodik médszerrel is elvégeztiik.

Ehhez meghataroztuk a /2.2/ Markov lénc ergébdikus eloszlésst, a

J valésziniiségl vektort. Ennek segitségével a rendszerink haté-

konysagat a

(Ue)

g — e /6 012/
(Be)

kifejezés szolgdltatja. Eredményeinket az 1. tablazat 7., 8. és

=R

9. oszlopa tartalmazza. Az 1. tAblAzatbél lathat, hogy a rendszer
hatékonysiagat kifejezs /6.1/ és /6.12/ jé kdzelitésben ugyanazt
az eredményt adja, de \)1 =\)2 csokkenésével ez az egyezés
egyre romlik.

A T_I vektort a
p, PP =(p PhHep /6.13/

vektor madtrix szorzatok soerozatédval kozelitettilkk meg, ahol By
a P 1i-edik sora. Az i 1indexet az 1. tdblazat 3. oszlopéban
feltiintetett allapotnak megfelelden valasztottuk mege.
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/6.1/ eredményei

/6.12/ eredményei

- n,=n Kezdd
\)1 Vz 172 é4llapot neve- | szamli- Q
A Ve 8 |28 16
1 | (1,0,0) | 24.20| 4.81|0,1988| 8.53| 1,69 | 0.1988
2 " 48.31| 17.93|0.3712 | 7.95 | 2.94 | 0.3712
(1,0,1) | 61.39| 22.79|0.3712 | 7.93 | 2.94 | 0.3712
(1.1,0) | 69.17| 25.67|0.3712| 7.93 | 2.94 | 0.3712
(1,1,1) | 240.99| 89.44|0.3711 | 7.93 | 2.94 | 0.3712
3 (1,0,0) | 68.18| 60.71({0.8905 | 8.71L| 7.76 | 0.8905
2 1 o 34.49| 26.95(0.7816 | 7.12 | 5.56 | 0.7819
2 w 65.25 | 41.21|0.6315| 7.33 | 4.63 | 0.6318
3 v 92.83 [101.81(1.0968 | 8.33 | 9.14 | 1.0968
s | : | M 52.76| 83.06[1.5742 | 6.96 | 11.01 | 1.5806
(1,1,0) | 144.78(226.68|1.5656 | 6.76 | 10.73 | 1.5869
2 (1,0,0) | 87.17| 95.67|1.0975 | 7.17 | 7.93 | 1.0611
3 n 89.42[120.78(1.3507 | 4.47 | 6.06 | 1.3542
(1,0,1) 76.72|103.10|1.3438 | 4,47 | 6,06 | 1.3542

1. tablazat
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A ﬂ- staciondris valésziniiség vektort az (1] és [2] alapjén
kézvetlen is kiszémolhatjuk. Néhény esetre el is végeztiikk ezeket

a szédmolésokat, amellyel kontroldltuk a /6.13/-al szamolt

vektor néhiny elemét. A kdvetkezd pontban a stacionaris eloszlés

kozvetlen meghatarozédsaval foglalkozunk.

VII, Stacionérius valésziniiségek meghatirozésa

Az [1] és [2]-ben bebizonyitottuk, hogy a rendszer &l-
lapotdra jellemz§ /2.2/ ergbédikus Markov lénc, pj k, .k, -vel
Jjeloltiikk annak valésziniiségét, hogy stacionaris esetben egy ki-
8zolgalas befejezési idépillanatéban az (i,kl,ka) 4llapotban ma-
rad a rendszer, mig Py(z,,z5)-vel P4k valésziniiségek
generatorfiiggvényét (1=1,2). Osszefiiggéseket irtunk fel Pl(zlzz)
és Pz(zlzz) fiiggvényekre, a [2]-ben pedig eljarast adtunk a

Pikyky valésziniiségek meghatérozésara.

Ebben a pontban a /6.4/ feltevés mellett a Pl,m = pl,O,m’

Poom = Po.mo0 valészinliségek kiszédmolaséra adjuk meg az algo-
y 3 My

ritmust és a szilkséges képleteket. Meggondoldsaink és a képletek

az [1] és [2] cikkbsl nyerhetdk.

Jeldljik a Pl(zlza) 111 Pz(zl,zz) fiiggvények n-edik diffe-
rencidlhanyadosénak z, = 0,2, =1 1ill. z,=1, z2=0 helyen
vett helyettesitési értékeit P{n) (1] 21ks Pén) [1]) =e1. [1]
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és [2] alapjan bevezetjiik a kdvetkezd fiiggvényeket és jeldléseket
(L,3=1,2 1£3):

A4 Q Q,+0;+ Ai %
g z —-?g-z +-———7f——— /7:1/
0 hag n=0
o = { S, 2 o /2.2/
T;(_V;_') ha n>0
2 Q. nj-m
= J
Si = '; fim L 4= (0,:02) ] 1745/
0 hoe k>1
DlLk)=1 /7 4/
(=K} ho k=1

Felhasznédlva /7.1/, /7.2/y /7.3/ és /7.4/-et, fenndllnak & koévet-
kezd linearis egyenletek:

R™ 11 - R = 8,-$, /7.5/
L gt e SEE T
Vi 2 V, 2 Q,+0;

/7.6/

=) sl w15,
valamint

n>1, 1,j = 1,2  idj-re
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(—“;};"")"P‘"[u P = 5 (2P o™

k=0

ni= -m-{

+ 525 3 gy (Il el )

/77/
mox (n.ni)
ni-l (n-k)
“_Zo P )Zp,.[nlk)—( s) " DInak)] g — Qi
ahol
(n) (n) ! n
w={Plzf@)}" — Pt {fi(1} /7.8/
és hasonléan fejez(h;até ki Q’a,n is. A /7.8/=ban, valamint /7.7/-ben
szerepld {fi(z)"}z“ derivéltak /7.1/ felhaszndldséval kdnnyen
kiszé&molhaték.,

Legyenek a Py,pg D= 0 1,...,n2-1. p2 m* @ = 0 1,...,n =1 valészi-

niiségek kozelitd értékei q{sl)n és qésx)n . Ezeket /7.3/-ba helyette-

sitve /7.5/ és /7.6/-b6l kiszémithatjuk P\%)[1] s BLO) [11-et.
EzUtédn n=1-el indulva n ndvelésével lépésrﬁl—lépésre /7 7/=-b81

kapjuk a P{n) [1] értékeit. A Pin)[ll segitségével kiszamitjuk még az

) 2§ LR iz

m!

Rl.l (91

m=0

i=12, (=04 ..,nj  j=12, iy
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mennyiségeket, ahol m, a kivant pontossagot biztosité index korlat.

A /7.3/y /7.5/, /7+6/ bs /7+7/=b61 1l&thaté, hogy a P(n) [1] és igy

az Ri,l mennyiségek a pl,m és p2 = valé;auzinuse?gek linearis
1 m’ bi m
konstans tagot a koévetkezd linearis egyenlet-rendsze-

fliggvényei. A linearis fliggvényben szerepld

; «
kat és a cy

rekbgl hatdrozhatjuk meg:

egyitthats-

-1
l ( (s) (s)
Z (S) Z. bim Q‘zsm i =R I(C}" /7.10/

aml rogzitett { mellett s = 0,1,...,n1+n2—re felirva szolgéltat
egy egyenletrendszert. A /7.10/-et felirva az [=0,1,...,nj;
i,3=1,2, J#i Iimdexertékck mellett n,+n, egyenletrendszert kapunk.

Méarésst /7.9/ jobboldala [1] é&s [2]-ben targyaltak szerint a Py
valésziniiség numerikus sordnak egy részletosszegét adja és igy a

/7.10/-b81 kapott Ny, darab egyitthatérendszer segitségével felirt

lt—o im pm +Z blurza Pzm * CE“ = Piy

egyenletrendszer szolgdltatja a keresett pl’m m:O,l,...,nz;
pz'm, m=0,1,. .oyl valésziniiségek numerikus értékeit. A tovabbi
pl,m’ n, <m=m_; p2,m’ n)=m=<m, valészinliség értékeket pedig a
/7.9/ jobboldalébbl a megfeleld [~ n; indexek mellett kapjuk.

A /7.10/ egyenletrendszer matrixa minden [ -re ugyanaz, éspedig az.

s—-edik soraban rendre a q(s) g M = 0,1,...,n2-1; qés[)n s M =0,15.009n

L

=
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szémok Allnak, a sor utolsé eleme pedig 1. A qu; kiindulasi adatok
9

megvalasztasanal iigyelni kell arra, hogy a /7.10/ rendszer matrixa
ne legyen szingularis, masrészt hogy 2 qiﬂl<£ 1 teljesiiljon.

Gm
Numerikus szémoldsokat rogzitett 8, =8,=.1, )1= )2=1 és valtozta-
tott .91 = 92 mellett végeztiink n1=1,2,3, n,=1,2,3 paraméterér-
tékekkel. Néhany eredményt kozliink az aldbbi 2. tdblézatban (szémolé-
sainkban a /7.9/=ben szerepld monat 6-nak valasztottuk).

n1=n2=1
~
32V 5 .8 i 2 5 10
Py ,0%P2,0 +3067 « 3405 «3521 <3758 «3903 +3951
Py, =Ps,, | <0675 .0576 0542 | .o466 | .ou19 | .0406
pl,2=p2,2 .0191 0174 «0157 0134 .0119 .0107
ny=n,=2

’
P1,17P2,1 1374 «13C4 1290 | 1261 | .1251 | .1252
P1,2P5 > .0193 .0321 0313 .0306 «299 .0289

2. téablazat
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Megjegyzések

A staciondrius Allapot valésziniiségeket -a VI. pontban” az Atmenet-
valdsziniiség matrixbdl iterdcidval, a VII. pontban pedig generator-
fliggvények segitségével hatlroztuk meg. A kétféleképpen széamolt
eredmények \)1= \)2 =1, n1=n2=1,2-re a negyedik tizedes jegyig meg-

egyeznek.

A VII. pontban ismertetett médszer hasznédlhatdsaga a \)1 és ) 5
csokkenésével romlik, ezért \)1<O.5 \)2 < 0.5 esetekre kapott
szédmoldsok eredményei pontatlanok. Viszont \ 1 és \)2 navélésé—
vel a rendszer kozeledik az Atkapcsolds nélkiil mikédé kiszolgllé
rendszerhez. A \)1 —_— ﬂz —» @ _re kapott hatdrértékek
megegyeznek az Erlang modellel szamolhaté megfeleld valébsziniiségek-
kel.

Az 1. t4blazatbsl lathatéan a V.=V, csdkkenésével a kiilénbszs
4llapotbdl kiindulé szAmolésok, tovabba a két mbédszer eredményei
egyre magyobb eltérést mutatnak. Ennek oka az, hogy a véges 4lla-
pottérre vald redukdlésnédl egyre nagyobb hibat kovetiink el.

A cikkhez kapcsolb6dd numerikus szémolésok az Ural-2 tipusu elektro-
nikus szémolégéppel torténtek. A szdmolésok Jelentds részét Koszé

GAbor végezte.
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The paper discusses the optimization of the queuing model dealt
with in (11 and (2].

Two so.ts of customers arrive to the serving system according the
Poisson process. The device must switch over if it serves after

a unit of one type a unit of another type. The times of service
and switching are independent. Switching tekes only place if units
of one type in the system have been fully served and there is of
the other type queulng surpassing a certain threshold value. Let
these threshold values be ny and Nye The effectiveness of the
system 1s characterized by the waiting time for the time unit. The
optimal ny and n, with the minimum waiting time is to be found.

A semi-Markovian process takes place in the system. The probabilities
of transiticn, the times of transition and waiting are computed.

The computation of stationary probabilities are discussed. The
optimum is defined by a method described in [3]. Some numerical

results are given is case of exponential distributions.
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