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Egy s o r b a n á l l á s i  f e l a d a t  m egoldása 

G ergely  J ó z s e f

I ._ A _ fe la d a t  jn eg fo g a lm azása

Az [ l ]  / é s  néhány a z t  m egelőző/ c ik k b en  Gaver a k ö v e t­

kező s o r b a n á l l á s i  f e l a d a to t  v i z s g á l j a :  Egy k is z o lg á ló  

b e ren d ezésh ez  k é t f é l e  á ra m la t é rk e z ik  ( A é s  В t ip u s u ) .

A k i s z o lg á lá s i  idők  és fü g g e tle n e k  é s  k ü lö n -

k ü lö n  azonos e lo s z lá s u a k  B ^(t) é s  B g (t) e lo s z lá s fü g g ­

v é n y e k k e l. Ha a k é sz ü lé k  egy A t ip u s u  u tá n  В t ip u s u t  

s z o lg á l  k i ,  vagy f o r d i tv a ,  sz ü k sé g  van egy T-^ i l l .

á tk a p c s o lá s i  id ő r e .  é s  fü g g e tle n e k  és

k ü lö n -k ü lö n  azonos C - ^ í t )  i l l .  ( ^ ( t )  e lo s z lá s u a k .

Az é rk e z é s  a-̂  i l l .  i n t e n z i t á s ú  P o is so n  fo ly a m a t.

Az é r k e z é s i ,  k i s z o lg á l á s i  és á tk a p c s o lá s i  idők  egymás­

t ó l  fü g g e tle n e k .

A f e l a d a to t  Gaver a következő  e s e te k r e  o ld o t t a  meg:

1 .  /  K is z o lg á lá s  é rk e z é s i  so rre n d b e n  t ö r t é n i k .

2 .  /  B-nek e lső b b sé g e  van A -val szem ben. I t t  különböző

p r i o r i t á s i  e s e te k e t  v iz s g á l  ( p l .  az e lső b b sé g  c sak  

a k is z o lg á lá s o k  b e fe je z é s e  u tá n  é rv é n y e s ü l;  В meg­

s z ü n t e t h e t i  A k i s z o l g á l á s á t ,  majd В k i s z o lg á lá ­

sának  b e fe je z é s e  u tá n  A k i s z o lg á lá s a  f o ly ta tó d ik ,  

vagy ú jra k e z d ő d ik  s t b . ) .



A rendszerben le já t s z ó d ó  folyam at erősen  függ az 

ü r e s  rendszer e s e té n  k ö v e te tt  s t r a t é g i á t ó l .  E zzel 

kap cso latb an  Gaver v iz s g á lta  a következő e s e te k e t :

а /  Ha a k is z o lg á lá s  В tip u su v a l f e je z ő d ö t t  be és 

n in c s  a rendszerben  se A se  В t ip u s u , akkor 

megkezdődik a k észü lék  á tk ap cso lá sa  A-ra ( f e l ­

t é t e l e z i ,  hogy a^=»a2 ) .

b /  Ha egy k is z o lg á lá s  után a ren d szer  ü resen  marad 

csak  egy érk ezés  után k ezd i meg az á tk a p c so lá s t  

ha szükség van a r ra .

Az alábbiakban a k övetk ező  e s e t e t  v iz s g á lju k :

Alkossanak külön so r t  az A és a B tip u su a k . Ha a 

k észü lék  A tip u su ak at s z o lg á lt  k i ,  akkor csak  abban 

az e se tb en  kapcsol á t  B—r e ,  ha n in cs  A t ip u su  so r -  

banálló  é s  а В sorban lega láb b  n2 , i l l .  B -rő l A- 

r a , ha az A sorban leg a lá b b  n-̂  várakozó van 

(n^— 1 , n2 —1 ) .  Az á lta lu n k  v iz s g á lt  ren d szer  akkor 

e lő n y ö s , ha az á tk a p c s o lá s i  idők a k i s z o lg á lá s i  id ő­

höz V iszon y itva  nagyok.

Tegyük f e l ,  hogy lé te z n e k  a sz e r e p lő  e lo s z lá s o k  momen­

tum ai.
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11^ A z„egyenletek  f e l á l l í t á s a

Je llem ezze  a k i s z o lg á lá s i  ren d szer  egy k is z o lg á lá s  be­

f e j e z é s e  u tán i á l la p o tá t  az ( i  » k- ,̂ k2 ) számhármas, 

ahol i  s  1 , ha az u to lsó  b e fe je z ő d ö tt  k is z o lg á lá s  egy  

A tip u su  egység  k is z o lg á lá s a  v o l t  é s  i  = 2 , ha В 

t ip u su , é s  a k is z o lg á lá s  b e fe je z é se  után az A sorban  

k^, а В зогЬап egység  maradt.

J e lö ljü k  p . , ы - e l  annak v a ló s z ín ű s é g é t ,  hogy
1 K4 ) Kf ) rs

az N .- ik  k is z o lg á lá s  után a ren d szer  á lla p o ta  ( i ,  k^, 

k2 ) .

B evezetjük  a következő függvényeket*

z f *
kt'kiio

/ 1 /

ahol

ß i ( z )  =  J e z i d ß i l i )  -, / 2 /

j  =  U ;

O — Z1— 1 O ^ Z ^ i O ^ Z
/ 3 /



-  6

B e b iz o n y ít ju k , hogy az / 1 / ,  / 2 /  ós / 3 / - a l  d e f i n i á l t  

függvények k i e l é g í t i k  a k ö v e tk ező  e g y e n le te k e t  

( i = l j  j= 2 , vagy i= 2 , j = l )  :

А /

Qi
0 ,+ O 2

aho l

^hki.A í ~ P < .o.k2,« 65 tyl,ki,H ~  Рг,k'.o,*

B iz o n y í tá s :  B ev eze tjü k  a kö v e tk ező  k ie g é s z í tő  esem énye­

k e t  / l á s d  [2] / .  Legyenek a k is z o lg á ló  re n d sz e rb e  é rk e ­

ző egységek  p iro s a k  é s  kékek* Legyen z^ i l l .  z 2 an­

nak v a ló s z ín ű s é g e ,  hogy egy A i l l .  В so rb a  é rk e ző
кг

egység  p i r o s ,  akkor Pi.kt.ki,u Z, Zz annak v a -

ló s z in ü s é g é t  a d ja  meg, hogy az N .- ik  k i s z o lg á lá s  b e fe ­

je z é s e  u tá n  a r e n d s z e r  á l l a p o t a  ( i ,  k-^, k2 ) é s  a r e n d ­

sz e rb e n  maradó minden eg y ség  p i r o s .  Az / l / - e l  d e f i n i á l t  

é r te lm e z h e tő , m int a köve tkező  esem ény
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v a ló s z in ü s é g e :  az N .- ik  k i s z o lg á lá s  u tá n  a re n d sz e rb e n  

n in c s  kék e g y ség , az N .- ik  k i s z o l g á l t  egység  A t ip u s u  

v o l t ,  ha i  = 1 é s  В t ip u s u ,  ha i  = 2 .

K iszám oljuk  annak v a ló s z in ü s é g é t , hogy egy e g y ség  k i ­

s z o lg á l á s i  id e je  (T^ vagy T ^ ), v a la m in t az á tk a p c so ­

l á s  i  idők  (T^2 vagy Tg-^) a l a t t  kék  egység  nem é rk e ­

z ik  a r e n d s z e rb e .  A k i s z o lg á l á s i  id ő k re  vona tkozóan  

ezek  a v a ló s z in ü sé g e k  i s i ,  vagy i  = 2 - r e  /a z  é rk e ­

z é se k  P o isso n  e lo s z l á s  s z e r i n t  tö r té n n e k /*

Az á tk á p c s o lá s i  id ő k re  vonatkozóan  h a so n ló  f e l í r á s b ó l  

köv e tk ező en  i  = 1 , j  = 2 i l l .  i  = 2 ,  j  = 1 -re*

A / 4 /  e g y e n le t  i  = 1 , j  = 2 - re  annak v a ló s z in ü s é g é t  ad­

ja  meg, hogy az N + l . - ik  k i s z o l g á l t  egység  A t ip u s u  

é s  p i r o s ,  é s  a k is z o lg á lá s á n a k  b e fe je z é s e  u tá n  a re n d ­

sz e rb e n  nem m arad t kék e g y ség . T e l je s e n  h a so n ló a n  

i  = 2 , j  = 1 e s e té n .

=  /3 i(o1+Qz -Q 1 Z1 -Q í 2 t )

Ъц(с)'+ог - a z - o zz2)



I I I  * J ^ g o d i c i tá a _ b iz o n £ i tá s e _

J e lö ljü k  a k i s z o lg á lá s i  é s  á tk a p c so lá s i idők várható  

é r té k é t  ßii i l l #  - v e i ,  v a g y is  1=1,2}

j = l >2} i / j - r e

ß b - f i d a  :(i); y ; = / “ d q f i )
О О

B eb izon yítju k  a k övetk ező  á l l i t á s t s  Ha

a,ß„  + Oiß,, <  * /5/
akkor a k i s z o lg á lá s i  ren d szer  ( i ,  k^, kg) á l la p o ta i  

ergod ik usak .

B izo n y ítá s: Rendezzük a ren dszer á l la p o t a i t  o lyan  sor­

rendben, hogy e lő s z ö r  s z e r e p e lje n  minden o lyan  á l la p o t ,  

melyre k^ ^ n^, kg — n2 é s  azután a tö b b i á l la p o t .  

J e lö l j e  s  = s ( i ,  k^, kg) az ilymódon e lr e n d e z e t t  

( i ,  k^, kg) á l la p o t  sorszám át, é s  leg y en

5 =  m a x  S (i, к, ,кг)
kfé n , ;^ n z

A ren dszer á l la p o ta i  Markov lá n c o t a lk otn ak . J e lö ljü k  

a t  sorszámú á l la p o tb ó l  az s sorszámba v a ló  átmenet 

v a ló sz ín ű sé g é t  - v e i ,  valam int y s - e l  a z t  a közepes

id ő t ,  ami szük séges az s . - i k  á lla p o tb ó l k iin d u lv a  a 

k is z o lg á lá s  b e f e j e z é s é ig ,  f e l t é v e ,  hogy közben újabb 

érk ezés nem tö r té n ik .

- 8 -
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íg y

4b“

kißii t  'Sí + kjßjj hú kj — rtj

/ 6/
[ ki f a  ho kj<nj

R ögzítsünk egy s - e t ,  akkor a XI ^sí^í j e l e n t i  egy

k is z o lg á lá s  b e fe je z é se  u tán i á lla p o tb ó l a k is z o lg á lá s  

b e fe je z é s é ig  e l t e l t  közepes id ő t ,  f e l t é v e ,  hogy közben  

uj érk ezés n in c s . Ha s  ^  s Q , akkor

£ <  00 / 7 /

t e k in tv e ,  hogy véges ö s s z e g r ő l van sz ó . Egyébként a 

XI k iszá m ítá sá n á l a következő e s e te k e t

k ü lön b özte tjü k  meg:

a /  k i >  О, к . ^ n . ak k o r / 6 / - b ó l  LJS^ k tß a  + lif+kjßji

és

£ - 9 s t^ 1 +kjßji+Qjßiißji ==

== y $ ~ ß i i ^ ~  ~  Qjßji ) =  Уз ~  £ 1 / 8 /

Ь / к^> О, k j< n ^ , akkor / 6 / - b ó l  t/s = kiß it

^  9 sé У* = (k i~ 4 )ß i i  +Q ißiißit —

= y5-/3 t, U - o t ß n ) = y s - e ,

Ó8 Így

/ 9 /
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с /  ki= 0 ,  ű j  I a i^ o r  / 6 / - b ó l  у s -  %‘,J + kjßj< 

é s  ig y

L  9* y( ~ ( k j - i)ßj< + 1ï,ÿ+ M  Ojßj, = 

~  Уз ~  ( f t '  +  - Ojßji) — - i l

/ 1 0 /

( A k ^ o ,  к^ < n^ e s e tb e n  8 á s 0 , m elyre t e l j e s ü l  /7 /» )  

Az / 5 /  f e l t e v é s  m ia t t  / 8 / ,  / 9 /  é s  /1 0 /-b e n  s z e re p lő

M ásrészt m inthogy az s ^  s 0 végesszám u e s e tb e n  t e l j e ­

s ü l  /7 /»  e z é r t  a lk a lm azh a tó  [2 ] 45« §-nak 2 .  k ö v e tk e z ­

ménye, am ely s z e r i n t  a v i z s g á l t  Markov lá n c  á l l a p o t a i  

e rg o d ik u s a k .

Az e r g o d i c l t á s  k ö v e tk e z té b e n  lé te z n e k  a

h a tá r é r t é k e k .  T e r je s sz ü k  k i  / 1 2 /  é rv é n y e s sé g é t a

£< — ß n  f í — 0 \ß "  O ißu  ) ^  О 

€z =  ß a i  1 - O i ß n )  > О 

е л - ( Р л  + Ъ 1]) 1 1 - а ) Р л ) > о

/ и /

/ 1 2 /



konqplex tartom ányra, akkor i t t  P^(z-^, z 2  ̂ mint két  

v á lto z ó s  generátorfüggvény a n a l i t ik u s  l e s z .  M ásrészt

íg y  a Re Z ^ O  komplex f é ls ik o n  / 2 /  a B ^(t) é s  C ^ ( t )  

e lo s z lá s  függvények L a p la c e -S t ie lt j e s  tr a n sz fo r m á ltja it  

d e f in iá l j a .

Végezzük e l  a / 1 1 /  é s  / 1 2 /  h a tá r -á tm en ete t, valam int a 

sz e r e p lő  függvények értelm ezésén ek  k i t e r j e s z t é s é t  ( / 1 3 / -  

ra i l l .  R ez'íO  - г а / ,  akkor /4 / - b ő l  ( 1= 1 ,2 ; j = l ,2 ;  i / j -  

r e )  a következő egyen letek h ez jutunk*

/2 /-b e n  leg y en  z o lyan  komplex szám, amelyre ReZ—0 .

ahol
Q'i.kt- Pi.o.Kí “  tyz.k,-Pz,k,,o
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IV . O p tim a liz á lá s i_ p ro b lé m a

A t á r g y a l t  p ro b lém áv a l k a p c s o la tb a n  a k ö v e tk ező  f e l a d a t  

á l l í t h a t ó  f e l :  Ha ism e rjü k  az a ^ ,  i n t e n z i t á s o k a t ,

v a lam in t a k i s z o lg á l á s i  é s á tk a p c s o lá s !  idők  e l o s z l á s -  

fü g g v é n y e it ( B ^ t ) ,  B2 ( t ) ,  C1 2 ( t ) ,  C21( t ) ) ,  hogyan k e l l  

m eg v á la sz tan i az n-  ̂ é s  n2 szám okat ahhoz, hogy a k i ­

sz o lg á ló  re n d sz e rü n k  a le g h a té k o n y ab b , v a g y is  hogy a v á ­

rakozó eg y ség ek  v á ra k o z á s i  id e je  vagy a várakozó  so ro k  

hossza  m in im á lis  le g y e n . Az u tó b b i t  p é ld á u l  k isz ám o l­

h a tju k  a P^fz-^, z 2  ̂ 03 P2^z l*  z 2^ függvények z-  ̂ é s

z 2 s z e r i n t i  p a r c i á l i s a i n a k  z ^ = l ,  z 2= l h e ly e n  k a p o tt  

é r t é k e i  s e g í t s é g é v e l .  Azonban ehhez  a / 1 4 /  e g y e n le tb ő l  

meg k e l le n e  h a tá r o z n i  az e m l í t e t t  függvényeket vagy 

p a r c i á l i s a i k a t .

A /1 4 /  e g y e n le t  nagyon b o n y o lu l t ,  ahhoz hogy az i t t  

f e l v e t e t t  k é rd é s  m egoldásához sz ü k sé g es  m enny iségeket 

k is z á m íts u k , vagy azoknak n^ és n 2- t ő l  v a ló  fü g g é s é t  

m e g á lla p íts u k . íg y  a re n d sz e rn e k  az n-̂  é s  n2 p a r a ­

m éterek s z e r i n t i  o p t im a l i z á l á s i  k é rd é s é v e l  nem f o g l a l ­

kozunk.

A to v áb b iak b a n  a / 1 4 /  e g y e n le t  egy  s p e c i á l i s  e s e té n e k  

m ego ldásával fo g la lk o z u n k . Legyen n ^ = l, n ^ l , akkor



-  13 -

i = l ,  j=2 é s  1=2I j= l- r e  / 1 4 / —böl a következő egyen­

le tr e n d s z e r t  kapjuk*

z tR(zuz t)={P,ÍZ„Zj - 8 ÍO,Z2) + Pi,0.0 Zi +

+[/? M  -p 2i0i0( 1 -  £ öí Z,)] ü2/ q, +-û2 - û (2 - o 2z1|^,iû(+ql-û.z1-QIzi) / i 5 /

z 2Ç (z ,1zJ  =  { ^ ( zIiz2) - / 2/z (,o) +5^ ö2 z 2pí.o,o +  

+[R(o a I-P,,oJ - ő% / z)] l l (o,+ Ol- ü tZ rO ^ }ß lb Q l-0,ZrOzlz) /16/

V. Az ú^=n2  s p e c iá l i s  e s e t  megoldása

H e ly e tte s ítsü n k  a / 1 5 /  eg y en le tb e  z-^=l, Z2 = l-e t*

R lU Í  = [ R M -  R(O.t) + o ß b t  P 'A 0 +

Л 7 /

Р ^ (1 ,1 ) annak v a ló sz ín ű s é g é t  adja meg, hogy egy  k i ­

s z o lg á lá s  éppen A t ip u su  egység  k is z o lg á lá s a  v o l t ,  

ami • H e ly e tte s ítsü n k  /1 7 /-b e

« » ■ « - A  '
é r té k e t  kapjuk:
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/ 1 8 /

/M egjegyezzük , hogy /1 6 / - b ó l  k i in d u lv a  u g y an erre  az e r e d ­

ményre j u to t tu n k  v o l n a . /

H e ly e t te s í t s ü n k  /1 5 / -b e  z ^ = l , z 2= 0 - t ,  A 6 / - b a  z^sO , 

z ^ s l - e t ,  a k a p o tt  e g y e n lő sé g e k e t a következő  a la k r a  hoz­

h a tju k :

D i f f e r e n c iá l ju k  / 1 5 /  é s  / 1 6 / - o t  z^ s z e r i n t  é s  h e ly e t ­

t e s í t s ü k  z^=Z2= l - e t ,  h a sz n á lv a  a v á rh a tó  é r té k e k re

/1 9 /

I l l - b a n  b e v e z e te t t  ßu. ßz t ,  У« , és ï ,2< j e l ö l é s e k e t ,  

/1 5 / - b ő l  k ap ju k :

/ 21/

/ 2 2 /
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/ 2 1 /  é s  / 2 2 /  jo b b o ld a la it  egyen lővé tév e  óa rendezve, 

/ 1 8 /  fe lh a sz n á lá sá v a l a következő eg y en le th ez  jutunk*

R ío .i lO P J W )  C = ä k [ )  - о Д - а М -  r / W f t  J  /2 3 /

A / 1 8 / ,  Л 9 / ,  / 2 0 /  é s  / 2 3 /  e g y en le tek  P -^ O .l) , P]L( l , 0 ) ,  

P2 ( 0 , l )  a P2 ( l , 0 )  mennyiségekre vonatkozóan egy l i ­

n e á r is  e g y e n le tr e n d sz e r t  adnak. Ha eg y en le tren d szer  de­

term inánsa

/2 4 /

0 - t ó l  különböző (azaz  ; é s

+ ф о  ) a Pt (0,l) , P ,(1 ,0 ) és ß ( l ,0 )

mennyiségek k ife je z h e tő k  P]_ q 0 ^2 0 0

kom binációjaként, ahol az együ tth atók  az ism ert /31( 

fii és$(l függvények momentumait vagy h e l y e t t e s i t é s i  

é r t é k e it  tarta lm azzák . Fejezzük k i  /1 5 / - b ő l  a P-^(z^,z2 ) 

fü ggvén yt, A k i f e j e z é s  nevezőjébe az

{ii(Q ,+ O l-02,-0iZ i) / 2 3 /

függvény k e r ü l. T ekintsük  azon z^ é s  z^ h e ly ek et  

ahol / 2 5 /  azonosan 0 .  Használjuk a z-^=z j e l ö l é s t  é s  

leg y en  z 2= f ( z ) ,  melyre t e l j e s ü l  a

ß t {o ,+Qz -  Q,Z—0« fU)}~ Z s  0 /2 6 /
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azon osság , vagy is /3, d e f in íc ió j a  s z e r in t

/ e -ÍO .+ Q i-Q J-O zU zÚ t
dBM)  s  z /2 7 /

О

/ 2 7 / - e t  z s z e r in t  d i f f e r e n c i á l v a  a z = l h e ly e n , majd 

re n d s z e re z v e  kap jak  az

e g y e n lő t le n s é g e t ,  am ibő l k ö v e tk e z ik , hogy z = l b izonyos 

k ö rn y e z e té b e n  |f ( z ) |  < 1 .  Minthogy P-^(z-L,z 2 ) a n a l i t i ­

kus a / 1 3 /  ta rto m án y o n , a /1 5 / - b ő l  k i f e j e z e t t  P ^ (z^ ,Z 2 ) 

s z á m lá ló já n a k  i s  azonos O-nak k e l l  l e n n i  a z ^ = z ,

Z2= f (z )  h e ly e n  azaz fe n n  k e l l  á l l n i  a

a zo n o sság n ak . Hasonló m egoldásból /1 6 / - b ó l  k i in d u lv a  a

a z o n o ssá g g a l d e f i n i á l t  g (z )  függvényre  t e l j e s ü l  a

/2 8 /

F>lo№) - P i f c d  ti21(o>+oz —QJi—Oifuj) +

/3J q ,+Qi - 0 Q ( * ) - 0 i Z ) - Z = 0 /3 0 /

e g y e n lő tle n s é g  és / 2 9 / — h aso n ló an  é rv é n y e s  a

P2 [ Qíz),0) -  P,(o.z) l 2 lo<+o2 -o, qiz) - o 2z) +

/3 1 /
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azo n o sság . ( / 29/  é s  /3 1 /-b e  z = l - e t  h e ly e t t e s í t v e  egy­

a rá n t  a / 1 8 /  e g y e n le th e z  ju tu n k .)

D if f e r e n c iá l ju k  most a / 29/  é s  / 3 1 /  a zo n o sság o k a t é s  

h e l y e t t e s i t j ü k  z = l - e t .  J e l ö l j ü k  a P ^ (0 ,z )  é s  P2 ( z ,0 )  

függvények n -e d ik  d i f f e r e n c iá lh á n y a d o s a i t  P^n ^ (0 ,z )  

é s  Ppű  ̂ ( z ,D ) - a l ,  akkor / 2 9 /  é s  /3 1 / - b ő l  k i f e je z h e tő k  

p [ 1 ) ( 0 , l )  é s  P^X) (1 ,0 )  m int Рх ( 0 ,1 ) ,  P2 ( 1 ,0 ) ,  Plf0f0
I

és p2 о 0 l i n e á r i s  k o m b in ác ió i e s  ism e rt függvények  

je lle m z ő  a d a t a i ,  A /2 9 /  é s  / 3 1 /  m ásodik  d i f f e r e n c i á l h á ­

nyadosábó l p e d ig  p j 2  ̂ ( 0 ,1 )  é s  p Í,2  ̂ ( l» 0 )  f e j e z h e tő  

k i  l i n e á r i s a n  p j ^  ( 0 ,1 ) ,  P2^  ( l , 0 ) - a l ,  v a la m in t a

f e l s o r o l t  m enny iségekkel, é s  Íg y  to v áb b  p j ^  ( 0 ,1  ) és 

P2n  ̂ ( 1 ,0 )  az a lacso n y ab b  d e r i v á l t a k  é s  a f e l s o r o l t  

m ennyiségek s e g í t s é g é v e l .  p j ^  ( 0 ,1 )  és P^11̂  ( 1 ,0 )  

k iszám o lásáh o z  a la p u l  s z o lg á ló  / 29 /  é s  /3 1 / - b ő l  k a p o tt  

e g y e n le tre n d s z e r  d e te rm in á n sa :

f(Dn -»
-1 9(0'

In i n
= fio  g (0 -1 1 - Q t ß u  4 — Q iß i i

-I n

Qzßi* 0i fin
( > О

А /2 9 /  é s  /3 1 / - b ő l  k a p o tt  p [û  ̂ ( 0 ,1 )  é s  P^d) ( 1 ,0 )  

számok s e g í ts é g é v e l  é p í ts ü k  f e l  a

k=o 1Лк =o
м « , о )

T J - ■ i z - i t / 3 2 /
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h a tv á n y so ro k a t ezek  éppen a P-̂  ( 0 ,z )  é s  a P2 ( z ,0 )  

függvények z= l*hez  t a r t o z ó  h a tv á n y s o ra i .  H e l y e t t e s í t ­

sünk /3 2 / - b e  z = 0 - t k ap ju k :

Rio,ohpW0= D - ̂ k!

In),

/ 3 3 /
k=o

M, . щ1к)/
Minthogy P / M  és R (l,0) Q R  (0,l) ! R  ffOj, k-0 ,i,2 ,- ,n -1 ,

Pi,o,o es pí(0i0 l i n e á r i s  k i f e j e z é s e i ,  e z é r t  / 3 3 /  jo b b o l­

d a lán  pf>0o és p2i0(0 l i n e á r i s  k i f e j e z é s e i  á l l n a k ,  és ezek 

/2 3 /  m ia t t  inhomogénok, íg y  / 3 3 /  eg y érte lm ű en  m eghatároz' 

za a p,,o,o é s  p2t0.o v a ló s z ín ű s é g e k e t .  A p 4(0n és 02iO,o 

ism e re té b e n  / 1 8 / ,  /1 9 Л  / 2 0 /  é s  /2 3 / - b ó l  m egkaphatjuk  

P ^ (0 ,1 ) ,  P ^ (1 ,0 ) ,  P2 (1»0) é s  P2 ( o , l )  é r t é k e i t ,  majd 

/3 2 /  h a tv á n y s o r a i t  n - s z e r  d i f f e r e n c i á lv a  é s  z = 0 -a t  

h e l y e t t e s í t v e  k ap ju k  a Pi,o,n é s  Рг.п.о v a ló s z ín ű s é ­

g e k e t.

A /31(O,+O2-Ú12 ,-0 2Zi ) í ^ 2Íúi+Úx-Ú,Z,-Oí Zí)/ U û ,+ O z-û ,Z ,-û 2Z2) 

é s  ^ i2(Qi+Ol -Q ,Z ,-ú t Zz) függvények a n a l i t i k u s a k  a 

/1 3 /  ta rto m án y b an  é s  ig y  o t t  e l ő á l l í t h a t o k  h a tv á n y so ro k ­

k a l ,  H e ly e t te s í t s ü k  а Л 5 /  e g y e n le tb e  z 2= 0 - t  é s  leg y en  

a /34iû,+û2-û,z,)yP/o,+01-û,z4))- îf2,ÎOi+û2 -û ,z ,) függvények

z^aö -h o z  ta r to z ó  z-  ̂ s z e r i n t i  s o r e l ő á l l i t á s a i
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f t  QiZi) — YL b1ik 2,k=0

°° к
Д lO i+ O z-Q ,Z i)l& 2ito '+ Q i-Q iZ i)s* L d 1'k Z t '

/ 3 V

k=0

/ 3 4 / - e t  /1 5 /-b e  h e ly e t t e s í t v e  é s  /1 2 / - t  fe lh a sz n á lv a  

г 2=Ю m e lle t t  a következő e g y e n le te t  kapjuk*

Z< ,Ç0 A ,/,o Zf =  [^-0P».w/i"~Pi.o.o(l-Q'.oAÍb,Z\

+

+
/3 5 /

/ 3 5 /  bal é s  jobboldalán  a z*  e g y ü tth a tó it  egyen lővé  

t é v e ,  a k ap ott eg y en le tek  a következőképpen rendezhetők:

Pl,k,0 bi,o Pi,k-t,0 ~̂ Pl,0 .0 í f̂.k Q,+02
k-4

/3 6 /

£ > ,  +Рг,о.о{с11М Q^ot Pi,k-t) + í

Minthogy a Pí k,o v a ló sz ín ű sé g e k e t az e lő z ő e k  a lap­

jául ism ertnek té te le z h e t jü k  f e l ,  a p«,*,o v a ló s z í ­

nű ségeket /3 6 /- b ó l  f c * l , 2 , . . . - r a  egymásutáni h e ly e t t e ­

s í t é s e k k e l  n yerhetjü k .

Hasonló meggondolásokkal a /1 6 /- b ó l  k iin d u lv a  a /3 6 /-n a k  

m eg fe le lő

PilO.k ^2,0 PlO,k-* +Pl,Ofilbz'k Qi+O* b2 ik-i)

U »  +  Pl,Ofl(di,k ~Q~+Cit ̂ 2,k-t) +  P w '4  ,k

/3 7 /
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e g y en le th ez  ju th a tu n k ,  a h o l t>2 k é s  k a ß2(o,+Q1-°t2>) 

é s  AÍOi+Qj-OíZí) • Ул fű* +Oj-QiZj  függvények  z2 s z e ­

r i n t i  s o r f e j t é s b e n  az e g y ü tth a tó k .  / 3 7 / - b ó l  a p2i0,k 

v a ló sz in ü sé g e k  n y e rh e tő k  sz u k c e s s z iv  h e l y e t t e s í t é s e k k e l .

Vezessük be a k ö v e tk e ző  j e l ö l é s e k e t ,  le g y e n

mii = 2-- Pl,i,k 2
ГПи - L Pl,k, i

m,!, =

A “0
QG

ZZ p2,l',kk = 0 mii

к =0 
oo

=  £ Pi,k,i

Az e d d ig ie k  a la p já n  ism e rjü k  a

/3 8 /

РМ =т \ 0  : R(l0)=m*o ; %М=тг,о ; R(i.o)=ml>0 /3 9 /

m enny iségeke t.

H e ly e t te s í ts ü n k  /1 5 / - b e  z 2= l - e t  é s  Í r j u k  f e l  az egyen­

lő sé g  m indkét o ld a lá n a k  z^ s z e r i n t i ,  majd z - ^ l - e t  és 

Í r ju k  f e l  a z2 s z e r i n t i  h a tv á n y s o r á t .  A k a p o tt  eg y en - 

tő ség ek b ő l z-ĵ  i l l .  z 2 h a tványok  e g y ü t th a tó i t  ö s s z e ­

h a s o n l í tv a  k ap ju k :

™i,k Фэ,о— Q,+ Qi Pw.ob3.k-1
k-< j к

~ Y  mi,i ^3,k-‘ +P2ioA iTQ í+Q1 Р*1°'°^3,к-1~
/ 4 0 /
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/ 41 /

ahol b , k , b4 ,k» d3»k é s  d^ k rendre a ß f(üf-Q|Zi)

ß ilo rQ iZ i)  ; /V a -û .z J ta fo -a z ,)  é s  a

/32(02-û iZz) ï ,2(û2-0 iZl) függvények hatványsorában s z e ­

r ep lő  e g y ü tth a tó k . /M egjegyezzük, hogy /4 1 /  keO-ra a 

/ 1 9 /  e g y e n le te t  a d j a . /

/ 4 0 /  és /4 1 /-b e  rendre k a i ,2 , . . .  h e ly e t t e s í t é s é v e l  a

jobboldalon  Ism ert mennyiségek sz e r e p e ln e k , Így kapjuk
1 2az ^  ]ct jc é r t é k e i t .

Hasonló m eggondolásokkal a /1 6 / - b ó l  k iin d u lv a  a / 4 0 /  é s  

/ 4 1 / - e l  analóg e g y e n le te k e t  nyerhetünk , amelyekből 

ná; k , m| k , k s l , 2 , . . .  szám olhatók.

№ gjegyzések  az_ eg y en le tek  я» gó l d ósáva l k a p cso la t baja.

Az egyen letek b en  sz er ep lő  mennyiségek a v iz s g á l t  k i s z o l ­

g á ló  ren d szer  eg y -e g y  k is z o lg á lá s  u tá n i á llap otán ak  v a ló ­

j e l e n t i  annak v a ló s z ín ű s é g é t , hogy a b e fe j e z e t t  k i s z o l -

V I. Az_eredmények érte lm ezése

s z in ü s é g e it  ad ják . íg y  a pi<(Xk,P<.k.o j pi.o.k i l l .  Рг,к,о
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g á lá s  A i l l «  В t ip u s u  egység  k i s z o lg á lá s a  v o l t  é s

u tána  az A i l l »  В t ip u s u  so rb an  éppen к e g y ség ,

mig a m ásik  s o r  ü re s e n  m a ra d t. Ennek m e g fe le lő e n  p,,0.o

é s  Pi.0,0 az A v agy  В t ip u s u  egység  k i s z o lg á lá s a

u tá n i  ü r e s  r e n d s z e r  v a ló s z ín ű s é g e .  A / 3 8 /  d e f i n í c i ó  s z e -  
«

r i n t  m tii annak a v a ló s z ín ű s é g é t  j e l e n t i ,  hogy egy A 

t ip u s u  egység  k is z o lg á lá s á n a k  b e fe je z é s e  u tá n  az A s o r ­

ban i  várakozó  m arad , fü g g e t le n ü l  a t t ó l ,  hogy а В 

so rb an  m ilyen  a s o r  á l l a p o t a .  H asonlóan é r te lm e z h e tő k  az 

m*i I m [,i é s  a z  m ii m ennyiségek . Ennek

s p e c i á l i s  e s e te k é n t  k a p ju k  /3 9 /“ ben s z e r e p lő  m ennyisé­

gek v a ló s z ín ű s é g i  j e l e n t é s é t .

Azoknak az e g y e n le te k n e k  a f e l i r á s a ,  am elyek / 2 9 /  és 

/3 1 / - b ő l  k i in d u lv a  adódnak a p [n  ̂ ( 0 ,1 )  é s  (1 ,0 )

m ennyiségek m e g h a tá ro z á sá ra , á l t a l á n o s  e s e tb e n  nagyon 

b o n y o lu lta k , k o n k ré t ß*,ßi,  Уи és  On e s e té n  azon­

ban könnyen k é r é s z t ü lv i t e l e z h e t ő k .  B izonyos e s e tb e n  a 

/ 3 3 /  jo b b o ld a la i  i s  z á r  a la k b an  f e l i r h a t ó k  é s  akkor köny- 

nyen m egoldhatók  P4,0,0 és Pi,o,o - r a  é s  /3 2 /-b ő l

i s  e g y sz e rű e n  n y e rh e tő k  a p <0ilt é s  Pz,k,o v a ló -

s z in ü s é g e k .

Ha v i s z o n t  a / 2 9 /  é s  / 3 1 / - b ő l  c sak  num erikusán  szám ol­

h a tó k  k i  a ( 0 ,1 )  é s  (1»0) m ennyiségek,
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akkor /3 3 /  jo b b o ld a la i i s  numerikus so r t  je len ten ek *  Eb­

ben az e se tb en  va lam ilyen  pi.o.o és  Рг.о.о -ra  be­

c s ü l t  érték b ő l k iin d u lv a  k iszám oljuk a / 3 3 /  jo b b o ld a la it  

é s  h a so n lítju k  a b a lo ld a la k h o z , majd a k é t o ld a l i  e l t é r é ­

sek különbségének m egfe le lően  k o r r ig á lju k  p 4,o,o és  

рг.о.о - a t  mindaddig, mig a /3 3 /-b a n  e g y e n lő sé g e t nem 

kapunk. Ez e lv é g ez h e tő  a következőképpen» / 3 3 /  eg y en le tek  

jo b b o ld a la i a pi.o.o i Рг.о.о v a ló sz ín ű ség e k  inhomo­

gén l in e á r i s  fü g g v én y e i, v agy is  Api,o,o+ Врглл+С 

i l l .  Ы Pi,o.o + ß Рг.о.о + $  alakúak.

K iin d u lásu l v á la sszu k  p4.0l0 é s  рг.о.о - a t  rendre

az X,,y, ; Xz ,y 2 é s  *з,Уз szárapároknak. A

/ 3 3 /  jobboldalán  k ap ott Дх; + ßy« + C és

OiXi+Py.+ ï  ( i = l , 2 , 3 )  ér ték b ő l A, В, C, o í . /З és

Ü kiszám olhat ók, am iből aztán könnyen adódik a p<l0,o 

é s  рг.о.о m egoldás.

Ha a megoldás folyamán fe lh a s z n á lt  egyen letek b en  szerep­

lő  függvények a n a lit ik u sa n  nem k e z e lh e tő k , akkor a nume­

r ik u s  megoldásuknál sz e r e p lő  mennyiségek csak  bizonyos 

p o n to ssá g ig  szám olhatók é s  az érték ek  v é g te le n  rendsze­

r e i  é s  v é g te le n  so r a i h e ly e t t  véges számú érték ren d szer­

r e l  é s  v ég es Ö sszeggel dolgozhatunk. Ezeknek a számát i s  

a k iván t pontosság szab ja  meg.
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A szám olás p o n to ssá g á n a k  e l le n ő r z é s é r e  f e lh a s z n á l ju k  a

CD CO CD

1 V  2 о< 1 r~ 2 a,
m,li ~  L mU ~  °'+°г '  k o ^  ~ k mZ>Í “  ÖT<

e g y e n le te k e t .

Qi
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Nauka, 1966 ,
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§_Ü_ÎD J2_§ _г_2

Two k in d s  o f  P o isso n  flo w s a r r i v e  to  a d ev ice  o f  s e r v ic e .  

The d e v ic e  must sw itch  o v e r when beg in n in g  w ith  th e  

s e rv ic e  o f  th e  second ty p e  a f t e r  hav ing  s e rv e d  th e  

f i r s t  ty p e .  Times o f  sw itc h in g  over and s e rv ic e  a re  

in d ep e n d en t and may be a r b i t r a r i l y  d i s t r i b u t e d .  The p a ­

p e r  p ro v e s  th e  e rg o d ic i ty  o f  th e  Markov c h a in  c h a ra c ­

t e r i s t i c  o f  th e  sy stem , g iv e s  an e q u a tio n  f o r  th e  

g e n e ra to r  fu n c t io n  o f  th e  s t a t e  p r o b a b i l i t i e s  and s o lv e s  

them  in  a s p e c ia l  c a s e .  I t  r a i s e s  a ls o  th e  q u e s t io n  o f 

th e  o p t im a l iz a t io n  o f  th e  r u l e  o f  sw itc h in g  o v e r .
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