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S p e c iá l is  o p t im a liz á lá s i  fe la d a to k  m egoldása 

S ze lezsá n  János

Az alábbiakban f e l í r j u k  három s p e c i á l i s  o p t im a liz á lá s i  

f e la d a t  m egoldását. Ezek közü l k e t tő  " r á v e z é r lé s i"  f e l ­

adatnak t e k in th e tő , abban az értelem ben , hogy a "vezér­

lőfüggvényt"  úgy k e l l  m eg v á la szta n i, hogy a fo lyam atot  

l e i r ó  d i f f e r e n c iá le g y e n le t  m egoldása b izonyos pontokban 

ad ott é r té k e t  vegyen f e l  é s  e m e lle t t  a vezér lő fü ggvén y­

re  vonatkozó k vad ratik us fu n k cio n á l érték e  m in im ális l e ­

gyen . A harmadiknál egy k vad ratik u s cé lfü g g v én y t optima­

l iz á lu n k , a d o tt f e l t é t e l  m e l le t t .

А/ A " r á v ez ér lé s i"  fe la d a to k a t  az a lá b b i t é t e l  s e g í t s é g é  

v e i  o ld juk  meg.

Legyen f  £L 2 é s  te k in tsü k  a következő fe la d a to t:

min ( f , f )

ka = cn n « l ,2 ,  • • .  ,N

ahol L2 adott függvények , Cn p ed ig  ad ott kons­

ta n s .  /А ( ) z á r ó je l  a sk a lá r sz o r z a t  j e l e . /

T é te lt

На а • • • »Qn függvények l in e á r is a n  fü g g e tle n e k ,

akkor ( f , f )  fu n k cio n á l minimumát az
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f ' -  L' П = 1 '

függvény a d ja , ahol az oín együtthatók  az

Q„ + .......  + Qm 0(n =  Ct

Ощ 0(i~^.........  ~h Qni7 CX n Cn

eg y en le tren d szer  m egold ása i, ahol

o , j - ( q i , 9 í )

B izo n y ítá s t

J e lö ljü k  jC =  Л  a üi»«»*»<3n elemek

á l t a l  g e n e r á lt  l in e á r i s  a l t e r e t .  Megmutatjuk, hogy a 

megoldás ezen a l t é r  elem e.

J e lö ljü k  a minimumot adó függvén yt f*  - a l .  I sm e r e te s , 

hogy az f *  elem

f *  = f» + f"

alakban á l l í t h a t ó  e l ő ,  ahol f » e / ,  f e Z  ; ( X  az /  

a lt é r  o r to g o n á lis  kom plem entere)•

De

( f * ,  f*)  = ( f » ,  f»)  + ( f " ,  f")
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V iszon t f *  m egengedett m egoldás, te h á t  

Cn = ( f t y - l f ' + f W - W + l f a l - W  

(m iv e l ( f " ,  a 0 )

Azt kaptuk t e h á t ,  hogy az f* függvényen az ( f , f )  

fu n k cio n á l k iseb b  é r té k e t  vesz  f e l ,  mint f* -on *  A f e l ­

t e v é s  s z e r in t  azonban f *  o p tim á lis  m egoldás, te h á t

( f ' . n  = ( f ' , f l  + ( f ] f ‘)

csak  úgy t e l j e s ü l h e t ,  ha ( f " ,  f" ) = 0 azaz f"  5 0 .  De 

ez éppen a z t  j e l e n t i ,  hogy

f *  £«£ ( , • • • ,  cjjj)

azaz

f ' - t
Az Ы„ számokat abból a f e l t é t e l b ő l  kapjuk, hogy

( f * .  4 ) = CL i s i , 2 , • • • ,N

N

í ^  Cjfn, Cjfi ) c,

azaz
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v agy is

(q,,q№'+.... + (% q „ )  d = c,

........ Cn

A f e l t é t e l  s z e r in t  azonban а függvények

lin e á r is a n  fü g g e tle n e k , e z é r t  a f e n t i  eg y en le tren d szer  

nek l é t e z i k  m egoldása.

А .1 / O p tim ális " r á v e z é r lé s” egy pontra

T ekintsük  a következő v e z é r lé s i  f e la d a t o t .  

Egy fo ly a m a to t a

c>Ui = ú 2 d ü j
cH ‘ ÔX1 1 = 1 ,2 , • . .  ,n 1 /

p a rab o lik u s d if fe r e n c iá le g y e n le t -r e n d s z e r  i r  l e  az

Ц ( x , o ) =  0  X — 0
2 /

Ц  { 0 , t )  =  f l t i  0 - t  — to

f e l t é t e l e k  m e l le t t .

J e lö ljü k  u  ̂ ( x , t ) - v e l  az 1 /  ren d szer  i - e d ik  e g y e n le té ­

nek m egoldását a 2 / - е в  f e l t é t e l  m e l le t t .
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Legyen c egy a d o tt konstans é s  ( xQ, t 0 ) egy ad ott p o n t. 

F elad ati Keressünk olyan  f ( t )  p e r e m f e l t é te l t ,  amelyre

ui  { x o * t o ) = C ‘- = n 5/
é s  amelyen a

о

fu n k cion á l minimumot vesz  f e l .

A fe la d a to t  az e lő b b i t é t e l  fe lh a sz n á lá sá v a l o ld ju k  meg.

Ism er e te s , hogy az i - e d ik  d i f f e r e n c iá le g y e n le t  megoldá­

sa  a 2 /  p e r e m fe lté te l  m e lle t t

Ujlx.l) = J K í (x , i - s )  fis) ds
0

ahol

K i ( x , t - s ) = = j £ ; 7T ,e  T

Emiatt a 5 / - a s  f e l t é t e l e k  fe n n á llá s a  a z t j e l e n t i ,  hogy 

t e l j e s ü ln iü k  k e l l  az a láb b i egyen lőségeknek:

I  K i ( x0, t 0- s )  fis) ds  =  C
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E sz e r in t  olyan f ( s )  fü ggvényt k e l l  keresnünk, amely 

k i e l é g í t i  a 4 / - e s  in te g r á l- e g y e n le tr e n d s z e r t , é s  m ini­

m a liz á lja  a

i o

J í f ) = f  f  ($) d s

fu n k c io n á lt .

A korább i j e lö lé s e k k e l  a f e la d a t  Íg y  ir h a tó  f e l :

min ( f , f )

ha (K^, f )  = c i s l , 2 , • . . ,n

A f e la d a t  m egoldása, ha a K^(x , t Q- s )  függvények l i ­

n eá r isa n  fü g g e tlen ek  a 2 /  t é t e l  a lapján

** * t -  K i  [ X - O ' t o  ~ s  )

ahol az 0(i számok az

"Ь +  Qw(Xn C

0 П1Ы<+ ... + Qn„dn =C

eg y en le tren d szer  m eg o ld á sa i, é s  
i*

Qij = J K i  (xо, U s )  Kjíxo, L  - s ) d s
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A .2 /  Adott pontokon átmenő o p tim á lis  megoldás parab olik u s  

d if f e r e n c iá le g y e n le t  e se té n

T ekintsük az

p arab o lik u s d if f e r e n c iá le g y e n le t e t  az

u (x , o )  = 0  x  ^ 0

U ( Oft) = f ( t )  o é í ^ o

f e l t é t e l e k  m e lle tt*  Legyenek adottak az l x ! . t 0 ) , t 0 ) 

pontok é s  a c^,C 2 f ***t cn számok.

F elad at: Keressünk olyan  f ( t )  p e r e m fe lt é te l t ,  amelyre 

az 5 /  d if f e r e n c iá le g y e n le t  u ( x , t )  m egoldása az 

( x ^ , t Q) , . .  • , (x^,1^ pontokban c^f * . * yc é r té k e t  vesz

* t  s  a2 “xx 5 /

f e l  é s amelyre m in im ális•0

Az e lő b b i fe la d a th o z  h ason lóan , fe lh a sz n á lv a , hogy

О

0

ahol
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a m egoldás

f * =  Z .  <*iK(Xi,io-s)
i~<

alakban á l l í t h a t ó  e l ő ,  ahol az eg y ü tth a tó k a t, f e l ­

t é v e , hogy а К ( x ^ , t Q- s )  függvények l in e á r is a n  fü g g e t­

lenek  az

úiitf, + .........+  Ú,„o(n =  C,

.......... +  QnpCtr, — C n

eg y en le tre n d sz er b ő l kapjuk, ahol

Qij =  J  K(Xi,éo-s) K Í X j ' i ' - s )  ds

В/ A k övetk ező  fe la d a tb a n  tek in tsü n k  olyan  r e n d sz e r t , ame­

l y e t  a

i
Q (x,i) =  jK lx ,t.s )

ö ssz e fü g g é s  i r  l e ,  ahol К  ( x , t , s )  ad ott magfüggvény. 

Legyenek (x0 ,T ) ,  ( x ^ , T ) , . . . ,  (x^.T) a d o tt pontok. Le­

U =  [ u ( 0 :  f u ‘ l t i d t - 1 ,  0 * t ^ T ]

gyen
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Legyenek

F elad at:

minueU

T é te l:  

Vegyük az

m á tr ix o t, 

A l l i t á s :

1

c l , c 2*# , , , c n ad ott k on stan sok .

L i a - Q ( x , j ) fi=« '

0 «

Qnn

ahol

Oij=l K(*J,s) KUj.T.s) ds
О

I  • • • I  ) pont# &Ha a ( c.



210 -

1 *1 X i ............. • • • x „

X< Oh 0 « • • ■ Óin

X l 0 * O n ............. . . .  О щ

Xf) 0 m O n  2 ............ ... Q nn

másodrendű f e lü le t e n  v an , akkor a fe lad a tn ak  l é t e z i k  

m egoldása, mégpedig

min L ( c / - Q ( X i J ) )  =  0
ueU  '=«

é s  a m egoldás:

u U - J L ü i K i b j . t )

ahol az ot,,o(2)......., 0(n együ tth atók  az

Outi, + ........... +  0 1nd n =  Ci

6/

0 „ ,o ( ,+ ............ + Q^oi„ =

eg y en le tren d szer  m egoldásai
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B izon yítás?

Megmutatjuk, hogy ha uÄ( t )  = £1 oó К (Xj, T, t ) é s az

oí, ,  oí-í , ......... , c£n számok k i e l é g í t i k  a 6 /  e g y en le t-re n d ­

s z e r t ,  akkor

Q*(Xi,T) =  f  K ( X i J , s )  u*(s) d s =
о

= Z ̂ / № ,7,s) Kíxj, I s )  d s =
J=‘ о

П
Z  °̂ J ülj =  С'(=«

v a g y is

í  (c, -Q (x , ,7 ) j2 =  0
í =<

Az u * (t)  h e lyen  te h á t  a fu n k cion á l e l é r i  а О minimum- 

é r té k e t .  Be k e l l  l á t n i  még, hogy u * (t)  G U.

E lőször i s  v i lá g o s ,  hogy

\ u [ i ) ö t =  Z  <*« c<
о <-«

Szorozzuk ugyan is meg a 6 /  eg y en le tren d szer  1 -e d ik  egyen­

l e t é t  Ы. j - v e i  é s  adjuk ezek et az e g y e n le te k e t  ö s s z e .
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Azt kapjuk, hogy

Jü. n n
Z_ oí; Q IZ IZ o(j ûÿ(=1 (=1 J=t

Ugyanakkor
T T

fu‘ti)dt- ííi^Klb.TJ)) dt =
о о *»'

n n
=  Ц  IZ l (Xj ûÿ(=( j=-< J

Megmutatjuk, hogy a t e t t  f e l t e v é s  m e lle t t

ÍZ <*i C, =  j
i =«

Ugyanis
l

Û « c , . a w

Q m C l  . ■ О г л

c

о

C „  . O nn
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í g y  a f e l t é t e l  s z e r in t

1 C «  . . . .  Cn

C , Q H . . . .  O v

C n  Q f M  - • ■ • O nn

= -[î_ 
1-1

azaz

Z j A U i C i  = |  A I
i-1

v a g y is

te h á t

О
o(j c, 1
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S u m m a r yss ::= = = = = = :::

S o lu tio n  o f s p e c ia l  o p tim a liz a tio n  problems 

János S ze lezsán

A s o lu t io n  to  th r ee  s p e c ia l  o p tim a liz a tio n  problems i e  

g iv e n . Two o f them can be con sid ered  to  be a problem o f  

c o n tro l in  the sen se  th a t  the c o n tr o l fu n c tio n  must be 

chosen in  a way th a t  th e  d i f f e r e n t ia l  eq u ation  th a t  

d e sc r ib e s  the p r o c e ss  should  take g iven  v a lu e s  in  c e r ta in  

p la c e s  and b esid es  th e  value o f  th e  qu ad ratic  fu n c tio n a l  

w ith  r e sp e c t  to  th e  c o n tr o l fu n c tio n  should  be m inim al. 

The th ir d  so lu tio n  concerns the o p t im a liz a t io n , under 

given c o n d it io n s , o f  a quadratic o b je c t  fu n c t io n .
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