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Specidlis optimalizdlési feladatok megoldésa
Szelezsén Janos

Az alédbbiakban felirjuk héarom specidlis optimalizélési
feladat megoldasat. Ezek koziil kettd "ravezérlési" fel-
adatnak tekinthetd, abban az értelemben, hogy a "vezér-
16fiiggvényt"” ugy kell megvalasztani, hogy a folyamatot
leir$ differenciilegyenlet megoldédsa bizonyos pontokban
adott értéket vegyen fel és emellett a vezérliéfiiggvény-
re vonatkozé kvadratikus funkcionédl értéke minimélis le-
gyen. A harmadiknil egy kvadratikus célfiiggvényt optima-
1iz4lunk, adott feltétel mellett.

A/ A "réavezérlési" feladatokat az aldbbi tétel segitségé-
vel oldjuk meg.
Legyen f€1L2 és tekintsik a kdvetkezd feladatot:
min (f,f)

ha (f’qn) = Cn n=1,2’ooo.N

ahol g € L, adott fliggvények, C, pedig adott kons-

tans. /A ( ) zardjel a skaldrszorzat jele./
Tétel:

Ha a Q3 9Qp9eeo9y fiiggvények linearisan fiiggetlenek,
akkor (f,f) funkcionidl minimumédt az
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% N
fr=2, oG
fiiggvény adja, ahol az o, egyitthaték az
O" D(q + + ainO(n =5 C’
Qny O(|+ I o i > W

egyenletrendszer megoldasai, ahol

Bizonyités:

Jelol jiik L =L (ql,qa,...,qn)-el 8 QygeeesQy elemek
4ltal generdlt linearis alteret. Megmutatjuk, hogy a

megoldads ezen altér eleme.

Jeloljiikk a minimumot add fiiggvényt ™ ala Ismeretes,
hogy az £® elem

£% o g 4 g

alakban Allithaté e1&, ahol f£'€L, feL ; (L az £
altér ortogondlis komplementere).

De

(2%, 2% = (£*, 27) & (2%, )
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Viszont % megengedett megoldds, tehit
6a = (F1g.) = (F'+ £/9.)=(£.g.) +(f)g.) = (£ g.)
(mivel (£", q ) =0)

Azt kaptuk tehdt, hogy az £® fiiggvényen az (£,f)
funkciondl kisebb értéket vesz fel, mint t*-on. A fel-
tevés szerint azonban f£* optimélis megoldas, tehat

% ¥ LIPS L |
(FF) =)+ (f )
csak ugy teljesiilhet, ha (£", £") = O azaz £" = 0. De
ez éppen azt jelenti, hogy

fx6£ (ql,...,q,n)

azaz

M=

F =) ogn

Az A, szémokat abbdl a feltételbdl kapjuk, hogy

-

n=

(f" Q.j.) = Ci i=1’2’ooo'N

(idnqmqt‘) == [

n={
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(G, Gulety* . .. +(q0,Ga) & = C

A feltétel szerint azonban a Q) 9Qp9e009Q, Tfiliggvények

lineArisan fiiggetlenek, ezért a fenti egyenletrendszer-

nek létezik megoldésa.

A.1/ Optimalis "révezérlés" egy pontra

Tekintsiik a kovetkezd vezérlési feladatote.

Egy folyamatot a

QUi _ 2 OU
ot foxt O

parabolikus differencijlegyenlet-rendszer ir le az

I
o
>

v
o

u (x0)
u (0,t) =flt) 0<t <t

feltételek mellette.

1/

2/

Jeldljik uy (x,t)=vel az 1/ rendszer i-edik egyenleté-

nek megoldasdt a 2/-es feltétel mellett.
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Legyen ¢ egy adott konstans és (xo,to) egy adott pont.
Feladat: Keressiink olyan £(t) peremfeltételt, amelyre

uy (xyet,) = C t=4,2,3.,... N 3/

és amelyen a
{o

JG@)=[ fi(t)at 4/
funkciondl minimumot vesz fel.

A feladatot az eldbbi tétel felhasznélédsaval oldjuk meg,.

Ismeretes, hogy az 1i-edik differencidlegyenlet megolda-
sa a 2/ peremfeltétel mellett

u(x.t) =jK,- (x,¢-s) fls) ds
ahol

y* 3
K|

Kl t-s)= 5w & B s

Emiatt a 3/-as feltételek fenndllésa azt jelenti, hogy
teljesiilnick kell az aldbbi egyenldségeknek:

b
[ Ki(x,,t~s) fis) ds = C
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Eszerint olyan f£(s) fiiggvényt kell keresniink, amely
kielégiti a 4/-es integrél-egyenletrendszert, és mini-
malizédlja a

to

J(f)=f fz(s) ds

o

funkcionélt.

A koridbbi jelolésekkel a feladat igy irhatéd fel:
min (£,f)

ha (Ki’t) = C 131’2’000,11

A feladat megoldadsa, ha a Ki(xo,to-s) tiiggvények 1li-
ne4drisan fiiggetlenek a 2/ tétel alapjén

1 2 3 oty Ki (1, ta=s)

=1
ahol az ; 8zé&mok az

Qudyt .. .+ 0K, =C

an1d|+... +Olmcxn =C

egyenletrendszer megoldédsal, és
to

0y = [ Kilte.tams) K (%o, ta-s)dls



.

A.2/ Adott pontokon &tmend optimédlis megoldéds parabolikus
differencislegyenlet esetén

Tekintsiik az

llt = 32 \&x 5/
parabolikus differencidlegyenletet az

u (x,0) =0 x20

u (o,t) = £(t) o=t <t

feltételek mellett. Legyenek adottak az (xl,to),...,(xn,to)

pontok és a C19CopeceyCy szAmok.

Feladat: Keressiink olyan f£(t) peremfeltételt, amelyre
az 5/ differencidlegyenlet u (x,t) megoldisa az
(xl,to),...,(xn.@ pontokban ¢Cy,...,c, értéket vesz
fel és amelyre minimélis,

.0

Az el&ébbi feladathoz hasonléan, felhasznélva, hogy

to
ulxite) = | Kix,ts) fls) ds

0

ahol

2

_— 3
K(Xi.fo's) = 2—%-'8 hotles -(fo—s) T ds
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a megoldas
n
{ Z' x‘lt S

alakban &llithaté eld, ahol az ol; egyitthatékat, fel-
téve, hogy a K (xi,to-s) fiiggvények linearisan fiigget-

lenek az

Oﬁdi + . Omdn =Cq

0n4°(1+_,_ ¢ OnnO(n = Cn

egyenletrendszerbdl kapjuk, ahol

Qj = joK(X"lfo_S) K(Xj,lo—S) ds

B/ A kovetkezd feladatban tekintsiink olyan rendszert, ame-

lyet a
Qixt) = f/((xts u(s) ds

osszefiiggés ir le, ahol K (x,t,s) adott magfiiggvény.
Legyenek (xo,‘l'), (xl’T)’“" (xn,’l‘) adott pontok. Le=-
gyen

U= {u(i):fuz(f)dz‘=1, 05557}
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Legyenek C19Cp9eeesCy adott konstansok.

Feladat:
min Z [Cz‘Q(XI,T)]z
uey =1

Tétels

Vegylik az

>
l

métrixot, ahol

Qjj =5[K(Xi,7-,5) K(XJ,IS) ds

Allités:

Ha a (cl,...,cn) pont a



1 X, % A

Xq 0“ ng veis om

X, 02, au Om =0
Xn Ony (2 >R ... QOnn

mésodrendii feliileten van, akkor a feladatnak létezik
megoldasa, mégpedig
n

(Cz—Q(Xi,T))Z =

min
(=1

u€elU ¢

és a megoldas:

n

U*(f) - Z o K (x, T, t)

(=1

Oathy +... .. 7 Optly= G
6/

On40(|+... + Omdn = Cn

egyenletrendszer megoldésai.
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Bizonyitéss

. :
Megmutatjuk, hogy ha u™(t) = ZogK(x,-, T, t) és az
J:
oA,, %, ... ..., s szémok kielégitik a 6/ egyenlet-rend-

szert, akkor

Q xu fK Xt,TS U(S)d e

o

Il

i‘ /7 (xl,TS K(XJ,TS) dS—

n
g a] —Ct
vagylis

Zn( x.,T))

i=t

Az u®™(t) helyen teh4t a funkcional eléri a O minimum-
értéket, Be kell latni még, hogy u™(t) € U,

El8szor is vilagos, hogy

ofTu“(t)dt = ,i o i

Szorozzuk ugyanis meg a 6/ egyenletrendszer i-edik egyen-
letét of; =vel és adjuk ezeket az egyenleteket &ssze.
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Azt kapjuk, hogy

Usyanis
{
i C, Qs
Oy G i
Qny Ca -

1

A
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Igy a feltétel szerint

{

o

tehat

By .nie o

(?,, .- On =_(g’A,°(‘.Ci—lA|)=
O . G

i,AIO‘i G =|Al

i=1

0



Solution of special optimalization problems
Janos Szelezsén

A solution to three special optimalization problems is
given. Two of them can be considered to be a problem of
control in the sense that the control function must be
chosen in a way that the differential equation that
describes the process should take given values in certain
places and besides the value of the quadratic functional
with respect to the control function should be minimal.
The third solution concerns the optimalization, under
glven conditions, of a quadratic object function.
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