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Egyenletek megolddsa szakaszonkénti perturbaciévale.

Frey Taméas

1. §. Bevezetés,

A Newton-Raphson-féle un. érintdmédszert ille. kiilonbozb
valtozatait ujabban egyre gyakrabban alkalmazzak nemcsak egyenle-
tek gyokeinek, hanem Altalanos operdtoregyenletek megoldédsainak
numerikus meghatarozaséra (1. ple. [1] ). A finomitott eljarésok
4ltalaban igen gyorsan konvergalnak - ha elég jé kozelitésbidl
tudunk elindulni. A gyakorlati feladatoknal azonban éppen ez utéb-
bi jelenti a legsulyosabb problérat. Jélismertek pl. az algebrai
egyenleteknél a Newton-mbédszer alkalmazasa soréan fellépd jelensé-
gek (1. pl. [2] )e Bz 8z oka annak, hogy az egyenletek zérushe-
lyeinek numerikus meghatarozasara még olyan, latsadlag sokkal mun-
kaigényesebb médszereket is igénybe vettek, mint pl. differencial-
egyenletek numerikus integrdlasa (l. pl. [3] ). Az alapgondolat:
az y = f£(x) kapcsolat minden olyan szskaszon, ahol £ monoton,
egyértelmiien meghatérozza az inverz x = g(y) kapcsolafot is; emel-
lett itt g differencialhaté, ha f 1is ilyen, és ekkor

4x = -Il— érvényes, Ha tehat % a keresett x zérushely egy

dy £(x) 9
olyan kozelitése, amelyeket f egy monoton szakasza kot Ossze,

és f itt differencidlhaté, tovabba ¥ = f£(x), akkor x, kisza-

mithaté a

'd—x= ;x:ﬁ;y:'y\
dy £7(x)
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kezdeti=-érték probléma y = O-ig torténd numerikus integrélasaval.
Sajnos, algebrai egyenleteknél - kiilondosen ha valamennyi zérus—
helyre sziikeég van - még az a kovetelmény se biztosithatd, hogy
Qi és xo,i minden i-re egy-egy kozds monoton szakaszra esséke
Ezért a fenti elapgondolatot az alédbbi mbédon prébaltuk to-
vabbfejleszteni: a megoldandé egyenletet, ill. rendszert egy +t
paraméter filiggvényevé tessziik, éspedig olymbddon, hogy € egy
rogzitett értékénél, t = to-nél legyen ismert a vélasztott alek,
Y (x,t) valamennyi megoldasa, t egy masik régzitett értékénél
viszont, ﬁl. t=t, -nél ¥Y(x,t) éppen a megoldandé egyemlettel

legyen azonos, azaz legyen

\P(x’ tl) = f(X)'
tovabba a

P (x,t,) = 0

egyenlet megoldasai legyenek 10’1,10.2,...,x0'n. Ekkor = amennyi-
ben ¥ mindeniitt differenciéalhaté, a

%’Ci(t),ﬁ} =0
azonossagot kielégité x(t) fiiggvények a
Y B9¥f &

—— o — —

2t 9x dt

0 (1)

differencialegyenlet megoldasai; ha tehat ezt a t = to; X = fl
kezdeti feltétel mellett numerikusan integraljuk +t = tl-is, akkor
x(tl)=x° i érvényes lesz. A 'F fliggvény megfeleld megvalasztésa
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biztositja, hogy (1) numerikus integralasa sorén a g?f =0 fel-

tételt kielégitd helyeket elkeriilhessiike. *
Gyakorlatilag, algebral egyenletek megoldasa sorin ezt a
kovetkez8kép prébéltuk biztositani: a megoldandé Ph(z) = 0 egyen~-
let zérushelyeinek viszonylag durva kozelitéseibsl megkonstruél-

tuk a Qn(z) = W_(z-gi) polinomot, ill. az Rn_l(z) = Pn(z) -
- Qn(z) kiilonbséget. Ezekb6l konstrualjuk a

Y(z,t) = Qn(z) + sy + V(%) [.Qn(z) + Rn-l(z)] .

filiggvényts;

VY (t) itt tetszéleges, 0tszdr folytonosan differencialhaté, a
M(0) =¥Y(1) = 0 feltételt kielégitd fiiggvény, smelyet az in=-
te;;rdcié soran szakaszonként konstrudltunk +t(7T) polinomjaibél
dinamikus programozassal olymédon, hogy l%?£€| a leheté leg=
nagyobb legyen, de a ‘¥ (1) = 0 feltétel is biztositédjék. A
valasztott médszer viszonylag magas fokszamu polinomok, sét 4l-
talanosabb operatoregyenletek esetén is nagyon jénak bizonyult
mindaddig, amig nem keriiltek egymédshoz nagyon kozel a zérushe-
lyek. Bonyolult sziirdk méretezése sorén azonban olyan 28-40-ed-
foku polinomok zérushelyeinek megadllapitéasat is el kellett vé-
geznink, amelyeknek 7-7, ill. 10-10 zérushelye egymastédl 10'3 -

R e

tavolsagban fekiidt. Itt - a numerikus integralas soran
a Runge-Kutta médszert hasznalva, valtozé lépéskozzel - mar kb,

10%-10° szému részintervdllumra kellett a 0 £ ¢t £1 intervale-
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lumot felosztani, hogy a zérushelyeket 5-6 értékes jegyre ponto-
san meg tudjuk allapitani. Ez pedig még kozepes sebességii szémo-
légéppel is nagyon idéigényes.

Ezért a fenti mdédszert célszeriinek latszott ugy aAtalakita-
ni, hogy a Newton-médszer azon valfaja altalanositasénak lehes-
sen tekinteni, amelynél érintdegyenes helyett mAsod- ill. maga=-
sabbfoku parabolat fektetiink 4t a pillanatnyi kézelitésnek meg-
feleld ponton. Az aladbbiakban ezen médszer leiraséat, hibabecslé-
8ét, tovabba Altaldnos operatoregyenletekre torténd alkalmazésat
ismertet jiike

2.§. A Runge-Kutta-médszer Altaldnositéasarél.

A RungevKutta-mbdszer 4ltalénositéséval tobb munka is fog=-
lalkozott (1. ple [4,][5]). Ezek azonban elsésorban az eljaras
fokszamAdnak novelését vizsgaltdk. Az alébbiaskban olyan irényu
4ltalénositassal foglalkozunk, ahol nem érintéegyenesekkel, ha-
nem érintdparaboldkkal operalva konstrudljuk meg az integralgor-
be pontjaite [5] alatti munkédnkban mér szerepelt ilyen jellegi
4ltalédnositas, de nem szisztematikusan hasznaltuk.

Tekintsiik tehdt elészor az

%= f(t.X) (2)

differencidlegyenletet és tegyiik fel, hogy a tekintett tartomény-
ban £ elég sokszor folytonosan differencialhaté. Ekkor x(t)
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differencidlhanyadosai a D = E?— + f-ja- operatorral kife-

% 9x
jezhetéek (ol pl. [5] ). Minthogy azonban a D operatorral kap-

csolatosan tobb uj formulara is sziikségiink lesz, a vele kapcso=
latos formélis szabdlyokat az aldbbiakban Osszefoglaljuke.
D maegasabb hatvanyait a

S S Y
° " £ 3 (3)

relacié révén értelmezziik. Igy rekurzidval a

+1 3 @ _uy 9° 1 92
) gDnat+fDnax = D7 -a-? + £ atax+
92 d2
-1 =1 g
+fDn8tax+f2Dna—;— =
St 02 2p p1 B2 2 B2
=T 9+ Vtx 32

relaciora jutunk, ha feltessziik, hogy a szerepld parcidlis deri-
valtak folytonosak, és igy a differencidlasok sorrendje felcse~
rélhetd, Ha tehdt k £ n-re még érvényes a
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A+l __.(g) pR+l=k g’?; - (1;) ¢ pP+lk 6_';:;-6-:: el e

(4)

. ( k) #F ph+l-k

T

ata_ﬁaxr v o(t) e 3L

relacié, akkor (3)-at ujbdl alkalmazva

i (k) g a_g-r_é 2 +{< K (11*)} e 3 ;;1

) @) S

1) @) o 220

+ (i) g+1 pn+l-k-l 3?3‘ li*'l

adédik, és igy - a binoncialis egylitthaték ismert tulajdonségai
miatt (4) érvényes k+l < n+l-re is. Igy a D = I relaciét is
figyelembe véve, a (3) - (4) formuldk alapjan (k+l=n+l védlasz-
tassal élve) DP*L a D operator formalis (n+l)-edik hatvanya-
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val azonos képletet eredményez. Teljes indukciéval most mar

azonnal belathaté, hogy e p? operétort Osszegre ill. szorzatra
n

at®

épp ugy kell alkalmaznunk, mint a operatort.
Valbéban, n=1 esetén, D definiciéja alapjan

D(a+b) = Da + Db (5)

]

é8

D(a.b) = aDb + bDa (6)

érvényes. Tegyik fel, hogy n=N-re még érvényesnek bizonyult a

]}‘(aﬁ'b) = DN8=DNb (7)

ill.

b o

M(a.b) = (g) a.D'b + (ﬁ) Da L b e (N) paf. 0N T p o

+ + (N)bDNa (8)
LN J N L ]

formula is. Ekkor (3), ill. (7)-(8) felhaszndlésaval

DN*l (a+d) = o 58-; (a+b) + £ DN% (a+b) =

I RS - N - B S
= D' g fDNQa s DN,a <5 4 £D" <5 B =

-DN+la+DN*lb

ill.
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(1)B0"22 4 ()

(1)ad 22+ (%) Da D2
+{<g)aDN§-§ +1‘(T) Da DN-ié—; + e +{\(:)ax D: =
-(8)b D"'a + {(N)+ (¥ ob Da +{(L)#(3)}DBD" et +
vt {(N (W]} D"bDa +(§)a DM b,

68 ezek a binomialis egyltthaték jolismert tulajdonségai sze=—
rint azt mutatjék, hogy (7), ill. (8) n=N+l-re is érvényesek.
Eszerint (7) és (o) minden N-re teljesiil.
Ugyancsak teljes indukciéval igazoljuk a
D(DPg) = DP*: g-o»nllfDn-la—-'3 ¥ (9)
X

reléci$ érvényességét is. Valdban, n=l-re

9% 9 3f 9 2
D(g—%ff )—.j*._i_j@./*_{a._& +
92.

i} °f 29 3%q e
9t Ix X X 3 x2 dx




- Xt

azaz ekkor (9) érvényes. Ha m=N-re mér igazoltuk, akkor (3)

alapjan

b (D™g) - D[D",?% p* 2¥ 7] -

-DNH ‘8% FDN* D€DN*’8

FND{DNJQQ B‘F DNB%_

) N+2 2
-0+ NDFD" ST 4 DD SR LD grne)DFD 22

tehat (9) érvényes n=N+l-re is. Igy (9) n minden értékére
igaz.
Tekintsiik most (9) helyett a D®(Dg) kifejezéste (3)

Marmost D definicibéja szerint

g 1(9% 2L 9% w99 Bg B
At? at Ix At Y «x Dt 3 SE

ill.

_.)j

{"3 G __fl (8‘% [>g;i'*?é"' 2%

“(D‘%) gt'ax T"ox B« 3x Ax

Ezeket helyettesitve, és (7)-et ill. (8)-at felhasznélva



- 115 =

t X At 9 x
3 3 o1y 723 n-1 9 ,9
+é—x(F£)]=D c)—t(é—t%) £D g;(g%)f
n-1 3 n-1 3 5 n =
D g (P2 DT A (FST)-D 5 « D' (F 32 -
"2% £ 38 ()DFDT GE + ()05 20w 4 (2)0Y. 2
B i f(n)D“)“"?_:t ( )D{ ”' ?;3 () 2% o
D qT\ o Fx (n)gxbr ({0)
is érvényes.
A fentieken kiwviul szﬁksésﬁnk van a
2 )
5x (Dg)= DE% ‘3—5 T x (11)
tovabba a
(Dg) D%z 2%'% *gfz?ii'{ (12)

ill. altaléban a

<D%> b 2%, 4 (7)2L. 28

.- w

DQx" Ax (13)

relacidkra, amelyek teljes indukciéval, e featiek mintdjara
konnyen belathatodak.
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Végil fel kell hasznalnunk
’aS

alaku kifejezéseket is, amelyeket nem adunk meg - bonyolultsa-
guk miatt - zart alakban, hanem sziikseg esetén (13), {(10) ill.
(8) révén kepeziink.

Marmost fenti relacioink kozul (9) alapjan az x(t) = f(x,t)
differencialegyenlet altal meghatarozott x(t) fiiggvények maga-
sabb derivaltjai a D operator, ille a g = £ helyettesités

révén meghatarozhatdak, éspedig

X = s

x = Df;

x = D(DE) = D°f + £'x Df;

X = Dx =D f+3DtDE ' x+£'xDPL+£0x DE;

x = D*E+6DEDCL I x+3Exx( DE)°+ (14)

+ 4DPEDE Y x+7 L xDEX? DE+L XLOL+2°% DPL+£30DE;
stb.

A valasztott 4t = h-hoz tartozé k novekményt a Runge-
Kutta modszer mintajara helyi novekményekbol allitjuk eld, eze-
ket azonban kovetkezetesen legalabb masodfoku alakban vesszik
rel, espedig olymodon, hogy k és Ax a h mennél magasabb

hatvanydig egyezzék meg. mhhez a kiindulasi bazispontban a

9
(to,xo) pontban f értéke mellett %;g ille iﬁg értéké-—

re is szuksegunk van, hogy igy Df 1is kepezhetd legyen. czek
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révén eldszor meghatarozzuk a kl ill, kf novekményt a

\ \2
l{4 = h‘po + O4zh2D<Fo + Q{,’hsf x,0 DFO +Q1"‘_ hu'Fx)O D{o +

1 n-2

too0 4 Qg R ‘Fno D fo (15)

2 3! 12
k" = hfo + a2 h"Dfo+ az b fxe Dfo +ay, h"Fx' D{of...(m)

alakban. Itt a O als6 index, a (to,xo) helyre vonatkozik,

kl a k kialakitasara szolgalé sulyozott kozépérték egyik

eleme, végil xf arra szolgal, hogy a kovetkezd segédpont
(t;,%;) helyét kijeloljiik.

A tovabbi kozépérték-képz6 elemek meghatarozasédndl mar
tOobb utat kovethetiink; ugyanis a (tl,xl) pontbeli £, to-

vabba fo, Df

o és fx % segitségével felépithetiink h-ban
»

magasabb fokszamu kozépértékképzd elemeket. Lényegesen tobb

szamitasi munkaval azonban fx,l és Df; felhasznalasaval is

megtehetjik ezt. UtObbi mbédszer egy szempontbdl mégis elénydos—

nek fog bizonyulni, ezért ilyen tipusu formuldt is levezetiink.
Igy pl. negyedrendii formulat épithetiink fel a

i =hfo +agh*Dfo+ayhifxo Dfo + ay HF)’ DY,
2
k=B h fo + @z M Dfo + Gy h?fx, D fotay,h*f) Dfo
1
(17)
t4=t0+E4h)' X:Xo‘\'k,‘
k= f, + Qs hzb{c t Qg3 hl‘C‘X'o (1(4'{0) Y az, hjlc;lé (‘F, _Fo)

L(:Q4L(1+Q2L<

2
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resp. a

ng =hf, + dy “‘ZD({ + O g h’F'x.J B +g3‘rh")(;‘b_({
‘ (18)
médon.
Mindkét formulatipus haszndlata esetén az 1 indexii
(tls B (tl.xl) pontbeli) értékeket az (xo,to) pontbeli deri-
valtak segitségével kell kifejezniink, hogy k és A4Lx egyezte-
tésérél gondoskodni tudjunk. E célb6l k) -ot a

k‘l‘ = E;hf_ + ® (nh;f) (19)

alakba irjuk. Ekkor - feltéve, hogy £ elég sokszor folytonosan
differenciadlhaté -

fo=f kot By xox Einfor @(hi{)=fo+ En(flo+ £ £),0)
+@ oo+ [ Fito v+ 260 (B0 fa + @) nio +Efo 10, ).

- ahol a O index a (t,,x ) helyre vonatkozik, amelyet a to-
vabbiskban elhagyunk, ha ez nem vezethet félreértésre. Felhasz-
ndlva tehat a D operatort is

¥*=R*°+ Eihjxe+ E,hf+@) <

=F+EnDf+® £+ 217 ESh DY +E,n@Df'x +
(20)
+Z @ F X+ 37 BN D g EIHODT X+ 4 £,n @D, +

)

3 h
+ 4 @ fxxx ¥ TEMRD Y+ 5 E 30@D [+ ..
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Hasonléképp - bar erre egyenldére csak a masodik tipusu formulék

hasznidlata soran lesz sziikség =
Df(to +Esh; xo +E hfo +®) = D +E, hD(Df)+@ = (Df)
+ 91 D' (D) +E,h @ D(;((D{)% Z@‘é@; (DF)+

rREIRD' (0N EIW@D [ 0P+ (2
¥iLe

Fx(bo+Eih; xo+Ehfo + ®) = £'x E,h Df'x +®. fxx +
%E hZDp)( +Eh@Df,~<x+.... (22)

Ezek felhaszndlésaval tekintsiik elészér a (17) tipusu for-
mulékat. Felhaszndlva () részletes alakjat

hfi = hf+ E, KD +£x (022 W*Df +a 5 W £'% DF +
taz h5IDf+)+ +EF hDF+E h' Dfx (az2 W Df +
rQzs B Dfr.. )4 .- +ZESRD (23)

adédik. Eszerint - k és A x (to,xo) helyre vonatkozé hate
vénysoranak aszonos tipusu tagjal egylitthatbéit Osszevetve - az
ismeretlen egylutthatékra az alédbbi egyenletek adddnaks
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f egyitthatéis 1 ill. Rl + R2

Df egyitthatoéis % i11. aj, Ry + 85, Ry + RE;

2
D°f egyitthatéi: £ ill. By B
2

1 E?
D’t egyiitthatéi: —5p 11l. R, —-

E két utobbi relaciébédl

1 5 L . 3
5 = & R B{, azaz § = RyE]
ill.
)i 2
<z =3 R2 El' azaz % = R2El

A masodikat sz elsdvel osztva

=5

adobdik. Igy
6
% = R2 %z, 8zaz R2 = %7 .
Isy Rlzmo

a5 és 835 csak a masodik relaciéban lépnek fel. Szim=-
metriaokokbbél az 8, = 852 = a valasztasgsal élve

% = a + %% . % =a+ % ’
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5 1 4 =8 1
amibdl azz—-g:gm:-rg—sa]z:a}zo

2
E
£ e 1k
f; DFf egylitthatébis -y ill. R2 833 3

Igy
s S
2% = B %33
azaz
1
-

. 1

Dthi egylitthatois ¥ ill. R2 E1 8559
1 1

azaz 855 = F o 5

3 1 2 4
oE’;:B.IZoB:??.
A harom "feleslegben 1évé" egylitthatd, 323. 85y ill. 334 me g

allapithaté ple. ugy, hogy otodrendi tagokat egyeztetiink a segit-
ségiikkel. Egyszeriibb azonban, ha zérusnak valasztjuk &ket. Igy

Végul
" !
fi Df egyilitthaté: z ill. Rl a3 + R2 {322 + El' a53}

R
amibsl a; = % . %I - Rf {322 + E1°35} * % ?I > %% {%5 ¥ g # %}
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2 s 1
f; Df egylitthatéi: % ill. Rlal4 - R2 (823 + 833 o a5 +

R
1 2
1 ° amibdl 814 = 3% o ﬁ; - R'I {8231-833822#&34}

=§.§I-ﬁ.{o¢%.g+o}.3§-§-§=

Formuldink tehat:

+83“0E

2 2 3
klahfo«tthfo-ﬁhf;‘.ono

kY = ¢ hf | + 95 hODE, (24)
= hf; + %E n°Df % he x,o 'fo)

X = %-% X, + 38k,

Attérve a masik formulatipusra, ott a

2 5 2
kl = hfo + a12h Dfo + aIBh fa’:,o Df + aluh f’ Dfo

n’g' Df +a,,bht£22 Df (25)

» 2
k) = Ejhf, + a,5h"Df +a X,0° 0" 24" *x,0 V0

23
2 5 4,2

e

k = Rl kl L 2 R2 k2
relacidkbdl indulunk ki. Konnyen belathaté, hogy a paraméterek
széma igy is csak negyedfoku formula létrehozasat teszi lehe-

tovée
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hf, kifejtését egyébként (20) alatt megadtuk. Hasonloékép
h‘Df‘1=h2DF(fo*% hj xot+k,") = thTro(to»r%h)xo%hfa +@ =

=HDfo + E, K D(DF), +®h (th ESh*D*(Df),+-
=k D{O+E h' D*fo + E h{xoD{o+Ozzh"D{‘o[D{xo (
h"[bﬁ £ 2DFDf % +f'x. D*f]

Egyenletiink tehat:

f egylitthatéis 1 ill. R1 + R2

Df egyitthatéi: % 1ll. 81 oR; +85,R, HRE)

°f egyitthatéi: $ 1ll. R, [ ;ZL +ag, . El]

’f egyitthatéi: % 1ill. R, {Eg- + as, JE;—}

Az E1 1 valasztéssal élve, a két utolsd egyenletbdl

&
2 X
4'4

]
I~
-+
-
Ny
Q
X
)
w
*
N
Q
(7Y
N
N
0
w
~
]
o|~

8zaz
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2
) " AL o8 E .
1(‘,( Dz{‘ egyiitthatéis — . Qz {032 —2-' t Qz3 E4 } amibdl

2k
i 1 A
7% =7 {-% +°33})°m e
DEDfx eeyaveheboly 2= iR kyj £y Gy T Og (Sag TEy
+ Qs E“ } y Ennek alapjén
1 5 5 1 2

1 . . 4 1 , :
T g%~ FT "I Qi 7 Qa2 F

A tovabbiakban élhetiink az 323 = 8y, = 83y = 0O valasz-

tassal.
Végiil
! i 4
fx DF egylitthatéis ——6— il . Ri Q.3 1’(22 {azz* Qg E4 + 033})
amibgl
1 2 1 s ¢
o . 20-24+40-5 4
43~ 60 60
ill.
" 1.
egylitthatoéis ™ il Q1 Q. t Q{Qsz Q,2 1t Qs

1 {_2._4_ _4_}
azaz —'iTxQ“"f -5— 6 & )

At
Qw = 75
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Formulénk tehdt ilyen alaku
1 (2 1 3 4 kbt 2

k{=hfo +fh D]Co fgo-h-rx,ob?o+75—h -F'xlo Dfo
k/'<hfo + £ Dfo
o 1 2 1 i3
k2=h](\1“ghbf4+§h{\x|4 D-{:1 (27)

1 ~S

l'< 2 (k1”“z)

Megadunk végil egy elsd tipusu otodfoku formuléat is:

k* =h{, +quh2D{‘o F ey hs{"x,a D{\o tay h 7(\:0 D\fo g
*o‘is*hs{j‘xs.o D{o
Lﬂ*‘ E,hfo+byh Dfot b h? 1("X.C’ D{o

k,=h{; +a,, h1D¥° JfC"Zzs\“z\(\;ﬁo (1(\2 _{'\o)"azl' hsﬂ; (Fz-fo)
by = P(Bz ot Ezz f2) # byy WDforbyy hifL o (§,-£5)
ky=hfs +Gu bDLe + ass W'f'x0 (£ ~£0) ¢ Cuh™Fho (- 4]

k=Q4[‘<,‘+QZL( +Q5L<S

2

ahol a 2 index a (to+Elh; xo+kf), a 3 index pedig a
[to+(E21+E22)h; xo+k’2‘] helyre vonatkozik.
Ttt - a (20) formula mintadjara =
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iy =hfo +E W Dfo + (by W FX D + byg hf 2 Df) +
P EL LD 4 (E by W DEADE 4 E by oY ek D) +
t7 b R fhx (D) et %‘i h"Dsf‘r(%Z b 0’

DD, ¢ )+ EL HE e

tovabb4d - bevezetve az Ky + E22 = E2 jeldlést - f3 argu-
mentuma igy irhaté:

{o-{rEzhj Xothh{\of HZ(E1E12+b22)Df 2
+ h3-%-‘ E,o D°{ + \'\3<‘°12 E22 + b,, 54){",« Df +

E,3 ol — 1
+h T Eys DS-F t h“(bzs “Eii f x Dz‘r + hq E4bﬂ_ E,, D{"D‘F"'
t h*(logy Egp * bas byz) f‘xzof-

Ezért

hfy =hfo + E;n' D +h (E,Esat byy) ['x DI +
E4 ' 2. !
hh—’ € £ xDf + h* (b, B2z + bys E4)pxzb+‘ +
SE{ ' El 12 2
+h T €., {?xDS‘F t hs“z“" szFx D §+hsE1b1z

E, £x DX Df
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+h*(bys Ez2+bzs by,) £ D-F’r ES L2 p* ‘F+
+ h" (E E Ezz‘\‘Ezbzz)DfD-px % hs 2 E E22D'FD‘FX+
+ h® (bu E,2 +basE, E'z)‘r,'x DF’x D{‘*’ e
E.F 2 ’
o sl bl o (o B pp

Es ' 4
#h° 2 (B Epe by ) DEDY £ 0 41 % D¢+

Egyenleteink elsd csoportja 9 egyenletbdl all és 9 is-
meretlent tartalmaz; koziiliikk kettd szeparalhat$, mert csak ez
tartalmezza Ry -et ill. a&),=t. A 7 maradék egyenlet D°f,
»’z, D', Deoey, DerPer, £ (D2)? 11, D°EDE}  egyiitthatéi-
nak egyenldségét fejezl ki. Ezek az egyenletek:

2

f e - Er
1 E3 523
L S =q =
725 “R: g tRs
" &

i o E4 E,
20 *R: 71 *Rs 3

’;— ’RZ E{ b42 ) 2 P3 E2 (E4 EZZ+ b22)

2 Ez
? blz 1" 3 _23 (E E22 t bzz)

B g, ba R, (E4 Ezz* b22)*
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Tekintsiikk eldszor egyrészt az elsd két, masrészt a ne-
gyedik=0todik egyenletet, ElSbbibdl

i
Qz Ef"'QéEgz '-'-'3'
3 3
QZ E1 + ps Ez = 21_'
és igy
1 1
o E(FE:— %) 1 4E -3
) Eiz E. (EZ - E4) 1 E42 (E2.- Ey)
4
1 3 Ef(“k"?ﬂ) . 3 — &Ey
’ Eiz E: (Ez'Eq) 12 Ezz (EZ'E-\)

Igy a harmadik egyenlet szerint fent kell allnia E; és E,

kozott a
4 g2 4Ep -3 4 2 S-WEs 4
iZ 51 E,-E, ' 1 L
azaz a
i
LEE, (E,-F,) +3(E; —E]) =2 (g,-F,)
azaz a

4
3(EL+E1)—“’E1EZ = —é—

azaz végilis a

15(Ex +E | —20E By =12

egyenletneke
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Az utébbiakban bevezetve az E,E,, + b,, = v roviditést,
az egyenletek szerint

QZE‘ b,|2 +Q3Ez co =

2 2
amibdl

gl o=l~

1o 4 )
b R, (3Eim75) 4 _5E, -l
12 QZQgE‘EZ(EZ—E,,) 40 R, E,(E,-E,)

ill.

1 1
RELs—FE] . 4 _h-TE,
R,R3 E,E, (E2.°E1) 40 R3 Ez<Ez“E,‘)

vagy R2 ill. R3 értékét helyettesitve:

o _ 42 Ei(4-58,) _ 3 E4(4-5E€)
TR0 LE, -3 10 4E,-3

és
y E2(5E,-L4) _ 3 Ey(5E,-L)

P T 3-uE, 0  3-LE,

Marmost a hstodik egyenlet szerint fenn kell &llnia By és

E2 kozott az

S (L[--SEAZ A 1 i
10 (4E,-3) 2 (EL'Ef)

3 (SE.-k)* 4 1 4

10 3-Le,) 2z (E,-E,)
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