
DR. DU RÁC SKA ENDRE 

h o s s z ü v a s b e t o n d o n g a h é j a k s z á m í t á s a 

1. Bevezetés 

A dongahéj a lefedendő négyszög alaprajzú tér hossztengelye irányában 
egyedül, vagy arra merőlegesen egymás mellé sorozva alkalmas térlefedésre. 
Rendszerint vasbetonból készül, olyan kialakításban, mely a membránmegol-
dás statikai és alakváltozási peremfeltételeit nem tud ja kielégíteni. így a 
hajlítónyomatékok figyelembevétele is szükséges a valóságot megközelítő erő-
játék meghatározásához. 

E héjfaj ta rugalmasságtani alapon való, úgynevezett „pontos" statikai 
számítása — bár néhány éve a számítást megkönnyítő táblázatokat tartalmazó 
könyvek jelentek meg [1, 2] —igen hosszadalmas, időrabló munka. 

E számítás pontossága nincs arányban a reáfordított munkával, mert a 
rugalmasságtani számítási mód sajátosságai miatt a betont homogén és izotróp, 
húzást-nyomást egyaránt bíró anyagként kénytelen kezelni. Ezzel szemben a 
homlokfalakra felfekvő héj az esetleges peremtartóval együtt nagyjából mint 
kéttámaszú, íves keresztmetszetű vasbetontartó viselkedik, melynek alsó, 
húzott öve bereped és az összes húzóerő a vasbetétekre hárul. A berepedt sza-
kaszon a rugalmasságtani alakváltozási összefüggések folytonossága meg-
szűnik. 

Kifogásolható az is, hogy a „pontos" számítás az egyenletes terhet 
Fourier-sorba fejti, s a hosszadalmas számítás miatt, a lassú konvergencia 
ellenére a gyakorlatban a sornak csak egy vagy két tag já t veszi számításba. 

így az ún. „pontos" számítás, bár matematikailag pontosnak tekinthető, 
a gyakorlatban mégis tetemes, 20—30%-nyi hibát tartalmazhat. 

Ezen elvek miatt először Lundgren [3] és Kazinczy [4], majd utána 
Szmodits [5] alakítottak ki olyan számításmódot, mely a hosszú dongahéjat 
hosszirányban gerendatartóként kezeli. 

A Lundgren-féle „Beam" method a héjtartó keresztmetszetét merevnek 
tekinti, és e feltevéssel a peremtartó és a héjból képzett gerendatartóra lineáris 
feszültségmegoszlást tételez fel, s ebből a modellből számítja a mellékigénybe-
vételeket. 

így a feladatnak csak egy önkényesen kiragadott partikuláris megoldását 
adja. Ä valóságban a héj keresztmetszete deformálódik, és ez a körülmény 
visszahat az erőjátékra. 

Jelen értekezésben a [3, 4, 5, 13, 14] dolgozatok alapján elindulva a 
dongahéjak olyan számításmódjával foglalkozunk, mely berepedt héjat, illetve 
peremtartót tételez fel, így e tekintetben mind az „egzakt" eljárásnál, mind 
a „Beam" method-nál pontosabb. 

A javasolt számításmód a berepedt peremtartó feltételezésével meghatá-
rozott többféle statikailag lehetséges erőjáték, azaz partikuláris megoldás 
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közül azt tekinti mértékadónak, mely a szerkezetben a minimális alakváltozási 
munká t váltja ki. 

Ilyen módon a javasolt számításmód a valósághoz közelálló rugalmas 
módszernek és mint ilyen, a Lundgren-féle „Beam" method továbbfejlesztésé-
nek tekinthető. 

1. ábra 

2. Feltevések 

2.1. Az állandó vastagságú, laposnak tekintett héj középfelületét a 

* = / • £ (1) 
b2 

hengerfelület alkotja (lásd 1. ábra) és a donga az x, z síkra szimmetrikus. 
2.2. Hosszú dongát vizsgálunk, amelynél a Scliorer [3] feltevésnek meg-

felelően az ny normálerőnek, az nxy nyírásnak és az mx hajlító és mxy csa-
varónyomatéknak az alakváltozásra, valamint az mx, mxy és g-x-nek az 
egyensúlyi egyenletekre való hatását elhanyagoljuk. 

2.3. A héj x irányban húzott szakaszán feltesszük, hogy a beton a húzó-
feszültség hatására megreped és így nx = 0. A húzott-nyomott részt elválasztó 
„semleges tengely" helye az egyszerűsített homogén héjszámítási módszerek-
nek megfelelően x irányban nem változik [6, 7]. 

2.4. Az x irányban húzott héjszakaszon az 2,3 feltevésben mondottak 
alapján az nx metszeterő és az alakváltozás közötti egyértelmű összefüggés 
megszűnik, és a rugalmas alakváltozás egyenletei érvényüket vesztik. A meg-
szűnt alakváltozási egyenlet helyett az alakváltozási munka minimumtételét 
használjuk fel. Az alakváltozási munkaminimum tétele általánosságban, min-
den rugalmas alakzatra igazolt, így héjszerkezetekre is érvényes [8]. 
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Az alakváltozási munka felírásánál a 2,2 feltevésünk miatt csak az nx 

normálerőt és my haj l í tónyomatékot kell figyelembe vennünk. 
2,5. Az X i rányban nyomott héjszakaszon az nx metszeterők megoszlását 

számítási egyszerűsítés céljából egyenletesnek vesszük (2. ábra). 

Pt 

Po 

z k / 3 ^ N 

H 

2. ábra 

Ez megengedhető, mert : 

a) a többi metszeterő maximális értékének képletében csak nx metszet-
erő N eredőjének helye fordul elő, 

b) a héjlemez kihajlását (horpadását) biztonságos közelítéssel az nx 

metszeterő olyan átlagértékével számolhatjuk, amelynek eredője, és az eredő 
helye megegyezik a pontos nx-ével [9], 

c) az alakváltozási munka számításánál az egyenletesen megoszló nx 

alakváltozási munká ja csak egy állandó szorzóban különbözik a z szerint 
lineárisan megoszló nx alakváltozási munkájától . Ez a szorzó 15% különbséget 
ad. Tekintve, hogy a gyakorlati esetekben a nyomó nx metszeterők alakváltozási 
munká ja az összes alakváltozási munkának 20—40%-ti körül mozog, a teljes 
alakváltozási munka összmennyiségében az egyenletes nx feltevés miatt mint-
egy 3—6% eltérésünk lesz. Ez az eltérés azonban az alakváltozási munka függ-
vényének minimumhelyét csak . 0,2—0,5%-kal befolyásolja. 

2.6. Feltesszük, hogy a semleges tengely nem metszi a peremtartót , 
azaz s <j b. 

/ V2 

2.7. A héjlemez terhét a p = p 0 ~ b / , i összefüggéssel közelítjük meg, 
b2 

ahol p0 a héjlemez terhe az y = 0 helyen, /), pedig az önsúly-teher y irányú 
növekedésétől függően meghatározható állandó. 
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3. Az egyensúlyi egyenletek 

A 2,2. feltevés, és a 2. ábrán alkalmazott jelölés figyelembevételével a 
héj egyensúlyi egyenletei a következők: 

a n , э 

dx dy 

Ъпу +
 д Ж У = 0 , (3) 

ду Эа: 

~ + ~ - d ^ L + P ( y ) = 0 , (4) 
Эу dy dx 

ny-— + —^-qy = 0. (5) 
3y 3 у 

A reciprocitási tétel értelmében természetesen 

n x y = n y x . 

A (2—5) egyensúlyi egyenletekben öt ismeretlen van, és csak négy egyen-
let. Az ötödik egyenletet az alakváltozási munka minimumtétele adja. 

Az egyensúlyi egyenletek megoldására először felvett s értékkel a dongát 
mint vasbetontartót számítjuk, és így sorba megoldhatók a (2 -5) egyenletek. 
A különböző s értékkel számított erőjátékok közül a valóságban az következik 
be, amely mellett az alakváltozási munka minimális lesz. 

A számítás során először a 2. fejezetben tárgyalt feltevésekkel és egy 
alkalmasan felvett s értékkel 

EZ ^xy 

metszeterőket határozzuk meg, még-
pedig a kéttámaszú vasbetontartó esetén szokásos módon. Ezzel kielégítettük 
a (2) egyensúlyi egyenletet. 

Most már nxy birtokában az (3) egyenletből ny értékei meghatározhatók. 
A (2) egyenlet szerint az ny metszeterő y irányú változását y = 0-tól s-ig para-
bola, s-től b-ig a parabolához húzott érintő egyenes határolja (lásd 5. ábra). 

A (2) egyenletből dnxy/dx értékét kifejezve, és a (3) egyenletbe helyette-
sítve, valamint az (5) egyenletből dqy/dy értékét meghatározva, és a (4) egyen-
letbe téve, kapjuk, hogy 

32mv 2/ 

dy- W y 

A (6) egyenlet egy olyan egyenes tengelyű, y irányú tartó egyensúlyi 
differenciálegyenletének felel meg, melynek terhelése p. Ez azt jelenti, hogy a 
donga statikailag határozott metszeterőit a p terhelésű tar tó nyomatékaiként 
számíthatjuk. 

A továbbiakban a metszeterők függvényeit felírjuk a két határesetben: 

a) s = 0. Ekkor ny y szerint lineáris. 

b) s = b. Ekkor ny y szerint parabolikus. 
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Ezek után, ha áz a., ill. b. esetnek megfelelő összefüggéseket a képlet-
számban a) ill. hJ-vel törve jelöljük, ny értéke: 

1 - У - + nyl, 

i - £ ) + » » . 

(7/a) 

(7/b) 

ahol ny0 és nyl határozatlan. 
Az Иу-nak (7)-beli kifejezését differenciálva, és a (3) egyenletbe helyette-

sítve, majd ebből a дпху/дх értékét kifejezve és a (4) egyenletbe téve kapjuk: 

9q y 

3 y 

3 / y 

2 f y 

4/.V2 

3 y ' ft4 

(8/a) 

(8/b) 

3. ábra 
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A (8) egyenlet O-tól b-ig integrálva: 

ь ь ь 

+ j p d y = 0, (9/a) 

I о 0 

b b b 

= 0 . (9/b) 

0 0 0 

Ebből a p = p0 + px • y2/b2 terhelést figyelembe véve ny0 értéke kifejez-
hető. H a a gynak a b helyi értékét ^ -ve l jelöljük, úgy: 

"yo Po + 
Pl + 

f 1 
Po + 

3 b ) 

3b2 
Pl + T ) 4 / 3 b j 

(10/a) 

(10/b) 

(10)-ből ny0 értéke kifejezhető, ha qb értékét ismerjük. 
A qb tu lajdonképpen a héjról a peremtartóra á tadódó függőleges nyíró-

erő. Értéke a peremtar tó egységnyi hosszának 

M ) H e _ í s = 0 d i ) 
Эх 

egyensúlyi egyenletéből meghatározható. I t t G a v szélességű peremtar tó 
egységhosszra eső súlya, azaz G = v • h • y -f- P, ahol y a vasbeton térfogat-
súlya, P pedig valamely, a peremtartóra nehezedő vonalmenti megoszló 
teher (lásd 4. ábra). 

Miután ny0 ér tékét ismerjük, rátérhetünk a qy és my meghatározására. 
Az ny0 összefüggést behelyettesítve a (8) egyenletbe, és figyelembe véve, 
hogy a szimmetria mia t t q y W = 0, a (8) egyenlet y szerinti integrálásával 

Чу= —РоУ — » (12/a) 
3 о- b3 

Az my baj l í tónyomatékot qy ismeretében a (12) egyenlet integrálásával az 

У1 ?/4 . nyo fy2 nvnfy
2 nyl fy2  

т у = т 0 - Р 0 - - Р 1 - — + ^ ( 1 3 / a ) 

= + U y l f y 2 • (13/b) 
У 2 12b2 6b* b2 b2 
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képlet határozza meg. Ebben az összefüggésben m0 és nyl mint statikailag 
határozatlan mennyiségek szerepelnek, és így nyl-et és mn-1 a megfelelő kerületi 
feltételek figyelembevételével a (6) egyenlet integrálásával, és az ívtartók mód-
szereivel vagy az ívtartókra vonatkozó [10] táblázatok szerint számíthatjuk. 

4. ábra 

A későbbiekben a képletek megadásakor a [10] táblázatok értékeit figyelembe 
vettük, így a táblázatok használatára a gyakorlatban nincs szükség. 

A metszeterőknek a s = 0 és s = Ï határesetek közé eső, tetszőleges 
s<,b esetre meghatározott, a gyakorlati méretezéshez szükséges maximális 
értékeit részletes számítás nélkül, a következő 4. és 5. fejezetekben adjuk meg. 

Az nx, nxy metszeterőket főmetszeterőknek, az ny, qy, my metszeterőket 
mcllékmetszeterőknek fogjuk nevezni. 

4. A főmetszeterők képletei 

Legyen Q a donga 2b szélességére és egységhosszára jutó teljes terhe. 

Azaz: Q = 2b P0+j\ +2G. 

A kéttámaszú héjtartó maximális nyomatéka: 

Q-l2 

M 
8 

(14) 

(15) 

Az alsó fővasalásban fellépő H húzóerő, ill. a nyomott övben működő 
nx erők N eredője a 

= ^ (16) 
z 

képletből számítható. I t t ~z a belső erők kar ja (lásd 2. ábra). 
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A 2. ábra jelöléseivel 

z = h + / к: és к = / — . 
3 Ь2 

A szükséges vasmennyiség az 

F = H 
J г 

2ff„ 

(17/a,b) 

(18) 

képletből számítható. 
A héjlemezben keletkező alkotó irányú maximális nyomó metszeterő 

az x = 0 helyen: 

N 

2s 
(19) 

Az nx metszeterő x irányban az M nyomaték változásának meg-
felelően parabola szerint változik (lásd 5. ábra). 

ábra 
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A héjlemez s íkjába eső nyíró metszeterő a húzott övben: 

Q-x 
(20) 

2z 

Maximális értéke az x = I/2 helyen van, i t t 

nxy max = > (21) 
4 z 

a nyomott övben, az 0 — s szakaszon pedig az 5. ábra szerint lineárisan válto-
zik nxy max-tól o - i g . 

5. A mellékmetszeterők értékei 

A mellékmetszeterők értékeit a (6) egyenletnek a megfelelő kerületi 
feltételek szerinti integrálásával számíto t tuk ki. Az egyedülálló héj esetén a 
kerületi feltételek statikaiak, mégpedig hogy az y = b helyen ny = my = 0. 
A közbenső donga esetén a kerületi feltételek alakváltozásiak, mégpedig hogy 
az y = b helyen sem y irányú elmozdulás, sem pedig szögforgás nem jöhet 
létre. A statikai feltételeket a képletekben pontosan figyelembe vettük. A köz-
benső dongánál az alakváltozási kerületi feltételt közelítően vet tük figyelembe. 
E közelítés abból áll, hogy az s = 0 és s = b esetekre pontosan figyelembe 
vettük a kerületi feltételt és meghatároztuk a statikailag határozatlan m0 és 
mb mennyiségeket. A két határeset m0 és mb értékei közötti eltérés csekély, ós 
ezért megengedhetőnek tar to t tuk az m0 és mb értékének a két pontos szélső 
eset át lagával való figyelembevételét. 

A következő képletekben mint t] paraméter szerepel az nv0 ábra 0 és b 
közötti szakaszának a 0 ponthoz mért , ú-hez viszonyított relatív súlypont-
távolsága. 

1 - 0,25(s/ЪУ 

3 - (в/ъу-

5,1. Közbenső donga mellékmetszeterői 

A (11) egyenletből: 
1 / О 

(23) qb = -\-ih+2G 
9 

A (6) egyenlet integrálásával, ha az m0 = mb = 0 esetben keletkező mb 

értékét w?£,ax-nak jelöljük: 

™кшах ~ — U + 0,75P l + q - 0,375p0 i - 0 , 125^ J - 0,375 ^ • j 
20 b b b b b 

(24) 

A statikailag határozatlan mennyiségek [10]-nek az J - c o s со = constans 
esetre vonatkozó táblázatainak felhasználásával: 

т ь = — 0 , 8 4 т * а х , (25) 

m, = + 0 ,41mLx , (26) 

ma = — 0,36га£ а х , (27) 
és t = 0,3b. (lásd 5. ábra). 
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Az ny értékek а (6) egyenletnek megfelelő megoldásával: 

2/ 
« + i l + ?») 3 ( 2 -

° 3 b j 3 -(s/b)2 
(28) 

M„1 = 
ü2 

Po (0.5 - V) +Pl(0,75 - » ? ) - " У *"•> ( 1 - 4) 
о2 о 

, lymax = "Ь • 

(29) 

(30) 

I t t kerületi feltételként azt használtuk fel, hogy a két szomszédos donga 
találkozásánál, vagyis az у = helyen a szimmetria miat t sem у irányú el-
tolódás, sem pedig szögfordulás nem jöhet létre. 

5,2. Egyedülálló donga metszeterői 

A (11) egyenletből 

2 z 
(23) 

A (6) egyenlet integrálásával, ha az m0 = mb = 0 esetben keletkező mg 

értékét m „ x - n e k jelöljük: 

b2 I s s 
» m a x ^ - 1 . 5 p 0 + 1,1 Pi — 0,5 p0— — 0,1 pí 

40 
(31) 

m0 = — b2 

A t ^ 0,3b helven: 

p0(0,5 - V ) + P } (0,75 - q) + (1 - r,) 
3 о 

9 

20 
m = - % v i u + m £ a x . 

(32) 

(33) 

mb = 0 (A vékony peremtartó csavarási merevségének hiánya miatt nem 
t u d csavarónyomatékot felvenni.) 

b2 

пУU = - — \P 0 + — + 
Pi , Чь 3(2 — s/b) 

3 - {s/b)2 
(28) 

yi 0 (A vékony peremtartó oldalirányú hajlítási merevségének 
hiánya miatt nem tud oldalnyomást felvenni.) 

Ha (32) értékéből számítjuk ki qb-1, akkor: 

4b 
1 — Г] 

p0(0,5 - q) + P l (0,75 - V) + ^ 
ó b2 

m n 
(53) 

Az (53) képletre a későbbiek során lesz szükség. 
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5,3. Kördonga vizsgálata 

A paraboladongára leírt vizsgálati módszer a kördongára is alkalmazható. 
Ebben az esetben a képletek módosulnak. 

H a az előzőkhöz hasonló elvek a lapján numerikusan kiszámítjuk a kör-
donga metszeterőit bizonyos co0 értékeknél, akkor azt találjuk, hogy co0 < j 45° 
esetén a kördonga nx nxy, qb, ny0, nyl metszeterői jó közelítéssel a parabola-
donga képleteivel számíthatók úgy közbenső, mint egyedülálló donga esetén. 

Az my számításához azonban korrekció szükséges. Ha bevezetjük a 

= + ^ + (34) 
12 ( 3 d 

korrekciós értéket, a kördonga my ha j l í tónyomatéka maximumértékei a kö-
vetkező képletekből nyerhetők. 
Egyedülálló donga esetén: 

m körív 
•0 

m k ö r í v = _ _ mkörlv m £ k o r l v (33/k) 

: mP a r a b o l a + Am0 (32/k) 

< k a ° x r , v = < K r a b o l a - 0,3 Am0 (31/k) 

9 

20 

Közbenső donga esetén: 

<kaöxr,v = mmaxabola - 0,3 Am0 + 0,08 nyl • f • w2 . (24/k) 

Ennek felhasználásával mb, mg, m0 értékei a jó közelítéssel a (25, 26, 27) kép-
letekből számíthatók. 

6. Az alakváltozási munka 

6,1. Az alakváltozási munka képletei 

Az egyensúlyi egyenletek megoldásához szükséges ötödik egyenlet az 
alakváltozási munka minimumfeltétele. Ehhez az egyes metszeterők alakválto-
zási munkájának értékét a teljes héjfelület és a peremtartó felülete mentén 
integrálva sorban a következő képletek ad j ák : 

I - Г . 7 • 2 l N ~ 2 l N 2 

ЬПХ — -ПNyomó " ljHùzù ~ ~T,—7 "Г , „ „ _ • (oO) 
15 Ebsb 15 EVFV 

I t t Ev vasbetét, Eb beton rugalmassági tényezője, és feltételeztük, hogy 
az Fv vasalás x irányban állandó. 

Az Lmy értékei egyedülálló és közbenső donga esetében különbözőek. 
Közbenső dongánál: 

= 8 / 7 й ш | 

Eb-Ô* 

Egyedülálló dongánál a pontos érték meghatározása nehézkes. Emia t t 
olyan közelítést alkalmazunk a nyomatékfüggvény előállítására, mely a pontos 
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m g, mb, m0 értékeken átfektetett kéttagú koszinuszgörbéből áll. Ez könnyen 
integrálható, és részletes összehasonlítás szerint a pontos nyomatékfüggvény 
által meghatározott alakváltozási munkától az így meghatározott alakválto-
zási munka eltérése 2%-nál kisebb. 

Eszerint, ha egyedülálló dongánál közelítően az 

, l /ó i "ХЧ 

nyomatékfüggvénnyel számolunk : 

(m0 - m g j У2) cos + (m£ax/ У2) cos - J L (37) 
2 b 2b 

m" ~ Ebô 3 
m o + + 

У 2 f2 

777 ^ 
'"'max (38) 

ybv 

Végeredményben : 
27L ^ Lnx -4- Lmy. (39) 

Az alakváltozási munka minimumtétele szerint a szerkezeten a statikai-
lag lehetséges erőjátékok közül az alakul ki, amelyhez tartozó alakváltozási 
munka minimális [8]. 
Tehát 

QEL 
— = 0 . (40) 

o s 

Az s érték (40) szerinti megválasztásához néhány felvett s érték mellett 
végrehajtjuk a számítást, meghatározzuk a metszeterőket és ezekből az alak-
változási munkát. A munkaértéket s függvényében felrakjuk, a kapott ponto-
kat folyamatos görbével összekötjük és kiválasztjuk a minimális munkához 
tartozó s értéket. (Később a 7. fejezetben bemutatjuk, hogy a részletes munka-
minimumszámítást a gyakorlati esetek többségében nem szükséges elvégezni.) 

Az alakváltozási munka vizsgálata módot ad arra is, hogy felülvizsgál-
hassuk azon eredeti feltevésünket, mely szerint az nxy nyírás alak változtató 
hatását elhanyagoltuk. A gerendaszerű szerkezetek részletes vizsgálata azt 
mutatja, hogy valamely rúdnál addig hanyagolható el a nyírási alakváltozás-
nak a feszültségmegoszlásra gyakorolt hatása, amíg a nyírási alakváltozási 
munka kisebb, mint az összalakváltozási munka 20%-a. 

bilihez az összehasonlításhoz szükséges a nyírási alakváltozási munka, 
melynek kifejezése a következő: 

8 N2 

Lnxy = -
y 3 ЕЬЫ 

iÔ-h (41) 

Az ívszerkezetekhez hasonlóan, a m í g / ) > 6/10, az ny ésqv alakváltoztató 
hatása elhanyagolható, és így a gyakorlati esetekben 

Lny ^ Lgy ÄS 0 . 

6,2. A hosszú donga kritériuma 

A dongát az előzőek szerint akkor tekinthetjük „hosszú dongának", ha 
az nxy okozta nyírási alakváltozási munka és az mx és mxy okozta lemezhajlítási 
alakváltozási munka az összes alakváltozási munkához képest elhanyagolható. 
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Biztos azonban az, hogyha az Lmx és Lmxy az Lmy-hoz képest, valamint 
az Lnxy az ЬпхЛ\ст. képest elhanyagolható, akkor az elhanyagolt munkák 
összege is elhanyagolható az összalakváltozási munkához képest. Tehát ha 

Lmx -f Lmxy <g Lmy , (42 ) 
és 

Lnxy <í Lnx + Lnxy , (43) 
akkor 

Lmx -f- Lmxy -(- Lnxy <4 Lmy -f- Lnx . (44) 

A (42) egyenló'tlenséget a kétirányban teherviselő lemezszerkezetek 
analógiája segítségével viszonylag egyszerűen kielégíthetjük. Ugyanis, mint 
ismeretes, ha a kétirányú lemeznél a hosszabb és rövidebb oldal viszonya 
kettőnél nagyobb, akkor a hosszirányú nyomatékok és csavarónyomatékok a 
rövidebb irányhoz képest elhanyagolhatók. A dongahéjnál ez a helyzet foko-
zottabban fennáll, mert az ívirányra merőleges nyomatékok rövid hosszon el-
enyésznek. Legkedvezőtlenebb esetben, igen lapos héjnál lehet csak meg a 
kétirányú lemezzel való nagyságrendi hasonlóság. Ezért a (42) egyenlőtlenség 
kielégítésére kellő biztonsággal vehetjük fel a kétirányú lemezek analógiáját, 
így a (42) egyenlőtlenség biztosan kielégül, lia 

l ^ 4b • (45) 

Ha tetszőleges nx megoszlással kifejezzük Lnxy és Lnx értékeit, úgy azt 
kapjuk, hogy: 

L n x y ^ x N 2 (40) 

L n x ^ x N 2 — — . (47) 
b + h 

I t t a az nx megoszlástól függő állandó. A 6,1 pont végén tárgyaltak sze-
rint Lnxy elhanyagolható, ha kisebb, mint az LnxyésLnx összegének 20%-a. 

Tehát: 
Lnxy < 0,2(Ln x y + Lnx). 

Ez akkor teljesül, lia 

Lnxy <,0,25 Lnx. (48) 

A (48)-ba behelyettesítve (46) és (47) értékét, kapjuk, hogy 

l>+h n „ I 
2 — ! — = 0 . 2 5 0,25 

b + h 

Innen 0,125 ^ 
íb + h 

azaz 
l 

a (43) egyenlőtlenség biztosan kielégül, ha 

h ^ — . (49) 
2 , 8 2 
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így a (44) egyenlőtlenség kielégítésének biztos feltételei a (45) és (49) 
arányok betartása. Azaz, ha a (45) és (49) egyenlőtlenségek ki vannak elégítve, 
a „hosszú donga" feltevés jogos. 

7. Gyakorlati szempontok s meghatározásához 

Az előző fejezetben leírt munkaminimumszámítást a gyakorlatban elő-
forduló hosszú dongák esetén általában nem szükséges elvégezni. Helyette a 
következő meggondolásokkal élhetünk. 

7,1. Donga,sor közbenső dongája peremtartóval vagy peremtartó nélkül (6/a.,b. 
ábra). 

Lwïy-nak s-től függetlenül mindig minimuma van, mert ezt a kereszt-
irányú kétszeres statikai határozatlanság biztosítja. A minimumnál Lmy igen 
kicsi, még legkedvezőtlenebb szélső esetben is Lmy <C 0,05 Lnx, és s-el alig vál-
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tozik, úgyhogy az Lnx-hez képest elhanyagolható. így s értékét lényegében 
az Lnx minimum-helye szabja meg. Ez azt jelenti, bogy a dongasor közbenső 
dongája íves keresztmetszetű, közönséges berepedt vasbetontartónak számít-
ható. Ugyanis a közönséges vasbetontartónál a semleges tengely helye a z sze-
rint lineáris feszültségábra esetén egybeesik a a feszültségek alakváltozási 
munkájának minimumából kapható semleges tengely hellyel. Ez pedig azonos 
értékű azzal az egyszerűbb meghatározással, melv szerint a semleges tengelyre 
a keresztmetszet statikai nyomatéka zérus. 

Tekintettel arra,- hogy az előbbiek a 2 szerint lineáris feszültségábra sem-
leges tengelyét szabják meg, az egyszerűsített egyenletes megoszlású nx ábrát 
át kell alakítani olyan z szerint lineárisan változó nx ábrává, melynek eredője 
és az eredő helye megegyezik az egyenletesen megoszló nx ábráéval. Ennek a z 
szerint lineárisan változó nx ábrának a semleges tengelyére lesz a kereszt-
metszet statikai nyomatéka zérus. Az egyenértékű nx ábrákat a 7. ábra 
muta t j a be. 

A helyettesítést végrehajtva, az egyenletes wx-hez tartozó s-re a követ-
kező összefüggést kapjuk: 

1,293 • 2- ks b = nF,,(h + / - 1,292 k). 

Behelyettesítve Unak a (17/b) alatti értékét: 

10/ ós3 

nF. h + f 
i q f f 

ab 2 
(50) 

I t t Fr alatt a b. szakaszra jutó húzott fővasbetét keresztmetszeti terü-
letét ért jük, és n — EJEb. 

A (50) egyenletből s értéke próbálgatással meghatározható. 

N " 2ny s = 2- •%• 1,29s- 1,16 nx = 2nxs 

а - 0,33к = 0,2 • 1,29г- к = 0,33к 

7. ábra 
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7,2. Egyedülálló donga lefelé álló peremtartóval (6/c ábra) 

Külön vizsgálva az Lmy és Lnx alakváltozási munkákat, mindegyiknek 
van s függvényében minimuma. Ha a donga és a peremtartó méreteit úgy vá-
lasztjuk meg, hogy Lmy és Lnx minimuma azonos s értéknél következzék be, 
biztos, hogy az alakváltozási munka EL = Lmy -j- Lnx összegének minimuma 
is ennél az s értéknél lesz. 

Az Lnx minimumhelyét az (50) összefüggés határozza meg. 
Az Lmy minimumát a dLmJdmn — 0 feltételből tudjuk meghatározni. 

A műveleteket elvégezve kapjuk, liogy Lmy = mini esetén: 

m0 = — 0,71 m£ a x , (51) 

m = + 0,68 m£ax , (52) 

Чь = p 0 (0 ,5 - r ? ) + JL ( 0 , 7 5 - 4) — f (53) 
1 

és ny0 értéke a (28) képletből számítható. 
Ezek után az ismeretlen qb, s és h értékek meghatározásához rendelkezé-

sünkre áll az (50) (23) és az (53) összefüggés. Aqb-t kifejező (23) és (53) kifejezése-
ket egymással egyenlővé téve két egyenletünk marad, melyből a két ismeret-
len, s és h meghatározható. Az egyenletek megoldását próbálgatással célszerű 
végezni, mert s-ben harmadfokúak. 

о ' 

Ilyen módon meghatározva s, h és qb értékét, biztos, liogy a munkamini-
mum bekövetkezik. A metszeterők s, h és qb ismeretében a (18—21) (28) és a 
(31 -33) képletekből meghatározhatók. 

Ha az Lnx és Lmy minimumhelyei nem esnek egybe, a tényleges mini-
mumhely a külön-külön meghatározott minimumhelyek közé fog esni, még-
pedig ahhoz közelebb, amelyiknek nagyobb a változása. Ha az eltérés nem 
nagy, úgy a EL minimumhelyét közelítően az Lnx és Lmy minimumhelyek 
mértani középértékére vehetjük. 

Ezek után a gyakorlatban a következőképpen járhatunk el. 
Az önsúly + fél lióteherliez a leírt módon meghatározzuk h-t és s-t. 

A hôtelier változásánál a már kiszámított A-val meghatározzuk s értékét 
Lnx = min ! esetén az (50) összefüggésből, valamint Lmy = mini esetén a 
(23) és (53) egyenletekből. A végleges s-t a két külön minimumhelyhez ki-
számított értékek mértani átlagának vesszük. 

7,3. Egyedülálló donga felfelé álló peremtartóval (6/d ábra) 

Az ilyen kialakításnál az my és így Lmy is s-től csak kevéssé függ, ezért 
az alakváltozási munkát inkább qb függvényében célszerű felírni. Az alakválto-
zási munkát tehát qb függvényében írjuk fel, és a qb értékét a dE L/dqb = 0 
szélsőértékfeltételből határozzuk meg. Ezzel tulajdonképpen a héj és a perem-
tartó lehajlásainak egyenlőségét elégítjük ki. 

A féldongára a 

Çdonga ^ P o + f + Чь, (54) 

a peremtartóra a 

függőleges teher jut. 
^peremtartó — @ — 4b ( 5 5 ) 
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A dongára és a peremtartóra külön-külön igaz az a tétel, mely szerint a 
semleges tengelyre a keresztmetszet statikai nyomatéka zérus. Ehhez azonban 
tudni kellene a közös metszéspontban levő Fv osztozási arányát. 

Ennek meghatározása igen nehéz. Részletesebb vizsgálatok azt mutatják, 
hogy végeredményben nem nagy eltérést ad, ha a héj és a peremtartó alakvál-
tozási minimumhelyének számításánál nem a megrepedt, hanem a homogén 
keresztmetszet tehetetlenségi nyomatékát használjuk fel. 

A peremtartó tehetetlenségi nyomatéka: 

vh3 

. / „ = - , (56) 

és a héjtartó tehetetlenségi nyomatéka: 

_ b 

11 
, 2 Ь Р 

а и + f 1 
U + / / 4 6 1 + 6/4/J 

(57) 

így felírva a héj és a peremtartó Lnx alakváltozási munkáit, és qb szerinti 
szélső-értékfeltételből a 

* i T j j T , < j 8 ) 

képlet adódik. 
Az (50) (53) és (58) egyenletekből az együttes alakváltozási munka 

minimumhelyéhez tartozó s, h, qb értékek meghatározhatók a lefelé álló perem-
tartós dongánál leírt módon. 

A főmetszeterők számításánál először a teherrel egyenes, és a tartó-
magassággal fordított arányban osztjuk meg az Fv-1 a héj és a peremtartó 
között. 

így a peremtartó F rp-re: 

Fv 

F v p =
 1 • h b ( p 0 + ? V 3 ) + g b

 ( 5 9 ) 

/ 0 - q b 

és a héj Fth-ra pedig az 

Fr 
F v h = 1 71 ( 6 0 ) 

i + L . .
 0

 -

h b(Po + PlJ3) + qb 

értékeket kapjuk. 
Ezekkel az Fvh és Fvp mennyiségekkel meghatározzuk a héj s értékét 

az (50) képletből, és a peremtartó i nyomottövmagasságát lineáris feszültség-
ábra feltételezéssel a 

n-Frp(h-i)* = у (61) 

egyenletből. 
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Ezután kiszámítjuk a héj és a peremtartó crt, értékeit. Tekintve, hogy a 
vasbetét közös, és csak gondolatban választottuk ketté, a vasfeszültségeknek 
meg kell egyezniük. Ha nem egyeznek meg, és az eltérés nem túl nagy, úgy az 
átlagos ov értéket vehetjük figyelembe. Ha az eltérés nagyobb, az Fvp és Fvh 

értékeket olyképpen kell korrigálnunk, hogy az eltérés csökkenjen ! Ezt úgy 
érhetjük el, bogy a (59) és (60) kéjtletek ben h és / helyett a peremtartó és a héj 
első közelítésben kapott belső kar értékeit helyettesítjük, és Fvp és Fvh-1 ú j ra 
számítjuk. 

A gyakorlatban hasonlókéj)j) járhatunk el, mint lefelé álló peremtartós 
héj esetén. 

Az önsúly -j- fél hóteherből az (50) (53) és (58) összefüggésekből megha-
tározzuk h, s és qh összetartozó értékeit. 

A hóteher változásánál a már lerögzített -s és A-val meghatározzuk qb-1 a 
(53) ós (58) képletekkel. A tényleges qb-t a két érték mértani átlagának vesszük, 
és a mellékmetszeterőket a (28) (31 -33) képletekből számítjuk. 

A főmetszeterőket a (50 -60) képletek, és az ott elmondottak segítségével 
határozhatjuk meg. 

7,4. Függőleges, oldalnyomást fel nem vevő falra felfekvő egyedülálló donga 
(6/e ábra) 

Ebben a kialakításban Lmy nem függ a-től, és így s értéket a (50) képletből 
határozhatjuk meg. Az alakváltozási munkát qb függvényében kell felírni, és a 
Э SLjO qb = 0 minimumhelyen kapot t q értékkel kell a mellékmetszeterőket 
meghatározn i. 

A számítás elvégzése után azt kapjuk, hogy a E L alakváltozási munka 
akkor válik minimálissá, ha 

12A2(1— rj) 

Яь= ~ 

-p0b
2( о , 5 - Ч ) - 1 1 6 « ( 0 f 7 5 - 4 ) + 

р„Ы*03 рхЫЧ3 

A.'t/4 
— , + 1 2 И 1 - Р ) 2 . 
128 Jh 

1 2 8 . / , 3 8 4 Л ( 6 2 ) 

I t t Jh homogén héjtartó esetén a (57) képletből, vasbeton héjtartó esetén 
jiedig az 

Jh = nFv(f — 1,292- A)2 — 0,627-1,293 sic Ô (63) 

képletből számítható. 
A főmetszeterők számításánál figyelembe kell vennünk, hogy a héj ter-

hének egy része qb (62) formájában leadódik a falra. 

így Q = 2b 2qb • (64) 

A főmetszeterők a (64) teherből a (15. 16, 18 -21), a mellékmetszeterők 
pedig (62) tekintetbevételével a (28) (31—33) képletekből határozhatók meg. 

7,5. Dongasor szélső dongája (6/f-i ábra) 

A dongasor szélső dongája tulajdonképp aszimmetrikus terhelésű egyedül-
álló donga, mert a közbenső dongához csatlakozó vállnál nyl vízszintes erő és 
mb hajlítónyomaték támadja, mint külső teher, híz a számítást lényegesen 
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megnehezíti, mert a szimmetria miatti könnyebbségek elesnek, s így a metszet-
erők nem írhatók fel egyszerű képletek formájában. 

Ilyen szélső donga számításánál közelítően úgy járhatunk el, ha a szélső 
donga külső felét egy, az előző pontok szerint kialakított szabad donga felének, 
belső felét pedig egy közbenső donga felének számítjuk. A szélső féldonga 
nxy és / / értékeit megnöveljük az n v l oldalnyomásból (továbbiakban n f ) 
származó 

Anxv = • ül. AH = ~nE12
 (65i 66) 

У 4b 166 

korrekciós értékekkel. 
Az my és TI Y ábrában előálló ugrásokat a különbségeket kiegyenlítő 

ábrával tüntetjük el. (A nxy és A 11 értékeit úgy kaptuk, hogy a szélső dongát 
mint 2b magasságú, kétövű vízszintes tar tót számítottuk.) 

A szélső dongának ily módon számított erőjátéka közel fog esni a mini-
mális alakváltozási munkát biztosító erőjátékhoz. 

8. Peremzavarok 

Az X = + 1/2 helyen olyan íves peremtartónak kellene lennie, mely a 
héjjal együtt tud mozogni, és csak az nxy erőket képes felvenni. Tekintve, hogy 
ilyen peremtartó a valóságban nincsen, hanem az alkalmazott peremtartó álta-
lában a héjnál lényegesen merevebb, továbbá hogy qx és mx alkotó irányú 
nyíróerőt és hájlítónyomatékot is fel tud venni, az x = + Ц2 peremen zavará-
sok lépnek fel. E zavaró hatásokat közelítően a körhengertartály kerületi 
zavarásának képleteivel vizsgálhatjuk [3, 6, 11]. 

Feltéve, hogy a homlokfal merevsége a héj merevséghez képest végtelen 
nagy, az rnx zavarónyomatékok értékeit a következő képletek adják: 

(67) 

(68) 

és а -Г mx 

- ®xmax = —0,290 bïly , 

+ ' « x m a x = + 0,093 briy , 

x-nak az Ц2 peremtől való с távolsága: 

= 0 ,6 /6 Ra . (69) 

7 /77, xmax 

S. ábra 
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A — »Umax számításánál befogott héjperemet, a -f- rnxmax számításánál 
pedig csuklós héjperemet tételeztünk fel. A tényleges megtámasztás e két szélső 
eset közé esik (8. ábra). 

E peremzavarok a teher egy részét felveszik és qx formájában továbbítják 
a homlokfalra, és így befolyásolják az ny és my a;-szerinti változását. E hatás 
azonban nagyon rövid szakaszon elenyészik. E ]icrcmzavaroknak az ny és my 
metszeterőkre való hatása az ny és my ábrán (5. ábra) szaggatott vonallal van 
jelölve. 

9. Kihajlási veszély becslése 

Tekintve, hogy az nx erők viszonylag nagy értékűek, fennáll a kihajlás 
veszélye. Az alkalmazott betonanyag azonban nem korlátlanul rugalmas, és 
így a kiiiajlási vizsgálatnál bizonyos korrekció szükséges. 

Alkotóirányban nyomott donga legkisebb kritikus feszültsége [15]: 

° > 1 6 E h 

"kr = R • (70) 

Ha ezt az értéket egyenlővé tesszük a nyomott rúdra vonatkozó értékkel, 
egy helyettesítő Я karcsúsági értéket kapunk, melynek segítségével a nyomott 
vasbeton-rúdra vonatkozó szabályok szerint a kihajlási biztonságot megbecsül-
hetjük. 

h y 
R , я Eb Ti2E , ,„ , 

0,16 — = bői: Я = 
R Я2 1711 

10. Számpéldák 

10,1. Példa 

Vizsgáljuk meg a 7,1. pont szerint a budapesti Nagyvásárcsarnok héj-
szerkezetének egy közbenső kördongáját, és hasonlítsuk össze a számítás ered-
ményét a Finsterwalder [12] által közölt értékekkel. 

A donga adatai: 

l — 41,00 m 
2b = 11,80 m 
R = 10,00 m 

con = 0,63. 
h — - 1,80 m (a húzott vasak súlypontjáig) 
f = 1,93 m 

2v = 0,20 m 
h = 2,40 m 
Ö 0,06 m 

Po - 0,253 Mp/m2 

Pi = 0,036 Mp/m2 

2G - 1,15 Mp/m 
n = EJEb = 15 

F ± V 
= 100 cm2 
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Az (50) képletbe behelyettesítve, és s értékét kifejezve; s = 4,10 m. 
A (17) képletekből 

к = 0,93 m, z = 1,8 + 1,93 ——0,93 = 3,42 m . 
3 

A (14) szerint 

0 , 0 3 6 
Q = 11,8 0 , 2 5 3 

3 
+ 1,15 = 4,28 Mp/m. 

A (15, 16 és 18) képletekből 

M = 41,02 • 4,28 =  

8 

ŰQQ 
H = N = —— = 262,0 Mp , 

3,42 

2 6 2 = 1,31 Mp/cm2. 
2.100 

A ( 1 9 , 2 1 ) képletekbe való behelyettesítéssel 

nx = — - — = 3 1 , 9 Mplm , nxv a = - = — 1 2 , 8 2 Mp/m 
2 - 4 , 1 * ' 4 - 3 , 4 2 

A (23) szerint: 

U 4 J 8 O 8 0 + U 5 ) = _ 0 ( 5 5 M p / m )  

2 ( 3,42 j 

(24)-bol: 

5 9 2 I 0 55 
m k parabola = 0 , 2 5 3 + 0 , 7 5 • 0 , 0 3 6 0 , 3 7 5 • 0 , 6 9 5 • 0 , 2 5 3 — 

20 ( 5,9 

0 55 ) 
— 0 , 1 2 5 • 0 , 0 3 6 • 0 , 6 9 5 + 0 , 3 7 5 — 0 , 6 9 5 = 0 , 2 4 5 M p m / m . 

5 , 9 I 

(28) szerint: 

— 5 , 9 , 0 , 0 3 6 0 , 5 5 ) 3 (2 — 0 , 6 9 5 ) „ . 
n v 0 = 0 , 2 5 3 + — — - A ! = — 2 , 4 2 M p / m . 

2-1,93 ( 3 5,9 j 3 —0,6952 

A n y l számításához vegyük fel, hogy 

mb — m0 = — 0,08 Mpm/m. 

T] értéke a (22) képletből: 

1 — 0 , 2 5 - 0 , 6 9 5 3 

TI = = 0,364 . 
3 0 . 6 9 5 2 
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í g y (29)-ből: 

y I = - — 0,253(0,5—0,364) 4 
1,93 _ 

fo08 — OJ55 — 0 , 3 6 4 ) 

5 , 9 2 5 , 9 

0,036 
(0,75 —0,364) 

és (30)-ba bebelyettesítve: 

n. y m a x = — 2,420 — 0,322 

= — 0,322 Mp/m 

2,742 Mp/m. 

A kördonga korrekciós nyomatékát a (34)-ból határozhat juk meg: 

A m 0 = 0 , 2 5 3 + 
0 , 0 3 6 0 , 5 5 

3 5 , 9 
0,198 Mpm/m 

0 , 6 3 2 • 5 , 9 2 

12 

A (24/k) szerint: 

m ™ = 0 , 2 4 5 — 0 , 3 - 0 , 1 9 8 — 0 , 0 8 - 0 , 3 2 2 - 1 , 9 3 - 0 , 6 3 2 = 0 , 1 6 6 Mpm/m, 

Majd a (25, 26, 27) képletekből: 

w k ö r í v = _ _ o , 8 4 • 0 , 1 6 6 = — 0 , 1 3 9 Mpm/m 

m 

m 

Ellenőrzésül: 

k ö r í v 
0 0,36-0,166 0,060 Mpm/m 

k ö r í v 0 , 4 1 • 0 , 1 6 6 = + 0 , 0 6 8 Mpm/m. 

mb m0 = — 0,139 + 0,060 = — 0,079 ^ 0,08, t ehá t nyl-hez jól vet tük fel. 
Az összehasonlítás céljából a Finsterwalder által egytagú Fourier-sor 

segítségével meghatározott ny, my értékeket a Fourier-sor megfelelő szorzóinak 
я/4 reciprok értékével megszorozzuk, mert az egytagú Fourier-sor a teherben 
és így my és ny értékében is az x — 0 helyen 4/я = 1,27-szeres értéket ad. 

1. táblázat 

Finsterwalder Átértékelve Számpéldánk 

nx —31,28 —31,90 

nxy max — 12,48 — 12,82 

ny max — 3,54 
71 3,54 = —2,78 - 2,74 

mb — 0,142 
71 

~ T 
0,142 = —0,112 — 0,139 

m„ — 0,063 
71 

~ 4 
0,063 = —0,040 — 0,060 

Az nx és nxy értékét az eredeti héjnál a Fourier-sor több tagjából hatá-
rozták meg, és egyébként sem érzékeny a Fourier-sor hibájára, úgyhogy ot t 
átértékelésre nines szükség. 
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10,2. Példa 

Vizsgáljuk meg a 10,1 példában számított héjtartót, mint egyedülálló 
héjat a 6,1 fejezet szerint az alakváltozási munkaminimumszámítást végre-
hajtva. 

I t t természetesen G = 1,15 Mp/m. 
A fó'metszeterők értékei a (14, 15, 16, 1!), 20) képletekből: 

Q = 11,8 0,253 
0,036 

3 
+ 2 1,15 = 5,42 Mp/m, 

M = 41,02-5,42/8 = 1130 Mpm, 

я = я = 1 1 3 9 _ , 
z 

1 1 3 9 
n x = — , 

2 sz 

n ' x y m a x 
- 5,42-41,0 

4 - 2 

55,5 

A számítást a részletszámítások mellőzésével a következő 2. táblázat 
muta t ja be. 

3(2 s/b) 
A - tört értékét p-nak jelöljük (72). 

3 - (s/b)~ 

A 2. táblázatban és a 9. ábrán feltüntetett alakváltozási munka érték-
nek Eh = 10 000 Mp/m2 felvett adattal lettek számítva. A táblázatban a 
„hosszú donga" feltevés vizsgálatára az Lnxy nyírási alakváltozási munka 
értékét is feltüntettük. 

Az alakváltozási munka és az my nyomatéknak összefüggését a 9. ábra 
szemlélteti. 

10,3. Példa 

Vizsgáljuk meg a 10,2. példában számított héjat paraboladonga kialakí-
tásban, a 7,2. pont szerinti módszerrel. így természetesen h értéke az előzők-
höz képest változhat. 

A feladatot numerikusan oldjuk meg. 
Az (50) összefüggésből kifejezzük h értékét. 

így/г = 1,10 ——1,93 + — 
ü2 6 62 

Ezután meghatározzuk egyes s értékekre h értékét, és behelyettesítjük a 
qb (23) és (53) képleteibe. Amely s értéknél %-nek a két képletből számított 
értékei megegyeznek, ott lesz a végleges s érték. 
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2. táblázat 

Képletszám 

(72) 
(22) 
(17/b) 

(17/a) 
(16) 

(18) 

( 2 1 ) 

(23) 
(28) 
(41) 
(35/1) 
(35/2) 
(35/2) 
(35) 
(32) 
(31) 
(33) 
(38) 
(34) 
(32/Á-) 
(31/k) 
(33/k) 
(38) 
(39) 
(39) 
(39) 

méter 

s/b 
в 
V 

(1/3) (fc m 

/ — - ^ к m 

H = N 
av 
nxy max 
Яь 
Пуа 
Ln x y 
Ln  
/л=15 
1JH 
r n= 10 
Lh 
r n= 15 
Ln, 

E 
'"max 
m È 
Lmv  
. \ni„ 

körív 
>«0 

Ekörív 
"»max 

körív 
mg 
T körív 
Lm у 
,,rparabola 
LL\,_i5 
, , , körív 

r,T körív 
15 

m 
Mp 
Mp/cm2 

Mp/m 
Mp/m 
Mp/m 
Mpm 
Mpm 

Mpm 

Mpm 

Mpm 
Mpm/m 
Mpm/m 
Mpm/m 
Mpm 
Mpm/m 
Mpm/m 
Mpm/m 

Mpm/m 

Mpm 

Mpm 

Mpm 
Mpm 

0,2 1,15 2,10 3,05 4,00 4,95 5,90 

0,034 0,195 0,355 0,52 0,68 0,84 1,00 
1,97 1,83 1,72 1,63 1,56 1,52 1,50 
0,334 0,338 0,344 0,354 0,362 0,372 0,375 
0,0005 0,0240 0,0815 0,172 0,2965 0,4525 0,6435 

1,929 1,905 1,849 1,760 1,636 1,477 1,287 

3,729 3,705 3,649 3,560 3,430 3,277 3,087 
305 307 312 320 331 347 368 
1,525 1,535 1,560 1,600 1,605 1,735 1,840 

14,80 15,00 15,20 15,60 16,15 16,95 18,00 
—0,150 —0,165 —0,184 0,218 —0,268 —0,333 —0,427 
—4,29 —3,91 —3,65 —3,35 —3,11 —2,88 —2,63 

67 59 55 51 47 45 39 
4430 775 438 318 260 230 215 

355 357 368 388 417 456 518 

532 535 552 582 616 685 777 

4785 1132 806 706 676 686 733 
—1,079 —0,955 —0,830 —0,622 —0,372 —0,050 +0 ,316 

+0 ,360 +0 ,343 +0 ,324 +0,306 +0 ,288 +0 ,270 +0 ,251 
—0,125 —0,087 —0,049 +0 ,026 +0 ,121 +0 ,248 +0 ,393 

500 381 277 142 47 38 185 
0,275 0,274 0,270 0,264 0,254 0,241 0,223 

—0,804 —0,681 —0,560 —0,358 —0.118 + 0,191 + 0,539 

+0 ,278 +0 ,261 +0 ,243 +0,227 +0 ,212 +0 ,198 +0 ,184 

—0,084 —0,046 —0,009 +0 ,066 +0 ,159 +0 ,284 +0 ,426 

274 189 121 44 16 87 312 

5285 1513 1083 848 723 724 918 

5236 1500 1111 944 900 1001 1301 

5059 1321 927 750 692 763 1045 

n = 15 ese tben p a r a b o l a d o n g á n á l : s = 4,45 m, m0 - — 0,235 M p m / m , mg = + 0,174 M p m / m , 
k ö r d o n g á n á l : s = 3,94 m , rr№riv - — 0,128 M p m / m , m f 1 " _ p o,155 M p m / m . 



Ha s/b = 0,6; 0,8; 1,0 értékekre felrakjuk qb (23) és (53) értékeit, és a 
kapott pontokat összekötjük, a metszéspontnál megkapjuk, hogy 

s = 4,42 m, 
és 

h = 1,74 m. 

Ezekkel az értékekkel számítva 

mmax = 0,273 Mpm/m, 

és a (51) (52) képletekből: 

m0 = — 0,71 • 0,273 = — 0,193 Mpm/m, 

m = + 0,68 • 0,273 = + 0,185 Mpm/m. 

•437 



11. Megjegyzések 

11.1. Ha az alakváltozási munkának az s <7 b szakaszon nincs minimuma, 
akkor a bemutatott eljárás nem alkalmazható, mert ez a 2,6 feltevésnek ellent-
mond. Ilyenkor célszerű a donga és peremtartó arányát megfelelőképpen mó-
dosítani. Ez azért is javasolható, mert ezekben az esetekben az my keresztirányú 
hajlítónyomaték igen nagy értékű, és meghaladja a vékony héjlemez liajlító-
szilárdságát. 

11.2. Egyedülálló dongánál az y = b helyen mb = 0 feltevést alkalmaz-
tunk. A valóságban a peremtartónak van — bár kismértékű — csavaróellen-
állása, ezért ajánlatos az y = b peremet felső hajlító vasalással is ellátni, hogy 
az alkotóirányú repedést elkerüljük. 

11.3. A vasbetét és a beton rugalmassági tényezője viszonyszámának, 
az n értéknek a számítás végeredményére gyakorolt hatása kicsi (lásd szám-
példák). 

Ez bizonyos mértékig közömbösíti azt a tényt, hogy a bebetonozott vas-
betét nyúlását a beton bizonytalan mértékben befolyásolja. 

11.4. Az eljárás a bemutatott alakban csak szimmetrikus dongák szá-
mítására alkalmas, de a tárgyalt elvek alapján aszimmetrikus kialakítású, 
ill. terhelésű dongák is vizsgálhatók. Ilyen esetben azt is vizsgálni kell, hogy a 
külső teher eredője egy síkba essen a kiegyensúlyozott teher eredőjével. 

11.5. Eredményeink a töréselmélet alkalmazásának korlátját is szolgál-
ta t ják . Ugyanis a héjtartó törése csak úgy következhet be, hogy a semleges 
tengely felfelé tolódik. Ez azt jelenti, hogy a töréselmélet keretében csak olyan 
my ábrát szabad választani, mely az alakváltozási munka minimuma és az 
8 — 0 érték közötti szakaszon lehetséges. 
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RING GUSZTÁV 

h ő v e z e t ő k e p e s s e g m e r e s e é p í t ő a n y a g o k o n 
i m p u l z u s m ó d s z e r r e l 

Bevezetés 

A technika nagyarányú előrehaladása megteremtette az ú j építési anya-
gok megjelenésének előfeltételeit. Kzzel egyidejűleg azonban a laboratóriumi 
munkákban használatos mérési módszerek nem fejlődtek megfelelő mértékben, 
sok esetben a mérési elvek nehézkesek, és a vizsgálatok sebessége sem elégíti 
ki az igényeket. 

Az építőanyagok egyik karakterisztikus jellemzője a hő vezetőképesség, 
ami a használhatóságukat befolyásolja [13]. 

A hővezetőképesség meghatározására többféle módszer ismeretes [11, 12]. 
Igen elterjedt mérési eljárás a Poensgen-féle, és annak különböző változatai. 
Közös jellemzőjük, hogy stacioner állapotú egyirányú hővezetés előállításával, 
a mért hőfokok és hőmennyiségek segítségével a hővezetési tényező, A, meg-
határozható. A hőtechnikai szakemberek előtt nem ismeretlen, hogy egyirányú 
hővezetés biztosítása bonyolult feladat, emellett még költséges is. Az egyirányú 
hővezetés biztosításának nehézsége mellett hibája még, hogy időtől független 
hőállapot beálltához több óra szükséges, és így egyetlen próbadarab hővezetési 
tényezőjének meghatározása 7—8 órát vesz igénybe. 

A hővezetőképesség meghatározásának ezen klasszikus mérési elve 
mellett, történtek próbálkozások gyorsabb mérési módszerek kialakítására [14]. 
A mérési sebesség gyorsítására, a hővezetés parciális differenciálegyenletének 
tranziens állapotra történő megoldása ad lehetőséget. Az átmeneti hőállapot-
ból A már 20—30 perces mérési idővel meghatározható, de nem hallgathatjuk 
el azokat a matematikai nehézségeket, amelyek akkor lépnek fel, amikor az 
elméleti meggondolások során támasztott hőtechnikai feltételeket összevetjük 
a megvalósulókkal. 

A mérési idő leszorítása, bár igen kedvező, az eddig kidolgozott mérési 
módszerek mégsem alkalmasak a A meghatározására különböző nedvesség-
tartalmak mellett, mert a mérési idő és a szereplő hőmérsékleti értékek ellen-
őrizhetetlenül befolyásolják a nedvességeloszlást. 

A csak vázlatosan felsorolt mérési nehézségek ismeretében egy olyan 
mérési eljárást dolgoztunk ki, amely egyszerű, és könnyebb kezelhetősége 
mellett, a fenti problémákat kiküszöböli, és a mérési időt 3—5 percre szorítja 
le, emellett előállítása igen olcsó. Egy további előnye még, hogy már beépített 
homogén szerkezeten is lehet vele méréseket végezni. 
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A mérés elve 

A vizsgálandó anyagból készített 2 0 x 2 0 x 2 0 cm méretű próbatest geo-
metriai központjába egy В hőforrást helyezünk el, amely hőimpulzust bocsát ki 
г ideig. A hőforrástól r0 távolságra elhelyezett A termoelem méri a hőmérsék-
letváltozást a környezet hőmérsékletéhez képest. A termoelem által mért 

1. ábra 

t(T) függvénynek a 2. ábrán látható, liogy а т + т' időben maximuma van. 
A maximumhoz tartozó т + %' idő, valamint a r0 ismeretében a hőfokvezetési 
tényező kiszámítható a 

r + r ' = X (1) 
6 a 

összefüggés segítségével. 
А A hővezetési tényező, valamint az a hőfokvezetési tényező között [1] 

(2) 
kapcsolat van, ahol 

k g 

/ = a- q- с 

Q az anyag sűrűsége -ben 

с a fajhő 
kcal 

kg - fok 
-ban. 

Az (1) mutat ja , hogy a hőfokvezetési tényező meghatározását távolság- és idő-
mérésre vezettük vissza, amelyek mérésének előnyei közismertek. 

A következőkben vizsgáljuk meg azokat a hőtechnikai és határfeltétele-
ket, amelyekkel (l)-hez eljutottunk. 

A hővezetés térbeli parciális differenciálegyenlete [2] 

31 

Эт 

Э27 ( m 3 Ч 

(Эх2 3 if + Эг2 ( 3 ) 

alakú, ahol t(x, y, z, r) a hőmérséklet C°-ban 
a <C 0 és a vizsgálandó anyag hőfokvezetési tényezője. 
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A (3) egyenletet kielégíti a 

) = 
8 ( я а т ) 3 ' 2 

D - — 
t(x, y, z, r) — — • e 4ar (4) 

függvény. 
A (4) eleget tesz az alábbi feltételeknek. 

a) l i m t — 0 ; l ia r =f= 0 
t->0 

b) lim t = сю; lia r = 0 
т->0 

А (4) megoldás egy pillanatnyi kiterjedés nélküli hőforrás liőmérséklet-
terét írja le, lia т = 0 időben a próbatest hőmérséklete az r — 0 hely kivételé-
vel zérus. A (4)-ben fellépő D állandót azon fizikai feltételből határozhatjuk 
meg, hogy a pontszerű forrás által emittált hőmennyiség a végtelen kiterjedé-
sűnek tekintett testben megmarad. A számítások eredménye [10] 

D . S . . (5) 
Q-C 

amelyet (4)-be helyettesítve: 

Q t(r, r ) = e A a i (6) 
Q-c 8(лат)312 

adódik. 
A (6) függvénynek rögzített r0 értéke mellett szélsőértéke van a 

t = f a <7» 

időben. 
A (6) összefüggésből látszik, hogy valahányszor az r = 0 helyen egy kiterjedés 
nélküli hőforrásból, végtelenül rövid idő alatt egy hőimpulzust bocsátunk ki, 

r 2 
akkor az impulzus radiális irányban terjed, és az r0 helyen a r = — időben 

6a 
egy hőmérsékleti maximumot hoz létre. A (7) függvényhez a következő hall-
gatólagos feltételezéssel jutottunk el: 

a) a hőforrás pontszerű, kiterjedése nincs, 
b) a hőforrás végtelenül rövid ideig működik, 
c) a próbatest végtelen kiterjedésű. 

A következőkben azt vizsgáljuk, hogy egy gyakorlatilag megvalósítható el-
rendezésnél a (7) függvény milyen közelítésnek tekinthető. 

Sorra véve az egyes pontokat: 
a) A mérésekhez az általunk használt hőforrás sugara r' = 5 • 10~4 m. 

Kimutatható, hogy egy ilyen méretű hőforrás által létrehozott hőmérséklet-
eloszlás határesete a (7), amiből következik az is, hogy a t(r) függvény maxi-
muma is (a mérési pontosság határán belül) azon r értéknél van, mint egy ki-
terjedés nélküli pontszerű forrásnál. 
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Az utóbbi állítás matematikai igazolása a következőképpen történhet: 
A r = 0 időpontban felszabaduló hőmennyiség hozzon létre a 0 r < r' 

sugarú gömbön belül egy t0 hőmérsékletet, míg az r > r' térrészben legyen a 
hőmérséklet zérus. 

Mivel a probléma gömbszimmetrikus, ezért a hővezetés differenciál-
egyenletét gömbi koordinátákban ír juk fel [2] 

3t m . 2 bt) ... 

8 r (3r2 r 3r 

Az и = tr helyettesítéssel (8) a következő formába í rható a következő mellék-
feltételekkel [5] 

(9) 

(10) 

(11) 

8м 

Эт 

Q°-u 
= a  

Эт2 
r > 0 

и = t0r ha т = 0 0 < r < r' 

и = 0 lia T = 0 r > r' 

и = 0 ha r = 0 

A (9) egyenlet megoldása, figyelembe véve r' kicsiny voltát [10] 

t(r, T) = 
Q 

ос 8 (лат)3/2 

'2 3r 

40 ат 
(12) 

(12) azt muta t ja , hogy ha r ' 0 úgy, hogy közben a felszabaduló hőmennyiség 
állandó, akkor határesetben (12) megegyezik (6)-tal. 

b) Ha a hőforrás csak végtelenül kicsiny ideig működne, de ki terjedt 
lenne, akkor beérhetnénk (12) vizsgálatával. Mivel azonban a hőforrás véges 
r ' ideig működik (0,1 sec-től — 1 sec-ig), azért a hőmérsékleteloszlást nem (12), 
hanem egy más függvény fogja leírni, melyet a következő meggondolás segít-
ségével kaphatunk meg. 

Adott r' sugarú gömb, amely mint hőforrás működik r' ideig, létrehoz egy 
hőmérsékleteloszlást a т = %' időben. Ez t a hőmérsékleteloszlást a hővezetés 
parciális differenciálegyenletének inhomogén alakja í r j a le. 

А г = T' időpontban kikapcsolva a hőforrást, van egy hőmérsékletel-
oszlásunk a próbatestben, amelynek további alakulásáról a hővezetés parciális 
differenciálegyenletének homogén a lakja ad számot azzal a kezdeti feltétellel, 
hogy а т = 0 időpontban a hőmérséklet eloszlása egyenlő az inhomogén egyen-
let megoldásával а т = r ' időben. 

A hővezetés inhomogén differenciálegyenlete [1 ] 

№ + « ! • ] + * . и з , 
Эт (3rL r ar) g - с 

amelyet и = tr 
helyettesítéssel 

Д И D 2 " JL F ,ЛЛ\ — —a r (14) 
Эт 3r2 o-c 
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alakba írhatunk, ahol F jelenti a térfogat és időegységenként felszabaduló 
hőmennyiséget [10]. 

A (14) egyenlet megoldása a t(r, 0) = 0 kezdeti feltétellel [10] 

M M 

ahol 
t\r, T') = Ge *+He z (15) 

r ' 3 
4ji—f 

8(na)2!2 ' ' Q-C' 4a' 4a 

G=N 1 

6 ( T ' ) V 2 
I - * 

3 (т')1/2 [ г 

jelöléseket alkalmaztuk. 
í gy tehát egy r' sugarú gömbi hőforrás, amely a r = 0-tól r = r'-ideig 

működik, a (15) által leírt hőmérsékleti eloszlást fogja létrehozni a r = %' 
időben. A (15) függvény által leírt hőmérsékleteloszlás további alakulását a 

Э t 
— — a 
Эт ^ + (16 ) 

dx'1 Qy2 8z21 

differenciálegyenlet fogja leírni azzal a mellékfeltétellel, hogy r = 0 időpont-
ban a hőmérsékleteloszlás (15). 

A (16) egyenlet megoldása a (15) mellékfeltétellel, és felhasználva r ' 
kicsiny voltát [10] 

p 4a(r + i ' ) 
T) = (T + T')3/2 (GT'3'2 + Н Г ' 3 ' 2 ) (1 7 ) 

A (17) függvény szélsőértéke rögzített r0 értéke mellett 

r - f r ' = — (18) 
6a 

helyen van. 
A (18) muta t j a , hogyha egy r ' — 1 0 - 4 sugarú gömb a hőforrás, és a 

melegítés időtar tama r ' kicsiny т-boz képest, akkor a szélsőérték r helye 
ugyanaz — a mérési pontosság határán belül — mint egy kiterjedés nélküli 
végtelenül rövid ideig működő forrás esetén. 

c) A fenti megfontolásaink végtelen kiterjedésű próbatestre vonatkoz-
tak, amely gyakorlatilag megvalósíthatatlan. Mindenesetre a próbatestet 
végtelen kiterjedésűnek tekinthet jük mindaddig, amíg a próbatest határán a 
hőmérsékleti gradiens zérus közelében van. 

Ez a feltétel teljesül, lia a próbatest mérete 20 X 20 X 20 cm-es. Kimutat -
ható Ugyanis, hogy a próbatest határán, a hőimpulzus maximális értékének 
mérésekor a hőmérséklet 10 ~4 C° a környezethez képest, lia a próba/test mérete 
a fenti értékkel egyezik meg. 
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A mérés helyén a hőmérséklet (18) és (17) felhasználásával 

t(r0' T) = 0,5 — —- Tj7==7j (19) 
QC rjj (уле) 

ahol Q a betáplált hőmennyiség kcal-ban. 
(19)-ből kitűnik, hogy a hőmérséklet maximális értéke anyagonként más 

és más az r0 helyen és а т időben, de az építőanyagoknál szóba jöhető g és с 
értékek mellett nem haladja meg a (10~2) C°-ot r0 = 3 • 10~2 m távolságban 
a hőforrástól. 

Mivel a próbatest határa 1 0 m távolságban van a hőforrástól, azért a 
hőmérséklet értéke a próbatest határán 10~4 C° értékű a környezethez képest, 
így a mérés т időpontjában a próbatest szélén a hőmérsékleti gradiens zérusnak 
tekinthető, vagy ami ezzel egyenértékű, a próbatest végtelen kiterjedésű. 

A mérőberendezés és a mérési folyamat ismertetése 

Az általunk kidolgozott mérési elv alkalmas laboratóriumi, valamint 
helyszíni mérések elvégzésére egyaránt. 

Laboratóriumi körülmények között a mérés elvégzésére két módszer 
lehetséges. 

1. Megfelelő méretű 2 0 x 2 0 x 2 0 cm-es próbatestsablonba előre elhelyez-
zük a hőforrást és a termooszlopot, majd a mérendő anyaggal kitöltve, az 
előírásoknak megfelelően kezelhetjük az anyagot. Amint a szóban forgó próba-
testen a megfelelő, és előírt kezelést elvégeztük, megkezdhetjük a mérést a 
kívánt hőfokon (és így a hőfokvezetési tényezőt adott hőmérsékleten határoz-
zuk meg), amit úgy érhetünk el, hogy termosztáljuk a próbatestet a megfelelő 
hőmérsékletre. Ezután egy hőimpulzust bocsátunk ki a hőforrásból, és mérjük 
a hőmérséklet maximális értékének a kialakulásához szükséges időt a hőforrás-
tól néhány cm-re elhelyezett termooszlopon. A hőforrás és a termooszlop 
távolságának, valamint a hőforrástól r0 távolságban kialakuló hőmérsékleti 
maximum mérésének az idejéből a hőfokvezetési tényező meghatározható a 

r 2 

T + r ' = 
6 a 

egyenlet segítségével, x' jelenti a hőim pulzus kibocsátásának idejét. 
2. A második mérési módszer, amikor egy homogén szerkezeten történik 

a mérés. 
Ebben az esetben egy 1 mm-es átmérőjű lyukat fúrva a próbatest geo-

metriai középpontjába helyezzük a hőforrást, majd egy másik lyukat fúrva el-
helyezzük a termooszlopot a hőforrástól néhány cm távolságra. A hőforrásnak, 
valamint a termooszlopnak fúr t lyukakat az anyag porával kitöltjük. A mérést 
ezután már az 1. pontban leírtak szerint végezhetjük el. 

Hőforrás 

Hőforrásnak ellenállásdrótot használtunk ( 0 = 0,2 mm), úgy vezetve 
a huzalt, hogy az közelítőleg gömb alakú legyen. A betáplált teljesítmény 50 W, 
amely 0,1—1 sec-ig melegítette az anyagot. A bevezetés ( 0 = 0,4 mm) vörös-
réz drót, amely ponthegesztéssel csatlakozott az ellenállásdróthoz. 
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Termooszlop 

4 db termoelemet kötöttünk sorosan ( 0 = 0,1 mm) konstantán és 
ugyanilyen átmérőjű vörösréz drót párosítással. Az összehasonlító hőmérséklet 
mindig a környezet hőmérséklete volt, ugyanis a mérés elméletének kidolgo-
zásakor feltételeztük, hogy a próbatest hőmérséklettere homogén és egyenlő a 
környezet hőmérsékletével. 

Hömérsékletmérés 

Abszolút értékben hőmérsékletet nem kell mérni, csak a hőmérséklet 
maximális értékét kell indikálni. A termofeszültség regisztrálására bármilyen 
hitelesítés nélküli alapműszer megfelel. 

Mérési eredmények 

Néhány mérési eredményt különböző r0 és r mérési idők feltüntetésével 
az I. táblázat tartalmazz. Az adatokból megállapítható, hogy a hővezetési 
tényező méréséhez szükséges idő igen rövid. Az összehasonlító próbatest A-ját 
Воск-féle gépen mértük meg. 

1. táblázat 

Anyag Sűrűség Fajhő r„ г + r ' 
1 Hővezetési 

tényező Etalon Hőfok 

kg „ kcal kcal kcal 
C° Q — —, C—, г 10-=m sec C° L m3 kg.fok m.o.C° l = m . o . C ° 
C° 

Kohóhabsalak 2 178 0,55 
beton 1700 0,24 2,5 306 0,5 0,52 20 

3 440 0,5 

2 410 0,6 
Aszfalt 2000 0,51 2,5 615 0,62 . — 20 

3 875 0,63 

2 270 0,16 
Perlit beton 700 0,26 2,5 412 0,162 0,17 20 

3 610 0,162 

2 214 0,042 
Hungarocell 60 0,4 2,5 332 0,04 0,038 20 

3 440 0,04 

2 88 1,2 
Kavicsbeton 2200 0,2 2,5 136 1,3 1,29 20 

3 184 1,3 
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