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PÁROS MUNKÁK ÜTEMEZÉSE KORAI ÉS KÉSŐI BEFEJEZÉS
BÜNTETÉSÉVEL – EGY BONYOLULTSÁGELMÉLETI EREDMÉNY

BÉKÉSI JÓZSEF, DÓSA GYÖRGY, GALAMBOS GÁBOR

Az egy művelettel rendelkező, egygépes ütemezési feladatokat széles kör-
ben elemezték. Kimutatták, hogy azok a feladatok, amelyekben a célfügg-
vényt a munkák elvárt befejezési idejéhez viszonýıtott korai ill. késői üteme-
zés költsége határozza meg (ET-feladat) bonyolultságelméleti szempontból
sok esetben másképpen viselkednek, mint a

”
klasszikus” – a legkésőbbi befe-

jezési időt minimalizáló – feladatok. Wan és Yuan [20]-ban bebizonýıtotta,
hogy általános esetben az ET-feladat erősen NP-nehéz.

Az egy művelettel rendelkező, egygépes ET-feladat felfogható a kétműve-
letes probléma (CTP-feladat) speciális eseteként. Ebben az esetben a máso-
dik művelet hossza 0, és a várakozási idő is 0. Így a páros munkák ütemezésé-
hez tartozó minden olyan ET-feladat is erősen NP-nehéz, amelyben az egyes
tevékenységekhez tartozó második művelet hossza konstans, és megegyezik
a két művelet közötti várakozási idővel. Ebben a cikkben a korábbiaknál
egyszerűbb bizonýıtást adunk arra, hogy az ilyen feladat NP-nehéz.

1. Bevezetés

A cikk páros munkák ütemezésével (CTP feladat) foglalkozik. A feladatot eb-
ben a formában először Sherali és Smith definiálta a [17] cikkben: adott kétfázisú
munkák egy J = {J1, J2, . . . , Jn} halmaza. Minden Ji munka két műveletből
áll, amelyeknek végrehajtási ideje rendre ai és bi. Az ütemezést egy gépen kell
végrehajtani úgy, hogy a műveletek nem megszaḱıthatók. Az általunk vizsgált
feladatban a második művelet kezdési ideje és az első művelet befejezési ideje kö-
zött pontosan Li várakozási időnek kell eltelni. Egy munka akkor van befejezve, ha
mindkét műveletét elvégeztük. A futtatáshoz használt gép bármely időintervallum-
ban maximum egy műveletet képes végrehajtani. A feladat az, hogy ütemezzük
úgy a munkákat az adott gépen, hogy egy előre adott célfüggvény szélsőértékét
megkapjuk.

Az elmúlt évtizedekben többnyire olyan feladatokat vizsgáltak, amelyeknek
a célfüggvénye a maximális végrehajtási idő minimalizálása volt. Ezt a problé-
mát először Shapiro vizsgálta [16]-ban, később Orman és Potts [14]-ben elemezte a
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problémát bonyolultságelméleti szempontból. A vizsgált feladatokat egy iránýıtott
gráfban ábrázolták, ahol a gráf csúcspontjaiban a speciális esetek helyezkednek el,
és iránýıtott él mutat egy csúcsból egy másik csúcsba akkor, ha végpont a kiinduló
ponthoz tartozó speciális eset egyfajta általánośıtásával kapható meg. Ebben a
bonyolultsági gráfban az erősen NP-nehéz osztályba sorolt esetek jól elkülönül-
nek a polinomiális időben megoldható problémáktól. Az ún. identikus munkák –
1|(a, L, b)|Cmax – ütemezésének algoritmikus bonyolultsága nyitva maradt. Ennek
a feladatnak a megoldására Ahr és mtsai [3]-ban javasoltak egy olyan dinami-
kus programozásra alapuló gráf modellt a megoldásra, amelynek bonyolultsága
O(nr2L), ahol r = a−1

√
a. Később, Baptiste megmutatta, hogy a probléma meg-

oldására adható O(log n) bonyolultságú algoritmus, ha a, L és b rögźıtett (lásd
[5]). Ismereteink szerint az identikus műveletek ütemezésének a bonyolultsága to-
vábbra is nyitott maradt. Az 1|(ai, Li, bi)|Cmax feladat közeĺıtő megoldására több
algoritmust is elemeztek (lásd pl. [2], [13]). Yu és mtsai [19]-ben bebizonýıtották,
hogy az 1|(1, Lj , 1)|Cmax feladat erősen NP-nehéz. Erre a feladatra adtak egy
7/4-es approximációs algoritmust [1]-ben és [6]-ban. Ha a munkák ütemezésének
sorrendje kötött, akkor a feladat bonyolultsága nem minden esetben egyszerűsödik
(lásd pl. [15]). (Egy kötött sorrendű ütemezésben ha a Ji job megelőzi a Jj jobot,
akkor mind az ai, mind a bi művelet az aj ill. bj művelet előtt kerül végrehaj-
tásra.) Erre a speciális esetre Blazewicz és mtsai [7]-ben az 1|(aj , Lj , bj), fjs|Cmax

jelölést használták, ahol az
”
fjs” a második mezőben mutatja a fixed-job-sequence

feltételt. Ugyanebben a cikkben a szerzők vizsgálták az 1|(1, L, 1), prec|Cmax fel-
adatot, amelyben a munkák sorrendjére kötött precedencia szabályok vonatkoznak,
és bebizonýıtották, hogy már ebben a nagyon speciális esetben is a feladat erősen
NP-teljes marad, de az L = 2 esetre egy O(n) idejű algoritmust fejlesztettek. A
fixed-job-sequence feladatot Hwang és Lin is vizsgálta [11]-ben, és – más speciá-
lis esetek mellett – polinomiális idejű algoritmust adtak a 1|(aj , p, p), prec|Cmax

feladatra is.
Egészen a közelmúltig más célfüggvénnyel rendelkező CTP feladatot bonyolult-

ságelméleti szempontból nem vizsgáltak. A közelmúltban Chen és Zhang [8]-ban
átfogóan elemezte azt a CTP feladatot, amelyben a célfüggvény a végrehajtási idők
összegének a minimalizálása, 1|(ai, Li, bi)|

∑
Ci. A [8] cikkben a szerzők feltérké-

pezték a teljes bonyolultsági gráfot, és minden esetben megadták a vizsgált esetek
algoritmikus bonyolultságát. Több más speciális eset mellett a 1|(ai, p, p)|

∑
Ci

problémáról megmutatták, hogy az polinomiális időben megoldható.
Ebben a cikkben a következő feladatot fogjuk vizsgálni. Adott egy CTP feladat

egzakt várakozási idővel. A Ji munkához adva van egy di elő́ırt befejezési idő.
Jelöljük a Ji munka σ ütemezésen belüli befejezési idejét Ci(σ)-val, és legyen a
munkához tartozó korai ill. késői befejezés költsége Ei(σ) = max{0, di−Ci(σ)} és
Ti(σ) = max{0, Ci(σ)− di}. Ekkor a J példa költsége a σ ütemezésben

cost(σ,J ) =

n∑
i=1

(
Ei(σ) + Ti(σ)

)
.
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A feladatot ET-feladatnak nevezzük.

Az ET-feladat gyakorlati alkalmazása az ún.
”
just-in-time” gyártással függ

össze. Ennek során a korai és a késedelmes gyártás egyaránt kiemelten van kezelve,
mert mindkettő költséggel jár akkor, ha a gyártás az elvárt rendelkezésre állási –
szálĺıtási, lejárati, befejezési – időnél korábban vagy későbben történik. Az első
esetben raktározási költségek merülnek fel, az utóbbi esetnél pedig kötbér fizetési
kötelezettség léphet fel. Ezért ideális esetben egy jó ütemezés akkor történik,
ha az áru (munka) akkorra készül el (akkor lesz befejezve), amikor annak éppen
rendelkezésre kell állnia (az eredményre szükség van).

A
”
klasszikus” – egy művelettel rendelkező – egygépes korai-, ill. késői üteme-

zési feladatokra Baker és Scudder [4]-ben adott egy áttekintést. Az első publikált
eredmények általában a legkorábbi gyártás ill. a legkésőbbi elkészülés minimalizá-
lását tűzték ki célul. Sidney [18]-ban adott egy hatékony algoritmust az optimális
ütemezésre. Lakshminarayan és mtsai [12]-ben egy O(n log n) idejű jav́ıtást ad-
tak az optimális megoldásra. Garey és mtsai [9]-ben bebizonýıtották, hogy az
1||

∑
(Ej + Tj) feladat az általános értelemben NP-nehéz. Hall [10] azt látta

be, hogy a feladat NP-nehéz marad akkor is, ha az összes munkának azonos a
lejárati ideje. Wan és Yuan [20]-ban bebizonýıtotta, hogy általános esetben a
1||

∑
(Ej + Tj) feladat erősen NP-nehéz.

Ha a CTP feladatot vizsgáljuk, akkor az látható, hogy ha minden munka közös
elvárt befejezési idővel rendelkezik, és bármely J példa esetén a közös elvárt be-
fejezési idő értékére d(J ) = 0, akkor az ET-feladat megegyezik a [8]-ban vizsgált
problémával. Ha a munkákhoz egymástól független elő́ırt befejezési időt rendel-
hetünk, akkor a speciális feladatok bonyolultságelméleti szempontból másképpen
viselkedhetnek. Azt fentebb láttuk, hogy az (aj , p, p) paraméterekkel rendelkező
feladat különböző célfüggvények esetén polinomiális megoldással rendelkeznek.

Az egy művelettel rendelkező, egygépes ET-feladat felfogható a kétműveletes
probléma speciális eseteként. Ebben az esetben a második művelet hossza 0, és
a várakozási idő is 0, azaz a feladat a 1|(aj , 0, 0)|

∑
(Ej + Tj) jelöléssel ı́rható le.

Így az 1|(aj , p, p)|
∑

(Ej +Tj) CTP -feladat is erősen NP-nehéz. Ebben a cikkben
az általánosabb feladat – 1|(aj , p, p)|

∑
(Ej + Tj) – bonyolultságára adunk egy új,

egyszerűbb bizonýıtást. Azt mutatjuk meg, hogy a CTP probléma esetén az ET-
feladat algoritmikus bonyolultsága ekvivalens a – közismerten erősen NP-nehéz
– 3-part́ıcionálási feladat komplexitásával. A bizonýıtásban alapvetően a [20]-ban
megadott technikát követjük, azonban a konstrukció során definiált ún.

”
rövid”

munkák hosszának eltérő választásával el tudtuk érni, hogy az optimális megol-
dáshoz tartozó összes eltérés kisebb, és egyszerűbben meghatározható, továbbá a
konstrukcióban szereplő konstansok – Mp és Ms – értéke jelentősen csökkenthető,
ezáltal a bizonýıtás áttekinthetősége is javul.

3-Part́ıcionálási Feladat (3PP). Adva van 3u + 1 pozit́ıv egész szám:

α1, . . . , α3u és B, amelyekre érvényes, hogy
∑3u

j=1 αj = uB és B
4 < αj < B

2 ,
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1 ≤ j ≤ 3u. A kérdés az, hogy létezik-e az A = {1, 2, . . . , 3u} index halmaznak
olyan A1, A2, . . . , Au diszjunkt halmazokra történő felbontása, amelyekre |Ai| = 3,
és

∑
j∈Ai

αj = B, ahol 1 ≤ i ≤ u.
Az általánosság megszoŕıtása nélkül feltehetjük, hogy egy 3PP feladatban αj ≥

3 minden j-re.

2. A 1|(aj , p, p)|
∑

(Ej + Tj) feladat bonyolultsága

Legyen adott egy 3PP feladat az α1, . . . , a3u, B konstansokkal. Definiáljuk az

Mp = 12u2 és Ms = MpBu2 = 12Bu4.

konstansokat, és konstruáljuk meg a következő 1|(aj , p, p)|
∑

(Ej + Tj) ütemezési
feladatot, amelyben a munkák halmazát jelölje J . A munkáknak két t́ıpusát kü-
lönböztetjük meg: lesz 3u darab particionáló és uMs rövid (short) munka. Ekkor
J = {P,S}.

– Legyen P = {P1, P2, . . . , P3u} a particionáló munkák halmaza. Ekkor a Pi

particionáló munka két műveletének végrehajtási ideje és a várakozási ideje
legyen

ai = Mpαi − 2 bi = 1, Li = 1.

Így a Pi munka az (Mpαi − 2, 1, 1) hármassal ı́rható le. Ezért a Pi mun-
ka futásideje Mpαi. Legyen továbbá a munkák közös elvárt befejezési ideje
d(Pi) = 0.

– Az uMs darab rövid munkát osszuk u blokkba. Jelölje a rövid munkák
halmazát S. Ekkor S = {S1,S2, . . . ,Su}, ahol Si az i. blokk, amely Ms darab
elemet tartalmaz, azaz Si = {Si,1, . . . , Si,Ms

}. A rövid munkák műveleteinek
végrehajtási ideje legyen ai = 2, bi = 1, és a műveletek közötti várakozási
idő Li = 1 minden Si,k ∈ Si. Az Si,k munka a (2, 1, 1) hármassal ı́rható le.
A defińıcióból adódik, hogy egy rövid munka végrehajtási ideje 4. Minden
rövid munkának eltérő elvárt befejezési ideje van: a Si blokkba tartozó k.
munkához (1 ≤ k ≤ Ms) a

d(Si,k) = iMpB + 4(i− 1)Ms + 4k

elő́ırt befejezési idő tartozik.

Ez a konstrukció pszeudo-polinomiális időben elkésźıthető, és polinomiális ide-
jűvé válik, ha unáris kódolást alkalmazunk (lásd [20]). A konstrukciónak van
néhány egyszerű következménye:

2.1. Következmény. A munkákon belüli várakozási idő nem használható fel
egyetlen művelet számára sem, azaz a munkák nem ütemezhetők

”
átfedett”módon.
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2.2. Következmény. Egy particionáló munka végrehajtási ideje Mpαi >
MpB

4 .

A W0 küszöbérték legyen

W0 = 6Msu(u− 1) +
3

2
u(u+ 1)MpB. (1)

Azt fogjuk megmutatni, hogy a 3PP feladatnak akkor és csak akkor van meg-
oldása, ha a hozzá tartozó ütemezési feladatnak van olyan lehetséges megoldása,
amelyre cost(σ) ≤ W0.

2.1. Segédtétel. Ha a 3PP feladatnak van megoldása, akkor a hozzá tartozó
ütemezési feladatnak van olyan σ lehetséges megoldása, amelyre cost(σ) ≤ W0.

Bizonýıtás. Ha a 3PP-nek van megoldása, akkor az A = {1, 2, . . . , 3u} indexhal-
maznak létezik egy olyan A1, A2, . . . , Au diszjunkt halmazokra történő part́ıciója,
amelyekre |Ai| = 3 és

∑
j∈Ai

αj = B minden i-re, ahol 1 ≤ i ≤ u. Legyen a
konstruált ütemezési feladatban a particionáló munkák halmaza a következő:

PAi
= {Pj : j ∈ Ai}.

Késźıtsük el azt a σ ütemezést, amelyben a munkákat a 0 időponttól kezdjük el
ütemezni holtidő nélkül a

PA1
,S1,PA2

,S2, . . . ,PAu
,Su

sorrendben. A PAi halmazban elhelyezkedő egyetlen munkának sem lehet nagyobb
a befejezési ideje, mint 4(i − 1)Ms + iMpB. Egy halmazon belül 3 ilyen munka
van, ezért

cost(PAi
, σ) ≤ 12(i− 1)Ms + 3iMpB. (2)

Mivel most a Si halmazba eső munkák összköltsége cost(Si, σ) = 0, ha 1 ≤ i ≤ u,
ezért

cost(J , σ) ≤
u∑

i=1

{
cost(PAi

, σ) + cost(Si, σ)

}

≤
u∑

i=1

{
12(i− 1)Ms + 3iMpB

}
= 6Msu(u− 1) +

3

2
u(u+ 1)MpB

= W0.

⊓⊔

A következő lemma előtt szükségünk van néhány egyszerű álĺıtás bizonýıtására.
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2.1. Álĺıtás.

MpMs

2
> 2Ms(3u

2 − 3u+ 2) > W0. (3)

Bizonýıtás. A bal oldali egyenlőtlenség teljesüléséhez elegendő azt belátni, hogy
Mp > 4(3u2 − 3u+ 2) = 12u2 − 12u+ 8, ami Mp defińıciójából következik.

Vizsgáljuk most a második egyenlőtlenséget. Itt – elvégezve az egyszerűśıté-
seket – annak kell teljesülni, hogy 8Ms > 3u(u + 1)MpB. Helyetteśıtsük be Ms

defińıcióját, és osszunk MpB-vel. Ekkor azt kapjuk, hogy 8u2 > 3(u+ 1).
⊓⊔

Egy lehetséges ütemezést megfelelőnek fogunk nevezni, ha cost(σ) ≤ W0. Egy
σ megfelelő ütemezés minimális, ha bármely σ′ megfelelő ütemezésre cost(σ) ≤
cost(σ′).

2.2. Segédtétel. Legyen σ egy megfelelő ütemezés. Ekkor az ütemezéshez
tartozó 3PP-nek van megoldása.

Bizonýıtás. A bizonýıtás első részében azt vizsgáljuk, hogy milyen szabályok
teljesülnek a particionáló és a rövid munkák ütemezése során.

2.2. Álĺıtás. Legyen Si és Sj két olyan rövid munka, amelyek elvárt befeje-
zési idejére di < dj . Ekkor van olyan minimálisan megfelelő ütemezés, amelyben
az Si munka előbb van ütemezve, mint a Sj munka, azaz s(Si) < s(Sj).

2.1. Megjegyzés. A 2.2. Álĺıtás megfogalmazásában eltekintettünk a dupla alsó
indextől, mert az álĺıtás minden i, j párra igaz függetlenül attól, hogy azonos
blokkon belül helyezkednek el, vagy sem.

Bizonýıtás. Legyen σ egy minimálisan megfelelő ütemezés. Tegyük fel, hogy
az álĺıtás nem igaz, és a σ ütemezésben di < dj , de s(Si) > s(Sj).

Legyen Ci(σ) és Cj(σ) a két munka befejezési időpontja. Ekkor a σ ütemezés-
ben

cost(Si, Sj , σ) = |Ci(σ)− di|+ |Cj(σ)− dj |.

Azt tudjuk, hogy Cj(σ) < Ci(σ) és di < dj . Legyen σ′ egy olyan ütemezés, amely-
ben a Si és Sj munkákat megcseréljük. Ekkor azt kapjuk, hogy

cost(Si, Sj , σ
′) = |Ci(σ

′)− di|+ |Cj(σ
′)− dj | = |Cj(σ)− di|+ |Ci(σ)− dj |

= max{Cj(σ), di} −min{Cj(σ), di}
+max{Ci(σ), dj} −min{Ci(σ), dj}
≤ max{Cj(σ), dj} −min{Ci(σ), di}
+max{Ci(σ), di} −min{Cj(σ), dj}
= |Ci(σ)− di|+ |Cj(σ)− dj | = cost(Si, Sj , σ).
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Így σ′ is minimális megfelelő ütemezés.
⊓⊔

A fenti Álĺıtásnak az a következménye, hogy van olyan σ minimálisan megfelelő
ütemezés, amelyben a rövid munkák az elvárt befejezési idejük szerint vannak
elhelyezve. Osszuk a rövid munkákat blokkokba. Egy blokkba akkor kerül az j.
és az (j + 1). rövid munka, ha d(Sj+1) = d(Sj) + 4. Vizsgáljuk ezek után az Si –
rövid munkákat tartalmazó – blokkot.

2.3. Álĺıtás. Van olyan minimálisan megfelelő σ ütemezés, amelyben parti-
cionáló munka nincs a rövid munkákat tartalmazó blokkon belül ütemezve.

Bizonýıtás. Legyen σ egy minimálisan megfelelő ütemezés. Először vizsgáljuk
meg σ-t. Ha abban találunk olyan munkákat, ahol egy particionáló munka köz-
vetlenül megelőz egy rövid munkát, akkor vizsgáljuk meg, hogy ezek cseréje után
változik-e az ütemezés költsége? Ha a költség nem változik, akkor cseréljük meg a
két munkát. Ezek után σ-ban nem marad olyan pár, amelyekre egy rövid munka
közvetlenül követ egy particionáló munkát, és a munkák cseréje után az ütemezés
költsége nem változik.

Tegyük fel, hogy az álĺıtás nem igaz, és a σ ütemezésben a Si halmaz két
egymás utáni munkája között vannak particionáló munkák. Legyen Si,j és Si,j+1

a két egymás utáni munka. Ekkor a két munka elvárt befejezési idejére igaz lesz,
hogy d(Si,j+1) = d(Si,j) + 4. Tegyük fel, hogy a két rövid munka között van
legalább egy particionáló munka. Legyenek ezek Pk1

, . . . , Pkr
. Jelölje s és t az ebből

a halmazból legkésőbb ütemezett particionáló munka (Pkr ) kezdési és befejezési
időpontját. Legyen továbbá d = d(Si,j) + 2.

A. Eset. d ≤ (s + t)/2. Cseréljük fel Pkr és Si,j+1 ütemezését. Ekkor a Pkr

ütemezési költsége 4-gyel növekszik. Azt tudjuk, hogy az ütemezés előtt a Si,j+1

rövid munka későbbre van ütemezve, mint a hozzá tartozó elvárt befejezési idő.

A.1. Eset. Ha s + 4 ≥ d(Si,j+1), akkor a csere után is késni fog az Si,j+1 rövid
munka. A csökkenés nagyobb lesz, mint 4,mert bármely particionáló munka hossza
lényegesen nagyobb, mint a rövid munkák hossza. Ez pedig ellentmond annak,
hogy σ minimálisan megfelelő ütemezés.

A.2. Eset. Tegyük fel, hogy s + 4 < d(Si,j+1). Ekkor a Si,j+1 rövid munka a
csere után nem késik, hanem korábban fejeződik be, mint a hozzá tartozó elvárt
befejezési idő. A csere előtt a késés t+4−d(Si,j+1) = t+4−(d+2) = t−d+2 volt.
A csere után a munka ütemezésének a költsége d(Si,j+1)−(s+4) = d+2−(s+4) =

d− s− 2 lesz. Így az Si,j+1 rövid munka átütemezése során a költség csökkenése
legalább

t− d+ 2− (d− s− 2) = t+ s− 2d+ 4 ≥ 4.

Ha a bal oldal nagyobb, mint 4, akkor ismét ellentmondásra jutunk. Viszont
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egyenlőség nem állhat, mert – a bizonýıtás elején történt csere miatt ha egyenlőség
lett volna, akkor a két munkát már korábban megcseréltük volna.

B. Eset. Tegyük fel, hogy d > (s + t)/2. Ekkor a legkésőbben ütemezett par-
ticionáló munka helyett tekintsük a legkorábban ütemezett particionáló munkát.
(Ha r = 1, akkor ezt a munkát választjuk.) Ez Pk1 . Legyen ennek a kezdési és
befejezési ideje s′ és t′. Világos, hogy d > (s′ + t′)/2.

Cseréljük most meg Si,j és Pk1
ütemezését. Ekkor a particionáló munka üteme-

zésének a költsége 4 egységgel csökkenni fog, és a rövid munka kezdési időpontja
eltolódik t′−4-be. Azt tudjuk, hogy a csere előtt a rövid munka korábban fejeződik
be, mint a hozzá tartozó elvárt befejezési idő.

B.1. Eset. t′ ≤ d(Si,j). Ekkor a rövid munka továbbra is korábban lesz ütemezve,
és munka ütemezésének költsége legalább annyival csökken, mint a particionáló
munka hossza, ami lényegesen nagyobb, mint 4. Így a csere után az ütemezés
költsége csökkenni fog, ami ellentmond annak, hogy σ minimálisan megfelelő volt.

B.2. Eset. t′ > d(Si,j). Ekkor a csere után a rövid munka késni fog. A csere előtt
a munka ütemezésének a költsége legalább d(Si,j)− s′ = d− 2− s′ volt, és a csere

után a költség t′ − d(Si,j) = t′ − d + 2. Így a rövid munka ütemezési költségének
változása

(t′ − d+ 2)− (d− 2− s′) = (t′ + s′)− 2d+ 4 < 4

lesz. Itt – az utolsó egyenlőtlenséghez – kihasználtuk, hogy d > (s′ + t′)/2. Így
ebben az esetben is ellentmondásra jutunk, mert a csere után az ütemezés költsége
csökken.

⊓⊔

Definiáljuk most az A1-t mint azon j indexeknek a halmazát, amelyekre a Pj

particionáló munkák S1-t megelőzik, és legyen Ai (2 ≤ i ≤ u+ 1) azon j indexek
halmaza, amelyekre a Pj particionáló munkák a Si−1 és Si között lettek ütemezve
egy σ minimálisan megfelelő ütemezésben.

Legyen PAi = {Pj : j ∈ Ai}, 1 ≤ i ≤ u + 1. Ekkor σ-ban a munkákat a
következő sorrendeben ütemezzük:

PA1
, S1, PA2

, S2, . . . , PAu
, Su, PAu+1

.

A PAu+1
halmazra azért van szükségünk, mert nem tudjuk, hogy a σ ütemezés

particionáló munkákkal vagy rövid munkákkal fejeződik be.

Nevezzünk egy ütemezést ideálisnak, ha minden PAi (1 ≤ i ≤ u) halmazban
elhelyezett munkák összhossza pontosan MpB.

2.4. Álĺıtás. A PAi
(1 ≤ i ≤ u) halmazban elhelyezett particionáló munkák

összhossza legfeljebb MpB.
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Bizonýıtás. Egy ideális ütemezésben legyen a j. particionáló halmazban elhe-
lyezkedő első munka kezdési ideje s és befejezési ideje t = s+MpB.

Tegyük fel, hogy az álĺıtásunk nem igaz, és van egy olyan PAj
, amelyben az

ütemezett particionáló munkák végrehajtási idejének összege legalább MpB+Mp.
Ekkor PAj

-ben legalább 3 munka van. Mivel a PAj
-ben elhelyezkedő munkák

összhossza legalább MpB + Mp, ezért ezek a munkák vagy s előtt, vagy t után
foglalnak le Mp/2 helyet. Egy particionáló munka hossza legalább MpB/4 >
Mp/2.

A. Eset. Tegyük fel, hogy a PAj
halmazba tartozó első munka kezdési időpontja

legfeljebb s−Mp/2. Ekkor j > 1.Vizsgáljuk meg az PAj halmaz előtt közvetlenül
elhelyezkedő rövid munkák költségét. Ezek a munkák most korábban lettek üte-
mezve, és mindegyik befejezési ideje legalább Mp/2-vel csökkent. Így a Sj−1-ben
ütemezett munkák összköltsége legalább MpMs/2.

B. Eset. Tegyük fel, hogy a PAj
halmazba tartozó utolsó munka befejezési idő-

pontja legalább t+Mp/2. Vizsgáljuk meg az PAj halmaz után közvetlenül elhelyez-
kedő rövid munkák költségét. Ezek a munkák most későbben lesznek ütemezve, és
mindegyik befejezési ideje legalább Mp/2-vel nő. Így a Sj-ben ütemezett munkák
összköltsége legalább MpMs/2.

A 2.1 Álĺıtás miatt mindkét esetben az ütemezés összköltsége nagyobb lesz,
mint W0, ami ellentmond annak, hogy σ egy minimálisan megfelelő ütemezés.

⊓⊔

2.5. Álĺıtás. Au+1 = ∅.

Bizonýıtás. Tegyük fel, hogy az álĺıtás nem igaz, és Au+1 ̸= ∅. Adjunk egy
alsó becslést az ütemezésben elhelyezett particionáló munkák költségére. A 2.4
Álĺıtásból következik, hogy minden PAi

halmazban legfeljebb 3 munka van, ahol
i = 1, 2, . . . , u. Ezért az első három particionáló munka összes eltérése legalább
0. A következő három particionáló munkát megelőz Ms darab 4 hosszúságú rövid
munka, ezért ezek összes eltérése legalább 4Ms, függetlenül attól, hogy melyik par-
ticionáló halmazban kerülnek elhelyezésre. Folytatva ezt a gondolatot azt kapjuk,
hogy az (u−1). három particionáló munkára az összes eltérés legalább 4(u−2)Ms.

Maradt 3 nem vizsgált particionáló munka. Mivel azt feltételeztük, hogy
Au+1 ̸= ∅, ezért ezek közül kettőt biztosan megelőz (u − 1) darab rövid munká-
kat tartalmazó blokk. Egy ilyen blokk pontosan Ms darab 4 hosszúságú munkát
tartalmaz, ezért a két particionáló munka összes költsége legalább 2[4Ms(u− 1)].
A legutoljára ütemezett particionáló munka költsége legalább 4uMs, mivel ezt a
munkát megelőz minden rövid munka. Így – felhasználva a 2.1 Álĺıtásban bizonýı-
tott egyenlőtlenséget – kapjuk, hogy
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cost(P, σ) ≥ 3[4Ms + 8Ms + . . .+ (u− 2)Ms] + 8(u− 1)Ms + 4uMs

= 12Ms[1 + 2 + . . .+ (u− 2)] + 8(u− 1)Ms + 4uMs

= 6u(u− 1)Ms + 4Ms

= 2Ms(3u
2 − 3u+ 2)

> W0.

Ez pedig ellentmondás, mert azt feltételeztük, hogy σ minimálisan megfelelő
ütemezés volt.

⊓⊔

A 2.4 Álĺıtásból és a 2.5 Álĺıtásból következik, hogy
∑

j∈Ai
aj ≤ B minden

1 ≤ i ≤ u-ra, és
∑u

i=1

∑
j∈Ai

aj =
∑3u

i=1 aj = B. Ezért
∑

j∈Ai
aj = uB minden

1 ≤ i ≤ u. Így az (A1, A2, . . . , Au) halmazpart́ıció a 3PP feladat egy lehetséges
megoldása.

⊓⊔

A fenti levezetés eredményeként kimondható az alábbi tétel.

2.1. Tétel. Az 1|(aj , p, p)|
∑

(Ej + Tj) feladat erősen NP-nehéz.

Ha a konstrukciót úgy késźıtjük el, hogy a particionáló ill. rövid munkákat a
(1, 1,Mpαi−2) ill. (1, 1, 2) hármasokkal ı́rjuk le, akkor – a fenti bizonýıtás lépéseit
használva – belátható, hogy igaz a következő

2.2. Tétel. Az 1|(p, p, bj)|
∑

(Ej + Tj) feladat erősen NP-nehéz.

Összefoglalás

A cikkben arra adtunk egy egyszerűbb bizonýıtást, hogy az 1|(aj , p, p)|
∑

(Ej+
Tj) CTP feladat algoritmikus bonyolultsága eltér azoktól az ütemezési feladatok-
tól, ahol más célfüggvényeket vizsgáltak. A [20]-ban közölt bizonýıtást három
ponton jav́ıtottuk: bizonýıtásunkban elegendő két korlátot vizsgálni a W0 küszöb-
értékre, konstrukcióban a

”
rövid”munkák befejezési idejei különböznek, ezáltal az

optimális megoldáshoz tartozó összes eltérés kisebb és egyszerűbben meghatároz-
ható, végül a munkákhoz tartozó első műveletek hosszát meghatározó képletben a
konstansok értéke jelentősen kisebb, ezáltal a bizonýıtás áttekinthetősége javul.

Ez azt jelenti, hogy a feladat bonyolultsági gráfjában máshol van a határ
a P-beli és az NP-beli speciális feladatok között. A további kutatások szem-
pontjából érdekes lehet megvizsgálni a 1||

∑
(Ej + Tj) ET-feladatot a különböző
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speciális esetekre, és ezek alapján megkonstruálni a problémához tartozó bonyo-
lultsági gráfot. Azt érdemes előre vet́ıteni, hogy már a legegyszerűbbnek látszó
1|(p, p, p)|

∑
(Ej + Tj) feladat bonyolultságának meghatározása sem tűnik egysze-

rűnek, ı́gy kérdéses, hogy ennek a feladatnak van-e olyan speciális esete, amelynek
algoritmikus bonyolultsága P-ben van.
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társzerzője, 50-nél több tudományos publikáci-
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GALAMBOS GÁBOR
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ON MINIMIZING TOTAL EARLINESS AND TARDINESS OF COUPLED-TASKS –
A COMPLEXITY RESULT

József Békési, György Dósa, Gábor Galambos

In the paper we prove that the complexity of the CTP problem 1|(aj , p, p)|
∑

(Ej+Tj) differs
from scheduling problems with other objective functions. This means that the line between the
problems in P and NP runs along different special cases. According to the future research it can
be interesting to investigate the problem 1||

∑
(Ej + Tj) for different special cases, and taking

into account these results one can construct the complexity graph. It is worth mentioning that to
determine the complexity of the problem even in the simplest case 1|(p, p, p)|

∑
(Ej + Tj) is not

easy. So it is possible that this problem does not have any subcase with complexity in the class P.
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