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PAROS/MUNKAK UTEMEZESE KORAI ES KESGI BEFEJEZES
BUNTETESEVEL — EGY BONYOLULTSAGELMELETI EREDMENY

BEKESI JOZSEF, DOSA GYORGY, GALAMBOS GABOR

Az egy miivelettel rendelkezd, egygépes iitemezési feladatokat széles kor-
ben elemezték. Kimutattdk, hogy azok a feladatok, amelyekben a célfiigg-
vényt a munkdk elvart befejezési idejéhez viszonyitott korai ill. kés6i iiteme-
zés koltsége hatdrozza meg (ET-feladat) bonyolultsdgelméleti szempontbdl
sok esetben masképpen viselkednek, mint a , klasszikus” — a legkésébbi befe-
jezési 1d6t minimalizdlé — feladatok. Wan és Yuan [20]-ban bebizonyitotta,
hogy altaldnos esetben az ET-feladat erésen N P-nehéz.

Az egy miivelettel rendelkez8, egygépes ET-feladat felfoghaté a kétmiive-
letes probléma (CTP-feladat) specidlis eseteként. Ebben az esetben a méso-
dik miivelet hossza 0, és a varakozasi id6 is 0. fgy a paros munkak titemezésé-
hez tartozé minden olyan ET-feladat is er6sen N P-nehéz, amelyben az egyes
tevékenységekhez tartozé masodik mivelet hossza konstans, és megegyezik
a két miivelet kozotti varakozasi idével. Ebben a cikkben a korabbiaknal
egyszeriibb bizonyitdst adunk arra, hogy az ilyen feladat N P-nehéz.

1. Bevezetés

A cikk pdros munkak iitemezésével (CTP feladat) foglalkozik. A feladatot eb-
ben a formdban el6szér Sherali és Smith definidlta a [17] cikkben: adott kétfazisu
munkék egy J = {J1,J2,...,J,} halmaza. Minden J; munka két miiveletbdl
all, amelyeknek végrehajtasi ideje rendre a; és b;. Az tlitemezést egy gépen kell
végrehajtani gy, hogy a miiveletek nem megszakithaték. Az &ltalunk vizsgélt
feladatban a masodik miivelet kezdési ideje és az elsé miivelet befejezési ideje ko-
zOtt pontosan L; varakozasi idének kell eltelni. Egy munka akkor van befejezve, ha
mindkét miiveletét elvégeztiik. A futtatdshoz hasznélt gép barmely idéintervallum-
ban maximum egy miiveletet képes végrehajtani. A feladat az, hogy iitemezziik
ugy a munkdkat az adott gépen, hogy egy elére adott célfiiggvény szélséértékét
megkapjuk.

Az elmult évtizedekben tobbnyire olyan feladatokat vizsgaltak, amelyeknek
a célfiiggvénye a maximédlis végrehajtasi id6 minimalizaldsa volt. Ezt a problé-
mét elészor Shapiro vizsgélta [16]-ban, késébb Orman és Potts [14]-ben elemezte a
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problémét bonyolultsagelméleti szempontbdl. A vizsgalt feladatokat egy irdnyitott
grafban abrazoltak, ahol a graf csticspontjaiban a specialis esetek helyezkednek el,
és irdnyitott él mutat egy csiicsbdl egy masik csicsba akkor, ha végpont a kiindulé
ponthoz tartozé specidlis eset egyfajta altaldnositasdval kaphaté meg. Ebben a
bonyolultsigi grafban az er6sen NP-nehéz osztdlyba sorolt esetek jol elkiiloniil-
nek a polinomidlis id6ben megoldhaté probléméktél. Az un. identikus munkédk —
1/(a, L, b)|Cax — iitemezésének algoritmikus bonyolultsidga nyitva maradt. Ennek
a feladatnak a megolddsara Ahr és mtsai [3]-ban javasoltak egy olyan dinami-
kus programozéasra alapulé graf modellt a megolddsra, amelynek bonyolultsdga
O(nr?l), ahol r = *~/a. Késébb, Baptiste megmutatta, hogy a probléma meg-
olddsdra adhaté O(logn) bonyolultsdgt algoritmus, ha a, L és b rogzitett (ldsd
[5]). Ismereteink szerint az identikus miiveletek iitemezésének a bonyolultsiga to-
vabbra is nyitott maradt. Az 1|(a;, L;, b;)|Cmax feladat kozelité megolddséra tébb
algoritmust is elemeztek (ldsd pl. [2], [13]). Yu és mtsai [19]-ben bebizonyitottak,
hogy az 1|(1, L;,1)|Crax feladat erésen N'P-nehéz. Erre a feladatra adtak egy
7/4-es approximdciés algoritmust [1]-ben és [6]-ban. Ha a munkdk iitemezésének
sorrendje kotott, akkor a feladat bonyolultsdga nem minden esetben egyszertisodik
(lasd pl. [15]). (Egy kotott sorrendii titemezésben ha a J; job megelézi a J; jobot,
akkor mind az a;, mind a b; mfivelet az a; ill. b; mivelet eldtt keriil végrehaj-
tasra.) Erre a specidlis esetre Blazewicz és mtsai [7]-ben az 1|(aj, Lj, b;), {js|Crax
jelolést hasznaltdk, ahol az ,fjs” a masodik mez6ben mutatja a fixed-job-sequence
feltételt. Ugyanebben a cikkben a szerz8k vizsgdltdk az 1|(1, L, 1), prec|Cpax fel-
adatot, amelyben a munkék sorrendjére kotott precedencia szabalyok vonatkoznak,
és bebizonyitottak, hogy mar ebben a nagyon specidlis esetben is a feladat erésen
NP-teljes marad, de az L = 2 esetre egy O(n) idejii algoritmust fejlesztettek. A
fixed-job-sequence feladatot Hwang és Lin is vizsgélta [11]-ben, és — méds specid-
lis esetek mellett — polinomidlis idejii algoritmust adtak a 1|(aj,p, p), prec|Cmax
feladatra is.

Egészen a kozelmultig mas célfiiggvénnyel rendelkez6 CTP feladatot bonyolult-
sdgelméleti szempontbdl nem vizsgéltak. A kozelmiltban Chen és Zhang [8]-ban
atfogdan elemezte azt a CTP feladatot, amelyben a célfiiggvény a végrehajtasi idok
osszegének a minimalizaldsa, 1|(a;, L;, b;)| D> Cyi. A [8] cikkben a szerzék feltérké-
pezték a teljes bonyolultsagi grafot, és minden esetben megadtak a vizsgalt esetek
algoritmikus bonyolultsdgdt. Toébb mds specidlis eset mellett a 1|(a;, p,p)| > C;
problémardl megmutattik, hogy az polinomialis idében megoldhaté.

Ebben a cikkben a koévetkez6 feladatot fogjuk vizsgalni. Adott egy C'TP feladat
egzakt varakozasi id6vel. A J; munkdhoz adva van egy d; eloirt befejezési ido.
Jeloljiik a J; munka o {itemezésen beliili befejezési idejét C;(o)-val, és legyen a
munkédhoz tartozé korai ill. késéi befejezés koltsége E;(o) = max{0,d; — C;(0)} és
T;(0) = max{0, C;(c) — d;}. Ekkor a J példa koltsége a o iitemezésben

n

cost(o,J) = Z(EZ(U) + Ti(0)).

i=1
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A feladatot ET-feladatnak nevezziik.

Az ET-feladat gyakorlati alkalmazdsa az un. ., just-in-time” gyartassal fiigg
Ossze. Ennek soran a korai és a késedelmes gyartas egyarant kiemelten van kezelve,
mert mindketté koltséggel jar akkor, ha a gyartas az elvart rendelkezésre allasi —
szallitasi, lejarati, befejezési — idénél kordbban vagy kés6bben torténik. Az elsd
esetben raktarozasi koltségek meriilnek fel, az utébbi esetnél pedig kotbér fizetési
kotelezettség 1éphet fel. Ezért idedlis esetben egy jé iitemezés akkor torténik,
ha az dru (munka) akkorra késziil el (akkor lesz befejezve), amikor annak éppen
rendelkezésre kell dllnia (az eredményre sziikség van).

A klasszikus” — egy miivelettel rendelkez6 — egygépes korai-, ill. késéi iiteme-
zési feladatokra Baker és Scudder [4]-ben adott egy attekintést. Az elsd publikalt
eredmények altaldban a legkorabbi gyartas ill. a legkésébbi elkésziilés minimaliza-
lasat tiizték ki célul. Sidney [18]-ban adott egy hatékony algoritmust az optimadlis
iitemezésre. Lakshminarayan és mtsai [12]-ben egy O(nlogn) idejli javitdst ad-
tak az optimélis megolddsra. Garey és mtsai [9]-ben bebizonyitottdk, hogy az
1| >>(E; + T)) feladat az &ltaldnos értelemben N'P-nehéz. Hall [10] azt latta
be, hogy a feladat N"P-nehéz marad akkor is, ha az 0sszes munkdnak azonos a
lejérati ideje. Wan és Yuan [20]-ban bebizonyitotta, hogy &ltaldnos esetben a
1||Y>(E; + T;) feladat erésen N'P-nehéz.

Ha a CTP feladatot vizsgaljuk, akkor az lathatd, hogy ha minden munka k6z6s
elvart befejezési idével rendelkezik, és barmely J példa esetén a kozos elvart be-
fejezési 1d6 értékére d(J) = 0, akkor az ET-feladat megegyezik a [8]-ban vizsgalt
probléméval. Ha a munkakhoz egymastdl fiiggetlen elbirt befejezési id6t rendel-
hetiink, akkor a specialis feladatok bonyolultsdgelméleti szempontbdl mésképpen
viselkedhetnek. Azt fentebb lattuk, hogy az (a;,p,p) paraméterckkel rendelkez
feladat kiillonboz6 célfiiggvények esetén polinomidlis megoldéassal rendelkeznek.

Az egy miivelettel rendelkezd, egygépes ET-feladat felfoghaté a kétmiiveletes
probléma specidlis eseteként. Ebben az esetben a masodik miivelet hossza 0, és
a véarakozdsi id6 is 0, azaz a feladat a 1|(a;,0,0)| > (E; + Tj) jeloléssel irhaté le.
Igy az 1|(aj,p,p)| >-(E; +T;) CTP-feladat is er6sen N'P-nehéz. Ebben a cikkben
az altaldnosabb feladat — 1|(a;,p,p)| > (E; + Tj) — bonyolultsdgdra adunk egy 1j,
egyszer(ibb bizonyitdst. Azt mutatjuk meg, hogy a CTP probléma esetén az ET-
feladat algoritmikus bonyolultsdga ekvivalens a — kozismerten erésen N P-nehéz
— 3-particionaldsi feladat komplexitdsaval. A bizonyitdsban alapvetden a [20]-ban
megadott technikat kovetjiik, azonban a konstrukcié sordn definidlt in. ,,roévid”
munkdk hosszanak eltéré vélasztdsaval el tudtuk érni, hogy az optimalis megol-
dashoz tartozo Osszes eltérés kisebb, és egyszertibben meghatdrozhatd, tovabba a
konstrukciéban szereplé konstansok — M, és M, — értéke jelentésen csokkenthetd,
ezaltal a bizonyitas attekinthetosége is javul.

3-Particiondldsi Feladat (3PP). Adva van 3u + 1 pozitiv egész szédm:

, . 3 .
ai,...,as, 6s B, amelyekre érvényes, hogy Zjil a; = uB és % < oj < g,
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1 < j < 3u. A kérdés az, hogy létezik-e az A = {1,2,...,3u} index halmaznak
olyan Ay, As, ..., A, diszjunkt halmazokra torténé felbontdsa, amelyekre |A4;| = 3,
és ZjGAiaj = B, ahol 1 <i < w.

Az &ltalanossig megszoritasa nélkil feltehetjiik, hogy egy 3PP feladatban o; >

3 minden j-re.

2. A 1{(aj,p,p)| > (E; + T;) feladat bonyolultsiga

Legyen adott egy 3PP feladat az aq, ..., as,, B konstansokkal. Definialjuk az

M, =12u* é M, = M,Bu® = 12Bu*.

konstansokat, és konstrudljuk meg a kovetkezé 1|(aj,p,p)| > (E; + T;) iitemezési
feladatot, amelyben a munkak halmazat jelolje J. A munkdknak két tipusat kii-
lonboztetjitk meg: lesz 3u darab particiondlé és uM; rovid (short) munka. Ekkor

J ={P,S}.

— Legyen P = {Py, Ps,..., P3,} a particiondlé munkak halmaza. Ekkor a P;

particiondlé munka két miiveletének végrehajtasi ideje és a varakozasi ideje
legyen
ai:Mpai—Q bi:L LiZI.

fgy a P; munka az (M,a; — 2,1,1) hdrmassal irhat6 le. Ezért a P; mun-
ka futdsideje M,c;. Legyen tovadbbd a munkak kozos elvart befejezési ideje
d(P;) = 0.

Az uM, darab révid munkat osszuk w blokkba. Jelolje a révid munkak
halmazat S. Ekkor § = {81, Sa, ..., Sy}, ahol S; az i. blokk, amely M, darab
elemet tartalmaz, azaz S; = {S; 1, ..., S m. }. A rovid munkdk miveleteinek
végrehajtasi ideje legyen a; = 2, b; = 1, és a miveletek kozotti varakozasi
id6 L; = 1 minden S; € S;. Az S, munka a (2,1,1) hdrmassal irhaté le.
A definiciébdl adédik, hogy egy révid munka végrehajtdsi ideje 4. Minden
rovid munkanak eltér6 elvart befejezési ideje van: a S; blokkba tartozé k.
munkahoz (1 <k < M;) a

d(S;ir) = iM,B +4(i — 1) My + 4k

el6irt befejezési id6 tartozik.

Ez a konstrukcié pszeudo-polinomialis idében elkészithetd, és polinomidlis ide-
juvé vélik, ha undris kédolast alkalmazunk (14sd [20]). A konstrukciénak van

néhany egyszeri kovetkezménye:

2.1. KOVETKEZMENY. A munkdkon beliili virakozdsi id6 nem haszndlhaté fel

egyetlen midvelet szdmdra sem, azaz a munkdk nem ttemezhetdék ,atfedett” mddon.
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2.2. KOVETKEZMENY. FEgy particiondld munka végrehajtdsi ideje Mpyo; >
M,B
-

A Wy kiiszobérték legyen
3
Wy = 6Mu(u—1) + iu(u +1)M,B. (1)

Azt fogjuk megmutatni, hogy a 3PP feladatnak akkor és csak akkor van meg-
oldédsa, ha a hozza tartozo iitemezési feladatnak van olyan lehetséges megoldésa,
amelyre cost(o) < Wy.

2.1. SEGEDTETEL. Ha a 3PP feladatnak van megolddsa, akkor a hozza tartozé
iitemezési feladatnak van olyan o lehetséges megolddsa, amelyre cost(c) < Wy.

Bizonyitds. Ha a 3PP-nek van megolddsa, akkor az A = {1,2, ..., 3u} indexhal-
maznak létezik egy olyan Aq, Ao, ..., A, diszjunkt halmazokra torténd particidja,
amelyekre |A;] = 3 és ZjeAi a; = B minden i-re, ahol 1 < ¢ < u. Legyen a
konstrualt iitemezési feladatban a particionalé munkdk halmaza a kovetkezd:

’PAZ:{PJJGAz}

Készitsiik el azt a o iitemezést, amelyben a munkakat a 0 idéponttdl kezdjiik el
iitemezni holtidé nélkiil a

Pa,sS1,Pay; S, ..., Pa,, Su

sorrendben. A P4, halmazban elhelyezkedé egyetlen munkanak sem lehet nagyobb
a befejezési ideje, mint 4(¢ — 1)M, + iM,B. Egy halmazon beliil 3 ilyen munka
van, ezért

cost(Pa,,0) < 12(i — 1)M, + 3iM, B. (2)
Mivel most a S; halmazba es6 munkdk sszkoltsége cost(S;,0) =0, ha 1 <i < w,

ezért

cost(J,0) < Z{cost(PAi,a) + cost(S;, 0)}

i=1

< Zu:{m(i —1)M, + 3iMpB}

i=1
=6Mu(u—1)+ gu(u +1)M,B
= Wp.
O

A kovetkez6 lemma el6tt sziikségiink van néhany egyszeri allitas bizonyitdsara.
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2.1. AvLiTAs.
M, M,

> 2M,(3u® — 3u + 2) > Wo. (3)

Bizonyitds. A bal oldali egyenlGtlenség teljesiiléséhez elegendd azt belatni, hogy
M, > 4(3u® — 3u + 2) = 12u® — 12u + 8, ami M, definici6jdbdl kovetkezik.
Vizsgaljuk most a masodik egyenlétlenséget. Itt — elvégezve az egyszeriisité-
seket — annak kell teljesiilni, hogy 8M, > 3u(u + 1)M,B. Helyettesitsiik be M
definicidjat, és osszunk M, B-vel. Ekkor azt kapjuk, hogy 8u? > 3(u+1).
O

Egy lehetséges iitemezést megfeleldnek fogunk nevezni, ha cost(c) < Wy. Egy
o megfeleld iitemezés minimdlis, ha barmely ¢’ megfelels iitemezésre cost(o) <
cost(a’).

2.2. SEGEDTETEL. Legyen o egy megfeleld iitemezés. Ekkor az iitemezéshez
tartozo 3PP-nek van megoldasa.

Bizonyitds. A bizonyitas elsd részében azt vizsgaljuk, hogy milyen szabalyok
teljesiilnek a particionald és a rovid munkdk iitemezése soran.
2.2. ALLITAS. Legyen S; és S; két olyan révid munka, amelyek elvart befeje-

zési idejére d; < d;. Ekkor van olyan minimélisan megfelel6 titemezés, amelyben
az S; munka el6bb van iitemezve, mint a S; munka, azaz s(S;) < s(S;).

2.1. Megjegyzés. A 2.2. Allitas megfogalmazédsaban eltekintettiink a dupla alsé
indext6l, mert az &llitds minden ,j parra igaz fiiggetleniil attél, hogy azonos
blokkon beliil helyezkednek el, vagy sem.

Bizonyitds. Legyen o egy minimadlisan megfelel6 {itemezés. Tegyiik fel, hogy
az &llitds nem igaz, és a o litemezésben d; < d;, de s(S;) > s(.5;).
Legyen C;(0) és C;(0) a két munka befejezési idépontja. Ekkor a o iitemezés-
ben
cost(Si, S;,0) = |Ci(o) — dil + |C; () — .

Azt tudjuk, hogy Cj(0) < C;(0) és d; < d;. Legyen o’ egy olyan iitemezés, amely-
ben a S; és S; munkakat megcseréljiikk. Ekkor azt kapjuk, hogy
cost(8;, 9j,0") = [Ci(0”) — di| +|Cj(0") — d;j| = |C;(0) — di| + |Ci(0) — dj]
=max{Cj(0),d;} —min{C}(0),d;}
+ max{C;(0),d;} — min{C;(0),d;}
< max{C;(0),d;} —min{C;(0),d;}
+ max{C;(0),d;} —min{C;(0),d;}
=|Cy(0) — di| +|Cj(0) — d;| = cost(S;, S}, 0).
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fgy o’ is minimalis megfeleld iitemezés.
O

A fenti Allitdsnak az a kovetkezménye, hogy van olyan ¢ minimalisan megfeleld
litemezés, amelyben a rovid munkédk az elvart befejezési idejiik szerint vannak
elhelyezve. Osszuk a révid munkakat blokkokba. Egy blokkba akkor keriil az j.
és az (j + 1). révid munka, ha d(S;41) = d(S;) + 4. Vizsgéaljuk ezek utan az S; —
rovid munkakat tartalmazé — blokkot.

2.3. ALLfTAS. Van olyan minimélisan megfeleld o iitemezés, amelyben parti-
cionalé munka nincs a rovid munkakat tartalmazo blokkon beliil iitemezve.

Bizonyitds. Legyen o egy minimalisan megfeleld titemezés. Eloszor vizsgaljuk
meg o-t. Ha abban talalunk olyan munkékat, ahol egy particiondlé munka koz-
vetleniil megel6z egy rovid munkat, akkor vizsgaljuk meg, hogy ezek cseréje utan
valtozik-e az litemezés koltsége? Ha a koltség nem véltozik, akkor cseréljitk meg a
két munkat. Ezek utan o-ban nem marad olyan par, amelyekre egy rovid munka
kozvetleniil kovet egy particiondlé munkat, és a munkak cseréje utan az iitemezés
koltsége nem valtozik.

Tegyiik fel, hogy az &llitds nem igaz, és a o iitemezésben a S; halmaz két
egymds utani munkdja kozott vannak particiondlé munkak. Legyen S; ; és S; j41
a két egymads utdni munka. Ekkor a két munka elvart befejezési idejére igaz lesz,
hogy d(S; ;1) = d(S;;) + 4. Tegyiik fel, hogy a két révid munka kozott van
legalabb egy particionalé munka. Legyenek ezek Py, , ..., Py, . Jelolje s és t az ebbol
a halmazbdl legkésobb iitemezett particiondlé munka (Py,) kezdési és befejezési
id8pontjat. Legyen tovabba d = d(S; ;) + 2.

A. EseT. d < (s+1t)/2. Cseréljiik fel Py és S, ;41 iitemezését. Ekkor a Py,
itemezési koltsége 4-gyel novekszik. Azt tudjuk, hogy az iitemezés el6tt a S; ;11
rovid munka késObbre van iitemezve, mint a hozza tartozé elvart befejezési ido.

A.1. EseT. Ha s+ 4 > d(S; j41), akkor a csere utan is késni fog az S; j 41 rovid
munka. A csokkenés nagyobb lesz, mint 4, mert barmely particiondlé munka hossza
lényegesen nagyobb, mint a révid munkdk hossza. Ez pedig ellentmond annak,
hogy ¢ minimélisan megfeleld {itemezés.

A.2. EseT. Tegyiik fel, hogy s +4 < d(S; ;+1). Ekkor a S; j11 révid munka a
csere utdn nem késik, hanem korabban fejez6dik be, mint a hozza tartozo elvart
befejezési id8. A csere elbtt a késés t+4—d(S; j+1) = t+4—(d+2) =t —d+2 volt.
A csere utdn a munka iitemezésének a koltsége d(S; j41)—(s+4) = d+2—(s+4) =
d—s— 2 lesz. fgy az S; j+1 rovid munka atlitemezése soran a koltség csokkenése
legaldbb

t—d+2—(d—s—2)=t+s—2d+4>4.

Ha a bal oldal nagyobb, mint 4, akkor ismét ellentmonddsra jutunk. Viszont
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egyenl6ség nem allhat, mert — a bizonyitas elején tortént csere miatt ha egyenléség
lett volna, akkor a két munkat mar kordbban megcseréltiik volna.

B. EseT. Tegyiik fel, hogy d > (s + t)/2. Ekkor a legkésébben iitemezett par-
ticionalé munka helyett tekintsiik a legkordbban iitemezett particiondlé munkat.
(Ha r = 1, akkor ezt a munkat vdlasztjuk.) Ez Pj,. Legyen ennek a kezdési és
befejezési ideje s” és t'. Vildgos, hogy d > (s +t)/2.

Cseréljitk most meg S; ; és P, iitemezését. Ekkor a particiondlé munka {iteme-
zésének a koltsége 4 egységgel csokkenni fog, és a rovid munka kezdési idopontja
eltolédik ¢ —4-be. Azt tudjuk, hogy a csere elétt a révid munka kordbban fejezddik
be, mint a hozzd tartozé elvart befejezési idé.

B.1. EseT. ¢ < d(S; ;). Ekkor a révid munka tovébbra is kordbban lesz titemezve,
és munka titemezésének koltsége legaldbb annyival csokken, mint a particionald
munka hossza, ami lényegesen nagyobb, mint 4. fgy a csere utan az iitemezés
koltsége csokkenni fog, ami ellentmond annak, hogy o miniméalisan megfeleld volt.

B.2. ESET. ' > d(S; ;). Ekkor a csere utdn a révid munka késni fog. A csere el6tt
a munka iitemezésének a koltsége legaldbb d(S; ;) — s = d —2 — s’ volt, és a csere
utdn a koltség t' — d(S; ;) =t/ —d + 2. Igy a révid munka iitemezési koltségének
valtozdsa

(t'—d+2)—(d-2—-§)=(t'+5)—2d+4< 4

lesz. Itt — az utolsé egyenldtlenséghez — kihasznaltuk, hogy d > (s' + t/)/2. Igy
ebben az esetben is ellentmondésra jutunk, mert a csere utan az iitemezés koltsége
csokken.

O

Definialjuk most az A;-t mint azon j indexeknek a halmazat, amelyekre a P;
particiondlé munkdk S;-t megelézik, és legyen A; (2 < i < wu+ 1) azon j indexek
halmaza, amelyekre a P; particiondlé munkdk a S;_; és S; kozott lettek iitemezve
egy o minimalisan megfeleld iitemezésben.

Legyen Pa, = {P; : j € Ai}, 1 < i < u+ 1. Ekkor o-ban a munkdkat a
kovetkez6 sorrendeben iitemezziik:

Pays S1, Pay, Sa, ..., Pa,, Su, Pa

u+1"

A P4, ., halmazra azért van sziikségiink, mert nem tudjuk, hogy a o {itemezés
particionalé munkédkkal vagy rovid munkédkkal fejez6dik be.

Nevezziink egy iitemezést idedlisnak, ha minden P4, (1 < i < u) halmazban
elhelyezett munkak 6sszhossza pontosan M,B.

2.4. ALLiTAS. A P4, (1 <i < u) halmazban elhelyezett particionalé munkak
Osszhossza legfeljebb M, B.
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Bizonyitds. Egy idedlis iitemezésben legyen a j. particionalé halmazban elhe-
lyezked6 elsé munka kezdési ideje s és befejezési ideje t = s + M, B.

Tegyiik fel, hogy az allitdsunk nem igaz, és van egy olyan Pa;, amelyben az
itemezett particiondlé munkék végrehajtdsi idejének osszege legaldbb M, B + M,,.
Ekkor ’PAj—ben legalabb 3 munka van. Mivel a PAj—ben elhelyezkedé munkdk
Osszhossza legaldbb M,B + M, ezért ezek a munkdk vagy s el6tt, vagy ¢ utédn
foglalnak le Mp,/2 helyet. Egy particiondlé munka hossza legaldbb M,B/4 >
M,/2.

A. EseT. Tegyiik fel, hogy a P4, halmazba tartozé elsé munka kezdési idépontja
legfeljebb s — M), /2. Ekkor j > 1.Vizsgéljuk meg az P4, halmaz elott kozvetleniil
elhelyezked6 rovid munkak koltségét. Ezek a munkak most korabban lettek iite-
mezve, és mindegyik befejezési ideje legaldbb M), /2-vel cskkent. fgy a Sj_1-ben
iitemezett munkék osszkoltsége legaldbb M, M, /2.

B. ESET. Tegyiik fel, hogy a P4, halmazba tartozé utolsé munka befejezési id6-
pontja legaldbb ¢+ M, /2. Vizsgaljuk meg az P, halmaz utdn kozvetleniil elhelyez-
ked6 rovid munkak koltségét. Ezek a munkdk most késObben lesznek iitemezve, és
mindegyik befejezési ideje legaldbb M, /2-vel né. Igy a Sj-ben litemezett munkak
osszkoltsége legalabb M, M, /2.
A 2.1 Allitds miatt mindkét esetben az {itemezés 0sszkoltsége nagyobb lesz,
mint Wy, ami ellentmond annak, hogy o egy minimalisan megfeleld {itemezés.
O

2.5. ALLITAS. Ayqq = 0.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy az &llitds nem igaz, és A,11 # 0. Adjunk egy
alsé becslést az iitemezésben elhelyezett particiondlé munkak koltségére. A 2.4
Allitasbol kovetkezik, hogy minden P4, halmazban legfeljebb 3 munka van, ahol
i = 1,2,...,u. Ezért az elsé harom particiondlé munka Gsszes eltérése legalabb
0. A kovetkez6 hdrom particionalé munkat megeloz M darab 4 hosszisagi rovid
munka, ezért ezek Osszes eltérése legalabb 4 M, fiiggetleniil attol, hogy melyik par-
ticionalé halmazban keriilnek elhelyezésre. Folytatva ezt a gondolatot azt kapjuk,
hogy az (u—1). hdrom particiondlé munkdra az dsszes eltérés legalabb 4(u—2) M.

Maradt 3 nem vizsgédlt particionalé munka. Mivel azt feltételeztiik, hogy
Aut1 # 0, ezért ezek koziil kettdt biztosan megeléz (v — 1) darab révid munké-
kat tartalmazd blokk. Egy ilyen blokk pontosan M darab 4 hosszisidgi munkat
tartalmaz, ezért a két particiondlé munka osszes koltsége legalabb 2[4 M (u — 1)].
A legutoljara iitemezett particionalé munka koltsége legalabb 4uM, mivel ezt a
munkét megel6z minden révid munka. fgy ~ felhasznalva a 2.1 Allitasban bizonyi-
tott egyenlGtlenséget — kapjuk, hogy
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cost(P,o) > 3[4My + 8Ms + ...+ (u — 2)M,] + 8(u — 1) M, + 4ub s
=12M,14+2+...4+ (u—2)] +8(u— 1)M, + duM,
= 6u(u — 1)Ms + 4M,
= 2M,(3u® — 3u +2)
> Wo.

Ez pedig ellentmondds, mert azt feltételeztiik, hogy o minimélisan megfeleld
iitemezés volt.
O
A 2.4 Allitasbdl és a 2.5 Alh’tésbé} kovetkezik, hogy ZjeAi
L<i<wura, és )L 30y a5 = S a; = B. Ezért > jea, @j = uB minden
1 <i<u lgyaz (A1, Ay, ..., A,) halmazparticié a 3PP feladat egy lehetséges
megoldasa.

a; < B minden

a

A fenti levezetés eredményeként kimondhaté az alabbi tétel.

2.1. TETEL. Az 1|(aj,p,p)| > (E; + T}) feladat er6sen N'P-nehéz.

Ha a konstrukciét tugy készitjiik el, hogy a particionalé ill. révid munkédkat a
(1,1, Mpa; —2) ill. (1,1,2) hdrmasokkal irjuk le, akkor — a fenti bizonyitas 1épéseit
haszndalva — belathatd, hogy igaz a kovetkezd

2.2. TETEL. Az 1|(p,p,b;)| > (E; + Tj) feladat erésen N'P-nehéz.

Osszefoglalas

A cikkben arra adtunk egy egyszertibb bizonyitast, hogy az 1|(a;,p,p)| > (E; +
T;) CTP feladat algoritmikus bonyolultsaga eltér azoktdl az titemezési feladatok-
tol, ahol mds célfiiggvényeket vizsgdltak. A [20]-ban k&zolt bizonyitdst hérom
ponton javitottuk: bizonyitasunkban elegendé két korlatot vizsgalni a Wy kiiszob-
értékre, konstrukcidban a ,,rovid” munkak befejezési idejei kiilonboznek, ezaltal az
optimalis megoldashoz tartozé Gsszes eltérés kisebb és egyszeriibben meghataroz-
hato, végiil a munkakhoz tartozé elsé miiveletek hosszat meghatarozé képletben a
konstansok értéke jelentosen kisebb, ezéltal a bizonyitds attekinthetosége javul.

Ez azt jelenti, hogy a feladat bonyolultsidgi grafjdban maéashol van a hatéar
a P-beli és az N'P-beli specidlis feladatok kozott. A tovabbi kutatdsok szem-
pontjabdl érdekes lehet megvizsgalni a 1| Y (E; + T;) ET-feladatot a kiilonbozé
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specidlis esetekre, és ezek alapjan megkonstrualni a problémahoz tartozé bonyo-
lultsagi grafot. Azt érdemes el6re vetiteni, hogy mar a legegyszeriibbnek latszé
1|{(p,p,p)| >_(E; 4+ T}) feladat bonyolultsdgénak meghatdrozasa sem tiinik egysze-
rlinek, igy kérdéses, hogy ennek a feladatnak van-e olyan specidlis esete, amelynek
algoritmikus bonyolultsdga P-ben van.
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ON MINIMIZING TOTAL EARLINESS AND TARDINESS OF COUPLED-TASKS —
A COMPLEXITY RESULT

JOzsEF BEKESI, GYORGY DOsA, GABOR GALAMBOS

In the paper we prove that the complexity of the CTP problem 1|(aj, p,p)| > (E;+Tj;) differs
from scheduling problems with other objective functions. This means that the line between the
problems in P and NP runs along different special cases. According to the future research it can
be interesting to investigate the problem 1|| Y (E; + Tj) for different special cases, and taking
into account these results one can construct the complexity graph. It is worth mentioning that to
determine the complexity of the problem even in the simplest case 1|(p, p,p)| > (E; + Tj) is not
easy. So it is possible that this problem does not have any subcase with complexity in the class P.
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