A FOLYO IRODALOMBOL

AZ ELEKTRON KLASSZIKUS MOZGASEGYENLETE*

MARX GYORGY
E6tvos Lorand Tudomanyegyetem Elméleti Fizikai Intézete

Osszefoglald formaban targyaljuk a ponttoltés mozgasegyenletét a
klasszikus elektrodinamika keretei kozt, annak fobb gyakorlati eredményeit,
végiil a sajatgyorsitds jelenségét és az elektrontomeg problémajat.

A toltott részek altal keltett elektromdgneses teret a Maxwell-egyenletek
hatarozzak meg. Legyen o, (r,f) egy tetszéleges toltéseloszlas siiriisége
(i (r, t) a megfeleld aramsiirtiség); E,(r,?) és H,(r,t) jelolje az altaluk léte-
sitett térerdsségeket. Legyen tovabba ¢, (r,f) és j.(r, f) egy masik test toltés-
és aramsfiriisége, amely E,(r, ), ill. H,(r, ?) intenzitastu tereket kelt. Ha a két
toltésrendszer egyszerre van jelen a térben, a toltéssiiriiséget o, o0,, aram-
stirliséget j,+j. irja le. Az Aaltaluk egyiitt keltett térerésségek a Maxwell-
egyenletek linedris jellege folytdn egyszeriien E,-+E,, ill. H,+ H,. Lathaté
ebbdl, hogy a Maxwell-egyenletek semmit nem mondanak a két egymast
befolyédsold toltott test mozgdsardl. Lehetséges példaul két egymdshoz viszo-
nyitva nyugvo elektron terét kiszamitani, annak ellenére, hogy ilyen toltés-
eloszlas a természetben tartésan nem létezhet. Az elektrodinamika torvény-
rendszerének teljessége tehdt a (toltések mozgasanak térre gyakorolt befolydsat
leird) téregyenletek ismeretén kiviil megkivanja a mozgdsegyenletek feltalalasat
is (amelyek a térnek a toltések mozgdsdra kifejtett hatdsdrol adnak szamot).
Az ilyen irdnyt kutatds Coulomb els6 kisérleteivel kezdddott (1785). A klasz-
szikus mozgéasegyenlet végleges formdaja H. A. Lorentz nevéhez kapcsolodik
(1895).

Az anyag és elektromossdg atomos szerkezete folytdn ponttoltések vizs-
galatara korlatozodhatunk. Egy m tomegili, e toltésii és v sebességii test
Lorentz-féle mozgéasegyenlete (Gauss-féle c. g.s. egységekben) igy hangzik:

d 1
E(mv)—e(E-}—?vXH) (1)
(t az id6, ¢ a fénysebesség). A nemrelativisztikus sebességek tartomanyaban

* A Német Tudomanyos Akadémia kiadasaban megjelend Matematisches Worterbuch
szamara késziilt enciklopédiacikk. Erkezett 1960 febr. 15.

6*



248 MARX GY.

(v*<<¢’) m allandé. Olyan sebességeknél azonban, amelyek megkozelitik
a fényét,

Pl .. W
fi—vi/e

-~ (m,= const = nyugalmi tomeg) (2)

veendd. Kimutathato, hogy az (1) mozgastorvény (2)-vel kombindlva minden
tehetetlenségi rendszerben azonos alakban érvényes, tehat a Lorentz-transz-
formacioval szemben kovaridns.

A specidlis relativitiselmélet keretei kozt a mozgdsegyenletek és a
(linearis) téregyenletek a mondottak értelmében egymastol fiiggetlen torvények.
Ha azonban az &ltalanos relativitiselméletet hasznaljuk, a gravitaciot is figye-
lembe kell venniink. A Maxwell-féle elektromdgneses téregyenletek és az Ein-
stein-féle graviticios egyenletek egyiitt nemlinedris egyenletrendszert alkotnak.
Infeld és Wallace megmutatta, hogy a Lorentz-féle mozgdsegyenletek a kom-
binalt téregyenletekb6l mar levezethetok [1]: utébbiaknak mar csak olyan
testrendszer esetére van megolddsuk, melynek tagjai természetes gyorsuld
mozgasukat végzik.

A Lorentz-egyenlet sok gyakorlati problémandl, elsdsorban elektronok
és ionok mozgasanak, kozvetve pedig minden elektromdgneses tér hatdsanak
kitett test mozgasdnak tanulméanyozdsanial nélkiilozhetetlen. Legfontosabb
alkalmazési teriiletei a hiraddstechnika, elektronika és atomfizika (elektron-
csovek, katodoszcillografok, elektronmikroszkopok, tomegspektroszkopok,
gyorsitoberendezések). Igen sok esetben elegendd az elektron térbeli palyaja-
nak meghatirozasa. Ekkor nem kozvetleniil az (1) egyenletet, hanem olyan
leszarmaztatott képleteket haszndlunk, amelyekben az id6 méar nem szerepel,
amelyek tehdt lehetové teszik a pdalyagorbe direkt kiszamitdsat. Ezek a kép-
letek a geometriai optika képleteire emlékeztetnek, ezért ilyen esetben az
elektronoptika elnevezést is haszndljuk.

Az (1) egyenletben E ¢és H additivan tevédik 0ssze a kiils6é erdtérbol
és az elektron sajatterébdl. Gyakorlati alkalmazasokndl (kis gyorsuldsok ese-
tében) majdnem mindig figyelmen kiviil hagyhat6 a sajattér mozgasra gya-
korolt visszahatds. Vannak azonban olyan esetek, amikor a sajattér erfsen
modositja az elektron mozgésat. Az elektron mozgdsegyenlete a kovetkezo
alakra hozhato:

d
a7 (mv)= e(Eext + LC v X Hext) + K. 3)

Itt K az elektron egyes toltéselemei dltal egymdsra kifejtett er6k ereddje, az
ugynevezett sugdrzdsi visszahatds. K alakja elég jelentés modon fiigg a
toltéseloszlas alakjatol. K pontos meghatdrozdsa nehéz feladat. Ha feltételez-
ziik, hogy a nyugvo elektron r, sugarti gomb homogén toltéseloszlassal, és e
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gbmb mozgds soran Lorentz-kontrakciét szenved, akkor pillanatnyilag kis
sebességek (v? << ¢?) esetén egyenesvonali mozgdsndl K-ra az aldbbi kifejezés
adodik [2]:

24 e.z ® (__2’,“)u du+:7. X
Ke=——— e e 4
o ,;; (n+2)(n+3)(n+5)nlc" g+ ()
Ha az elektron mozgésallapota olyan lassan valtozik, hogy a sebesség négy-
zetét és a gyorsulas denva]t]alt elhanyagolhatjuk, (3) és (4) egybevetése révén
kapjuk:

(m —I—- dm) — == (Eext + V>< Hext) ) (5)
ahol
_ 4 3¢

A sajattér egyenlet hatdsa az elektron tehetetlenségének megnovekedése. dm
egy toltott gomb E-=—3¢°/5r, elektrosztatikus sajatenergidjahoz kapcsolédéd
E/c* tehetetlenség, megszorozva még a 4/3 faktorral. dm felléptét az magya-
razza, hogy az elektron sajatterének energidja is gyorsul, ez pedig tehetetlen-
ségnovekedést eredményez. dm-et elektromagneses tomegnek nevezziik, szem-
ben az m mechanikai tomeggel. Az elektromédgneses tehetetlenség szemléletes
oka a kovetkez6: A mozg6 elektron dramként magneses teret kelt. A gyor-
sulds folyaman erdsbodik a magneses tér intenzitisa, ez pedig egy olyan
elektromos teret indukdl, amely a kiils6 gyorsito erbvel ellenkez6é irdnyu
hatast fejt ki a toltésre. — A 4/3 faktor idegen a relativitiselmélet szdmara.
A faktor fellépte azzal fiigg Ossze, hogy egy kizérolag elektromdgneses erdk
hatasanak kitett alakulat instabil. Ha jarulékos belsd fesziiltségeket vezetiink
be, amelyek a Coulomb-taszitast ellensiilyozzdk és biztositjdk az elektron
stabilitasat, és ha e fesziiltségek energiatartalma nyugvo elektron esetében
zérus, akkor a 4/3 faktor elmarad.

Eszlelheté fizikai jelentéssel csak az m -4 odm teljes tomeg rendelkezik,
ez egyezik meg a kisérletileg mért mey—0,91.10 ~ g elektrontomeggel. EI6-
szor Abraham vetette fel annak lehet6ségét, hogy taldn az elektron egész
tehetetlensége elektromdgneses eredeti. Az elektron tiszta toltésalakulatként
foghato fel, r, sugdrral, amelynek mechanikai tomege zérus (m=0). A dm
elektromagneses tomeg az mex, kisérleti tomeggel egyezik meg. Igy adddik
a klasszikus elektronsugér:

S
B et

Fo= =3,6-10""cm (7)

Az Abraham-féle felfogds célja a mechanikdnak elektrodinamikara torténd
visszavezetése, tehat egy egységes térelméleti vilagkép megvalositasa. Az
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Abraham-féle program azonban nem vihet6 teljesen keresztiil a Maxwell-
féle elmélet keretei kozt. Az elektron stabilitisa érdekében olyan kompenzalo
fesziiltségek feltételezésére van sziikség, amelyek nem elektromagneses
eredetfiek.

(3), (4) és (6) alapjan irhatjuk:

2 e’ d’v
S_eidi-

d 1 : ,
(m+(3m)d;7:e(Eex(—}— TVX Hext |- + K/, (8)

ahol

linl K =0 9)
K’ komplikalt kifejezés, amelynek alakja érzékenyen fiigg az r, elektron-
sugartol, a toltés térbeli elhelyezkedését6l és a stabilizalo fesziiltségektol,
tehat olyan paraméterektdl, amelyek az elektron bels6 szerkezetével allnak
kapcsolatban, és amelyek tekintetében kozvetlen ismereteink nincsenek. Ez azt
jelenti, hogy a (8) mozgasegyenlet konkrét alakja voltaképpen ismeretlen.
Eppen ezért kovetik ma dltaldban azt az eljarast, hogy az elektront pont-
szerfinek tételezik fel. Ilyenkor K'= 0, a toltéseloszlas és kompenzalod fesziilt-
ségek kérdése fel sem meriil. Igaz ugyan, hogy most dm =+ o adédik, de
a mechanikai tomeg mindig megvalaszthat6 gy, hogy m + dm = meyxp, legyen.
A omc* divergens sajatenergidnak elektrontomegbe torténé beolvasztasat
nevezziik fomegrenormdldsnak. A mechanikai tomeget voltaképpen m = —o
értékiinek kell valasztanunk. E foltevés alapjén pontszerii elektronra az

d 1 ) 2 e q?
Mexp F‘tr-==€(Ecxt+CV>\/Hext +‘3— ia dl‘y (]0)

mozgdsegyenlet adodik olyan tehetetlenségi rendszerben, ahol v* << ¢®. A pont-
szerilt elektron relativisztikusan kovaridns mozgésegyenletét P. A. M. Dirac
hatarozta meg [3] (lasd a (17) egyenletet), & tanulményozta behatdan annak
fizikai kovetkezményeit is. Az elektront a kvantummechanika is 1ényegében
ponttoltésnek tekinti.

A (10) mozgasegyenletet szdmos fizikai problémanal alkalmaztak. Egy
példa az atomszinképek természetes szélességének bevezetése. Egyszeriiség
kedvéért a Thomson-féle atommodellt hasznaljuk, amely szerint egy atomi
elektronra kvdzielasztikus erd hat:

£ Eext e nlexp (7);2) I‘, cht == O.

Ha (10) utols6 tagjat, tehat a sugarzdsi visszahatast figyelmen kiviil hagyjuk,
az elektronra o, frekvencidji harmonikus rezgés adédik, az emittalt fény-
hulldm is szigortian monokromatikus lesz. De ha a sugédrzdsi visszahatast is
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figyelembe vessziik, csillapitott rezgésre jutunk:

1 . Dol

-5yt iept e Wy

= R SR SR ool
exp

(12)

(7* w; nagysagrendili tagokig terjedd pontossdggal). (12) Fourier-transzfor-
maltjanak abszolut négyzete adja meg az emittalt sugarzas szinképi intenzitds-
eloszlasat:

/4
l‘) (w_wo)a+y2//4' (13)
A képlet véges szélességii szinképvonalat ir le. A vonal természetes félérték
szélessége (hullamhosszra atszamitva)

dz:J(Q:TC):ZSTfy: 16T
W} 15

I(w)=I1(»

ry=12-10""cm. (14)

w

A (10) egyenlet alkalmazasdra mésik példa a korgyorsitoval elérhetd
maximalis energia meghatdrozdsa. A toltott részek pl. a betatronban is kor-
palyan futnak. A jelentés centripetdlis gyorsulds erfs sugéarzisi fékezést
létesit. Egy kritikus sebességnél a sugérzasi visszhatds eléri a palyamenti
gyorsitd erd értékét (felvett és kisugérzott energia egyenld lesz), igy a tovabbi
gyorsitas lehetetlenné vélik. A kritikus energia meghatarozasahoz természete-
sen csak (10) relativisztikus alakja (a (17) egyenlet) haszndlhat6. A sugéarzasi
fékezés okozza a radidantenndk sugarzési ellenallasat is.

A klasszikus mechanika mozgasegyenleteivel szemben a (10) differencial-
egyenlet 1ényegesen 1j vondssal rendelkezik: (10)-ben a sebesség masodik,
a koordinatdk harmadik iddderivdltja is fellép. Ebbdl kovetkezbleg kezdeti
feltételként az r, kezdokoordinata és v, kezd6sebesség mellett a gyorsulas a,
kezdeti értékét is ismerniink kell. A (10) harmadrendii differencialegyenletnek
tehat tobbféle megolddsa van. Tekintsiink példaul egy elektront, amelyre nem
hat kiils6 tér (Eexp = Hexp=0). A (10) egyenlet megolddsaként kiadodik:

et —IAit _ 3mexpc®

r(=r, +voft +a,—;5—, 7 7o

= (15)

a,— 0 esetén a vart allando sebességii mozgast kapjuk. Ha azonban a,==0,
(15)-bol
lim |v(f)| =00 (16)
t—>m

adodik. Ez varatlan eredmény: a sajattér korlat nélkiil gyorsitja a elektront.
Az elektron sajdtgyorsitdsinak jelenségét Dirac ismerte fel [3].

A sajatgyorsitas kiilsé er6térben (pl. homogén elektromos és magneses
térben) is fellép, és nem kizardlagosan a nemrelativisztikus targyalasmod
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jellegzetessége. A kovaridns mozgdsegyenlet

(ot Omy) S — € pig gy 2 € (d'”‘ % S

adr c dt dz

ui) (i,k=1,2,3,4) (17)

alaka. (It Fi5* a térerdsség-tenzor, u;—dx;/dv a négyessebesség, 7 a sajat-
ido és x,=ict) Ez az egyenlet olyan tehetetlenségi rendszerben, ahol pilla-
natnyilag v=0, atmegy a (10) egyenletbe, egyben Lorentz-transzformacioval
szemben kovaridns, kovetkezésképpen tetszéleges tehetetlenségi rendszerben,
tetszoleges sebességek esetén érvényes. (17) pontos megoldasa pl. Fii* — 0
esetén

u; (t) = A; e + B e o™,

Az A;, B;, C integracios allandoknak az

AiAi=0, BiBi—0, ABi—-C

feltételeket kell kiegésziteniok. Lathato, hogy a sajatgyorsitis most is fellép:
T— oo hataresetben u; (t) — o<, |v(f)|—c.

A sajatgyorsitas jelensége a természetben nem figyelhetd meg: korlatos
erdsségili kiilsd terekben az elektron sebessége mindig korlatos (ill. mindig
c-nél kisebb) marad. Dirac a problémat (17) megoldasainak fizikai és nemfizikai
tes mozgds esetén a fizikai megoldas (15)-bél a,— O helyettesitéssel adodik.)
Dirac és mds szerzOk kisérletet tettek, hogy a nemfizikai megoldasokat vala-
milyen jarulékos kovetelménnyel kizarjdk. Megkovetelhetd példdul, hogy a
megoldds a toltés pozitiv hatvdnyai szerint sorbafejthetd legyen, létezzék
Fourier-integrélel6allitdsa vagy teljesiiljon a

lim (ﬂ—ﬂ i ﬂﬂ):o
o dT ¢ dr dr

altal kifejezett ,tér-egyensuly” elve. Eliezer azonban tobb konkrét esetben
megmutatta, hogy vannak olyan kiils6 terek (mint példdul egy atommag
Coulomb-tere), amelyekben (10)-nek fizikai megoldasai egydltalain nem létez-
nek [4]. Elképzelhetetlen, hogy létezne olyan posztulatum, amely tgy vdlasz-
tana ki a fizikai megoldasokat, hogy ilyen terekben semmiféle elektronmoz-
gast nem engedne meg.

A probléma megoldasdban inkdbb reménykedhetiink, ha megismerjiik a
sajatgyorsitds bekovetkezésének fizikai okat. A végtelenbe novekvd kisugdr-
zott energiamennyiség €s a mozgdsi energia végtelennévilasa miként egyez-
tethetd Ossze az energia megmaradasdnak torvényével? A Maxwell—Lorentz-
egyenletrendszer invaridns varidcios elvbél szarmaztathato, ezért az energia-
tételnek feltétlentil érvényesnek kell lennie.
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Alkalmazzuk a (10) mozgésegyenletet pl. a sztatikus élektromos tér
esetére (Eext=—grad @(r)). Ha az egyenletet v-vel szorozzuk és ¢, ¢
hatarok kozt integraljuk, a kovetkezd osszefiiggésre jutunk [5]:

t

E(t)— E() :%%f (Z—:) dt, (18)

{()
ahol

E(f)— [mc2+%mv‘-’] + [dmc"’—{— —;—()'/nv"'—~—§ %v‘fi—:]—{—[e ®]. (19)
(18) jobb oldaldn a gyorsuld elektron altal kisugérzott energia all. Ez a sajat-
gyorsitds folyaman a végtelen felé tart. (Ugyanez igaz a relativisztikus elmé-
letben is.) De mivel az elektrodinamikdban fenndll az energia megmaradasa-
nak tétele, a kisugdrzott energia csak abbol az energiamennyiségb0l szar-
mazhat, amely az elektron kornyezetében van felhalmozva. Ezt fejezi ki a
(18) egyenlet. Az elektron kornyezetének energiatartalmat a (19) képlet adja
meg. Az els6 zardjel a mechanikai (nyugalmi-- mozgasi) energia, a masodik
zardjel a sajattér energidja, a harmadik tdg a kiils6 er6térben felvett helyzeti
energia. Egy pontszerii elektron mechanikai energidja — oo, a sajattér energia-
janak elsd két tagja azonban kompenzalja ezt, 1évén m -+ o0m =mep >0. A
sugarzasi térnek leadott energia éppen ezért csak a sajattér energiajanak
harmadik tagjabol szdrmazhat, amely alulr6l nem korlatos. A sajatgyorsitas
sordn ez a tag (és az egész E () mennyiség) — oc-hez tart. Mi a sajattér-
energia harmadik tagjanak fizikai jelentése? A masodik zardjelben az elektron
terének energiaja szerepel, ami pozitiv definit. Egy gyorsuldsmentes elektron
térenergiajat e zarojel elsé két tagja irja le. Ha azonban a részecske a sebes-
ség irdnydba gyorsul, a térenergia kisebb, mint egyenletes mozgds esetén.
(A sajattér tavolabbi tartomanyait az elektromdgneses hatds véges terjedési
sebessége folytdn még az alacsonyabb sebességii elektron hozta létre.) A
gyorsuldas novekedtével az elektron sajattere egyre jobban lefogy, a pozitiv
térenergia domindl6 szerepe megsziinik, a negativ mechanikai energia tul-
nyomovéa valhat. Ebbél kovetkezik, hogy az elektron kornyezetében felhalmo-
zott E(f) energia id6vel negativ lesz. Az elektron végtelen térenergidja fedez-
heti tehdt a kisugdarzott teljesitményt.

A sajitgyorsitds oka ezek szerint a sajattér energidjanak végtelen volta
és ehhez kapcsoloddan a mechanikai tomeg negativ értéke. Emlitettiik korab-
ban, hogy a gyorsulds altal indukélt elektromos tér a gyorsulassal ellenkezd
iranyt er6t fejt ki a toltésre. De ha a mechanikai tomeg negativ, ez az er§
nem csokkenti, hanem tovabb noveli a gyorsulds értékét. Wildermuth bebi-
zonyitotta azt is [6], hogy véges kiterjedésii elektron m <O esetén sajat-
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gyorsitasra, m >0 esetben azonban sajatfékezésre vezet. Utobbinal (15)
kitev6je negativ lesz.

A sajatgyorsitds kikiiszobolésére nincs lehetéség a Maxwell-elmélet
keretei kozott. A kovetkez6 kiutak johetnek szoba: 1. A térenergia képlete
moédosulhat oly moédon, hogy egy ponttoltés térenergidja végesnek adddjék.
(Példa erre a Born—Infeld-elektrodinamika.) 2. Az elektron véges kiterjedésii
részecske, amelyet nem elektromagneses természetii fesziiltségek tartanak
ossze. 3. Fennadll még annak lehet6sége is, hogy az elemi részek Osszes
kolcsonhatasainak (koztiik a graviticionak) figyelembevétele olyan részecske-
szerkezethez fog vezetni, amely szerint az elektron teljes tomege véges pozitiv
definit sajattér-energiak Osszegeként adddik. Ha ez utébbi feltevés helyesnek
bizonyul, akkor a sajatgyorsitds egy meg nem engedett absztrakciobdl szdr-
mazé hibéds eredménynek mindsiil majd. A meg nem engedett absztrakcid
az elektromagneses kolcsonhatds kizardlagos és egyoldalu figyelembevételé-
ben, az Osszes tobbi kolcsonhatasnak ,,mechanikai’’ tomegbe olvasztott tul-
egyszerfisitett Osszefoglalasaban rejlik.

A mozgastorvényeket mds terekben is tanulmdnyoztdk, tobbek kozt
skalaris mezontérben. Itt az ered6 nyugalmi tomeg negativva valdsa a gyor-
sulds megforduldsdra vezet [7]. A sugérzasi visszahatds [8] szintén sajat-
gyorsitast eredményez [9].
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