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A kvantummechanika megalkotdsdnak elsG éveiben az érdekl6dés elSterében
a kotott dllapotok vizsgdlata dllott. Mivel a kvantummechanikai rendszereknek
dltaldban végesszdamu kotott dllapotuk van, az ilymdédon szerezhetd informdcid
csak korldtozott felvildgositdst nydjthat a rendszeren beliil uralkodd térvényekr6l.
Ezért tolddott dt a kutatdsok stlypontja a szordsi dllapotok kisérleti vizsgdlatdra.
Szérdsi kisérletek segitségével kotott dllapotokkal egydltaldin nem rendelkezd rend-
szerek elemei kozott hatd kolesonhatdsrol is nyerhet8k adatok, igy pl.ap—p, p—=
kolesonhatdsra vonatkozdan. Ha viszont van a rendszernek kotstt dllapota, szd-
ratdssal olyan paraméterek is nyerhetSk, amelyekrdl a rendszer diszkrét dllapotainak
vizsgdlata nem mondhat semmit. Igy pl. a hidrogénatom nivdszerkezetébdl nem
tudunk kovetkeztetni a proton elektromdgneses alakfaktordra, mig a proton-elektron
szordskisérletekbsl — igen.

Az anyag viselkedését legpontosabban a kvantumtérelmélet formalizmusa
keretében tudjuk ma leirni. A térelmélet értelmében az anyag legkisebb részének
is végtelen nagy szabadsdgi foka van és ez konkrét problémdkra valé alkalmazdsa
sordn lekiizdhetetlen matematikai nehézségeket idéz el8. Szerencsére, ez a helyzet
hasonlé ahhoz, mint ami el8dll a klasszikus mechanikdban a kontinuumok tdrgya-
ldsa esetében. Amint az eldobott gumilabda mozgdsdt nagy vondsokban jo kozeli-
téssel adja meg a merev testek mechanikdja, Gigy redukdlédik — bizonyos feltételek
mellett — a végtelen szabadsdgi-foki rendszer kozelitd kvantumelmélete néhdny
szabadsdgi fokra. Az a tapasztalat, hogy kolcsonhatd részrendszerek relativ moz-
gdsi energidjanak E—~0 cs6kkentése sordn a probléma egyre jobb kozelitéssel te-
kinthet§ két tomegpont egy V(r;—r,, 55, S,) potencidllal leirhaté kvantummecha-
nikai mozgdsdnak. Ez utdbbi viszont matematikailag ekvivalens egy 3+ 1 szabad-
sdgi foku részecskének egy fix, egyrészecske-potencidlon vald nem-relativisztikus
(rugalmas) szérdddsdval. Ez a jelenség az 1Un. potencidlszérds, amely ardnylag
egyszerlien tdrgyalhatd. A potencidlszords addig jelent jé kozelitést a valdsdgos
folyamat leirdsdban, amig, az £ bombdzé energia alacsony értéke miatt, a koleson-
hatds utdn lehetséges részrendszerek még nem johetnek létre gerjesztett dllapotban;
ilyenkor a valdsdgban is csak rugalmas szdrds 1éphet fel. A bombdzd energia nove-
Iésével egyre ujabb csatorndk nyilnak, egyre tobb szabadsdgi fok gerjesztddik, de
a potencidlszdrds elmélete nagy vondsokban, kozelitSleg még itt is megSrzi haszndl-
hatdésdgdt. Hasonléan ahhoz, ahogy a tdmegpont vagy merev testek mechanikdjdnak
torvényei nagyjdbdl eligazitanak a deformdlhaté testek mozgdsdnak leirdsdndl.
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A szérasprobléma a klasszikus mechanikdban

Tekintsiink az m-tomegii anyagi pont szordddsdt a V(r) potencidllal leirt, a tér
egy korldtos tartomdnydban hatd, erStéren (ldsd 1. dbrdt). A mozgdst az r =r(t),
p=p()=mr(¢) formdban az

mr = —grad V(r)

differencidlegyenlet irja le a # =0 id6ponthoz tartozé r(0) =r, p(0) =p hatdrfeltételek
segitségével. Az r(r) gorbének az idGparaméter t = + co-re extrapoldlt értékei

e -

e P,

g --._n(fz',f,') |

1. dbra. A klasszikus mozgas a véges hatotdvolsagi szorotér elérése elott és elhagyasa utan
— szabadmozgas. A kezdd- és végallapot e két szabadmozgis folytatdsa az egész térre.

mellett — a kolesonhatdsi térrész korldtossdga miatt, a feltételesen periodikus
mozgdsok kizdrdsa esetén — egyenes aszimptotdi vannak. Az r(z) dllapot aszimpto-
tikdja nagy || idGkre:

1
T(t)’\’l'i+mpi7, Les—ieo

r(7) r+—l— t t—>+
T mpf’ .

Az adott r(z) fizikai dllapothoz kolcsénosen egyértelmiien tartozik a z=0-beli
(r, p) vektorpdr. Utolsé két egyenletiinkkel ugyanezen fizikai dllapothoz ujabb két
vektorpdrt, az (r;, p;) és (r;, p,)-t rendeltiik hozzd. Ezek segitségével definidlhatjuk az

1 :
@ = l'.~+ﬁpit minden #-re,

1 ;
r(t) = rf—f-;p,t minden 7-re,



A POTENCIALSZORAS ALAPFELADATA 487

szabaddllapotokat. Heisenberg terminoldgidjat haszndlva, az r,(¢) szabaddllapotot
az 1(?) fizikai dllapot ,kezd&dllapotdnak™, az ry(f) szabaddllapotot az r(¢) fizikai
dllapot ,,végdllapotdnak™ nevezziik.

A fizikai dllapotot, a kezdd dllapotot és a végdllapotot egyértelmiien meghatd-
rozza a hdrom mozgdst a =0 idGpontban leiré hdrom vektorpdr: rendre az (r, p),
az (r;, py), ill. az (r;, p;). Adott V(r) kdlcsonhatds esetén, a vektorpdrok bdrmelyike
egyértelmiien meghatarozza a mdsik kett6t. Ha torténetesen V(r) =0 volna, azaz
nem lenne szérétér, ugy

(ri’ px) = (l‘, p) = (rf’ P)

lenne. A V(r) szérépotencidl jelenlétében a 3 vektorpar kiilonbozik egymdstol.
Az (r;, p;), az (r, p) és az (v, p,) vektorpdrok, illetSleg az dltaluk reprezentdlt kezdd,
fizikai, és végdllapot kapcsolatdt a kovetkez8 sémdval definidlt S7, Q,, Q_ ope-
ratorokkal irhatjuk le:

(ri’ pz) ’E:’ (rfs pf)
Qi M

(r,p)

Az aszimptotatétel

A Kklasszikus fizikdban, mint ldttuk, véges hatétdvolsdgli er6tér esetén minden
(r, p) fizikai szdrdsdllapothoz egyértelmiien tartozik egy (r;, p;) szabad kezdd- és
egy (r;, p;) szabad végdllapot. Megforditva, minden szabad kezd&dllapothoz (vég-
allapothoz) megadhatjuk a hozzdjuk tartozd fizikai szdérds-dllapotot.

E tételek kvantummechanikai megfelelGje az 1n. aszimptotatétel. Eszerint a
Coulomb-potencidlndl gyorsabban eltlinG potencidl esetén az dllapotegyenlet minden
olyan négyzetesen-integralhatd y (r, #) megolddsdhoz, amely ortogondlis a probléma
kotott dllapotainak #, terére, taldlhatd a szabadmozgds dllapotegyenletének olyan
két @;(r, t) és @,(r, t) megolddsa, amelyekhez a v (r, ¢) dllapotfiiggvény nagy negativ
ill. pozitiv id8pontokra erdsen konvergdl. Azaz, a

1 oY(r, 1)

i ot
1

+Hy = 0;

rt+¢¥(r)—-0, r—-o, &=>0;

Jrandr<=;
V@ DER,,
H = H,0H,

feltételekbdl, ahol # a Hilbert-tér,#,; az exponencidlisan lecseng8 kotétt dllapotok
dltal kifeszitett altér, kovetkezik olyan ¢(r, 7) és ¢(r, t) fiiggvények létezése, ame-

1*
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lyekre fenndllnak az

1 doi(r, 1) B 1 0¢(r, 1) E
i ot —FHer =% 'i7T+H0(Pf~0,
Il//(l', t) —(pi(r’ t)|:>0; ha t—> — oo,
és Nl(", t)—(pf(r, t)I:(), ha t—> 4 oo

egyenletek. Az aszimptotatétel igazoldsdra csak egy kovetkezd elGaddsban keriil
majd sor, itt csak szemléletessé tessziik jelentését a kovetkezd észrevétellel. Mig
a kotott dllapotok alterének elemei exponencidlis lecsengésiik miatt minden idég-
pontban a szérécentrum kozelében koncentrdlt valdszinliségi eloszldsra vezetnek,
addig a kontinuum-altérben definidlt szordsi dllapotfiiggvény eloszldsdnak suly-
pontja nagy |7| id6pontokra minden hatdron tudl eltdvolodik, elébb-utobb kikeriil
a gyorsan lecsengd erdtér hatdsa aldl és szabad hullimcsomagként folytatja moz-
gdsdt.

Az aszimptotatételekben szerepl§ ,,erds-konvergencia” tipikusan Hilbert-
térbeli fogalom. A fiiggvénytér egy ¢ paraméter szerint rendezett elemeinek soroza-
tanak az erGs (=) ¢és gyenge (—) konvergencidjdt a kdvetkez8képp definidljuk:

®,=®, ha lim ||®,—®| = 0;

1— oo

®,~®, ha lim(y, d—&,) =0,

t— o0

ahol Y a Hilbert-tér egy tetszSleges eleme és | || a norma jele. Operdtor-sorozatok
erds és gyenge konvergencidja fogalmdt a fliggvénysorozatok konvergencidjdra
vezetjiik vissza:

U=U, ha Uy=Uy,

U~U, ha Uy—Uy,

aho! ¥ a Hilbert-tér barmely fix eleme.

A Moller-féle hullamoperdtorok

A ¢(r, t) kezd&dllapot, a y (r, ¢) fizikai dllapot és a ¢ .(r, 7) végdllapot mind-
egyike egyértelmiien jellemezhetd ¢=0-beli @(r), Y(r), ¢ (r) alakjukkal, amelyeket

oulr, 1) = e~ g (y),
i, ) = & ey

Qs(r, 1) = e~iHotgp (1)

cgyenletek, mint a megfelel§ dllapotegyenletek megolddsai, egyértelmiien definidlnak.
Az aszimptotatétel értelmében

o=t (r) — e~ ()| = 0, ha 1 —oo;

ety ) — et @)] =0, ha t—+on,
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2. dbra. A kvantummechanikai mozgas.

a) A térben jol-koncentralt (,,egyszeri”) ¢:(r, #) kezddéllapot szabadmozgas esetén a ¢=0-kor
alig szélesedik ki: [¢:(r)]. A V(r) szor6tér hatdsara a ¢, (r, 1) kezddallapotbdl kifejlods w (r, ¢) fizikai
allapot ¢=0-ra jelentdsen szétfolyik: [ (r)].

b) A térben jol-koncentralt ¢y(r,?) (.egyszeri”) végillapot #=0-kor kevéssé, a o@r(r, 1)-t
generald v (r, t) fizikai 4dllapot ugyancsak 7=0-kor térbelileg lényegesen kiterjedt.
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Az 1n. viltozdsoperdtornak,
U(I) = piHt p—iHot

bevezetésével az aszimptotatétel ekvivalens a
(@) —U(t)p;(r)|=0, ha - —eco,
W(r)—U(t)p,r) =0, ha - +eo

egyenletpdrral, hiszen H hermitikus, exp (+iH?) unitér; unitér operdtor a skaldr
szorzatot és a normdt s vele az erds konvergencidt invaridnsan hagyja. Utolsd
egyenletparunk alternative az

U)o )=y (), - —e,

U)o r)=y(r), t—++o
alakba irhatd.

Ertelmezziik mdrmost az Q., Q_, Mopller-féle hullimoperdtorokat (1945)
a kovetkez6 modon. Adott és Osszetartozd ¢, és ¢, dllapotok esetén legyen

(2. dbra)
Q.0:m)=y 1),
Q_¢,(r) = (r).
U)p(r)=Q,¢;(r),
U(1)p, 1) =2, ().
Mivel a ¢(r) és a ¢,(r) fiiggvények sokasdga kiilon-kiilon is kifeszitik a Hilbert-

teret, ezért az operdtorok erds konvergencidjdnak fent bevezetett definicidja alapjan
irhatjuk:

Ezek szerint

U(t):Q-‘H ha t— —oo,
Ut)=Q2_, ha t— +o.

Az aszimptotatétel éppen a hulldmoperdtorok egzisztencidjat mondja ki.

A hullamoperatorok tulajdonsdgai

Az Q. és Q_ operdtorok — értelmezésiik szerint — a kezdd, ill. végdllapotok
sokasdgdt a beldliik kifejl6dd ill. 6ket generdlo fizikai dllapotok sokasdgédba viszik dt.
Mivel a ¢; és ¢ dllapotok az egész #-teret, a  dllapotok annak csak J#, alterét
feszitik ki, mind az Q,, mind Q_ a teljes Hilbert-teret annak kontinuum-alterére
képezik le:

Q. H=5,.
Eszerint a hulldmoperdtorok nem unitérek. Mégis, Q, és Q_ rendelkeznek az
unitér operdtorok egyik tulajdonsdgdval, a skaldr szorzat invariancidjdval, az tn.

izometridval. A hulldimoperdtorok izometridja 6rokl6dik az U(r) unitér operdto-
roktol, amelyek sorozata 7 F -re erfsen konvergdl Q,-hoz. Nevezetesen, az

U(t) — ei"te—iHot
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valtozdsoperdtor a H és H, Hamilton-operdtorok hermiticitdsa révén unitér. Eszerint

(U@, UDe)=(0, ¢).
Masrészt kimutathatd, hogy a
(@) =%, n(H)=no
feltételek mellett dltaldnosan fenndll skaldr szorzatuk sorozatdra

lim (£, n(0) = Cos m0)-
P )
Ennek a segédtételnek felhaszndldsdval most mdr ldthaté az izometria:

(210, 2.0)=(p, ¢').

Eszerint
Q; Qi" == l,

de az unitér operdtorok mdsik jellemzdje nem teljesiil:
Q.0%=1,

amint azonnal kimutatjuk.

Unitaritds és izometria a fiiggvénytérben

A nem-unitér izometria fogalmdnak megyvildgitdsa céljdbdl tekintsiik el@szor
az unitér operdtor fogalmadt.

Tekintsiik az A4 és B nem kommutdld operdtorok |a), ill. |b) sajdtfiiggvényeinek
egy-egy teljes, ortonormdlt rendszerét, Za)i ill. |b)i-t. Minden elemére fenn4ll

Alay=ala), B|b)="bb).

Tekintsiik most a két, egymdstdl sziikségképpen kiilonbozé bazisrendszert egy-
mdsba transzformdlé U operdtort, amelynek definicidja legyen

la;y=Ulb,).
Innen az U operdtor projekcios elGdllitdsa

U=Slaydl Ut = 3 bl
Az U operdtor matrixelemei a |b) bazisrendszeren:
Ui =(b)|Ulb;) =(bi|ay).
@) = 3 16 <bilay = 3 Uulby.

Az U operdtor unitér, hiszen

2 R 12 ,2 b1y {aila;)(b;| = ‘12 b)) bl = 1;

Gtr =0 ; lay) bylbi el = 2 lap)(al = 1.
Az unitaritds felhasznédldsdval az |a) bdzison képzett mdtrixelemre fenndll:

(a|Ula;) =(U~'aqla;) =(bjla;) =(b,|Ulby).

Az U operdtor métrixelemei eszerint a két bdzison megegyeznek.

Innen
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Az unitaritds fogalmatdl kiilonbozik az izometria fogalma: a # Hilbert-tér
mértéktartd leképezése egy valddi alterére. Mds szdval, az izometria egy teljes bazis-
rendszer mértéktartd leképezése Dbazisfiiggvények egy nem-teljes rendszerére.
Az I izometrikus operdtorra fenndll:

(@, ¥) =g, 1Y)

minden ¢ ¢s minden Y mellett. Innen azonnal kovetkezik:

=1,
Ugyanakkor

Il
hiszen az

T+ =

1+ —-1I=0
egyenletbdl az
I+ —1=0

Osszefliggés csak az 7# altérben kovetkezik.

A geometridban véges egyenesszakaszt nem képezhetiink le mértéktartoan egy ré-
szére; a végtelen féltengelyt azonban egy végtelen részintervallumdra — igen. Ennek
analdgidjaképpen, a fliggvényterek esetében sem lehet egy végesdimenzidji Hilbert-
teret mértéktartoan leképezni egy valddi alterére; végtelen dimenziéju teret mdr
igen. Tekintsiik e célbdl a végtelen dimenzidju fliggvényteret kifeszitd két bdzis-
rendszert, §|a,)i és §[b,)3-et. Adjuk meg az r pozitiv egész szdmot, akkor az

|a1>> ia2>’ SR ian>7
¥

¥ v
Ib1>5 lb2>a Sis iy Ibr>’ Ibr+1>a lbr+2>’ ceey Ibr+n>7
1—I# = #, I# = A,

sémdval megadtuk a végtelen-dimenzids #-térnek az I# =2, alterére vald lekép-
zését. A leképzést Iétesits 7 operdtor €s adjungdltja az ismert médon felirhato:

1
e Y

I = Zlvlbr+n><an|’ I+ = Z |an><br+n‘c

n=1

Innen az unitaritds szempontjabol dontd szorzatoperdtorok:

I+I = 2n2m|an><br+nlbr+m><aml = Z’: |an><an| = 1,
de mdr
II+ = an' %, ]br+n><anlam><br+m| = Anz: Ibr+n><br+n| = P(%Z)

Eszerint az II+ szorzat az I# = S, valddi altérbe vetitd projekcids operdtort adja
meg, ami nem az azonossag.

Azt a kérdést, hogy az Q,, Q_ hulldimoperdtorok csupdn izometrikusak,
vagy esetleg unitérek is, csak az aszimptotatétel megforditdsa utjdn vdlaszolhatjuk
meg.
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Az aszimptotatétel megforditasa

Bebizonyithatd, hogy a kolcsonhatdsmentes H, operdtor minden négyzetesen
integrdlhaté ¢ (7) megolddsdhoz tartozik a H operdtor egy olyan y/;,(¢) és egy olyan
Vou(@) négyzetesen integralhaté megolddsa, amelyekkel a ¢(z) fiiggvény a ¢ - — e,
ill. z— +- o id8kre az er8s konvergencia értelmében aszimptotikusan megegyezik;
ezek a ;. (9), You(p) megolddsok ortogondlisak a H-probléma kotott dllapotaira.

W AT
< R A" >:o, V= T4t

3. abra. A szoérasi hullimcsomag nagy negativ idopontokban az atfedés hianya miatt ortogonalis
kotott allapotokra. Ez az ortogonalitds a> 4llapotegyenlet szerkezete folytan az atfedés idejére
is atoroklodik

|
]

Szemléletessé tehets a tétel mdsodik allitdsa, ha meggondoljuk, hogy a ¥ (r, 7)
hulldimcsomag bdrmely nagy negativ, de véges idGpontban, igen jé kozelitéssel,
ortogondlis az exponencidlisan lecsengd kotott dllapotokra (ldsd a 3. dbrdt), és
ez az ortogonalitds a

V@ T+D) = ey (r, T) =
= o7t 3 a () =

= Deetg y.(r) (c=index # -ben)

idgbeli viselkedés miatt végig megmarad. Eszerint, hidba ,,jon be” a hullimcsomag
a szordcentrum térségébe, itt is ortogondlis lesz a kotott dllapotok alterére.

Kordbban igazoltuk az Q. operdtorok izometridjat. KésGbb ldttuk, hogy
11 =P(#,), azaz az izometrikus operdtorok akkor €s csak akkor unitérek is egy-
uttal, ha a Hilbert-teret 6nmagdra képezik le. Eppen most mondottuk ki, hogy az
2, a Hilbert-teret a H-probléma #  =#—#, kontinuum-alterébe viszik at. Ha
a H-rendszernek van kotott dllapota, akkor a #, altér valddi altér, és az Q., Q_
nem unitérek. Ha a rendszernek nincs kotott dllapota, akkor az Q. operdtorok
nemcsak izometrikusak, de unitérek is. SzélsGséges példa a végtelen sok kotott
allapot kivételes jelensége: a proton-elektron koélcsonhatds. Ebben az esetben a
kolcsonhatdsmentes dllapotok az elektron-proton relativ szabad mozgdsdnak
sikhulldimai; a rendszer kotott dllapotait a hidrogén-atom nivoi; az elektron-proton
szordsi dllapotfiiggvény a hidrogén-atom kotott dllapotaira ortogonadlis altérbe
esik. Ilyenkor természetesen a Q. operdtorok nem unitérek.
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A hullamoperatorok ,,cserereldcioi”

Az U@)=>Q, (t— —) kovetkeztében minden véges idSpontra azonosan
igaz a kovetkezd egyenlet:

eift Q_ e—iHot — illt [im [eilt p=itot]g—iHot —

t=oo

- lim [eiH(r+r)e—iHo(r+t)] =

tr=oo

=1lim U®) =
s

=Q_,

fiiggetlentil © értékétsl. Ezért a t-szerinti differencidlds a =0 idGben

i(HQ_—Q_H,)=0

eredményt ad. Hasonlo reldcid vezethets le Q2 -ra is; 6sszefoglalva:

HO ;. =Q. H;,

azaz, a Moller-operdtort a Hamilton-operdtorral felcserélve, utobbibdl eltiinik
a kolcsonhatds. Ez igen fontos tulajdonsdguk a hullimoperdtoroknak.

A szérasoperator

Tekintsiink egy ¢, teljes ortonormdlt fiiggvényrendszert a Hilbert-térben.
Kimutatjuk, hogy a fy,f=Q.3p,;2 fiiggvényrendszer a J#.-ben szintén teljes és
ortonormalt. Az ortonormadltsdg kozvetlen kovetkezménye az Q. izometridjdnak.
A teljesség igazoldsa a kontinuum-altérbe vetit6 P(#.) operdtornak az Q, hulldm-
operdtorral vald kapcsolatdbdl adédik a kovetkezSképpen: A i¢,f rendszer teljes-
sége miatt a Hilbert-tér bdrmely  elemére fenndll:

QY =0 =200,
Misrészt az Q, QF = P(H#,.) segitségevel '
P(H )Y = "ZanQ,t Pn = "Za,.%;
azaz tetsz8leges fiiggvény kontinuum-altérbeli vetiilete kifejtheté a 3y,§ bdzison.
A ¢ figgvényhez mint kezd@dllapothoz tartozd fizikai éllapotot ¥;.(¢)-vel,

a @-hez mint végdllapothoz tartozo fizikai dllapototy/ ,(¢)-vel jelolve, el6z8 tételiink
alapjdn kimondhatjuk, hogy a

g'//in((pn)g éS a gl//ou!(qou)g

fiiggvényrendszerek mindegyike ortonormadlt és a # . altérben teljes. A teljesség
£és az ortonormalitds kovetkezménye az, hogy a

‘llin(qpn) = Q+(P’| )
Youl @n) = 2_0,
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definicios egyenletek alapjdn a hullimoperdtorok eldillitdsa a kovetkezd:

Q+ = nZ |¢m(‘pn)> <(pn[’
= "2' !‘Pout((pn)> <(pn[

A fenti teljességi tételiinkbSl kovetkezik az is, hogy a
g'/’in(q)n)’ Wag éS a gwout((pn)’ 'Pag

bézisrendszerek mindegyike most mdr az egész Hilbert-térben kiilon-kilon teljes
rendszer lesz.

A #, altérben értelmezett 3,,(¢,)% és ou(@n)i két teljes ortonormdlt figg-
vényrendszer az altéren beliil értelmez egy transzformdciés S operdtort, amely
sziikségképpen unitér. Az S operdtor neve szdrdsoperdtor, definicidja a . al-

térben:
ll’in(wn) = Sl//oul(q)n)'
A szérdsoperator projekcids el@dllitdsa igy

S = %‘ [¢|n(¢n)> <l/jout((pn)l

lesz, amelyet Gsszehasonlithatunk a hullimoperdtorok

= 2 Win (@) {0

Q—- - 2 “pout ((pn)> <(pn{ ‘:

eldéllitdsdval (ldsd a 4. dbrdt).
A szérdsoperator fogalmdt Wheeler (1937) és Heisenberg (1943) vezették be
a fizikdba.

Fizikai jelentése jobban kidomborodik, ha megvizsgdljuk az egyeldre definicio-

képpen S,,,-vel jelolt
Smn = <woul(q’m)|¢in((pn)>

madtrixelem értelmezését. |S,,,|2, definicidja értelmében megadja, hogy a ¢, kezdd-
allapotbdl kifejlédd ;.(e,) fizikai dllapotban milyen valdszintiséggel van jelen
a ¢, végillapotra vezet§ Y . (¢@,,) fizikai dllapot. (Ldsd a 2. dbrdt). Ez azonban
pontosan egyenl§ annak a valdszintiségével, hogy a rendszer a ¢, kezd@dllapotbdl
a kolcsonhatds eredményeképp éppen a ¢,, végallapotba jut.

Mi a kapcsolata az S,,, madtrixelemnek a mérésekkel? A fizikdban elvégzett
szordskisérleteink detektorai olyan miiszerek, amelyek meghatdrozott egyszeri
szabaddllapotokra meghatdrozott modon szdlalnak meg. Segitségiikkel a fizikai
allapota detektor feldllitdsdnak helyén az egyszerii szabaddllapotok szuperpozicidja-
ként analizdlhatd. A szérécentrumtol ardnylagigen nagy tdvolsdgban elhelyezett detek-
tor a fizikai hullimcsomagot a 7 = 0-beli kélcsonhatds utdn ardnylag igen nagy pozitiv
idopontban analizdlja. gy mérésiink igen jo kozelitéssel a végdllapotot bontja fel
az egyszerli szabadadllapotok szuperpozicidjdra. Ez azt jelenti, hogy a mérés eppen
az |S,,|?* értékeket szolgdltatja.
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Most bebizonyitjuk, hogy az S§,,, elemekbdl felépitett matrix az S szorasopera-
tort reprezentdlja akdr a §y;,(¢,)i, akdr a £/,,(¢,)i bazison. Ugyanis

Son =V oul(@m) W in(Pn)) =
=(S™Win(@m) Win(®n)
=i @m) | S|V in(@n))
=Y oul(@m) | SW oud@0))-

A bizonyitdsndl felhaszndltuk S unitaritdsat. Az S szordsoperator kapcsolatat az
Q. hulldimoperatorokkal egyszerli kimutatni:

Smn = <lpout((pm)i¢in(q)n)> = <'l’out((pm) i Q + (pn> =
= <l/jout((pm) 1Q, Q% W oul@n)-

Innen azonnal kapjuk a nevezetes Osszefliggést:
S=Q.09"

Az S és az Q. operdtorok kapcsolatdbol 10 szemszogbdl lathatjuk S unitaritdsdt
a A, altérben:

StS=0_Qf0,0Qt =Q_Qt = P(#,),
SS+=0,0t0_0Qt =Q,0t = PG

Ezek szerint az S operdtor értelmezési tartomdnydn, a #, altéren belil, ahol
P(# ) =1, unitér.

Az S szdrdasoperdtor

Mig S operdtor két fizikai dllapotsokasdg kozott létesitett kapcesolatot, a most
definidland6 S” a kezdd és végdllapotok teljes rendszerét koti Gssze. Alakitsuk at
e célbol az ismert S,, madtrixelemet.

Smn = <¢out((ram)|l//in((pn)> :<Q—(pmiQ+ (pn/ =
= <(r0ml£2t Q+ I(pn> E<(Pm]S,}(P;,>,

S'=QrQ,

ahol

definidlja az S’ szordsoperatort. S’ ezek szerint barmely kezd@adllapotot 4tvisz
a belble kifejl6ds végallapotba — és igy azonos a perturbdcidszdmitasos gyakorlat-
ban elterjedt szordsoperdtor-fogalommal. S’ az egész Hilbert-térben értelmezve
van, és itt unitér, mert

548 =0Q1Q_0rQ, = Qi(1-P(#,)Q,
'S =QtQ, QtQ_ = Q*(1-P(#,))Q_

1,
It

Il

Il

i ;
Itt felhaszndltuk, hogy az Q. operdtorok a #-teret a . altérbe viszik 4t; igy
P(#)Q, =0.
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Végul kimutatjuk azt a meglepd csererelaciét, hogy migSagperator a

teljes Hamilton operatorral kommutal, addig az S' operator a kélcsénhatdsmentes
Hamilton-operétorral

HS = HQ.Qt = Q+H,Qt = Q(Q.H))" = é.(Ré_)+= SH,

HoS' = HQtQ (E_Bo) A, = (RE2_)" B, = QHQ+ =
= [2i2+Ro = SH,

Osszehasonlitvaa hullamoperatorokat

és a szoOrasoperatorokat, mondhatjuk:
(lasd a 4. és 5. 4brat)

fin () fou,(i>)

dl. i2_ 4V é
Y

4. &bra. Az adott <pszabad Aallapothoz 5. &bra. Adottd fizikai allapot

egyszer mint kezd6-, egyszer mint vég- kapcsolata a hozzatartozéu (i)
allapothoz két kilénb6zd jellegl fizikai kezd6- és 'Ba(6) végallapottal.
allapot, 4/in(g>) és (i/,t(?>) tartozik.

Az Q. ill. Q_ operatorok a (p,kezddll. végallapotokat viszik at a bel6luk
kifejlodd 064((0,), ill. Oket generald d;e,(<0,) fizikai allapotokba. @ az egész
/E-térben értelmezve vannak, Jf-ban izometrikusak é&sb®n uniterek. AzS
operator a (pvégallapotot generdl®:1((0,) fizikai allapotot viszi 4t az ugyanezen
<p,-bdl, mint kezddallapotbdl Kkifejlod®((d,) fizikai allapotba. Csalka A&; altérben
van értelmezve és itt unitér. Az S' operator a kgzddallapotot viszi 4t a beldle
kifejlddd végallapotba; az egésE-térben értelmezve van é&-ban unitér, &'-nek
egy in- és egy out-allapot k6zott képzett matrixeleme megegyezik 6"-nek a megfeleld
kezdd és végallapotok kodzoétti matrixeleméveaipdulusuk négyzete megadja, hogy a

(p, kezddallapotbdl kifejlddd végallapotban milyen valészinGséggel taldlhatd meg
a (pn egyszer( végallapot.

Az S' szorasoperator elddllithsa idd-integral formajaban
Az alabbiakban levezetjik az S' egy integréleldallitasdmely inkabb elvi

jelentdsége, mint gyakorlati hasznalhatésdga miatt érdekes. E célb6l definialjuk
a kétvaltozos U(t, t) operéatort az

U, t) = U ()U(t)
egyenlettel, ahol U(t) a mar ismert egyvaltozés valtozasoperator:

U()=e"e~"e".
Eszerint

Ui, i,) =  e-»"s.Bi«-<i)s+dip.



498 DOLINSZK Y T.

Nyilvanvaléan fennall a kdévetkezd hatarfeltétel:

U(to, to) = 1.

Az (j operator szamara levezethetd egy integralegyenlet. lddderivalas utjan kapjuk
a definicios egyenletekbdl:

&

Ult, t) = &<>xi c&in a-' 801°-8%«xf&- -1 =

= - i@"(H— Hped™  U{t, /) = - V) U to),
ahol bevezettilka
V() = e" Ve
jelélést.
A keresett integralegyenlet a fenti I§ezd6feltétel figyelembevételével

Elii) =1- / V(@) Ut, f)df.

to

Megoldéasa nyilvanvaléan iteraciés maddszerrel kdzelithetd meg:
U, f) = lim Uft, f),
e— @
ahol

i
Unoft,tg) = 1- iJ Vit) Upit, to) dt ;

0
t totl
it,to)=\-ij Vif)ydf + (-if 1/ Vif)Vif)df df+...=
to to io
totl tr-1
= 2 i-if ff - S Yor) eeevih) Vif)df df...df =
' to to to

t
= Aexp[(-/) s vitj dt].
to

Itt T a Dyson-féleidérendezd operator.
Az Uit, tf) operator ismeretében kozvetlenil nyerhetdk volndnak az eddig
bevezetett szoéraselméleti operatorok, hiszen

£/(0,i)=£7(0, £7(00, -~) = 0+,
Uf, 0=£7(), & 0= Qt,
U{°0, —o00) = i/+(00)E/(-00) = BilR.=5".

Az £/(i, f) integralegyenleteknek segitségével integralegyenletet kaphatunk a hullam-
operatorok szaméra is. A definiciés egyenlet és a csererelacié egybevetésébdl:

U(t, - K ) = £/+(|’)f|+ = e+iH°' e-j—H' Q+ = e+iH))' ﬁ+ e~ o'"'<x»',
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Masrészt U(t, to) egyik fenti eldallitAsa alapjan

>

ut, -~>)= 1-1 J V(u(, -<~)dt\

A két utolsd egyenlet dsszevetésébdl
r

e, el = 1-i J envel™ etH ' £+ @ v gy

Egyszerd transzformalas utan kapjuk:
t

Q. = 14 J e-iH,(-n VQ, dt

At —t=TUj integraciés valtoz6 bevezetése utan

|
Q. = 1-1 J &a*°® vQetTdz.

Ez az egyszer( szerkezetl integrélegyenlet az Q. meghatadrozasara gyakorlatilag
azért nem hasznélhatd fel, mert az exp (s0)Hoperator szimbolikus irasmaodja
mogott kezelhetetlen, végtelen operatorhatvanysor rejlik. Hasonléan inkabb elvi
érdekességl a szolrasoperatornak a fentiek alapjan torténd eldallitasa:

S' = t/(Eoo, -00) =lim [e"'Q, e"™»'].

A stacionér targyaldas bevezetése

Az é&tmeneti valészinGségek szamitdsahoz ismernink kell az S' operatort,
vagy kozvetlenul annak Sy, matrixelemeit. Az S' kiszamitasa az el6zd moddszerrel
reménytelennek latszik. Az S,, matrixelem esetében azonban a végtelen operator-
hatvanysor probléméja elesik, hiszen

Smn=(g>m\S"\<pn)

értelmében az exponencialis operéator a

allapotegyenletg>, megoldasara hat; nevezetesen
etiHot — e dt  (pn

eredménnyel. Az operator igy az integral aldl eltiintethetd. Mégsem jelent megoldast
ez a modszer sem, mert hullamcsomag esetén dcpjdt helyfiggése bonyolult és az
Sqn integradl nem szamithat6. Ha pedig <p,en energiasajatfiggvényt értenénk, az
nem volna négyzetesen integralhatd, nem tartoznék a ~f-térhez és eddigi meggondola-
saink nem volnanak ra érvényesek, hiszen eddig olyan hullamcsomagokkal dolgoz-
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tunk, amelyek korlatos t iddpontban a tér véges tartoméanyéara korlatoz6dé normalt
allapotfiggvények voltak.

Nincs-e athidal6 megolddas? Az energiasajatfiggvények bevezetését fizikai
és matematikai szempontbdl még egyszer kritika ala vessziik. Kisérleti berendezéseink
valoban hullamcsomaggal reprezentalt bombazd részeket allitanak eld, de ezek
a hullamcsomagok mégis kozelitdleg jél definialt impulzussal rendelkeznek, és a
hulldAmcsomag térbeli kiterjedése sok-sok nagysagrenddel nagyobb az atom (atom-
mag) méreteinél. Tapasztalat az is, hogy a kisérletek eredménye nem fligg a hullam-
csomag alakjatol; ha az impulzusszoréas kicsi, azaz Ap<c(p) és igy a Ax helyhatéaro-
zatlansdg elég nagy. Ezért beszélink mindig sikhullamrél, mint a relativ mozgas
allapotarol szoraskisérletekben. Ezek alkalmasan ,normalt" &llapotfiggvénye
koordinatareprezentacidban

impulzusreprezentacidéban
<N(P) = <5(P-P")-
Az impulzussajatfiggvények nem-normalhatéak, hiszen normajuk

(<Pnl<7V)=<S(p-p)
és

értelmében egyik valtozéban sem korlatos. Hasonld viselkedést mutatnidktel-

jes Hamilton-operator/E.-be esd sajatfiggvényei is. Az energiasajatfiggények

sem normalhatéak, nem tekinthetdk fizikai allapotfiggvényeknek és rajuk az aszimp-
totatétel és egyéb eredményeink nem vihetdk a4t minden tovabbi nélkil. Az energia-
sajatfuggvények fliggvénytani szempontbdl a flggvényfogalom egyik &altalanosi-
tdsanak, Un. disztribGcionak tekintenddk. Az eljarasunk elve a tovabbiakban az
lesz, hogy stacionér felfogadsban, azaz energiasajatfiiggvényekkel, mint disztribuciok-
kal szadmolunk a disztriblcidelmélet térvényei szerint. Fizikai értelme a képleteknek
ekkor még nincs. A végsd eredményt agy kapjuk, hogy egy, a hullamcsomag fel-
épitését jellemzd c(p') spektralfiggvénnyel szorzunk és energiara vagy impulzusra
integralunk; ezzel normalhaté fliggvényekre, azaz fizikai allapotfiggvényekre
vonatkozd megallapitasokra jutunk a

hullamcsomag felépitése altal megszabott maodon.

Disztribuciéelméleti segédtételek

A tovédbbiak folyaman tdébb disztribacidelméletisszefiiggésre is szikségiink
lesz; ezek levezetését most megadjuk.

Az elsd a komplex fliggvénytan hatarértéktétete;fizikhban valé elsd alkal-
mazasa Dirac (1947) nevéhez fzddik és szimbolikusan igy irhaté fel:

p_ R
Zlie , T ub(2), E~+0.
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Itt P a foértékképzés operatora. Az operatoregyenlet értelmet egy /(z) figgvénnyel
valé szorzas és a z(= intervallumban valé integralds utjan nyer. Leve-
zetése a Cauchy-formulan alapszik és a kovetkezd gondolatmenettel adhaté meg.

6. abra. Integraciés kontlrok a disztriblciés segédtételek levezetéséhez.

Legyen /(z) analitikus fuggvény a z=z, pont e-sugart kérnyezetében. (Lasd a 6.
abrat). A Cauchy-formula és a 06-disztriblcié értelmezésének segitségével az /(zy)
értéket megkaphatjuk az/(z) fuggvény értékkészletébdl z = z, kdrtl. Nevezetesen

(zo) = 11(2)6(z-29)tlz - " A -
1
2¢/ f-n z—z,

Ismét attérhetiink a egyenes-menti integraldsra, hiszen/(z) analitikus és a nevezd-
ben jeldljik az integrandus megvéaltozasat.

I(z6) = lim ! /
T +oBBlI z—z,—le z—zo+ [

=mJ f

e=+02nid (Z —Z + e

(z)dz =

Eszerint mellékeredményként megkaptuk a 6-disztriblciéo egy eldallitasat:
c')(Z'ZO) =hm I(z_/\)2 + g2-
Vezessik most be a kdvetkezd jeléléseket:

6.(2-20) = T 6(z) = 6.(2) + 6_(2).

lim )
27t'E=+0 (z— zp)tie '

2 Fizikai Folyo6irat XIV/6
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Eszerint, azonos atalakitds utan kapjuk:

0,2 =—J-. ijm —L - lim A / d°(+«)dco,
@) 2ni e:+(J)m ZHS ~ T weo2n J (+9
<5 (z) = +:: MM 1 = Hm-L- [ €°CFF  dw,
2Y8c=vo Z-1E 4508 3
ahonnan
.-
<52 =T J .i<*>*Mdco, £>0,

a 0-disztribtcié egyik integraleldéllitasa.

A disztriblciés egyenletekben #&—0 hataratmenet kdzvetlen elvégzése hata-
rozatlan kifejezésekre vezetne. Az e-mennyiséget tartalmazod disztribaciokkal ugy
dolgozunk, hogy el6szér véges £>0 érték mellett szamolunk: azaz megszorozzuk
a disztribaciot a feladat szerinti szorzojaval és integralunk. Véges £=-0 mellett ezek
a miveletek matematikailag egyértelmiek, de fizikai jelentése a kapott eredménynek
nincs. Fizikailag értelmes végeredményt az integralds utan elvégzett e~-0 hatar-
atmenettel kapunk. Ebben a staddiumban a hataratmenet mar matematikailag is
egyértelm eredményre vezet.

A bebizonyitandé hatarértéktételinkbeszerepld masik kifejezést, a

J zZ — Z

CImE g [, f o
[

J Z-Z, £=0 28+C

integral-foértéketis disztribacios alakban Aallitjuk eld:

, | 4£/V fi i+i Eeéee.
J

J  z-z co J J T2 23\ z-3

A Cauchy-formula felhasznaldsaval tudunk tovabbjutni:

y
ff(z)dz foiredtp ... .
Jtdt=/(-0)13J = &/Ea),

9% i

0
f f(z)dz ., [ire* dtp
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igy a foértékre nézve kapjuk az 8jintegraciés Ut bevezetésével:

p ) f@k - 1 A fjz)dz | 1 A fjz)dz £50
z Zq 2 z-Z, “+i ZJ z zg JE
<s 9

A G-disztriblcié és a foértékoperator dsszevethetd kifejezései:

6(z-3) = <5.(z-2) +<5 (z-2) = x2MZ—2Z +IE +2ni z—2z,—IE
1 P .o .s . 1 1 1 1
26 72— = —0+@Z—2)+0_(Z—BFHi z2—z,+ [ , 2nitz — 2z, e

Az innen kapott

Rogx  -a ° ! i p 1

B

egyenletpar mar azonos a bevezetendd szimbolikus operatoregyenlettel, amelyet
most nem-disztribuciés alakban is felirunk:

£=+0 J Z-Zg+IE J z-2g

A mésik disztribaciéelméletitétel-parunk, amelyre sziikségiink lesz:

«i(0t
lim lim a- = 0,
£=,0R= +- W+IE
cicet
lim lim a- = <Hfi).
£=+0(=- ~ TO+ IE

Maga a tétel is igen meglepd, hiszen a két kifejezés abszolut értéke minden véges
i-re megegyezik egymassal. Lathaté, hogy a fellépd oszcillaci6 miatt, kézénséges
értelemben vett hatarértéke t =+ °°-re egyik kifejezésnek sincs, sem véges, sem
infinitezimalis e mellett.

A levezetéshez segitségul vesszilk a kovetkezd definiciot:

g0 = fim dp frecaior 3

Ez a relacié, mint alabb igazoljuk, egyszerl azonosséagot jelent, ha az egyenlet
bal oldalan &ll6 hatarérték létezik. Az elballitas jelentdsége abban all, hogy értelmet
ad a baloldali hatarértéknek abban az esetben is, ha a git) fliggvény vagy korlatos
a végtelenben, de nincs hatéarértéke, pl. oszcillal, vagy legfeljebb exponencialisan
divergal. Mas szdval, a jobboldali kifejezés reprodukéalja a g(t) figgvény hatar-

értékét, ha az létezik, és definidlja, ha az nem létezik. Bizonyitasa: parcidlis integ-
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ralassal kapjuk a jobboldalra vonatkozoéan :

bj e-"g(Hdt = [e-«g(t)] -+ J e-"g(t) dt = g(0)+ J e—g'(t)dt,
u n
minden véges e-ra. Ha most specialisan az £—0 hataresetet nézzik, ugy

I‘i:r_no [e fe-»g(t)dt] = 9(0)-9(0) + g(oo) = g(co),

ha a g(t— °°) hatarérték létezik. Utolsdé egyenletiink baloldala azonban e hatar-
érték lététdl fuggetlenil, az exponencialisan levagd szelidité'faktor hatasara, egy-
értelmQ. Ezt a szamot fogjuk érteni ezutanlim g(t) hatarértéken. Ez az eljaras

pl. az € (k +0) kifejezés — °° hatarértékéiil zérust definial, mert

lim & = lim [ef € e~ dn = 0.

(s,00 £=0 0
A végtelenbeli hatarértek fenti definiciéja mellett igazolhatjuk tételeinket:

) g-iwt ) )
lim lim ; lim — -I(<D-IE)t gjf —
£=0i=~ 2niCO+IE ., o2ni m_J-_WQJ (<D-IE)t gj

= lim—A—, = o(w).
21, o T+ A W)
Ezzel szemben:
ea>l —e .
lim lim . .m s, [ MV gt = 0.
£=0 1=~ 2ni il +iE -0 2ni co+|ET

Hasonl6 eljarassal tovabbi relaciokat kaphatunk:

i . ] g-loit
lim lim - — -0,
£=0i=~ 2&/ A—IE

| g + icet
lim lim —; — = 0(co),
£=0r=~2&/ CcoO—IE

ha a/—oo hatarértéket a fenti integrallal definialjuk. A levezetett Osszefliggések
lehetdvé teszik, hogy a disztriblciokkal (sikhullamokkal) Ggy szamoljunk, mint
a Hilbert-tér elemeivel, a négyzetesen integralhaté fiiggvényekkel (hullamcsomagok-
kal) szamolunk. A fenti egyenldségek alkalmazasakor a disztribuciok e-t tartalmazé
kifejezésekbe mennek at. Véges e>0-val szamolva a felirt kifejezések matematikailag
Iéteznek. De redlis fizikai értelmet csak ezt kbévetden, a hullamcsomagot jellemzdo
spektralfiggvénnyel valé szorzas, energiaintegralas és ezt koveedefl hatar-
atmenet atjan kapunk.- = :
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A tranzitoperator
Eddigi fogalmainkat most disztribaciokra vonatkozoéan djra felirjuk. igy az

in- és out-allapotokat a |p) sikhullam kezdil- végallapotbdl igy kapjuk: (1. a 2.
abrat)

Ipin>:B+|p>:

[Pouty2-1P>.
Kimutatjuk, a hullAmoperatorokkal a sikhullAmbdl generalt in- és out-allapotok
most is sajatfiggvényei a Hamilton-operatornak. Ugyanis

ahol

tfipn> = HQ. |p> = B.//o|p) = B+ |Pin),

amivel allitAsunkat igazoltuk és sajatérték gyanAmB\20-f\  kaptunk.

Tovabbi ismert mennyiségek, a hullAmoperator és a szorasoperator matrix-
elemei most mind disztriblcidk lesznek. igy az fi, operétor matrixeleme impulzus-
ill. koordinatareprezentacidban
, (pIB-1p")=:<p!p;n)
és

<r|B.|p") = <rlpi>.

A szoérasi matrixelem disztriblciok kozott képezve
sip - p')=<p%jprin>=<p;, 15[pin>=<p-!s’|p>.

Az itt szerepld fuggvények mind disztriblcidk, de dolgozhatunk velik annak tuda-
tdban, hogy megfeleld spektralfiiggvénnyel szorozva és integralva, hullamcsomagok
leiraséara jutunk, fizikai és egyértelmi matematikai jelentéssel.

Definidljuk a T tranzitoperatort. Potencidlszords esetében legyen
r=KR T.

A tranzitoperatorban szerepld Q. operator egy disztribluciéelmédeti szeliditd-
faktor beépitésével igy irhatd:

By = 1-ij eMdvQ,e-Me-Adt.

Ezt hullAmcsomagokra alkalmazva e>0, e=0 esetén egyarant matematikailag
létezd kifejezéseket nyeriink. Sikhullamokra alkalmazva £=-0 esetén addédik egy-
értelm kifejezés, mert ekkor disztribaciokkal &allunk szemben. Mivel tudjuk,

hogy sikhullAmokbdl hulldAmcsomagokat felépitve egyértelmi eredményt kell kap-
nunk, ez a ,megszelidités" az egyértelmiséget nem ronthatja el. A maéatrixelem
képzésénél a H, hermiticitasat és |p), |p') sajatfiggvény-jellegét figyelembe véve
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kapjuk:
(Pl B4 [p)=<p'|p)-i f (1 VQ. p)e'Fle~"dt =

VFoF E'-E-ie
E-E-ie

Egyenletink 0Osszekapcsolja ag. és a A operatorok matrixelemeit. Hasonlé
jellegl kapcsolatot létesithetiink & és A operatorok matrixelemei kozott:

S = £/(+00, — 00) ;
(p'1Sijp) = r!ir{])‘l dEr (p'( Q-+ |p)e___iEt —

pi (£ — E)t

= SE—p)— (P Tp) iime, o
<PISjp) = <S@'- p)- 2ni (p'| T P>  eE-E).

Eszerint a tranzitoperator értéke az energiahéjon meghatarozza a szorasoperatort.

A Lippmanr—Schwinger  egyenlet

Kapcsolatot akarunk létesiteni integralegyenlet formajaban a !p) és a |pin)
disztriblciok kozott, azaz a bees® sikhullam és a beldle kifejlédd fizikai allapot-
fliggvény kozott. A kapcsolat természetesen az (2, operator levezetett reprezenta-
cidjan alapszik. igy

(rlpin> = (ij 12, Jp> = I<r|k>(k| Q. |p>i/’k,
ahol egy k-térbeli teljes fliggvényrendszert épitettiink be a
2|k><k]| = |
azonossag alapjan. Az Q. és a £ operatorok matrixelemeinek kapcsolata értelmében
<e|A|6> d:i é

i,> = <k|p>-- .
<rlPi,> = J <rlk> <k|p EcEpie

- _q 1 a1a)(r 3
= <r|p)J |(rIk>Ek_tp e @tray(ilrip)dk rfv,
ahol most egy r-térbeli teljességi dsszefiiggést vezettiink be: J |n)(r]i*r = 1. Most
definidljuk a szabadmozgéas kifutojellegi Green-fliiggvényét, mint egy operator

<&|ip  =/(r"|k)e AN e(klr)rk.
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Segitségével a |pin) allapot a koordinatatérben

<rlpin> = <rlp>-/<r] 9% Ir'Xr'l  T\)dW.

Most mar csak a T operator matrixelemét kell kifejeanV kélcsbnhatasi operéator
segitségével a T=VQ relacié révén:

<&| A|g>= <r'| VQ. [p>=/<r'| V") ("] |p)i/°r
= 1< V) (M p) O =
=f v({I) 6(r—r) " | pi) &' =
= F(r)<rlpin>.
Hullamfliggvény-jeldléssel a sikhullambdl kifejlédd &llapot integralegyenlete
Api() = O8@E)+/ T (1, £) O©0)0AE) & r'.

Ez alLippmann—Schwinger-egyenlet (1950). Kiszamithatjuk a szabadmozgés Green-
figgvényének explicit alakjat is:

[e-ikr' J gikr
(zé)3:€\ p2 fCZ . (25)3/2 t/I3k =
2m 2m
2m i e &Py

(2€2? J p* —k® — 2mis

Ismert eljaras szerint ebbdl megkaphatjuk a szabadmozgas Green-fliiggvényének
végleges kifejezését:
m &P i

Bevezetve a Green-fliggvény explicit alakjat, a dinamika integralegyenletének vég-
leges alakjat nyerjik :
m l'e'pl-ri
<i|Pn) = <r|p>-"Jyzi7F<r>i,-i/V.

A szabad Green-figgvény explicit alakjab6l a hullamfliiggvény aszimptotikajat
vezethetjik le abban az esetben, ha a koélcsdnhatds véges hatotavolsagu. Ekkor
r— r'<str mellett

p\r —rJ = p[r* —r? —2rr' cos (m)]*? =

- , I
=P r+ -

—p'r, ahol p =yr
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a szorocentrumtdl az megfigyelésipont felé mutatd, p nagysagl impulzusvektor,
tehat a szort és detektalt részecske impulzusa. Az in-allapot aszimptotikaja nagy
tavolsagban, koordinatareprezentacidéban

1 m e

vagy bevezetve a T operator impulzusreprezentaciéjat:

1 e
<A1 "(2W" eiPr _ 4740 r <p/| T |P>:
A teljes hullamkép eszerint a bees6 sikhullambol és olyan szért hullambél All,
amely aszimptotikusan, legalabbis véges hatétavolsagu erdcentrumon valé sz6rdédas
esetén, tiszta kifutdé gombhullam. A szért hullamban ajr efombhullam /(0)

egyutthatéjata H probléma szoérasi amplitGdojanak nevezzik; ez aranyos a T
tranzitoperator impulzus-reprezentaciobeli matrixelemével

A0) = —4&%/»(8'|0|d).

A hullamfiiggvény aszimptotikdja a szérasi amplitidéval kifejezve

<rl i/\fiyeipl’+m ey.

A <r(0) differencialis hataskeresztmetszet, definiciéja szerint, adott szérécentrumra
vonatkozéan a centrumra illeszkedd egységnyi térszogbe szo6rt részek szamanak
aranya az egységnyi fellileten at bees6 részekéhez. A hullamfliiggvény aszimptotikus
alakjabol a fluxusok hanyadosa meghatarozhatdé; az eredmény

ff(G) = 1/(0)|*=16»h»*|<p’|r[p>|*.

A tranzitoperator explicit kifejezése

A Lippmann—Schwinger egyenlet

|Pin>=|P>+nT|p;,>
koordinatareprezentaciéban

AP = OB« + IV, T PVl pdr)ddi.

A S°(t, r', p) szabad Green-fuggvényt tekintsik most egy operator magjanak és
keressilk ezt az operatort. A Green-fliiggvény ekkor az operator koordinata-repre-
zentacidbeli méatrixeleme :

(rinio = Ar|lk>- p (K\r'Yd*k.

J e - — +ie
2m
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A szabad Green-operator impulzusreprezentacidoban tehat
. _ S5(k-k")
K < k> =

e — N +is
2m

Megegyezésben maradunk a fenti matrixelemekkel, ha a szabad Green-operator
gyanant a

e- |

operatort tekintjik, hiszen ennek magfliggvénye

visszaadja a Green-figgvényt. Az Ujfelfogasbahippmann—Schwinger egyenlet

alaku.
A Lippmanr—Schwinger-egyenlet formalis megoldasa

A hulldmoperatorokra vonatkozd integralegyenletetLgppmann—Schwinger-
egyenletbdl |p)= fl.p_ behelyettesitéssehzonnal megkapjuk:

Megoldasa i2.-ra iteracidval adodik
2+=z AT vt
n=0
Innen a tranzitoperator explicit kifejezés:
T=VQ, =V2 OH w.
e
A tranzitoperator kielégiti a kovetkezd integralegyenletet:

t=v+v .t
E —II-|,, + ie

Impulzusreprezentaciéban,jobb oldalon a T= VQ+, |ki,) = Q.+ |k) azonosséag
figyelembevételével

®ltp) = @l vp) + i d*k
JE-f +iz
2m
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A T-re vonatkozé integralegyenletet megoldhatjuk, haLi@pmann—Schwinger-
egyenletet a szabad Green-operator inverzével balr6l megszorozzuk :

) (E- Ho + ie)lpin>={E - Ho + U)|p>+ F|pin>.
Atrendezés utan
(E-H +is)jpn>=(E—H + is) jp>+ Fjp).

Most balrél szorzunk a //-probléma kifutéjellegd Green-operatoraval, a teljes
Green-operéatorral :

[pin>=[p) + "+F[p>,
ahol a teljes kifuté Green-operator
1
E—H Ais

Az Q és a £ operatorok explicit kifejezéme/ potencidllal eszeriniChew és Gold-
berger, 1952)

2, = 1+ 0 LoV

T =v+ V | .
v E—H +is

A hullamoperéator,ill. a tranzitoperator ezen el6¢'allitasat nevezzikippmann—
Schwinger-egyenlet formalis megoldasanak.
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