PARONKENT FELCSERELHETO BLOKKOKBOL ALLO HIPERMATRIXOK ROL
ES AZOK ALKALMAZASAROL A RACSDINAMIKABAN

EGERVARY JEXNO

Jelolések )
Y S -7 2 I a;j skaldrelemekbdl allé6 matrix
TAGT e Ajj blokkokbdl 4116 hipermatrix
A A transzponéltja
Uy @y oot vviiiiiiin e oszlopvektorok
b, bl sorvektorok
[a; bi] ......... s a; b’ blokkokbél allé hipermatrix
A. X B=[Ab;]; [bij] =B
{ag ) ={a,,ay ... anpy.. diagondlmatrix
‘Al = detA  ............. A determinénsa
En oo n-edrendii egységmatrix
Bevezetés

Ismeretes, hogy kvadratikus blokkokbdl allé hipermatrixokra és skaldr-
elemekbdl all6 kozonséges matrixokra majdnem ugyanazok a miiveleti sza-
balyok érvényesek, az egyetlen kiilonbséget az okozza, hogy a blokkok alta-
laban nem feleserélheték. Ezért varhat6, hogy kozonséges matrixokra vonat-
koz6 fogalmak és szamitdsi médszerek kiterjeszthet6k paronként feleserél-
het$ blokkokbdl 4116 hipermatrixokra.

A felcserélhetGség feltétele nyilvanvaléan magéban foglalja, hogy a
blokkok kommutativ gyfr(it alkotnak, kovetkezésképpen racionalis skaldr-
azonossdgok érvényben maradnak, ha a skaldr hatirozatlanokat blokkokkal
helyettesitjik.

Ez a megallapitis azt sugallja, hogy a determindns, minor, adjungdlt
fogalmak kiterjeszthetGk paronként feleserélhetd blokkokbdl 4ll6 hiper-
matrixokra, és hogy nm-edrend{i matrixokra vonatkozé bizonyos raciondlis
miiveletek ily médon visszavezethet6k kizarélag w-edrendli és m-edrendi
matrixokkal valé miiveletekre.

Feleserélherd blokkokbdl 4llé hipermatrix spektral-felbontésara vonat-
kozdlag a kovetkez§ tételek ismeretesek.

Az A- xB direkt szorzat sajatértékeit az A és B matrix a; illetve b; sajat-
értékeibdl alkotott — Gsszesen nm szama — a;b; alak szorzat adja. Bz William-
son kovetkezd tételének?) specidlis esete: Ha valamely hipermatrix valamennyi

D Léasd: [1]
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n? szamu blokkja egy és ugyanazon A matrix tetszéleges fi; (A) polinomja
és ha A matrix sajatértékei a,, d,, ... @y, akkor az [f;(A)] hipermatrix

sajatértékeit az
[fis (@)]s (i (@g)); - - - Uiy (am)]

matrixok nm szamG sajatértékei szolgaltatjik.

Ezek a tételek azt sugalljik, hogy az [f;;(A)] hipermatrixnak nemcsak
a sajatértékei, hanem a sajatvektorai is, tehat a teljes spektral-felbontasa
bizonyos n-edrend{i, illetve m-edrendii ma,trlxok sajatvektoraibdl, illetve spekt-
rél-felbontésabél elemi miveletekkel explicite felépithetd.

1. §. Tételek

Mindkét sejtés helyesnek bizonyul, s ezen dolgozat {6 targyat az alabbi
két tétel bizonyitésa, targyaldsa és alkalmazéasa képezi.

A. tétel. Ha [A;;] hipermatrix m-edrend{i A;; blokkjai paronként fel-
cserélhetSk, akkor [A;;] determindnsa, illetve adjungaltja a kovetkezd képle-
tekkel adhaté meg :

(l) det [Aij] = det (det [Aij])>
2) adj[Ay] = adj [Ay]- {ad] (det [Ay])- X En},
ahol

det [Aij] = Z: a1 A1v1 A2V2 v Any, s
(€]

és adj [A;;] olyan hipermatrixot jelent, melynek blokkjai ugyanolyan médon
fiiggnek az A;; blokkoktél, mint ahogy adj [a;;] kozonséges adjungalt elemei
fiiggnek az a;; skaldr elemektdl.

B. tétel. Ha A szimmetrikus (hermitikus) m-edrenddi matrix, melynek
sajatértékei ay, @y, ... am és ha fi(x) (1,5 =1, 2, ...n) a valdés x valtozénak
olyan — egyébként tetszileges — polinomjai, melyeknek egyediil az f;i(z) =

= fi,(x) feltételt kell kielégiteniiik, akkor az A; = f;;(A) blokkokbél &llé
[A;;] hipermatrix spektralfelbontasat

(3) [AGT= T gy oo Aansee oy dnt s oo Agn D T¥, THT = By

szolgaltatja, ahol a 4; sajatértékek és a
n

4) —<UU U)P(Vl, oo+ Yoo
traﬁszformaﬂé matrix tényezli az -
(5) A=Ulay,...a,U*
(i@ = Vid gz, . An DVE  (B=1,2,...m)
spektral-felbontasbdl nyerheték, P pedig olyan permutdlé matrix, mely az

(11) (12) ... (Im) (21) (22) ... (2m) ... (nl) (n2) ... (nm)
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alakban rendezett szamparok sorozatit

(1) (21) ... {(»1) (12) (22) ... 2) ... (Lm) 2Zm) ... (nm)

sorozatba transzformalja. Ekkor [A;;] sajatvektorait T oszlopai adjik.
A B. tételnek szimmetrikus A és B matrixokbdl alkotott direkt szor-
zatdra vonatkozd specidlis esetét érdemes kiilsn megfogalmazni :

1. Korolldrium. A-xB sajitértékei az A és B sajatértékeibdl alkotott
a;b; szorzatok, A-xB sajatvektorai pedig az A és B sajitvektoraibél alko-
tott u; - X v; direkt szorzatok.?

Stéphanos egyik tétele® szerint a l‘\d CpgAP - X B? nm-edrendiihiper-
P
matrix nm sajatértékei a > N a? b szamok, ahol a; A sajatértékeit, b; pedig

iy
B sajatértékeit jelenti.
A B. tétel segitségével Stéphanos tétele konnyen kiegészithets :

1I. Korolldrium. Ha A és B szimmetrikus matrixok, és spektralfel-
bontasuk

(6) CA=Ua,an) U = 2 D aoweuf, UU*=E,,
(7) B=V(b,...b,)V*= F’bhv,,v;f, VVE=E,,
akkor > D¢y, AP. X B4 spektrélfelbéntését

(8) C = ‘?ﬁ ;- )(_ b Cpq af b")( *oxet)

szolgaltatja.

2. §. Hipermatrixz determindnsa

Legyen adva az [A;;] nm-edrendii hipermatrix, melynek m-edrendti A;;
blokkjai paronként felcserélhetSk. Tegyiik fel egyelGre, hogy az

All A12 . Alk

9 A21A e Aw | =12 m — 1)
Alfl Ah e A

hipermatrixok invertalhatdk.

) Az éltaldnos definiciéval megegyezésben u- X v az alabbi vektort jeloli:

A e
Vg ur,
u. xXv=u. X| - =
Vn u vy

3) Lasd : [2]
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Ekkor, ha az

Gyy tyg - - - Q1n I 0 ...0 Do ... 0 ley ... Cin
Gy g - - - Uon byl .0 || 0P 0 01 ...com
(10) = - D, '
Un1lns ... nn bnibnz ... 1 o0 ... poo L
- A - Dy L . -
ismert skalar azonossigban®, ahol
o [y Qg ... Q1k Qg ... Q1
(tgy Ugp T oy gy ok

Oy kg .. Qpp -

a1 tis e Qg

layy ayg ... d1 k-1 dyj
(g @ Up k=1 U3;
21 Cog ... W2 k=1 3y
_1 : .
ey = Dy, (k=12,...n—1)
(yy Age - . . Ui k=1 Agj

az ay skaldr hatarozatlanokat az A;; feleserélhetd blokkokkal helyettesit-
jitk, és mindkét oldalnak vessziik a determinansit, azonnal nyerjiik :

AL AL ... Arn o

Ay Agy ... Ag

(11) det nl=det(X 4+ Ay, Aw, ... Any,)

Anl Ar'zz s Ann ‘
Igy az A. tétel (1) formulajat a (9) korlatozé feltételek mellett bebizo- -

nyitottuk, de folytonossagi meggondolasok alapjan kdnnyen belathats, hogy
ez az altalanos esetben is érvényes.

4 Lasd példaul : [3], p. 39.
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Bevezetve
det [A ;] = ; 4 A, Auy .. Ap,
v)

kifejezésre a »hiperdetermindns«¢ elnevezést, kimondhatjuk a kovetkezdt :

Tétel: Ha valamely hipermatrix blokkjai pdronként felcserélhetdk,
akkor a hipermatrix determiniansa egyenlé a blokkok hiperdetermindnsdnak
a (kozonséges) determindnsaval.

Ez a tétel egy mn- -edrendil determindns klszanntasat nyilvanvaléan
m-edrendl determindns kiszamitdsara vezeti vissza.

3. §. Hipermatrix adjungdltje

Amennyiben az adjungalt kiszdmitdsdra hasonlé egyszerii moédszert
kivanunk talalni, elsé latasra nem konnyd meglatni, hogyan hasznaljuk ki
a blokkok felcserelhe’toseget Ugyanis a minorok képzése, vagyis egy sor
és egy oszlop torlése elront]a a hipermatrix particiondlt szerkezetét. Mind-

azonaltal égy igen egyszer(i Gtlet teszi lehet6vé, hogy a megfelel6 médszert
megtalaljuk, mégpedig nem arra kell torekednunk hogy az ad]ungaltnak

egyetlen elemét hatarozzuk meg, hanem annak egyszerre egy egész blokkjit
kell keresniink.

E célbdl bevezetjiik a feleserélhetd blokkokbél 4llé adott [Ay] hiper-
matrix »hiperadjungalt«janak a fogalmat. Hiperadjungdltnak nevezziik- és
adj [Aj;]-vel jeldljiik azt az [A;;]-vel megegyez6 rendli hipermatrixot, mely-
nek blokkjai ugyanolyan médon fiiggnek az A;; blokkoktdl, mint a kdzonsé-
ges adjungalt elemei egy kozonséges matrix skalar elemeitdl.

Ezen definiciéval megegyezésben a hiperadjungalt kielégiti az

“det [Ay] 0o 0
0 detfAy]... 0

0 . 0 ... det [Ay]

(12) [Ayladj [A;] =

azonossdgot, s innen nyilvinvald, hogy ha nfeg akarjuk kapni [A;;] adjun-

galtjat, akkor mindossze a (12) egyenlet mindkét oldalat jobbrél olyan diago-
nalis hipermatrixszal kell megszorozni, melynek minden diagonal-eleme
adj det [A;;]. Ekkor valéban :

det [Ai,-]-adj det [A,‘j] = det [Ai[] '.Em,
[A;1-{adj [A;]- (adj det [Aj]- XE,)} = det [Ayj]-Enp

Tehat [A;;] adjungaltja egyenlé a kapesos zardjelben allé6 matrixszal,
és igy az A. tétel (2) formuldjit bebizonyitottuk.

Ez az eredmény kovetkezéképpen fogalmazhaté : -

Ahhoz. hogy egy feleserélheté blokkokbhdl &allé hipermatrix adjun-
galtjat  megkapjuk. az adj [A;;] hiperadjungdlt valamennyi blokkjat
adj det [A;;])-vel kell megszoroznunk.
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Ezzel egy mn-edrendii feleserélhet$ blokkokbdl 4lié hipermatrix adjun-
galtjanak meghatarozdsit n-edrend(i és m-edrendii matrixokkal valé miive-
letekre vezettitk vissza. .

Ha [A;;] hipsrmatrix nem szinguldris, akkor az adjungilt kifejezése
[Aij] reciprokira az aldbbi formulat szolgaltatja :

(13) [A;T7" = adj [Ay] (det [A;]- XE,) 1

4. §. Specialis esetek
Két kvadratikus matrixnak az
T Abj Aby, ... Aby, T
Aby, Abyy ... Abap
Abni Abps ... Abp,

direkt szorzata a legegyszerlibb példa paronként felcserélhetS blokkokbdl
all6 hipermatrixra. Tehat a direkt szorzat tulajdonsdgait a fent bebizonyi-
tott tételek kovetkezményeiként kell nyerniink.

© Valéban, (12) alkalmazdsival azonnal adédik, hogy

A-XB =

det (A X B) = det [Ab;;] = det (det|Ab;]) = det (A" B) = ‘A". BI™,

Tovabba, a b;; elem algebrai komplementumat B;-vel jelolve, (9)
alapjan nyerjiik a direkt szorzat reciprokat :

(A- XB)™ = adj [Ab;] (det [Ab;]- XE,) ' = [A"' B ]B~" (A" XE,) =

A B o

id

Egy tovabbi kozelfekvé példa feleserélhets blokkokbdl 4llé hiper-
matrixokra az olyan hipermatrix, melynek blokkjai ciklikusak vagy fer-
dén ciklikusak. Legyen tehat az adott hipermatrix [A;], ahol

a® ad ... PV
(m—1) 4(0) (m—2)
a; a; R/ 2
(14) Ay=| W% i
(1 (2 ©.
ai  aP ... a7

m-edrendii ciklikus matrix. Ismeretes, hogy a tetszlleges elemekkel biré
(14) matrix a

010...0

001...0
C=

100...0
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primitiv ciklikus matrixnak legfeljebb (m .— 1)-edfoki polinomjaként irhatéd
fel a kovetkezOképpen :

Aj=¢i(C) = aQE +a» €+ aP €+ ... + af—bCm!

(a ciklikus matrixok ezen elGallitisa egyszersmind evidencidba helyezi a
blokkok felcserélhetGségét).
Felhasznalva a (11) Osszefiiggést :

det [A;] = % 4+ 91,(C) ¢5,,(C) . .. Pny,(C).

Ezek szerint det [A;;] a primitiv ciklikus matrixnak legfeljebb »n (m — 1)-
edfokt polinomja, mely a C" = E (ferdén ciklikus esetben €™ = — E) karak-
terisztikus egyenlet segitségével legfeljebb (m — 1)-edfokt polinomra redu-
k4lhaté. Legyen ez ¢ E + ¢, C + ... + am—1 €™ . Ekkor az adott cik-
likus blokkokbdl 4116 [Aj;] hipermatrix determindnsa :

*

;(10 oy a2 R /e |

JOm—1 Uy Op ... Qp_2
det [A;]] =,

oy Uy Ug ... Uy

Ezzel nm-edrendfi determinans kiszamitasat ebben az esetben is m-ed-
rendii determindns kiszdmitdsira vezettiik vissza.
W. Voigt® vizsgalataiban a kivetkez

by ¢
j l], . . K
A= (5, = 1,2,...n)

—¢ij by

masodrendl ferdén ciklikus blokkokbél allé6 hipermatrix determindnsa sze-
repel, melyrdl kimutatja, hogy az két négyzet Osszege.

Voigt tétele a ciklikus blokkokbdl 4ll6 hipermatrixra vonatkozé ered-
ményeinknek ferdén ciklikus blokkok esetére érvényes analogonja. Ugyanis
fentiek szerint

det [AU] — det-Z j:l: bll’, Cyv, ] bzv2 C‘Zu;] o [ bnr,, Cny,
)

— €y, blv, — Cay, b21'2 — Cny, bm'n ,

3y

tovabbi

det [A;;] = det P y': p2 + 2.
-7 B

5) Lasd : [4]

37



-

X '\._" Y

1

T T T ST

<

AR

47,.. ._;.—4-
e AR —--fs;r-r-r

TENCR T

BAECR A S Anat

Ay I Y

(-]

RO i g G

SRR

[+ s AT e S Oh O

5. §. Permutdld matrix

Bevezetiink egy kiil('jnleges hipermatrixot, melyet a tovabbiakban
tobb izben felhasznalunk. Legyenek

0Tl _ 07
0 U]
B - . . Sl =12,
e, =| 1 |¢ ill. fi=1 1 U i' ST 'm]
. j=12...n])
ol 0
| 0 _|(m ' 0 |

m-edrendidi, illetve n-edrendii egységvektorok és képezziik ezek segitségével

az mn-edrendii
' e ff e fi...enfi
5y e | eft e ft ... enfr’
- (15) P = [ef%] = f2 e f m I3

efi efn ... et _
kvadratikus hipermatrixot. P és P* blokkjai konformabilisak és
PP* — Emn :
azaz P ortogonalis. Tovabba konnyen helathats, hogy a P matrixszal vals
SZOVZAS a7z : :

(11)(12) ... (In); (21)(22) ... Zn); ... ; (ml)(m2) ... (mn)

- sorozatot (mint sorvektort) az

(11) (21) ... (m1); (12)(22) ... (m2); ... ; (_l?lz) (2n) ... (mn)

sorozatba transzformalja.
Bebizonyitjuk az.

(16) A-XB =P(A x .B)P*

osszefiiggést, amely azt fejezi ki, hogy ugyanazon két kvadratikus matrix
bal- és jobboldali direkt szorzatai ortogonalisan hasonlék. E célbdl particio-
naljuk A matrixot oszlopvektorokba, B matrixot pedig sorvektorokba :

bl
. b?
A =la;, a,...a,], B=

bll

ERERAY=SNG, |



IS ST T I -— . — . . .

és tekintsiik az

“a,b! a,b! ... a,bl]
] ] ab? a,b* ... a,b?
[a; b} =
|_a; b" a,b" ... a,b"_|

mn-edrendi kvadratikus hipermatrixot.
P* matrixszal szorozva kapjuk, hogy

[a; b]-P* = [a; b'] [fr €] = [2 a, b’ f, e’,‘,‘]=lbjk Da, ef] =[bjxAl= A- XB,

és hasonléan
P*[a;b']= A X-B.

Innen , ‘
P* [a; b1 P* = (AX -B)P* =P*(A.- XB)

vagy ,
A-XB=P(AX-B)P*. Qe.d

6. §. Szimmetrikus hipermatriz spektrdl-felbontdsa

A tovéabbiakban feltessziik, hogy a hipermatrix blokkjai A;j = fi;(A)
- alaktak, ahol A m-edrend{i szimmetrikus matrix és f;; (z) a valés x valtozo

tetszOleges polinomjai, melyeknek egyediil az f;; (x) = f,j(z) feltételt kell
kielégiteniiik.

Az A szimmetrikus matrix f(A) polinomjanak spektral-felbontasat
irjuk fel a kovetkezd alakban : :

H(A)=U{f(ax) ) U* =

ot
. ' w3
(17) = [uy, u,, e ] {f(ay), f(as), .. ., flam) ) =
|l
\ = %‘f(a;;) we ey
vagy |
(18) U* [(A)U = C (@), F(dgh- - - [ (am) > UU* = B
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Itt ay, @y, ..., an az A matrix (valds) sajatértékei, wy, u,, . .., w, pedig
A sajatvektorai.

Transzformaljuk az adott [A;] = [f; (A)] hipermatrixot az aldbbiak
szerint : .

(U*- XEn)[fy (A)] (U- X En) =

U*0 ... 07T fuu(A) f1a(A) ... An(A) TTTUO ... 07
0U*... 0 . S 0U ... 0

00 ... U* | | fn1(A) fn2(A) . .. fan(A) 00...U

Chatar) ) Chel(er) > ... finlax) )7
(falar) D {faglan) )« oo (fan(ar) )

(i) ) Cinelan) 3 o oo fanlaw) )

Felhasznalva a P permutalé matrixot, nyerjiik :

P* (U*. X E,)[f; (A)] (U- X Ep)P =

"~ fu(@y) ... fin(ay) 7 T fu(@m) - fin(@m) T

— 3o o 0y

_fnl(al) ce fnn(al)_ fni(am) ... frn (@m)

Az f;i = fy feltétel kovetkeztében -a jobboldal valamennyi diagonal-
* blokkja szimmetrikus, ezért minden [f;j(ax)] blokk egy Vi ortogonalis matrix
segitségével '

" fun(aw) - fan (k)
(19) V;,: . : : Vk — <Z'k1’ A"kzy- . -s"ikn>
frr(ax) ... fran(aw) _| :
diagonal-alakra hozhaté. Ezzel [f;;(A)] spektral-felbontasa

(20) T*[fij (A)]T - <211,- .. lln: lzp- . 2271,- OES) Zml- o .oy lmn,\

egyenlettel adhaté meg, ahol
T=U-XE)P{(V,V,,...;V,> TT* =E,,.
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7. §. Direkt szorzat spektrdl-felbontdsa

Tekintsiik azt a legegyszeriibb esetet, amidén valamennyi f;; homogén
linedris fiiggvény, azaz fi; (x) = bijx (b, = bij). Ekkor az [f; (A)) hiper-
matrix éppen

Ui (A)) = [Ab;l=A- x B (B = [b;))
direkt szorzat.

Ebben az esetben a (20) spektral-felbontds rendkiviil egyszertivé valik.
Valéban, legyen B spektrdl-felbontasa

(21) V*BV = ( by, by,... by >, VV* = E,

akkor minden egyes [fij(a/k)] = ay [bi;] blokk ugyanazzal a V transzformalé
matrixszal a ‘

V=ai{(by, by...,bn)
: akbnl e a//(b,m

diagondl-alakra hozhato.
A (20) egyenlet V; = ... = V, = V helyettesités utdn a kovetkezlre
vezet : '
(V¥- X Ep) P* (U*. X Ep) (A- X B)(U- X E) P (V- x Ep) =

= {aby,. . .oabp, aby, ..., abn,. .. amby,. . ., ambn ).
Végiil még egyszer felhasznalva a P permutalé matrixot, innen nverjiik :
) ]

A-XB=(U-XV){aby,..., anby,...,00n, ..., @b ) (U* . X V¥) =

= ZZ(ui- X ) (a:b)) (0 xvh).
t 7

Ezzel bebizonyitottuk, hogy ha a hipermatrix két szimmetrikus matrix
direkt szorzata, akkor a sajatértékeket a tényezbk sajitértékeinek a szor-
zata, a sajatvektorokat pedig a tényezdk sajit vektorainak a direkt szor-
zata adja. .

Innen a direkt szorzatokra vonatkozé miiveleti szabdlyok koézvetlen
felhasznaldsaval kovetkeztétiink az alabbi tételre, mely Stéphanos egyik
tételét teszi teljessé :

Ha az A és B szimmetrikus matrixok spektral felbontdsat (18) és (21)
adja, akkor '

(22) D D ¢, AP x Bl = ZZ(:ti- X ;) (ZZcpqa;’bjl)(u?‘- X v%)
@ 7 » ¢

Késobbi alkalmazasokra valé tekintettel megjegyezziik a (22) Ossze-
fiiggésnek azt a specidlis esetét, mely a ¢,y = ¢j; = 1 és minden t5bbi ¢,q = 0
esetre vonatkozik :

(23) A XE+E-xB=2 > (u; X v)(a; + by) (k. x v¥).
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8. §. Alkalmazas

Nem kétséges, hogy mind a direkt szorzat, mind a hipermatrix fogal-
mak eredetiiket csoportelméleti vagy egyéb absztrakt megfontolasoknak
koszonhetik. Mindazondltal éppen ezek a fogalmak bizonyulnak alkalmas
segédeszkozoknek kiilonféle szabalyos szerkezetii ‘mechanikai rendszerek

- matematikai vizsgalatdnal. Mi itt csupan arra szoritkozunk, hogy ezen fogal-

maknak a récsdinamikaban valé alkalmazdsit mutassuk meg.

A récsdinamikaban olyan részecskéknek a rendszerét vizsgaljik, melyek
egyenstlyi helyzetiikben szabalyos rdcsot képeznek, s minden egyes részecs-
kére a legkozelebbi szomszédja gyakorol hatdst, amely esetleg egy rogzi-
tett peremrészecske is lehet.

A részecskékbdl alkotott véges racs normal rezgéseinek az ismerete
elsérend(i fontossagi az anyag korpuszkularis elméletében, ezért a véges
racs mozgasegyenleteinek vizsgalataval mar tobb szerzd is foglalkozott.
Ezen érdfeszitések ellenére jelenleg — amennyire a szerzé téjékozva van
— egyedill az egyenlo és ekvidisztans részecskékbdl allé egydimenzids
racs normal rezgései ismeretesek. Két-és hdromdimenziés esetben ki-
zarolag a normdl rezgések periédusat, azaz a sajatértékeket hataroztak
meg.5) : ;

A B. tétel alkalmazdsa lehet6vé teszi, hogy a keriilet- mentén rogzi-
tett két- és haromdimenzids témegpontra’mcs normél rezgéseit’ is meghatéroz—
zuk. Az eredmény meglepben egyszerfi : a két- vagy haromdimenzids racs
sajatvektorai az egydimenzids »élracsok« sajatvektoraibsl alkotott direkt
szorzatok, a frekvencidk négyzete pedig az egydimenzids élrdcsok frekven-
cidinak négyzetosszege.

Ezzel a hir és a membran, valamint a nekik megfelel6 racsmodellek
kapcsolata kozott fennalld analogla teljesnek mondhaté.

Abbél a célbdl, hogy a keriiletén rogzitett, téglalapalaka kétdimenzids
racshoz tartoz6 matrix spektril-felbontésat eldallitsuk, induljunk ki m egyenlo
és ekvidisztans részecskébol allg, két végén 1'6gzitett egydimenzidés racshoz
tartozé matrix j6l ismert spektrdl-felbontasab6l? :

SR e | o 8020
— 1 2 —1 a0
B 0 —1 i 050 oF Al S*
s RN TN e m {48 -m—{—")
.............. 2 —1
S et g
: 7 :
=Z’4$m2 e uk;
R 2m—-2

6) Lasd példéul : [5]
7) Lasd példéul : [5]
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g i : 5 1 sn

e SmA1 (ol :

.Sm_—f[ul,‘uz,...,um.]; w; -l/m-l-l | . oy ‘("i,= 1,2,,—._,-m.);

ML .- S

RES L S e
S",;,:Sm, _E

L AR mn:'egyenl6 részecskébél 4ll6, keriiletén rogz1tett teglala,pa,la,ku ket- .
dlmenzlos racshoz tartozo mn-edrendu matrlx az ala.bbl alakban 1rha.t0 Bz

| sin

v._,- i ~ « 3 7 A
&g g Sl PR R e | S e AT
Son el G ale e
S i
’ ~1 42 g
. —1 —1 4 i
N sl 4 ! 4
: - ok Ay
o i : N s PR o SR E B,
ha 7 [ 2En = En.
: B M A Bt e X
i e ; g : = C".';A.X'En"*“ Em‘lx Cn.
£ T : SRS e s .
Vo Ll ST =Ry -2E‘»
Ha, (22), (23) osszefuggeseket és Cn (24) spektral- felbonta’,sét alkalmazzuk
azonnal nyer]uk . Ay
C,,, xEn—l-E xC,,-—(S ><S,,) (4sm2 L + 4 sin? v )(S ><S,,)*
: 2m+2: : 2n
{8y xSn)* —S ><Sn, (S ><Sn) —Emn
8 Lasd példz%ul [51 '
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Ha S, és S, matrixokat

¢

oo pal e
Sm :rul,... um], Sn:[vl,...vn]; v?zl/m'slnﬁi,...,slnnil"

particionalt alakban irjuk, akkor az S, - xS, transzformalé matrix oszlopait,
azaz a racs sajatvektorait

; g e
Sm-XSnz[ul-:<vl,...u,--xvj,....u,,,-xvn] ( 5
f=1200n
szolgéltatja, ahol
Sinsiop LA
sin sin ———
m-+1 n—+ 1
L ; / s ;
WA i : 'Xl‘n—l—l e
‘ . MAT L
sin sin
m-A1 | e
& R ey
sin sin
m—+ 1 n—+1
: barice T
sin sin -
font D+ 1)
: e
sin sin
m-1 e

Ezzel bebizonyitottuk, hogy a kétdimenzids récs frekvenciainak négy-
zete egyenld az egydimenziés élrdcsok frekvencidinak négyzetdsszegével,
sajatvektorai pedig az élracsok sajatvektorainak ;- Xv; direkt szorzataval.

Ugyanezt az eljarast a '

C;n‘ ><En' ><Er + Em" ><Cn' ><Er + Em' >\"En‘rxcr

.hipermatrixra alkalmazva, nyilvéhvaléan a hatérfeliletén rogzitett, derék-
* szogl parallelepipedon alakt haromdimenziés racshoz tartozé matrix spektral-
felbontdsdhoz jutunk.
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O TMINEPMATPHLIAX, COCTOSALUX M3 INMOTNAPHO MEPECTABJISIEMBIX BJIOKOB,
H Ob UX MPUMEHEHHWW B OWMHAMHMKE PELIETOK

E. 3repsapu
Peswme

Hacrosuiass pabora nocsBsiLaercs A0Kas3aTeabCTBy, 00CYXAEHHIO ¥ MPHMEHEHHIO CJle-
AYIOIHX JABYX TEOPEM :

Teopema A. Ecnn 610Kku nopsigka m -- runepmaTtpuiisl [A;j] nonapHo nepecraBnsiembl,
TO OHPEAENINTENb H CONPSDKEHHAA A JAIOTCA COOTBETCTBEHHO CAEAYIOHMM dopMmynam :

det [Ajj] = det (det [Ay]) ;
adj[Ai] = adj [Ay] {adj (det [A4T) - xE,,},
rae .
det [AU] = Z :I:AWl AZ;-, “e Anv,,
)

a adj [Ajj] o3Hauaer runepmaTpuuy, 0JIOKM KOTOPOH 3aBUCAT OT OIOKOB Ajj, TOYHO TaKMXKE
KaK OOBIKHOBEHHBIE COIPSDKCHHBLIE ayeMeHTHL adj[Aj] 3aBUCST OT CKaJSIPHBIX 3JICMEH-
TOB Ajj.

Teopesa B. Ilycte A cHMMETpLHYHAS (IPMUTOBA) MaTpULA NOPsIAKa M €O COOCTBEH-
HbIMH 3HAYCHHSIMH @y, dy, . ..Qm NYCTb pazxee f;j(x) (4,7 =1,2,...,n) TIPOH3BOJILHLIE MHOTO-

4JIeHbl BElCCTBEHHOM nepemennou 2, TIOJMHHEHHBIC YCIOBHIO f,,(x)_f,, (*); npu TaKux
YCIIOBHSIX CTNEKTPAJBEHOE pasnomeﬂne runepmaTpuLbt [Aj]; coctosimieli u3 GIOKOB Ajj =
= fij(A), maerca dQopmynoit

[Aij] = T<}hu,--.-}~ln---.,}~ml ,--.-}-nn>T*7 T*T = Enn,

rie COOCTBEHHDBIC 3HAYEHHS Ajj W MHOYKHTEH 11Pe0ipasyiouieli MaTpuubt
n
T_‘<UU U>P<V1,V2,. ,V,,)
NOJYyYawTCH U3 CHEKTPAJIBLHOIO PAa3JI0KCHH A
A=1 <al,a2,...,am>U*, [fij(ak)]=Vk<;~k],...,lkn>V=}: (k=1,2,...,m)
2 P nmepecraHoBOYHAst MaTPHLA, MEPEBOAALIAS 110CIE0BATENLHOCTD NAP YHCE:
(I1).(A2) ... (Im) (21) (22) ... 2m) ... (nl) (n2) ... (nm)
B [10C/E0BATENILHOCTD
(11) 21).... (n1) (12) (22) ... (n2) ... (1m) 2m) ... (nm)
Toraa cOOCTBEHHBIA BEKTOD [Aij] naercst cronbnamu T.
YacTtHbpiit cayvait Teopemsi B, oTHOcaummiicsi K IpsamMomy npousmueumo CUMMETpHUE-
CKUX MaTpull A © B MO>KkHO 0Tz1ean0 GopMynMPOBaTh KaK
Caedcmeue 1. COOGCTBCHHBIMM 3HAYeHMAMH A. XB sBasnorcst  mpoussepeHust  a; by

co0CTBeHHbIX 3HaueHnit A u B, a coGCTBeHHLIMM 3HAueHUSAMH A. XB saBagTCs npsmble
MNPOU3BENEHHS W;. X Vj, COCTABICHHBLIE U3 CODCTBCHHBIX BEKTOPOB A 1 B
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[To oguoii Teopeme Cmedanoca nm COOCTBEHHbBIC 3HAYEHHST FUIEPMATPUILI Z‘_{
bpq AP . xB? nopsigka nm-NpeNCTaBASIOTCS UMCIAMU ,ZZa”i b5, rae a; COGCTBEHHI;G 3i{qa-
yeHusr A, a bj cOOCTBEHHbIC 3HAUYEHMS1 B. h ’

Ipu nomoium Teopem A u B MOYKHO AOTONHUTL Teopemy Cmeganoca crnefyomnm odpa-
o Caedcmeue 11. Ecin CUMMETpHUEeCKHe MaTpuubl A 11 B mMelOT CneKTpanbHBE Pasio-
SKEHH ST

A=U<a1,.»..,am>U*=;ak“k“}'§’ UU* == Eg,

B=V(b,. . ba) Vs = D byopv¥, VV* —En,
h

N
" TOFJA CTIeKTPAZIbHOE PASIOIKeHHe > cpg AP. x B? jaercsi BhIpa)kenuem
— pq
P g

Wl hl Y hl O
} ™ (. xvi)( 2 qz opg @k, 19, )(u’}‘- X v*))
P

i

[MTpumensis, TeopeMy B, MO/KHO ONPEACIHTb. HOPMAIbHBIE KOA€0aHKSI ABYMEPHOR M:H
TPEXMEPHOW PEIeTKH MAaTepHaJibHbIX TOUEK, 3aKPEIUICHHOH BAONbL nepumerpa. IMomyuaercs.
ClenyIoUnit pesysbTaT : COGCTBEHHBIMH BEKTOPAMH ABYMEPHOH MM TPEXMEPHOH peIneTKu
ABNSIIOTCS TIPSIMbie TNIPOM3BeNeHHsT COGCTBEHHBIX BEKTOPOB OJHOMEDHBIX »PEIIETOK-pebep«,
a KBaJlpaT 4acToOThl €CTh CyMMa KBaaApaToB 4YaCTOT OJHOMEPHBIX PeuIeTOK peﬁep.

ON HYPERMATRICES WHOSE BLOCKS ARE COMMUTABLE IN PAIRS
AND THEIR APPLICATION IN LATTICE-DYNAMICS

E. EGERVARY

Summary

The main object of this paper is the proof, discussion and application of the-
following theorems, . '

Theorem A. If the m-th order blocks A;; of the hypermatrix [A;;] are pairwise
commutable then the determinant, resp. the adjoint of [A;j] are given by the follow-
ing formulae : ’

det [Ajj] = det (det [Aj}]),
adj [A;] = adj [A] - {adj (det [Aij])- XEn}
where
det [Ajj] = (Z: + Ay A2vp. .. Ay,
. >

and adj [Aij] denotes a hypermatrix whose blocks depend in the same way upon the
blocks A;j, as the elements of an ordinary adjoint adj[a;j} despend upon the scalar
elements. a;j. .

Theorem B. If A is a (hermitian) symmetrical m-th order matrix with the
characteristic roots a,, @y, ..., am and if fij(x) (4, j = 1, 2, ..., n) are arbitrary poly-
nomials of the real variable «, subject only to the restriction fj;(x) = fij(x), then the
spectral decomposition of the hypermatrix {A;;] with the blocks Ajj = fij(A) is given by

[Af]] = T<li1 oo s Aoy Am ,---,/1.71/1>T*, T*T = Emn,
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where the characteristic roots 4;; and the factors of the transforming matrix

n’ .
——

mt— -
T=(UU..,U>P(V,V,,...,Vu>
are to be found from the spectral decompositions

A=TUlay,ay,. .., an) % [fijla)] = Ve ety a D VE (b= 1,2,...,m)

and P is the permutation matrix which transforms the sequence of ordered pairs

(11) (12) ... (1m) (21) (22) ... 2m) ... (n]) (n2) ... (nm)
into the sequence

(11) (21) ... (n1) (12) (22) ... (n2). (Am) (2m)... (nm)

The characteristic vectors of [A;j] are then obtained from the columns of T.

The special case of Theorem B concerning the direct product A-.X B of the
symmetrical matrices A and B can be formulated explicitely as

Corollary I. 'The characteristic roots of A- X B are the products a; bj of the
characteristic roots of A and B, and the characteristic vectors of A.-X B are- the
direct products w;-x vj of the characteristic vectors of A and B. -

According to a theorem given by Stéphanos the characteristic roots of the nm-th .
order hypermatrix > ¢pg AP -x BY are the nm numbers NN a? %, where the
A — i e
p 9 - L
a;’-s are the characteristic roots of A and the bj’-s are the characteristic roots of B.
: By means of Theorem B the theorem of Stéphanos can be easily completed as
follows :

Corollary II. If A and B are symmetrical and have the spectral decomﬁosiﬁons -
A=Ula,,...,am) U* :%“ agug u¥, UU* - Ep,
B=V{b,...,bupV*= ;bhrhr;‘:, VV* — E,,

then the spectral decomposition ofz Z(.'pq AP . B%is given by

P ¢
Al - — hl
D2 (e xe) (2 2 emap o) (ke X ).
! J P q.

By applying Theorem B we can determine the normal vibrations of a two- or
three-dimensional lattice of particles with fixed boundary. The result is the following :
The characteristic vectors of a two- or three-dimensional lattice are equal to the direct
products of the characteristic vectors of the one-dimensional sedge-lattices¢, while
the squares of the frequencies are equal to the sum of the squares of the frequencies
of the one-dimensional edge-lattices.
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