
PÁRONKÉNT FELCSERÉLHETŐ BLOKKOKBÓL ÁLLÓ HIPERMATRIXOKRÓL 
ÉS AZOK ALKALMAZÁSÁRÓL A RÁCSDIN AMIKÁBAN 

EGERVÁRY JENŐ 

Jelölések 
A [a,ij ] 
[Ay]  

aij skalárelemekből álló matr ix 
A/y blokkokból álló hipermatrix 
A transzponált ja 
oszlopvektorok 
sorvektorok 
ai b1 blokkokból álló hipermatrix 

A* 
а, «;, 
b*, b> 
К Ы] 
A. X В = [Ab,у] ; [biß = В 
< ak У = < «i, a2, • • • a n У . . diagonálmatrix 
А = detA A determinánsa 'Aj = detA 

n-edrendű egységmátrix 

Bevezetés 

Ismeretes, hogy kvadrat ikus blokkokból álló hipermatrixokra és skalár-
elemekből álló közönséges matrixokra majdnem ugyanazok a műveleti sza-
bályok érvényesek, az egyetlen különbséget az okozza, hogy a blokkok álta-
lában nem felcserélhetők. Ezért várható, hogy közönséges matrixokra vonat-
kozó fogalmak és számítási módszerek kiterjeszthetők páronként felcserél-
hető blokkokból álló hipermatrixokra. 

A felcserélhetőség feltétele nyilvánvalóan magában foglalja, hogy a 
blokkok kommutat ív gyűrűt alkotnak, következésképpen racionális skalár-
azonosságok érvényben maradnak, ha a skalár határozatlanokat blokkokkal 
helyettesít jük. 

Ez a megállapítás azt sugallja, hogy a determináns, minor, adjungált 
fogalmak kiterjeszthetők páronként felcserélhető blokkokból álló hiper-
matrixokra, és hogy nm-edrendű matrixokra vonatkozó bizonyos racionális 
műveletek ily módon visszavezethetők kizárólag те-edrendű és m-edrendű 
matrixokkal való műveletekre. 

Felcseréilierő blokkokból álló hipermatrix spektrál-felbontására vonat-
kozólag a következő tételek ismeretesek. 

Az A- x B direkt szorzat sajátértékeit az A és В matrix а,- illetve bj saját-
értékeiből alkotott — összesen nm számú — a,bj alakú szorzat ad ja . Ez William-
son következő tételének1) speciális esete : Ha valamely hipermatrix valamennyi 

4 Lásd : [1] 
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n2 számú blokkja egy és ugyanazon A matrix tetszőleges fij (A) polinomja 
és ha A matr ix sajátértékei av a2, ... am, akkor az [/,-j(A)] hipermatrix 
sajátértékeit az 

Uij («i)], UU («2)]' • • • [fú («m)] 

mátrixok nm számú sajátértékei szolgáltatják. 
Ezek a tételek azt sugallják, hogy az [/,y (A)] hipermatrixnak nemcsak 

a sajátértékei, hanem a sajátvektorai is, tehát a teljes spektrál-felbontása 
bizonyos ft-edrendű, illetve m-edrendü mátrixok sajátvektoraiból, illetve spekt-
rál-felbontásából elemi műveletekkel explicite felépíthető. 

1. §. Tételek 

Mindkét sejtés helyesnek bizonyul, s ezen dolgozat fő tárgyát az alábbi 
két tétel bizonyítása, tárgyalása és alkalmazása képezi. 

A. tétel. Ha [A,y] hipermatrix m-edrendű A,y blokkjai páronként fel-
cserélhetők-, akkor [A,y] determinánsa, illetve adjungál t ja a következő képle-
tekkel adható meg : 

( 1 ) det [A,y] = det (det [A,y]), 

( 2 ) a d j [ A y ] = adj [A,y] • { a d j (de t [A,y]) • X E n } , 

ahol 
det [A,y] = ± : A1Vl A2v2. . . An„„, 

és adj [A,y] olyan lűpermatrixot jelent, melynek blokkjai ugyanolyan módon 
függnek az A,y blokkoktól, mint ahogy adj [a,y] közönséges adjungál t elemei 
függnek 

3/Z Q/ij skalár elemektől. 
B. tétel. Ha A szimmetrikus (hermitikus) m-edrendű mátrix, melynek 

sajátértékei av a2, ... am és ha /,у(х) (г, j — 1, 2, . . .n) a valós x változónak 
olyan — egyébként tetszőleges — polinomjai, melyeknek egyedül az fji(x) = 
= fij(x) feltételt kell kielégíteniük, akkor az A,y = /,y (A) blokkokból álló 
[A,y] hipermatrix spektrálfelbontását 

(3) [A,y]= T < A n , . . . . kin , . . . , A m i , . . . , A m n ) T*, T*T = Em„ 

szolgáltatja, ahol а А,у sajátértékek és a 
n 

(4) T==< U , U , . . . U ' ) P < Y 1 , V 2 , . . . Y„> 

transzformáló matrix tényezői az 

(5 ) A = U < % , . . . am.y U* 

[fij ( « 0 ] = V f e < A f t l , . . . hn > \ * k {k = 1 , 2 , . . . m ) 

spektrál-felbontásból nyerhetők, P pedig olyan permutáló matrix, mely az 

(11) (12) . . . (lm) (21) (22) . . . (2m) . . . (ni) (n2) ... (nm) 
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alakban rendezett számpárok sorozatát 

(11) (21) . . . (n\) (12) (22) . . . (n2) . . . (lm) ( 2 m ) . . . (nm) 

sorozatba transzformálja. Ekkor [A,y] sajátvektorait T oszlopai adják. 
A B. tételnek szimmetrikus A és В mátrixokból alkotott direkt szor-

zatára vonatkozó speciális esetét érdemes külön megfogalmazni : 

I. Korollárium. A- x B sajátértékei az A és В sajátértékeiből alkotott 
ciibj szorzatok, A- x B sajátvektorai pedig az A és В sajátvektoraiból alko-
to t t Hí • X Vj direkt szorzatok.2) 

Stephanos egyik tétele3) szerint а ^ сппAp • x B j wm-edrendűhiper-
p 1 

matrix nm sajátértékei a aPi Щ számok, ahol сц A sajátértékeit , b, pedig 
p ч 

В sajátértékeit jelenti. 
A B. tétel segítségével Stephanos tétele könnyen kiegészíthető : 

II. Korollárium. Ha A és В szimmetrikus mátrixok, és spektrálfel-
bontásuk 

( 6 ) A = U < A 1 , . . . A M > U * = = 2 4 « * M * > U U * = E M , 
I: 

( 7 ) B = У < 6 Г , . . . Ь П ) Х * = Z B H V H V * , V V * = E „ , 
к 

akkor V ' ^ C p , AP - XB9 spektrálfelbontását 
p ч 

(8) Z Z ( u r XVj.)(Z £cpq a? bqj\(u*- XvJ) 
i ) V p q ) 

szolgáltatja. 

2. §. Hipermatrix determinánsa 

Legyen adva az [A,y] wm-edrendű hipermatrix, melynek m-edrendű A[;-
blokkjai páronként felcserélhetők. Tegyük fel egyelőre, hogy az 

(9) 

" A U A 1 2 . . . А Ц . ' 

A 2 I A 1 2 . . . A 2 / ; (k = 1 , 2 , . . . , » , - 1] 

_ A/,-1 А Д 2 • • • Адд _ J 

hipermatrixok invertálhatók. 
2) Az általános definícióval megegyezésben w x v az alábbi vektort jelöli: 

u . x t > = u - X 

"«1 U l\ 
V% и r2 

- vn - « t « -
3) Lásd : [2] 
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Ekkor, ha az 

(10) 

«11 "12 • • • " i n 

«21 "22 ' • • «2 л 

«ni «л2 • • • «л л 

1 0 . . . 0 

6 2 1 1 . . ; 0 

&Л1&Л2 • • • 1 

ismert skálái' azonosságban41, ahol 

D x 0 . . . 0 

. . 0 
/ 

À 
' ' D i J 

0 A* 
A 

о 0 

1 C12 . . . Cjn 

0 1 . . . c2 n 

0 0 . . . 1 

A = 

"11 "12 • • «14 «11 «12 • «14 

«21 «'22 • • «24 «21 «22 . «24 

# 0 ; 6 , ; - / V 

«41 «42 • • «44 

# 0 ; 6 , ; - / V 

пи-

ан 

1,1 «4—1,2 • 

« ; 2 

• «4—1 

• « / f t 

ckj = Dk
x 

«11 «12 • • • «1,4-1 «1/ 

«21 «22 • • • «2,4 1 «2y 

«41 «42 • • • «4,4 1 «41 

(fc = 1 , 2 , . . . те- 1) 

az «у skalár határozatlanokat az A,,- felcserélhető blokkokkal helyettesít-
jük, és mindkét oldalnak vesszük a determinánsát, azonnal nyerjük : 

(11) det 

А ц A I 2 . . . A in 

A 2 i Аза . . . A-2n 

Anl An2 • • • Алл 

det (27 ± A1Vl A 2 „ a . . . An„J 

így az A. tétel (1) formuláját a (9) korlátozó feltételek mellett bebizo-
nyítot tuk, de folytonossági meggondolások alapján könnyen belátható, hogy 
ez az általános esetben is érvényes. 

О Lásd például : [3], p. 39. 
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B e v e z e t v e 
elet [Ay] = A,,, A2„ 

kifejezésre a »hipérdetermináns« elnevezést, k imondhat juk a következőt : 
Tétel: Ha valamely hipermatrix blokkjai páronként felcserélhetők, 

akkor a hipermatrix determinánsa egyenlő a blokkok hiperdeterminánsának 
a (közönséges) determinánsával. 

Ez a tétel egy wn-edrendíí determináns kiszámítását nyilvánvalóan 
m-edrendű determináns kiszámítására vezeti vissza. 

•3. §. Hipermatrix adjungáltja 
Amennyiben az adjungált kiszámítására hasonló egyszerű módszert 

kívánunk találni, első látásra nem könnyű meglátni, hogyan használjuk ki 
a blokkok felcserélhetőségét. Ugyanis a minorok képzése, vagyis egy sor 
és egy oszlop törlése elrontja a hipermatrix particionált szerkezetét. Mind-
azonáltal égy igen egyszerű ötlet teszi lehetővé, hogy a megfelelő módszert 
megtaláljuk, mégpedig nem arra kell törekednünk, hogy az adjungál tnak 
egyetlen elemét határozzuk meg, hanem annak egyszerre egy egész blokkját 
kell keresnünk. 

E célból bevezetjük a felcserélhető blokkokból álló adot t [Ay] hiper-
matrix »hiperadjungált«-jának a fogalmát. Hiperadjungáltnak nevezzük- és 
adj [Ay]-vel jelöljük azt az [Ay]-vel megegyező rendű hipermatrixot, mely-
nek blokkjai ugyanolyan módon függnek az Ay blokkoktól, mint a közönsé-
ges adjungált elemei egy közönséges matrix skálái' elemeitől. 

Ezen definícióval megegyezésben a hiperadjungált kielégíti az 

( 1 2 ) [Ay]adj [Ay] 

"det [Ay] 0 

0 det [Ay] 

det [Ay] 

azonosságot, s innen nyilvánvaló, hogy ha nTeg akar juk kapni [Ay] ad jun-
gált ját-,' akkor mindössze a (12) egyenlet mindkét oldalát jobbról olyan diago-
nális hipermatrixszal kell megszorozni, melynek minden diagonál-eleme 
ad j det [Ay-]. Ekkor valóban 

det [Ay] • a d j det [Ay] = det [A; /]-Em, 

[Ay] • {adj [Ay] • (adj det [Ay] - x E „ ) } = det [Ay]• Em n 

Tehát [Ay] ad jungál t ja egyenlő a kapcsos zárójelben álló matrixszal, 
és így az A. tétel (2) formuláját bebizonyítottuk. 

Ez az eredmény következőképpen fogalmazható : 
Ahhoz, hogy egy felcserélhető blokkokból álló hipermatrix adjun-

gált ját megkapjuk, az adj [Ay] hiperadjungált valamennyi blokkját 
ad j det [Ay]-vel kell megszoroznunk. 
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Ezzel egy wm-edrendű felcserélhető blokkokból álló hipermatrix adjun-
gált jának meghatározását те-edrendfí és m-edrendű matrixokkal való műve-
letekre vezettük vissza. 

Ha [A//] hipermatrix nem szinguláris, akkor az adjungált kifejezése 
[Ay] reciprokára az alábbi formulát szolgáltatja : 

(13) [Az/T 1 adj [Ay] (det [Ay]- x E „ ) 

4. §. Speciális esetek 

Két kvadratikus mátrixnak az 

" A61 1 Ab1 2 . . . Abln ' 

A X B 
A621 A62 2 . . . Abon 

_AbnlAb n 2 • • Abnn _ 

direkt szorzata a legegyszerűbb példa páronként felcserélhető blokkokból 
álló hipermatrixra. Tehát a direkt szorzat tulajdonságait a fent bebizonyí-
to t t tételek következményeiként kell nyernünk. 

Valóban, (12) alkalmazásával azonnal adódik, hogy 

det (A- x B ) = det [АЬц] = det (det [Aby]) = det (А" В ) = A "-|B|m . 

Továbbá, a 6у elem algebrai komplementumát ßy-vel jelölve, (9) 
alapján nyerjük a direkt szorzat reciprokát : 

(A- x B ) " 1 = a d j [Abjj] (det [A6,/]- X E „ ) - ' = [A" 1 В ,] В - 1 (A • " • ' x E „ ) ' = 

- , Bű 
В 

х в 

Egy további közelfekvő példa felcserélhető blokkokból álló hiper-
matrixokra az olyan hipermatrix, melynek blokkjai ciklikusak vagy fer-
dén ciklikusak. Legyen tehát az adot t hipermatrix [Ay], ahol 

(14) Ay = 

" a<o) 
J 

a(1> 
a(m—i) (0) wij "i J 

(m-i) -utJ 
(m—2) "7/ 

_a\j) «[))... aty 

m-edrendű ciklikus matrix. Ismeretes, hogy a tetszőleges elemekkel bíró 
(14) matrix a 

' 0 1 0 . . . Ö" 

0 0 1 . . . 0 

1 0 0 
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primitív ciklikus matr ixnak legfeljebb (m— l)-edfokú polinomjaként írható 
fel a következőképpen : 

A,; = <p,j (C) = afj> E + a\)> С + C2 + ..'. + a j f - D Cm""' 

(a ciklikus mátrixok ezen előállítása egyszersmind evidenciába helyezi a 
blokkok felcserélhetőségét). 

Felhasználva a (11) összefüggést: 

det [Aej] = ^ ± <p1Vl(C) 9VS(C) • • • <Pnv„(C) • 
со 

Ezek szerint det [A,/] a primitív ciklikus matr ixnak legfeljebb n (m — 1)-
edfokú polinomja, mely a Cm = E (ferdén ciklikus esetben Cm = — E) karak-
terisztikus egyenlet segítségével legfeljebb (m — l)-edfokú polinomra redu-
kálható. Legyen ez a 0 E + eq С + . . . + a m - i Cm_1. Ekkor az adott cik-
likus blokkokból álló [Ay] hipermatrix determinánsa : 

* 

a0 al a2 • • • am-l 
j a m _ i a 0 « j . . . a m _ a 

det [Ay] = J 

Uj a2 a3 ... a0 

Ezzel »m-edrendű determináns kiszámítását ebben az esetben is m-ed-
rendű determináns kiszámítására vezettük vissza. 

IF. Voigt5) vizsgálataiban a következő 

A y = by cg 
cy T 

(г, j = 1 , 2 , . . .n) 

másodrendű ferdén ciklikus blokkokból álló hipermatrix determinánsa sze-
repel, melyről k imutat ja , hogy az két négyzet összege. 

Voigt tétele a ciklikus blokkokból álló hipermatrixra vonatkozó ered-
ményeinknek ferdén ciklikus blokkok esetére érvényes analogonja. Ugyanis 
fentiek szerint 

det [Ay] = det У ± 
09 

bu; bu; С2гэ bnv„ 
Тс, bu; j c2>.a bnvn 

továbbá 

det [Ay] = det ß У 
У ß 

= ß2+y2. 

5) Lásd : [4] 
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•í. §. Permutáló matrix 

Bevezetünk egy különleges hipermatrixot, melyet a továbbiakban 
több ízben felhasználunk. Legyenek 

e, = 

0 ' 
0 

(1 

(i 

(m 

ill. fi 

0 ~ (1 
0 

(/ 
i = 1 , 2 , . . , . » i í 

j — 1 , 2 , . . .n I 

(n 

m-edrendű, illetve n-edrendű egységvektorok és képezzük ezek segítségével 
az »m-edrendű 

" e x / f e 2 / í • e f î ~1 
• -

 cm ! 1 

(15) p - Ut /1.1 = 
e 2 / f • •

 em / * 

_ e x / * ej*n • • ^m J n 
kvadratikus hipermatrixot. P és P* blokkjai konformabilisak és 

p p * _ ÏT 
r t — % n ! 

azaz P ortogonális. Továbbá könnyen belátható, hogy a P matrixszal való 
szorzás az 

( 1 1 ) ( 1 2 ) . . . ( 1 » ) ; ( 2 1 ) ( 2 2 ) . . . (2n) ; ...; (ml) (m2) ... (mn) 

sorozatot (mint sorvektort) az 

( 1 1 ) ( 2 1 ) . . . (ml) ;. ( 1 2 ) ( 2 2 ) . . . (m2) ; ... ; (In) (2n) . . . (mn) 

sorozatba transzformálja. 
Bebizonyítjuk az 

(16) A-X В = P ( A X - B ) P * 

összefüggést, amely azt fejezi ki, hogy ugyanazon két kvadrat ikus matrix 
bal- és jobboldali direkt szorzatai ortogonálisán hasonlók. E célból particio-
nál juk A mátrixot oszlopvektorokba, В mátrixot pedig sorvektorokba : 

' б 1 ' 

I Ь 2 

A=[av a 2 ) . . .,am], В 

bn 
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és tekintsük az 

[a, V] = 

"ox b 1 o 2 b1 

a t b 2 я 2 Ь 2 

. am b1' 

am b2 

b" a 2 b" . . . am b"_ 

Wíi-edrendű kvadrat ikus liipermátrixot. 
P* matrixszal szorozva kapjuk, hogy 

[«, b1] • P* = [«, b'] [ / , ef] = [ У я, b ' / f t r í j = I bJk 2 1 «V e f j = [bJk A] = A • X В , 

és hasonlóan 

Innen 

vagy 

P*[a, b'] = А X -B . 

P* [я,- bJ] P* = ( A x B)P* = P* (A- XB) 

А- х В = P ( А х - В) P*. Q.e .d . 

6. §. Szimmetrikus hipermatrix spektrál-felbontása 

A továbbiakban feltesszük, hogy a hipermatrix blokkjai Ay = /у (A) 
alakúak, ahol A ra-edrendű szimmetrikus matrix és /у (x) a valós x változó 
tetszőleges polinomjai, melyeknek egyedül az f j , (x) = f,j (x) feltételt kell 
kielégíteniük. 

Az A szimmetrikus matrix /(A) polinomjának spektrál-felbontását 
í r juk fel a következő alakban : 

(17) 

/ (A) = U < / (я-л) ) U* = 

'— [MJ, «2. ••'••> "m] < / К ) , / («2), . .•••, / («m) > 

У f{ak) ilk ut 

г я * 

U* 

vagy 

(18) и * / ( А) и = < / К ) , / К ) , . . . , / ( а т ) > ; UU* = Ет . 
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I t t av аг, . . . , am az A matrix (valós) sajátértékei, щ, щ, . . . , um pedig 
A sajátvektorai . 

Transzformáljuk az adot t [Ay] = [/y (A)] hipermatrixot az alábbiak 
szerint : 

(U*- xE n ) [ / y (A)] (U- X E„) = 

"U* 0 . . . 0 ' 

O U * . . . 0 

0 0 

/ п ( А ) / 1 2 ( А ) . . . / ! „ ( А ) 

U* J _ /n i (A) /п 2(A) . . . /„„(A) 0 0 . . . U _ 

Т О . . . 0 ' 

о и . . . о 

' ( / n W X / ü W ) ••• </in(«ft)>' 

< /21 («ft) > < /22 («ft) > • - • < /2л («ft) > 

_ ( / a l ( « f t ) > < / a 2 ( « f t ) > - < / л л ( « 4 ) > _ 

Felhasználva а Р permutáló mátrixot, nyerjük 

P* (U*-X Ел)[/,у(А)] ( Ü - X E J P 

/ l l («l) • • . / ln(«l) 

_ / " l ( « l ) . . . /лЛ («1 ) _ 

/ц(«т) • • • /1л(«ш) 

ml • • • Inn («m) J 

Az /у, = /у feltétel következtében a jobboldal valamennyi diagonál-
blokkja szimmetrikus, ezért minden [/y(«ft)] blokk egy V/, ortogonális matrix 
segítségével 

(19) V* v к 
í l l ( « 0 • • • f i n («ft) 

_ /n l (« f t ) • • • / ЛП («ft)_l 

VA = < Afci, A42,. . ., Aa„ ) 

diagonál-alakra hozható. Ezzel [ /y(A)] spektrál-felbontása 

(20) T * [ / y ( A ) ] T = < А и? • • • Ajjj, A2^,. . . А2л, . . . ; A m j . . . . , Amn X 

egyenlettel adható meg, ahol 

T ^ U - y E ^ P ^ Y , , . . . - , ^ ) , TT* = E m n . 
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7. §. Direkt szorzat spektrál-felbontása 

Tekintsük azt a legegyszerűbb esetet, amidőn valamennyi /у homogén 
lineáris függvény, azaz fij (x) = bij x (bj, = &,y). Ekkor az jjf t j (A)] hiper-
matrix éppen 

[fij (A)] = [A by] = A ' X B (B = [bij]) 
direkt szorzat. 

Ebben az esetben a (20) spektrál-felbontás rendkívül egyszerűvé válik. 
Valóban, legyen В spektrál-felbontása 

(21) V*BV = <& 1 ,& 2 , . . .6„>, W * = E„ 

akkor minden egyes [fij(aß] = ak [bij] blokk ugyanazzal а V transzformáló 
mátrixszá! a 

Y* 
akbn . . . аф1п 

a k b n i . . . а ф п п 

V = ak(bv b2,...,b„y 

diagonál-alakra hozható. 
A (20) egyenlet Vx = . . . = Yk — V helyettesítés után a következőre 

vezet : 

(V*-x E„)P* (U*. x Em)(A- x B)(U- x Em)P (V- x E„) = 

= < »Д,..., афп, афъ..., афп,. . ., am61;. .., ambn ). 

Végül még egyszer felhasználva a P permutáló mátrixot , innen nyerjük : 

A - x В = (U- x V ) < a A , . . ., ambv. . .,афп,..., ambn > (U* - X V*) = 

= T . 2 . (иг X v j ) ( a f i j ) ( « * • x V*). 
i j 

Ezzel bebizonyítottuk, hogy ha a hipermatrix két szimmetrikus matrix 
direkt szorzata, akkor a sajátértékeket a tényezők sajátértékeinek a szor-
zata, a sajátvektorokat pedig a tényezők saját vektorainak a direkt szor-
zata ad ja . « 

Innen a direkt szorzatokra vonatkozó műveleti szabályok közvetlen 
felhasználásával következtetünk az alábbi tételre, mely Stéplianos egyik 
tételét teszi teljessé : 

Ha az A és В szimmetrikus mátrixok spektrál felbontását '(18) és (21) 
adja , akkor 

(22) Сря А"- X B« = 2 2 ( « r ' X vj) Œ2cP9afbf\M. X v*-) 
v ő . i j v p a ) 

Későbbi alkalmazásokra való tekintettel megjegyezzük a (22) össze-
függésnek azt a speciális esetét, mely a c10 = c01 — 1 és minden többi cpq = 0 
esetre vonatkozik : 
(23) A - x E + E - x В = x vj)(a, + bj)(u*• x v% 
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8. §. Alkalmazás 

Nem kétséges, hogy mind a direkt szorzat, mind a hipermatrix fogal-
mak eredetüket csoportelméleti vagy egyéb absztrakt megfontolásoknak 
köszönhetik. Mindazonáltal éppen ezek a fogalmak bizonyulnak alkalmas 
segédeszközöknek különféle szabályos szerkezetű mechanikai rendszerek 
matematikai vizsgálatánál. Mi itt csupán arra szorítkozunk, hogy ezen fogal-
maknak a rácsdinamikában való alkalmazását mutassuk meg. 

A rácsdinamikában olyan részecskéknek a rendszerét vizsgálják, melyek 
egyensúlyi helyzetükben szabályos rácsot képeznek, s minden egyes részecs-
kére a legközelebbi szomszédja gyakorol hatást, amely esetleg egy rögzí-
te t t peremrészecske is lehet. 

A részecskékből alkotott véges rács normál rezgéseinek az ismerete 
elsőrendű fontosságú az anyag korpuszkuláris elméletében, ezért a véges 
rács mozgásegyenleteinek vizsgálatával már több szerző is foglalkozott. 
Ezen érőfeszítések ellenére jelenleg — amennyire a szerző tájékozva van 
— egyedül az egyenlő és ekvidisztáns részecskékből álló egydimenziós 
rács normál rezgései ismeretesek. Két -és háromdimenziós esetben ki-
zárólag a normál rezgések periódusát, azaz a sajátértékeket határozták 
meg.e) 

A B. tétel alkalmazása lehetővé teszi, hogy a kerület mentén rögzí-
tet t két- és háromdimenziós tömegpontrács normál rezgéseit is meghatároz-
zuk. Az eredmény meglepően egyszerű : a két- vagy háromdimenziós rács 
sajátvektorai az egydimenziós »élrácsok« sajátvektoraiból alkotott direkt 
szorzatok, a frekvenciák négyzete pedig az egydimenziós élrácsok frekven-
ciáinak négyzetösszege. 

Ezzel a húr és a membrán, valamint a nekik megfelelő rácsmodellek 
kapcsolata között fennálló analógia teljesnek mondható. 

Abból a célból, hogy a kerületén rögzített, téglalapalakú kétdimenziós 
rácshoz tartozó matrix spektrál-felbontását előállítsuk, induljunk ki m egyenlő 
és ekvidisztáns részecskéből álló, két végén rögzített egydimenziós rácshoz 
tartozó matrix jól ismert spektrál-felbontásáb'ól7) : 

Cm 

2 — 1 0 . . . 0 0 ~ 
— 1 2 — 1 . . . 0 , 0 

0 — 1 2 . . . 0 0 

2 — 1 
0 0 0 . . — 1 2 

0) Lásd például : [5] 
7) Lásd például : [5] 
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Sm = [ « í , »2- • • • > " m ] I « / = m 1 

m 
sm — 

m-\-\ 
2 7 

S41 
%n 

m + 1 
(i = 1 ,2 , . . . , m); 

mm 
sm  

U m f Ü 
S m = Sm ; S"n = Em . 

Az mn egyenlő részecskéből álló, kerületén rögzített, téglalapalakú két-
dimenziós rácshoz tartozó wm-edrendű mátrix az alábbi alakban írható:8) 

4 —1 
-1 4 

— 1 
— 1 

4 —1 
-l 4 

+ 

2Em — Em . 
—Em 2Em 

• — E m 

— Em -E,„ 

4 —1 
-1 4 J 

— С m ' X E n - | - E m • X С п . 

На (22), (23) összefüggéseket és Cn (24) spektrál-felbontását alkalmazzuk, 
azonnal nyer jük : 

Cm - x E„'+Em • X C„=(Sm • xS„) < 4 sin- — + 4 sin2 — _ >.(Sm. x S„)*, 
. 2 m + 2 2w + -

(Sm • x S,,)* = Sm • x Sn : (Sm • X S„ )- = Em n . 

8> Lásd például : [5] 
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На Sm es Sn matr ixokat 

s m = ГЩ,. . . Mm]; s n = [vx,... Vn] ; V* = те + 1 
sm 1 Д 

n + 1 
. n ) л 

s m — ~ ~ 
n -j- 1 

particionált alakban írjnk, akkor CLZ Sm• X S„ transzformáló mátrix oszlopait, 
azaz a rács sajátvektorait 

Sm • X S„ = [щ • X Vv • • • Ui • X Vj Mm • X Í>„] 

szolgáltatja, ahol 

1л 

Ui- XVj — 
I 2 
m + 1 

s m 
m + 1 

sm 
mm 

m - f 1 

X n + 1 

i — 1 , 2 , . . . m 

j = 1,2 . . n 

]Л 
sm — 

n + 1 

sm П]Л 

f ( m + 1) (те + 1) 

те -f 1 _ 

jn 1Л sm sm 
m - f 1 те - f 1 
'2in . jn 

sm sin — 
m - f 1 те - f 1 

пыл . щл 
sm sm —-— 

m - f 1 те - f 1 _ 

Ezzel bebizonyítottuk, hogy a kétdimenziós rács frekvenciáinak négy-
zete egyenlő az egydimenziós élrácsok frekvenciáinak négyzetösszegével, 
sajátvektorai pedig az élrácsok sajátvektorainak Uí-XVj direkt szorzatával. 

Ugyanezt az eljárást a 

C m - x E n . x E r - f Em - x c n . x E r + E m - X E „ • XCr 

hipermatrixra alkalmazva, nyilvánvalóan a határfelületén rögzített, derék-
szögű parallelepipedon alakú háromdimenziós rácshoz tartozó matrix spektrál-
felbontásához jutunk. 
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О ГИПЕРМАТРИЦАХ, СОСТОЯЩИХ ИЗ ПОПАРНО ПЕРЕСТАВЛЯЕМЫХ БЛОКОВ, 
И ОБ ИХ ПРИМЕНЕНИИ В ДИНАМИКЕ РЕШЕТОК 

Е. Эгервари 

Р е з ю м е 

Настоящая работа посвящается доказательству, обсуждению и применению сле-
дующих двух теорем : 

Теорема А. Если блоки порядка m - гиперматрицы [А,;] попарно переставляемы, 
то определитель и сопряженная А даются соответственно следующим формулам : 

det [А,у] = det (det [Ay]) ; 

a d j [ A y ] = adj [ A y ] ( a d j (det [ A y ] ) • x E » J , 
где 

det [Ay] = ±Aiv, Аг,-,. . . A,№„ 
C) 

a adj [Ay] означает гиперматрицу, блоки которой зависят от блоков Ау, точно также 
как обыкновенные сопряженные элементы, adj [Ay] зависят от скалярных элемен-
тов Ау. 

Теорема В. Пусть А симметричная (эрмитова) матрица порядка m со собствен-
ными значениями а,, а2, . . ,ат пусть далее /у (х) (г, j— 1, 2 , . . . , п) произвольные много-
члены вещественной переменной ж, подчиненные условию fji(x) = /у (х) ; при таких 
условиях спектральное разложение гиперматрицы [Ау]," состоящей из блоков А у = 
= /у(А), дается формулой 

[Ау] = Т < Ап , . . . . А,„ , ' . . . , Л,„1 . . . h „n > Т*. Т*Т = Е ,,„ , 

где собственные значения Ау и множители преобразующей матрицы 
' п 

. Т = < U , U , . . . , U > P < V 1 , V 2 , . . . , V n > 

получаются из спектрального разложения 

А = V < av а2,..ат > U*, [/у (ад)] = Уд < Ад, Ад„ > V* (к = 1,2 ,. . . , т) 

a Р перестановочная .матрица, переводящая последовательность пар чисел-

( И ) . ( 1 2 ) . . . (1 те) (21) ( 2 2 ) . . . (2то) . . . (ni) (п2) . . . (пт) 

в последовательность 

(11) (21) . . . (ni) (12) (22) . . . (п2) . . . (lm) (2т) . . . (пт) 

Тогда собственный вектор [Ау] дается сюлбцами Т. 
Частный случай теоремы В, относящийся к прямому произведению симметриче-

ских матриц А и В можно отдельно формулировать как 
Следствие I. Собственными значениями А- х В являются произведения а/ 6/ 

собственных значений А и В, а собственными значениями А- х В являются прямые 
произведения м,-. х®/, составленные из собственных векторов А и В 
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По одной теореме Стефаноса пт собственные значения гиперматрицы N Хп 

—, р -ч  
cPq АР . х В ' порядка и т представляются числалщ 2 2 ( aPi b4] , где а, собственные зна-

р 1 
чения A, a bj собственные значения В. 

При помощи теорем А я В можно дополнить теорему Стефаноса следующим обра-
зом : . 

Следствие II. Если симметрические матрицы А ц В имеют спектральные разло-
жения 

А = U < АГ , . . . , AM > U* = 2 А " " К " * ' U U * = Е " » 
к 

В = - V < A > » . . , V > V * = ^ b h v h v l , W * = Е л , 
h 

тогда спектральное разложение 2 ' 2 С и х Выдается выражением 
р ч 

2 2 ( щ • x " / ) í 2 2 cpi aPi1,4J V м * • xv* j ) 
i j I p ? ) 

Применяя, теорему В, можно определить нормальные колебания двумерной или 
трехмерной решетки материальных точек, закрепленной вдоль периметра. Получается, 
следующий результат : собственными векторами двумерной или трехмерной решетки 
являются прямые произведения собственных векторов одномерных »решеток-ребер«, 
а квадрат частоты есть сумма квадратов частот одномерных решеток ребер. 

ON HYPERMATRICES WHOSE BLOCKS A R E COMMUTABLE I N PAIRS 
AND T H E I R APPLICATION I N LATTICE-DYNAMICS 

E. EGEEVÁRY 

Summary 

The main object of this paper is the proof, discussion and application of the 
following theorems. 

Theorem A. If the m-th order blocks Aij of the hypermatrix [Ay] are pairwise 
commutable then the determinant, rasp, the adjoint of [Ay] are given by the follow-
ing formulae : 

det [Ay] = det (det [Ay]), 

ad j [Ay] = adj [Ay] . { ad j (det [Ay]) • XE„} 

where 

det [ A y ] == 2 ± A2v2. . . AnVn, 
<«) 

and adj [Ay] denotes a hypermatr ix whose blocks depend in the same way upon the 
blocks Ay, as the elements of an ordinary adjoint ad j [ay] depend upon the scalar 
elements a y . 

Theorem B. If A is a (hermitian) symmetrical m-th order matr ix with the 
characteristic roots alt аг, . . ., am and if fij{x) (i, j = 1, 2, . . ., n) are arbi t rary poly-
nomials of the real variable x, subject only to the restriction fji(x) = fij(x), then the 
spectral decomposition of the hypermatr ix [Ay ] with the blocks Ay = /y(A) is given by 

[Ay] - T < Au , . . . , Ai„ , . . . , Ami . . , Я.Ш,) T*, T*T = Emn, 
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where the characteristic roots A.// and the factors of the transforming matr ix 

n ' 

T = < U . U . ' . ' . . . U > P < V 1 . V ä , . . . , V „ >  

are t o be found from the spectral decompositions 

A = U <; av a2 ,...,«„> U*, [ f i j (ak)] = Ук< lki ,..., fa„ > V* (k = 1 , 2 , . . . ,m) 

and I* is the permutat ion matr ix which transforms the sequence of ordered pairs 

(11) (12) . . . (1 m) (21) (22) . . . (2ni) . .. (ni) (n2) .. . (nm) 

into the sequence 
(11) (21) . . . (ni) (12) (22) . . . (n2)... (lm) (2m)... (nm) 

The characteristic vectors of [Ay] are then obtained f rom the columns of T. 
The special case of Theorem, В concerning the direct product A - x В of t he 

symmetrical matrices A and В can be formulated explicitejy as 
Corollary I. The characteristic roots of A • x В are the products a, bj of the 

characteristic roots of A and B, and the characteristic vectors of A - x В are- the 
direct products м/ • X ly of the characteristic vectors of A and B. 

According to a theorem given by Stephanos the characteristic roots of the nm-th 
order hvpermatr ix У cp ? Ap • B1' are the nm numbers У У af b?j, where the 

PI-— p a 
ai-s are the characteristic roots of A and the bj'-s are the characteristic roots of B. 

By means of Theorem В the theorem of Stephanos can be easily completed as 
follows : 

Corollary II. If A and В are symmetrical and have the spectral decompositions -

A = U <'0, , . . a m > U* = £ ak щ и* , UU* = E,„, 
' к 

В = V < b 1 , . . . , b n > V * = y ^ b H V h V * , VV* E n , 
л 

then the spectral decomposition of У] У " epq Ap • х ц ? is given by 
P i 

У (Ui • X Vj) ( У V сРЯ ар blj Uuf-X v*j). 
i j ( P <1 . I 

By applying Theorem В we can determine the normal vibrations of a two- or 
three-dimensional lattice of particles with f ixed boundary. The result is the following : 
The characteristic vectors of a two- or three-dimensional lattice are equal to the direct 
products of the characteristic vectors of the one-dimensional »edge-lattices«, while 
the squares of the frequencies are equal to the sum of the squares of the frequencies 
of the one-dimensional edge-lattices. 
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