__ . UJ MODSZER SZIMMETRIKUS
SURUSEGFUGGVENYEK SZUPERPOZICIOINAK
FELBONTASARA, 1.

frta: MEDGYESSY PAL

1.

Bevezetdiil néhany alapfogalmat elevenitiink fel.
a) Legyen f(x, «, f) adott analitikus alakua, kétparaméteres slirliségfiiggvény,
%, B @, illetve § egy megengedett értéke. A

N
ki(x) = kglvpkf(x, o> Br)

fliggvényt, ahol p,=0, azonos (2, B;) parok nincsenek és B, =f8,=...=f,, az
f(x, o, By) stirliségfiiggvények — a komponensek — p, sulyokkal képezett szuper-
pozicidjanak nevezziik.

A gyakorlatban sokszor taldlkozunk a kovetkezd problémdval.

Adva vannak egy ki (x) siriségfiiggvény-szuperpozicié gorbéje egyes pontjai
ordinatainak mért értékei. Az N, p;, o, B, paraméterek ismeretlenek. Meghata-
rozando a mért értékek alapjan N és esetleg egyes p,, o, B, paraméterek kozelité
értéke.

A problémank megoldasat szolgaltatd numerikus eljarast a k(x) siiriiségfiiggvény-
szuperpozicié (numerikus) felbontdsanak nevezziik.

Részletes targyalas és példak: [1], I. 1. §.

A kdvetkezdkben a

N X — o
k(x) = Z/).‘f[ k]
o] B
tipusi szuperpoziciék vizsgdlatdra szoritkozunk és azt is feltessziik, hogy f(x) (0) szim-
metrikus, szigortuan (0) egycsicsu, folytonos siiriiségfiiggvény.*

Vizsgalatainkban szlikséglink van a kovetkez$ definicidkra.

Legyen fi(x), illetve fo(x) (0) szimmetrikus, szigorian (0) egycstcsi sliriiség-
fiiggvény. Azt mondjuk, hogy fo(x) gorbéje (tAgabb értelemben) keskenyebb, mint
Ji(x) gbrbéje, ha 1. x>0 esetén az f(x) slirliségfliggvényhez tartozo eloszlasfiiggvény
gorbéje az fi(x) slirliségfliggvényhez tartozé eloszlasfiiggvény gérbéje felett halad és
2. fi(x) gorbéjének csiicsmagassiga nagyobb, mint f;(x) gérbéjének csicsmagassaga.

Ekkor fy(x) gorbéje fi(x) gorbéjébdl abszcisszatengely menti Osszenyomdis és
ordinitatengely menti nyQjtassal keletkezik, mikézben a gdrbe alatti teriilet valto-
zatlan.

* Ha — wo<x=< o, f(X) ,,(a) szimmetrikus”, azt jelenti, hogy f(a—x)=f(a-+x): f(x) ,.szigordan
(a) egycsucsi” pedig azt, hogy f(x) szigorGan egycsicsa, x=a csucshellyel.
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34 MEDGYESSY PAL

Megallapodunk abban, hogy f;(x) és f(x) eltoldsa nem valtoztat a ,,keskenyebb”
viszonylaton.

Tekintsiink most egy {g(x, 1)} (A4, =A<4,) egyparaméteres slirliségfiiggvény-
csaladot, melynek tagjai (0) szimmetrikusak €s szigorian (0) egycsucsiiak. Ha
A, A;a A paraméter két kiillonbozo értéke, A, <A;<A;<4,és g(x, 4;) gbrbéje (tagabb
értelemben) keskenyebb, mint g(x, 2;) gorbéje, azt mondjuk, hogy 4 g(x, A) gorbé;é-
nek (A4, Ap) monoton formdnsa. (A,, A,) 2 monoton valtozisa iranyara utal.
— E monoton formans szemléletes jelentése egyszerii: ha 2 monoton névekedik,
a megfelelé gérbe egyre keskenyebb lesz; a keskenységet egyetlen szam jellemzi.

Részletek és egyéb ,,keskenyebbség”-definicidk: [1] II. 4. §.

A fenti k(x) szuperpozicio esetére a felbontdsi eljdrdsok lényege tobbek kézéott
a kovetkezdképp fogalmazhaté meg ([2], 111. 1. §.).

A goérbéjével képviselt k(x) szuperpoziciohoz hozzarendeliink egy

N
b(y) = kg;pkgl(ys Ay » Bk)

tipusi ugynevezett tesztfiiggvényt, melyre fennall:

1. g(», %, Bi) szigoruan egycsucsu siruségfiiggvény, f[i/—_fﬂ) és g1(, o, Br)
k
kézt jol definialt Osszefliggés all fenn; emellett g,(y, %, f;) gorbéje keskenyebb,

mint f(x;“'i) gbrbéje;
k
2. ha (o, B Z(«, B), akkor g(y, %, B) gorbéjének csucshelye g,(y, o, )
gorbéjének cstcshelyétdl legalabb olyan tavol van, mint f (x;cxk gorbéjének csucs-
k
helye f[";“’) g6rbéjének csicshelyétdl;
l K
X— Otk

3. k(x) és b(p) kozt Osszefliggés allithato fel az f( ) és gy(¥, %, Br) kozti

Br

Osszefliggés alapjan.

Mindebbdl az kdvetkezik, hogy ha a b(y) siirliségfiiggvény-szuperpozicio gorbét
feirajzolnank, abban az egyes komponensek gorbéi kiilénvdltabban mutatkozninak
meg, mint k(x) gbérbéjében. Ha e kiilonvaltsag elég nagymérvii, a komponensek
g6rbéi szinte egymast nem is zavarva jelennének meg. Ekkor b(y) gorbéjébdl a kom-
ponensek szama — és esetleg egyes paraméterek kozelitd értéke is — megallapit-
haté voina.

Mivel mindez kozelitéleg igaz akkor is, ha k(x) gorbéjének mért ordinata-
értékeibsl b(y) analitikus alakjdnak megfeleld numerikus modszerrel a b(y) teszt-
fiiggvény bizonyos kozelitésének gorbéjét allitjuk eld, felbontdsi eljdrdsnak ez utébbi
gorbe csucsai szdmdnak, helyeinek stb. megdllapitdsat fogjuk tekinteni.

Adott felbontasi probléma esetében a feladat tehat:

A) az emlitett b(y) tesztfiiggvény megtaldlasa;

B) a felbontandé szuperpozicié komponensei és a tesztfiiggvény komponensei
kozti Osszefliggés meghatarozasa, és ennek alapjan a felbontasi eljards alapjaul
szolgalé b(y) tesztfiiggvény elballitasa a k(x) szuperpozicio segitségével ;
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SZIMMETRIKUS SCRUSEGFUGGVENYEK SZUPERPOZICIOINAK FELBONTASA 35

C) mindezek alapjan numerikus mddszer kidolgozasa a tesztfiiggvény vala-
milyen kozelitése gorbéjének elballitasara.
Részletek €s Altalanositas: [2], II1. 1. §.

2.

Korabbi munkainkban a &(y) tesztfliggvényt a k(x) szuperpoziciot tartalmazoé
konvolucids integralegyenlet megoldasa vagy konvolucids transzformalt szolgaltatta.
A tesztfliggvénynek az el6bbiekre épitett analitikus kifejezését a numerikus felbontds-
kor egy

B(3) = 3 eik(x+ih)

j=-m

alaka Osszeggel kozelitettiik (h adott konstans).

E kozelités hibdja azonban nehezen volt becsiilhetd; a kapott becslések a gya-
korlatban hasznéalhatatlanok is voltak. 5*(y) gorbéjében &ltalaban szdmos olyan
kisebb cstics mutatkozott, melyrél nem tudtuk megmondani, hogy b(y) valamelyik
komponense kozelitésének gorbéje-e vagy pedig a k(x) mért értékeiben rejlé hibak-
t0l, ,,zajtél” szarmazik-e. A gyakorlatban el8ad6dd szuperpozicidk felbontésat
ez sokszor megnehezitette.

Dolgozatunk jelen 1. részének célja egy olyan ij felbontdsi médszer ismertetése,
mely kikiiszoboli az emlitett nehézségeket.

3.

Uj médszeriink alapétlete: adott k(x) szuperpozicidhoz tesztfiiggvényként

p()= 2 ¢, k(x+ vh) tipusi véges sszeget kiséreliink meg hozzarendelni, minél
kisebb m érték mellett (;m=1 vagy 2), a ¢, konstansokat a tesztfliggvényt értelmez3
feltételekbdl hatarozva meg. Ez esetben numerikus felbontaskor a tesztfiiggvény
analitikus kifejezésének kozelitése elmarad és a k(x) mért értékeiben rejlé ,,zajnak”
a tesztfliggvényt eltorzité hatasa is kovethetd. A p(y) tesztfiiggvény bevezetése
tehat a keresett modszert szolgaltatja.

Hogy vizsgalodasunkat folytathassuk, hatirozottabb format kell adnunk alap-
otletiinknek. A késobb targyalandé példakat tartva szem elStt, p(y) konkrét alakja
a kovetkez6 meggondolasok alapjan adhato meg:

Legyen f(x) a fenti (0) szimmetrikus, szigorian (0) egycsicsu slirliségfiiggvény
és tekintsiik a

h(y, P, 9) = (1+2P)f(y) — PLf(y—H+f(y+9)]

fiiggvényt, ahol P=0, $=0. Lathaté, hogy #A(y, P, 9) is (0) szimmetrikus és

h(y, 0, N=f().
Tegyiik fel, hogy barmely 3=>0-hoz talalhato egy a 3-tol fiiggé Py(3) korlat,
melyre fennall:
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36 MEDGYESSY PAL

A) ha 0=P<Py9), h(y, P, 9) nemnegativ, mikor is A(y, P, 3) siiriségfiiggvény;

B) ha 0=P<Py9), h(y, P, 3) szigorian (0) egycsucst, vagyis h,(y, P, 9)=0
(y=>0) és nincs olyan nem félig végtelen intervallum az abszcisszatengelyen, mely-
nek minden pontjaban A (y, P, 9)=0.

C) ha 0=P=<Py(9), P h(y, P, 9) gorbéjének (0, Po(9)) monoton formansa,
vagyis P novekedésekor h(y, P, ) gérbéje egyre keskenyebbé valik, olyan értelem-
ben, hogy (az origéban levd) csticsa emelkedése mellett (ami rogton lathatd), a goérbe
az y-tengely felé iranyulva Osszenyomodik.

N —
Ezek utan vegyiik a k(x)= Z’ oS (x Ba") szuperpoziciéhoz rendelt tesztfligg-
k

vénynek a kovetkezd p(y, )= 2’ P&y, &, By) figgvényt, melyben egy késébb

meghatarozandd értékkészletd / parameter is szerepel és & rogzitett:

p(y, ) = (1 £2)k(x) — ik(x—9) +k(x+9)).

k(x) k-adik komponense, f (x;ak) és p(y, 4) k-adik komponense, g,(», o, f,) kozta
k

_ Vs Eanill I Y“S—O‘k] [y+‘9'—“k]]
gl(y’ak’ﬁk) (l+2)f{ ﬁk ] }'[f[ ﬂk +f ﬁk

Osszefiiggés all fenn; mivel ez /-t is tartalmazza, de csak y —a,-t6l fiigg, vezessiik be
a g1y, o, Bi) =8(y—o, By, 7) jeldlést; ezzel

N
P(y, ';') = k;;pkg(y_ak’ ﬁka j')

Mivel skalaparaméter-valtoztatis vagy eltolds nemnegativitason, egycsucsu-
sagon, keskenységi viszonylaton nem valtoztat, az eldbbiek folytan g(y—ax, By, A)
(o) szimmetrikus, szigortaan (o) egycsucsu siiriiségfiiggvény és gérbéjének 7 {0, Po|

B
monoton forméansa. [gy tehat gérbéje keskenyebb, mint f (f—;—a—"] =g(x—oy, B, 0)
k

gorbéje, ha O<i<P, [E) és /. novekedésével keskenysége novekedik. Tovabba

Bs

g(y— ock,/)’k,/') és g(y—oy, B, 4) gorbéi csiucshelyeinek tavolsiga ugyanakkora,

mint f ( q ) és f (x;oz,] gorbéi csicshelyeinek tavolsaga (azaz lo, — o).
k k
Igy tehat a p(y, ) és k(x) kozti fenti Ssszefiiggés tesztfiiggvényt szolgaltat, ha

2 értékére fennall 0<i< P, (ﬂ’ (k=1, ..., N), vagyis mindig, amidén 0 </ < P, (,Bi) .
N

Minél kozelebb van 2 P, ( ; ) hez, anndl keskenyebbé valnak a tesztfliggvény kom-
N
ponenseinek gorbéi, elsésorban a iy paraméterli és annil inkabb sikeriilhet a fel-

bontas. A legjobb komponens-kiilonvalast nyujté A értékébdl P, (ﬁi]-re, vagyis
N
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Px-re is kovetkeztethetiink; ennél nagyobb . alkalmazasakor viszont negativ teszt-
fuggvény-értékek léphetnek fel és a tesztfiiggvény gbrbéje attekinthetetlenné valik.

A gyakorlatban az a helyzet, hogy § megvalasztasa utan (amit az is befolyasol,
hogy milyen pontokban adott k(x) mért értéke) egyre névekedd A értékekkel elb-
allitjuk p(y, 4) gorbéjét, k(x) mért értékei segitségével. Ezek a tesztfiiggvény bizonyos
kozelitésének gorbéi lesznek, melyekben annal jobban varhaté kiilénallé komponens
gorbék megmutatkozasa (csucsok fellépése), minél kozelebb van az épp hasznalt A

P, (%)-hez.

Ami § megvalasztasat illeti, mindeddig abbdl indultunk ki, hogy § (9=0)
tetsz8leges, illetve, hogy k(x) rendelkezésre allé mért értékei jel6lik ki a szobajovd

J-értékeket. A 11t P, (ﬁi] esetén fellépd keskenyebbé valas mértéke azonban 9-t6l
N
fiigg. A keskenyebbé valas szempontjabol legjelentSsebb a g(y—a, i, A) (k=1,...,N)

komponensek gorbéi csiicsmagassaganak megnovekedése, feltéve, hogy - meg-
novekedésekor e gérbe ,,monoton” esik, emellett az y-tengely felé iranyuldan Sssze-
nyomodik. A csucsmagassagok nyilvan

, .8
L4
it Py (ﬁi) esetén ennek minél gyorsabban novekednie kell. 3 és Py(3) ismeretében
N

az optimalis /-érték elvileg megtaldlhatd. Vegyilik azonban figyelembe, hogy a gya-

korlatban f (x ﬂa"]zf [x ﬁ“k)+sk(x) all rendelkezésiinkre, ahol &(x) a ,,zaj” és
k k

e ,zaj” tovabbplantalodik g(y—ay, By, 4) kiszamitott értékeibe 1is, azokat
S(y—ay, P, =gy —oy, fi, )+ E&(»)-na torzitva el. Kénnyen belathatd, hogy ha
le,(x)|<E, a &(y) eltorzitasra fennall & (y)|<(1+4A)E, vagyis ez az eltorzitas
nagyjabol (1+42)-val aranyosan ndé; 4 azonban § fiiggvénye. Hasonldk igazak
p(y, A)-nak k(x) ,,zaja” okozta eltorzulasira. A ,,zaj” megnovekedése miatt nem
ajanlatos tehat olyan 9-t valasztani, amely mellett A nagy lesz. — Vilagos, hogy
a ,,zaj”, mint sztochasztikus folyamat-realizacid tovabbplantalddisa is elemi esz-
kozokkel vizsgalhatd; erre itt nem tériink ki.

A gyakorlatban legjobb tobb, monoton valtozo 3 értékkel kisérletezni, és
a kapott tesztfliggvény-gorbéket egybevetve keresni ki a legjobb felbontast mutatdkat.

Py(3) értékét adott tipusa f (E—_—aﬁ) komponensekbdl allé k(x) szuperpozicio

Br

esetében analitikus eszk6zokkel vagy numerikus kisérletezéssel — A(y, P, 3) értékeit
sokféle (P, 9) parra tabellazva — hatarozzuk meg. Ha Py(3) egyszer tabellazva van,
e tablazat f(x) tipusahoz tartozé univerzalis konstans-Gsszesség lesz.

Belathato, hogy — korabbi mddszereinkkel ellentétben — a kozolt eljaras
altalaban nem biztositja azt, hogy a p(y, 4) tesztfiiggvénynek optimalis esetben leg-
alabb egy komponense tetszOlegesen keskeny (végtelenbe futd csticshoz hasonld)
gorbéjii lesz. Ez példaul abbdl is kovetkezik, hogy rogzitett 3 mellett a két, meg-
engedett P; és P, (P,>P,) paraméterértékhez tartozé A(y, P, 3) és A(y, Py, 3)
fiiggvények gorbéi metszéspontjanak abszcisszaja csupan 9-t6l fligg és altalaban
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nem tart zérushoz, még ha P,-h6z keskenyebb gorbe tartozik is, mint P;-hez. Neve-
Zetesen

(142P) f(y) = P/ =N+ (r+9)] = (1+2P) f(y) — PLS (Y =9+ (y+9)]

-bol
A -UG=-N+f+9)) =0

kovetkezik, vagyis nagyjabdl f(y)=0, és az ezen egyenlet megoldasat szolgaltato
y=y, érték altalaban nem 0, vagy -, vagyis P novekedésekor A(y, P, J) gorbéje
nem kozeledik egyre jobban és jobban az ordinétatengelyhez.

Konkrét esetben tehat lehetséges, hogy 1j eljardsunk nem nyijtja a kivant fel-
bontast; ezt azonban csak kisérletezés dontheti el. Kétségtelen eldnye mindenesetre
egyszeriisége és a hibédk (a ,,zaj”’) befolyasanak attekinthetd volta.

Mindezekre tekintettel 0j eljarasunkat a k(x) szuperpozicid részleges, parcidlis
(numerikus) felbontdasdnak nevezziik.

Alapgondolata akkor is alkalmazhatd, ha p(y, A) helyett ennél bonyolultabb,
> e k(x+vh) (m=2,3, ...) alaku tesztfiiggvényt vezetiink be. Részletekbe azon-

v=—m

ban itt nem bocsatkozhatunk.

4.

A mondottakat két példaval illusztraljuk.
1. PELDA. Laplace-siiriiségfiiggvények szuperpozicidjanak felbontdsa. Legyen
_!x—1k|
N oe K R
k(x) = Zpi—=7— (=o; (=) ij=1,..,N;0 < fy = .. =By < Ay).
k=1 2Bk
Most

h(y, P, ) = (1+2P) e~ 1"l — P(e=I?=3l =43y (P =0, 9 = 0)

és elemi szamitassal belathato, hogy ha pém (9=>0), vagyis

1

PO = 5T

akkor A(y, P, 9)=0 és A(y, P, $)=0 (y=>0) (az ,,=" bizonyos (y,, =) szakaszon
all fenn (y,>0)) és P h(y, P,9) gorbéjének (0, P,(9)) monoton forménsa, meg-
jegyezve, hogy h(y, P, §) csticsmagassaga,

ch9—e?

h(O’ P"g) = 1+2P(1_e—3) é(;h")__l
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annal nagyobb, minél kisebb 3 és minél kozelebb van P Py(3)-hoz. Igy tehat k(x)-re
alkalmazhat6 a parcialis felbontas modszere, és mert 340 esetén A0, P, 3) 1 oo,
a felbontaskor a k(x)-hez rendelt p(y, 1) tesztfiiggvény N-edik komponensének gor-
béje elvileg tetszblegesen elkeskenyedik. k(x) mért értékeivel dolgozva, 9 illetve
P emlitett csSkkentése, illetve az elGbbivel Osszefiiggd névekedése azonban a fel-
bontési eljaras hibajat ndveli, igy tehat konkrét esetben kiilonb6z6 9 és az annak meg-
feleld A értékekkel el kell végezni a felbontast és az eredményeket Ossze kell hason-
litani.

2. PELDA. ch-siiriiségfiiggvények szuperpozicidjdnak felbontdsa. Legyen
N 1
) = 2P S R G 2B]
(=2 (G=i)iLj=1,.,N;0<p =...= By < Ay).

Itt
1 + 1
ch(y—8) " ch(y+9)

(o, P, %) =(1 +2P)%y — P

és hosszadalmas, de elemi szamitéassal belathatd, hogy ha

1
2(ch 3—1)’

akkor h(y, P, 3)=0 és hy(y, P, <0 (y=0) és P h(y, P, 3) gorbéjének (0, Py($))
monoton formansa, megjegyezve, hogy #h(y, P, 9) csucsmagassaga, A(0, P, §)=
=1+2P (l—ﬁ <1+ 6—;-5 annal nagyobb, minél kisebb 3 és minél koézelebb
van P Py(9)-hoz. igy tehat k(x)-re alkalmazhaté a parcialis felbontas mddszere.

P vagyis Py(9) =

1
= 2@Cho=1)’

Itt azonban 9 ;0 esetén A(0, P, 9) < l+a—l% =2, és igy a felbontaskor a k(x)-hez

rendelt p(y, 4) tesztfiiggvény egyetlen komponensének gérbéje sem keskenyedhetik
el tetszdlegesen.

k(x) mért értékeivel dolgozva, a felbontasi eljaras hibajanak valtozasa ugy
folyik le, mint az 1. Példa esetében és igy itt is tobbféle 9 és annak megfeleld 4 értékkel
el kell végezni a felbontast és az eredményeket egybe kell vetni.

Metodolégiai példaként tekintsiik a

1 1

k(x) = ch{n(x—0,5)/2] T [n(x+0,3)/2]

ch-sdriiségfiiggvény szuperpozicio felbontdsdt. Ezt mas, bonyolult moddszerrel [2],
III. 1. § 2.2.-ben mar elvégeztiik. k(x) gorbéje egycsucsu; az 1. abran a vastag vonal
abrazolja. A k(x)-hez tartozd p(y, A) tesztfliggvény értékeit 3=0,4, A=2,6, illetve
9=0,2, A=10 mellett, k(x) tablazatbol kiszamitott értékeibdl 4 tizedesjegyet meg-
tartva szamitottuk ki. p(y, 4) gorbéjét az [. abran §=0,4, 1=2,6-ra a pontozott,
3=0,2 1=10-re a vékony vonal mutatja. Osszehasonlitisul bemutatjuk a [2],

MTA 1II. Osztdly Kozleményei 23 (1974)
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III. 1. §. 2.2.-ben leirt eljarassal kapott tesztfliggvény-kdzelités gorbéjét is (szaggatott
vonal). A két — eredetileg rejtett — komponens mar p(y, 1) gorbéjében is jél meg-
mutatkozik.

Egyéb siirliségfiiggvény-szuperpozicié tipusok vizsgalataval jelen cikkiink foly-
tatasaiban foglalkozunk majd.

Koszonetiinket fejezziik ki DELLAGRAMMATIKA KuULAnak az 1. abraval kap-
csolatos szamolasok elvégzéséért.

k(x)
e P ) (9204, 3=25)
——— P(HA) (=02, 2= 1))

1. abra
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