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Jelen dolgozat ún. Bernstein-típusú racionális törtfüggvényekkel foglalkozik. 
Mint ismeretes, a [0, 1] intervallumon értelmezett f ( x ) függvényhez tartozó 

Bernstein-féle polinomok a következők: 

A Bernstein-polinomok fontos szerepet játszanak a matematika különböző 
ágaiban, így az approximációelméletben és a valószínűségszámításban is. Ismeretes 
például ([6]), hogy ha f ( x ) folytonos a [0, 1] intervallumban, akkor a (0. 1) Bernstein-
polinomok egyenletesen konvergálnak az f ( x ) függvényhez. BERNSTEiNnek ez a tétele 
egyben WEIERSTRASS első approximációs tételének konstruktív bizonyítása is. 
VORONOVSZKAJA ([33]) aszimptotikus approximációs tételt bizonyított a Bernstein-
polinomokra, KANTOROVICS [20] pedig bebizonyította, hogy ha f ( x ) egész függvény, 
akkor a hozzátartozó B„(f ; x) Bernstein-polinomok az egész tengelyen az f ( x ) függ-
vényhez konvergálnak. Ismeretes továbbá [29], hogy ha f ( x ) deriválható függvény 
a [0,1] intervallumban, akkor a Bn(f;x) Bernstein-polinomok deriváltjai is kon-
vergálnak /'(A')-hez a [0, l]-ben. A Tternííem-polinomokat fölhasználták a mo-
mentumok problémájának véges intervallumon való megoldásához is ([29]). 

A Bernstein-poMnomok jelentőségét látva több matematikus foglalkozott azzal 
a kérdéssel, hogy hogyan lehetne olyan operátorsorozatot konstruálni, akár polinom-
sorozatot, akár más típusú függvények sorozatát, amely végtelen intervallumon is 
rendelkezik a 5e/7w?e/>z-polinomok jó tulajdonságaival. Ezekről az eredményekről 
bővebben szólunk az 1. fejezet A. pontjában. 

Ezen dolgozat célja is olyan operátorsorozat, mégpedig racionális törtfüggvény-
sorozat megadása, amely végtelen intervallumon is hasonlóan viselkedik, mint 
a Bernstein-po\\поток a [0, l]-ben. Az 1. fejezet B. pontjában definiáljuk az R„{f~, x) 
Bernstein-típusú racionális törtfüggvényeket, és megindokoljuk elnevezésüket is. 
A dolgozat további részében az R„(f ; x) Bemstein-típusű racionális törtfüggvények 
tulajdonságait vizsgáljuk. 

A 2. fejezetben megmutatjuk, hogy az Rn(f; x)-eк konvergálnak / (x)-hez 
a [0. °°)-ben, ha f ( x ) folytonos és f ( x ) = 0(ea*), ha x — 

A 3. fejezetben ún. aszimptotikus approximációs tételt bizonyítunk, a 4. feje-
zetben pedig igazoljuk, hogy az Rn(f;x) deriváltja is tart f'(x)-hez, amennyiben 
f ( x ) differenciálható. 

(0.1) B, n 
ПЛх\\-х)"-\ n = 1 , 2 , . . 
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Az 5. fejezetben az /?„(/; A')-eket az ott definiált „kvázibinomiális" eloszlás 
segítségével állítjuk elő, és valószínűségszámítási eszközökkel bizonyítjuk be a kon-
vergenciatételt korlátos f(x) függvények esetén. 

A 6. fejezetben az Rn(f; x)-eк differenciákkal való előállítására bizonyítunk 
egy tételt. 

I. FEJEZET 

A. A Bernstein-polinomok általánosításai végtelen intervallumra 

Ebben a részben röviden ismertetjük a Fe/TMíew-polinomoknak végtelen inter-
valluma való általánosításával kapcsolatos főbb eredményeket. 

CHLODOVSKY [10] a következő polinomsorozatot definiálta valamilyen, a [0 , 
intervallumon értelmezett f(x) függvényhez: 

ahol hn — ° h a n— °° (//„ = 1 esetben éppen a (0.1) szerint definiált Bernstein-poli-
nomokat kapjuk). CHLODOVSKY bebizonyította, hogy ha f ( x ) a [0 , °°)-ben folytonos 
és korlátos függvény, és hn = o(ri), akkor 

Bn(f-x) - f ( x ) , ha n -*• 0 = A < 
Ezen túlmenően CHLODOVSKY bizonyos, nem túl gyorsan növekvő, nem korlátos, 

folytonos függvényekre is bizonyította a konvergenciát, mégpedig a következő 
eredményt érte el: ha M(A„) jelöli az f(x) függvény maximumát [0, A„]-ben, és az 

M(hn)e~x(nlhn) - 0, ha n -

ahol a > 0 , hn=o(n), ha n — akkor az (l.l)-beli 

B*n(f,x) - / ( * ) , ha n ° o . 

CHLODOVSKY igazolta azt is, hogy ha létezik f'(x) a [0 , °=>) intervallumban, és 
f'(x) eleget tesz a fentiekben részletezett nagyságrendi korlátozásnak, ahol most 
M(A„) az f'(x) maximumát jelenti a [0, h„] intervallumban, akkor a B*(f ; x) deri-
váltja is tart / ' (x)-hez. 

A matematikusok azonban nem csak polinomsorozatokat, hanem más típusú 
operátorsorozatokat is vizsgáltak, mint azt látni fogjuk. Ismert tény, hogy a Bernstein-
polinomok származtathatók a binomiális eloszlás segítségével. SZÁSZ O . [32] a bino-
miális eloszlást a Po/sson-eloszlással helyettesítette, és a következő végtelen összegek-
ből álló operátorsorozatot konstruálta a [0, °°)-ben értelmezett f(x) függvényhez: 

(1.2) Sn(J;x) = e-"* " = 1, 2 
v=o \n) v: 

és ezt a Bernstein-polinomok általánosításának nevezte. SZÁSZ O . megmutatta, hogy 
O s x < o o esetén Sn(f; x) —f(x), ha ha f ( x ) folytonos, és / (x ) = 0(xm)(x — 
sőt ha fik)(x) létezik és fik\x)=0(xm)(x^ akkor S(

n
k){f\ x) is konvergál f(k)(x)-

hez, k — 1 , 2 , ... . 
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A konvergenciatételt G R Ó F [ 1 4 ] élesítette, azaz bebizonyította, hogy f(k)(x)= 
= 0(e"x) (x — » , a > 0 rögzített) esetén is tart S'nk> (/; x) /(fe)(x)-hez. G R Ó F aszimpto-
tikus approximációs tételt is igazolt az Sn(f ; x)-ekre. 

G R Ó F [ 1 5 ] dolgozatában F „ ( / ; X ) - n e k A következő véges részletösszegét tekin-
tette: 

S„*(/; x) = e~"x 2 / 
V 

v ~0 ( П 
(пхУ  

v! 

és sikerült bebizonyítania, hogy ha létezik ßk)(x), akkor Sßk)(f; x) —ßk\x), ahol 
k = 0 , 1, 2, ... ; N=N(i i ) —°° és Á(n)/n — °° (и —<*>); az/(x)-re tett alkalmas feltevések 
mellett. 

Megemlítjük, hogy H I R S C H M A N , W I D D E R és G E L F O N D [ 1 3 ] , [ 1 6 ] , [ 1 7 ] A 

(1.3) B**(f; x) = 2 f \ 2 ~ e - f c x ( l - e - x ) B - t , x ^ O , n = 1,2, . . . , 

operátorsorozatról mutatta meg, hogy az и —°° esetén konvergál az / (x) függvény-
hez, ha f(x) korlátos és folytonos a [0, oo) intervallumban, {ö„}r=i monoton növő, 

~ 1 
végtelenbe tartó sorozat, és 2 — divergens. 

Az (1.3)-ban definiált B**(f;x)-bői a következőképpen kapható a ß„( f ; x) 
" 1 

Bernstein-polinom: ha bevezetjük a t = e v változót, és ak helyébe k-t írva a 2 ~ 
i=k+1 I 

П . . . 
összeget log—-val helyttesítjük (a két kifejezés aszimptotikusan egyenlő, ha n és 

A: elég nagy), és / | l og- j - j - t g(t)-nek nevezzük, akkor a ő**( / ;x ) helyett a Bn(g; t)= 

= 2 8 ^ 'I j — t)"~k Bernstein-polinomhoz jutunk, tehát ilyen értelemben az 
(1.3)-beli R**(/;x)-eк is a Bernstein-polinomok általánosításának tekinthetők. 

B A S Z K A K O V [3] általánosabb alakban kereste, hogy milyen sorozatokkal lehet 
a folytonos függvényeket közelíteni. Bebizonyította, hogy ha q>n(x),n—1,2,..., 
olyan függvények sorozata, hogy 

a) cpn(x) analitikus a [0, 2R] intervallumban, R=-0, 
b) Ф„(0) = 1, 
c) ( -1)><*>(х)ё0, k = 1 ,2 , . . . , x£[0,R], 
d) -<pß (X)=ncp^l) (x) (1 +У.кп(х)), 

ahol k = 1, 2, ..., xÇ[0, R], és xkn(x) egyenletesen tart 0-hoz rögzített к és x mellett, 
ha n-- о», 

e) fim — = 1, 
m„ 

akkor az 

r ( f - vi = "Y Л 
n k! 

(1.4) L„(f;x) = 2 Л Ц ^ Р - ( - \ ) к х к , n = 1,2, ... 
0 
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operátorsorozatra teljesül az, hogy Ln(l ; x ) - - l , Ln(t\л:)— x, és L„(t2\ x)-*x2 egyen-
letesen a [ 0 , I ? ] intervallumban, ebből pedig K O R O V K I N [ 2 1 ] tétele értelmében (a tétel 
a dolgozat 5. fejezetében is megtalálható) az (1.4)-beli Ln(f, x)n-~ °° esetén egyen-
letesen konvergál /(*)-hez a [0, /?] intervallumban, ha f ( x ) a [0, R]-ben folytonos és 
a [0, oo)-ben korlátos függvény. 

Vizsgálta ezenkívül az L„(f ; x) /(.v)-től való eltérésének nagyságrendjét, és 
aszimptotikus approximációs tételt is kimondott az Ln(f ; x)-ekre. 

Megmutatta továbbá, hogy tpn{x) helyébe (1 —x)"-et írva az (1.4) alatti Ln( f ; и)-ек 
éppen a (0.1) Bernstein-polinomok lesznek, <pn(x) = e~"x esetén pedig az (1.2) sze-
rint definiált Sn(f ; x) operátorokat kapjuk. 

B A S Z K A K O V a <p„(x)-ek helyébe az * függvényt tette, és így racionális 
(1 T X) 

törtfüggvényeket kapott : 

(1.5) l . ü i ^ . ^ J / i 
n(n + l)...(n+k-\) 

k\ ll+x 

/ 1=1 ,2 , . . . , ez a sorozat pedig tétele értelmében egyenletesen konvergál minden 
[0, Ä] intervallumon az f ( x ) függvényhez, ha f ( x ) folytonos a [0, R]-en, és korlátos 
az egész számegyenesen. 

B. Az R„(f; x) Bernstein-típusú racionális törtfüggvények definíciója 

Legyen f(x) a [0, <=°) intervallumban értelmezett, valós, egyértékű függvény, 
akkor a hozzá tartozó Bernstein-típusú racionális törtfüggvényen a következőt 
értjük : 

ahol an és b„ az x-től nem függő, célszerűen választott, valós szám. 
Az (1.6)-ban definiált racionális törtfüggvény valóban Bernstein-típusú. Ugyanis 

az (1.6) alatti 7?n(/;x)-ben az 

lanxf [ anx Éí, anx v'~k 

(1 + anx)n 1 1 +anx 

a x 
faktorban a t = -——— jelölést bevezetve, 

\+anx 

к M 
A . 

Z f - i , 1 1 ^ ( 1 - 0 " 
lc = 0 

adódik (vö. (O.l)-gyel). 
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2 . F E J E Z E T 

Az R„(f ; x)-ek konvergenciatétele 

Legyenek R„(f; x)-ek az / (x) függvényhez az (1.6)-ban definiált racionális tört-

függvények, amelyekben a„ = Ь„=пг/3, и=1 , 2, ..., és legyen k2„,(d) az f(x) függ-

vény folytonossági modulusa a [0, 2co] intervallumban, azaz 

k2í0(ő) = sup \f{x)-f(y)\. 
x,y£ [0,2ш] 
\X-y\SÔ 

Bizonyítani fogjuk a következő tételt: 

I . T É T E L . Legyen f(x) a [ 0 , » ) intervallumban értelmezett, olyan folytonos függ-
vény, amelyre f(x) = 0(exx), ha x-<-°o és a s O tetszőleges, rögzített, valós szám, akkor 
а ОШх^со intervallumban (co>0, tetszőleges) az 

(2.1) \f(x)-Rn(f; x)\ S c0 {к2ш ( ^ J + 

egyenlőtlenség érvényes, ha n elég nagy, c0 n-től független állandót jelöl. 

A (2.1) egyenlőtlenség azt mutatja, hogy az Rn(f;x) tart /(x)-hez, ha и — 
minden x ^ O esetén, és ez a konvergencia egyenletes minden 0 S x ^m intervallumban. 

Megjegyezzük, hogy az a„ és b„ más választása mellett is tart R„(f ; x) az/(x)-hez. 
ű„-nek és ú„-nek a tételben szereplő választása a közelítés nagyságrendje szempontjá-
ból látszott célszerűnek. 

A tétel igazolásához több segédtételre lesz szükség. A következőkben 
Ci ( /=1,2 , ...) n-től független állandót fog jelölni. 

2 . 1 . S E G É D T É T E L . Ha X = S 0 , akkor igazak a következő azonosságok: 

(2-2) , , * „ i ( K x - k f í "} (a„x)k = - - ' (а2
пЬ2

пх* + Ь„х), (1 +anx)"k%Kn ' \ k ) K n ' (l + a„x)2 

{a„xf = 1, 
( i+a„x) k=o 

ahol n =1 ,2 , ...,a„ = ^ L és />„>0, tetszőleges, valós szám. 

Bizonyítás. A 

(2-4) 2 о [ П
к ] (а п хУ = (1+а п хГ 

nyilvánvaló azonosságot x szerint deriválva, majd x-szel mindkét oldalt szorozva a 

I] (2.5) Д к I 11 (anxf = bnx( 1 +аяхГ~х 
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egyenlőséget kapjuk, ha figyelembe vesszük, hogy an=—. Ismét deriválva, és x-szel 
n 

szorozva a 

(2.6) Д / с 2 (anxf = (Ь*пх2+Ьлх) (l+anx)n-2 

egyenlőséghez jutunk. Ha a (2.4), (2.5) és (2.6) egyenlőségek mindkét oldalát rendre 
blx\\+anx)~n, —2bnx{\ + anx)~", illetve az (1 + a„x)~" kifejezésekkel szorozzuk, majd 
a három egyenlőséget összeadjuk, akkor a bizonyítandó (2.2) egyenlőséget kapjuk. 
A (2.3) azonosság (2.4)-ből nyilvánvaló. 

2.2. SEGÉDTÉTEL. A O^x^w intervallumban (CU>0, tetszőleges, rögzített) érvényes 
a következő egyenlőtlenség, ha n elég nagy: 

") Ä r a2
nx* + (x/bn) 

k j (anx) =ic5 ( l + a ^ ) 2 , (2-7) 2 
( 1 — anX) klbns2a 

ahol a > 0 tetszőleges, rögzített, valós szám, a„=— —0, 6„ — ha и — <==>, bn egyébként 
n 

tetszőleges. 

Bizonyítás. Igaz a következő 

(2-8) 2 e ^ \ l \ ( a n x Y = 

(\+a„xe^Y 1 
( 1 +a„x j (\+апхе*1ь»У k/b%2, 

(anxexlb")k 

klb„*2<o 

egyenlőség. H a a ê O rögzített, — h a « - » , akkor elég nagy п-те 

e*K-\ = J .— < J [_J = = j-—, 

és így mivel a„ = ^ , 

l+a^e^X _ {l+anx+anx(e"b— 1))" ^ ( 1 + . <Щ,х ) 
( 1 +a„x ) ( 1 +a„x ) ( (1 +anx) (bn-x) 

(a b„x f xbnx l 

+ n(l+anx)(b„-a)) -eXPl(l+űnx)(ó„-a)J' 
ebből pedig (mivel O ë x ^ w , bn—°° és ű„ —0, ha n — °o) az 

í 1 Ä í «K* } 
K ' { 1 +anx J - e P((l+anx)(őn-a)J 
SITA III. Osztály Közleményei 23 (1974) 
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egyenlőtlenséget kapjuk. A (2.8) és (2.9) alapján, ha t=xe*/b-, igaz a következő 
egyenlőtlenség: 

a , o ) ü + b . j . . e " " ' j i i h x f s " о ( í b * -
к 

Tekintettel arra, hogy O s x ^ c u , 7—= 2со, ezért ha n elég nagy (/„ — °=>, ha и — =), 
" n 

- L - ? a 2<y —coe1/2 = ю(2-е 1 / 2 ) = c „ 
b„ 

ebből pedig átrendezéssel és négyzetre emeléssel a 

( 2 . 1 1 ) | r ( k - b j f S 

egyenlőtlenséghez jutunk. A (2.10), (2.11) és a (2.2) alapján, felhasználva, hogy 
y. 

t=xe*/b", ahol — -»0, ha n — 
&11 

A ^ Í L 
лп = тт 

1 

/2 (\ + antfk!b%m 
- 2 ( * - A 0 2 

( « „ О 4 ^ G 
üM + (xlbn) 

(\+anx)2 ' 

ami a (2.7) alatti állítás bizonyítása. 

K Ö V E T K E Z M É N Y . A 0+x+w intervallumban 

(2.12) lim A„ = 0. 
П-*оо 

A konvergenciatétel bizonyításához szükségünk lesz az 0 sí x 2co intervallum-
ban folytonos f(x) függvényhez tartozó k2cû(ô) folytonossági modulus következő, 
ismert tulajdonságára (lásd pl. [29]): 

Ha (5 és 7. tetszőleges pozitív szám, akkor 

(2.13) k2a(?-b) / 2 ш ( < 5 ) - Ц + 1 ) . 

Rátérünk a konvergenciatétel bizonyítására. Az (1.2) és (2.3) miatt, figyelembe 
véve a tételben kimondott feltételeket 

(2.14) z)„(/;x) = | / ( x ) - 5 „ ( / ; x ) | s S 

1 

1 j 
(1 + anx)\Ú m - A Í ( a n x f ^ 

rn 2 + 
1 

•5 2 = S1+S2. - (1 +anx)n /t/f>„s2co (1 + anX)" klb„S2íO 
A feltétel szerint f(x) folytonos az 0 ^ x < o o intervallumban, ezért ha k2(0{ő) jelöli 
a [0, 2ю] intervallumban a folytonossági modulusát, akkor (2.13) alapján kapjuk, hogy 

(2.15) - L 
= 2(o 

-z Ь 
= л 2 ш № 

— k-zio 

к 

1 к 

+ 1 • 

MTA III. Osztály Közleményei 23 (197-1}' 



4 8 BALÁZS KATALIN 

А /?=-0 számot célszerűen fogjuk választani. A (2.14), (2.15) és (2.3) miatt 

(2.16) é>i = к 2 
П"J (1 + a„X)n 

1 

Y —- {a„xf + 

A Cauchy—Sc/mwz-egyenlőtlenség felhasználásával, majd az összegezést a teljes 
szummára kiterjesztve, figyelembe véve (2.2)-t és (2.3)-at, kapjuk, hogy 

(2.17) Sk = к 2Ш 

1 

( 1 + а,,х)" к = 0 ( к 

1/2 

2°4»"J bn [(Í т апх) 

U / 2 

•Ха1Ых*+Ъпх)\ 

На ß=~r és А„=я2/3, akkor ebben az esetben a n = — = n~1/3, ezért a ß ilyen választása 
3 n 

mellett (2.16) és (2.17) miatt 

(2.18) 

Jelölje M az/(.Y) függvény maximumát a [0, СО] intervallumban. Mivel f{x) = 0(eIX), 
ha Y-»-°O (aSO rögzített), ezért (2.14) és (2.7) miatt, figyelemmel a„ és bn előbbi 
választására 

(2.19) S 
(1 + 

i — 2 (M+c6e*MJ)["}(anxr S 

C7 I а;1Л + " 

Ezek után a (2.14)-beli kifejezés a (2.18) és a (2.19) alapján а ОШх^со inter-
vallumban a következőképpen becsülhető, ha n elég nagy: 

(2.20) л„(/;х) 1 
I „ 1 / 3 + -,2/3 

Ez pedig az I. tétel állításának bizonyítását adja. 

3. FEJEZET 

Aszimptotikus approximációs tétel az P „ ( / ; x)-ekre 

E. V . VORONOVSZKAJA [33] a (0 .1) Bernstein-polinomokra bebizonyította, hogy 

(3.1) Bn(f-x) = f ( x ) + ^--~-x(l —x)+~, 
In n 

ha/(Y) korlátos a O á . v S l intervallumban, és az Y pontban véges második deriváltja 
van. A (3.1)-ben q„ az n növekedésével nullához tart. 

MTA III. Osztály Közleményei 23 (191*) 



F Ü G G V É N Y A P P R O X I M Á C I Ó BERNSTEIN-TÍPUSÚ T Ö R T F Ü G G V É N Y E K K E L 4 9 

Ebben a részben a (3.1)-hez hasonló aszimptotikus approximációs tételt bizo-
nyítunk az (1.6)-ban definiált R„(f ; x) Bemstein-üpusú racionális törtfüggvényekre. 
A tétel, amit bizonyítani fogunk, a következő: 

I I . TÉTEL. Legyen f ( t ) a [0 , intervallumban értelmezett olyan függvény, hogy 
f ( t ) = 0(ex'), ha aëO pedig tetszőleges, rögzített, valós szám, akkor minden 
olyan x pontban, amelyben f"(t)=f"(x) létezik és véges, 

(3.2) K i f - , X) = /(*) +aj'{x)gl(x) + aj"(x)g2(x) +anQn, 

„1/2 
ahol р.— 0, a,,=— —0 és ——•O, ha n — továbbá n bn 

gi(x) 
— x ' 

l+anx , g -Ax) = 
anbnx'+(x/an) 
2bn{\+anxf 

Megjegyezzük, hogy az a„-re és bn-re vonatkozó kikötések teljesülése esetén 
a gi(x) és a g2(x) csak x-től függő korlát alatt marad, és mivel a„— 0, ha ezért 
a III. tétel valóban aszimptotikus approximációs tétel. 

A II. tétel bizonyítása. A tételben kimondott feltételek szerint f i x ) véges, 
így nyilvánvaló, hogy f ( t ) az 

(3.3) / ( 0 = / ( * ) + / ' ( * ) ( * - * ) + 
f"(x) 

+k(t) (t-xf 

alakban írható föl, ahol A(í)—0, ha x. Ennek alapján 

(3.4) / - r = / ( * ) + / ' ( * ) \ t — x \ + 
f"{x) — x 

Behelyettesítve ezt az R„(f ; x)-be, kapjuk, hogy 

fix) <3.5) Rn(f,x) 
(1 + апхуЛ{к 

+ f"(x) 
2ЬЦ\+апх)' - 2(k-bnxf\l\(anx)k+ 

k=0 

1 
(1 + anxfk?o)'{bí 

Ha (2.5) mindkét oldalát osztjuk (1+a„x)"-nel, majd levonunk bnx-tt, és fölhasz-
náljuk a (2.3) azonosságot, akkor 

(3.6) 
1 

(1 + anx)n k=o 
- 2ik-bnx)\:Uanx) \k _ - q n x 2 b n 

Figyelembe véve a (2.3), (3.6), (2.2) azonosságokat 

— anx* а*пЬпх*+х 
( 3 . 7 ) Rn(f, x) 
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ahol 

(3.8) 

Adjunk meg egy tetszőlegesen kicsiny e > 0 számot, és válasszuk <5>0-t olyan kicsire, 
hogy ha \t—x|<(5, akkor |A(í)|<s teljesüljön. Ilyen ô mellett a (3.8) összeget bontsuk 
két részre : 

(3.9) rn = 2i+2z, 
к 

—X ahol 2 j i tartalmazza azokat a tagokat, ahol 

A /.(t)-re vonatkozó előző megállapítások és (2.2) miatt 

e 
(3.10) 12x1 b2

n(l+anxy 

Ô és 2 2 azokat, ahol 

miatt 

— x ^ô. 

Most felső becslést adunk I22l_re- A továbbiakban ch 8, 9, ... csak лг-től és a-tól 
függő, я-től független pozitív számok. Legyen w > x rögzített szám. ^ 2 - t bontsuk 
föl 2' é s 2" összegére, ahol 

(3.11) 

illetve 

(3.12) 

tehát 

(3.13) 

2 ' = 
í 

(1 + a„x)n \(kib„)-x\si és к/ь„^2ы 

1 
2" = 2 к 

(l+anxf к!ь%гш 

e = 2 i + 2 ' + 2 " -

A (3.3)-ból látható, hogy k(t)(t-xf korlátos, ha í£[0, 2ш]. Ezért, ha т - < 2 ш és 
"и 

— X 
h 

(3.14) 

i t <5, akkor Ы ^ - ) < | f . így (3.11) és a (2.2) értelmében 

121 
cH(alx* + (xibn)) 

<52(1 +anxy 

Mivel f(t)=0(e") ezért ha oj-t elég nagynak választjuk, akkor (3.4)-ből 
azt kapjuk, hogy 

(3.15) 
к ) [ к 

tJ k ~ x . 

-f"(x) í к 

f J • • f ( x ) - f ' ( x ) \ y - x \ -

Cae*(kiь„)г h a — S 2ú). 
b„ 

A (3.12), (3.15), (2.7) alapján adódik, hogy 

(3.16) 12" 
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Legyen most 

ti m „ def rn 
(3.17) 

an 

A (3.17), (3.13), (3.10), (3.14) és (3.16) alapján 

n,„, I , а2„Ь„х* + х сй(а2„Ьпх* + х) а2
пЪ„х*+х 

(3.18) | g J < s + -t-e. ,2 anbn{\+anxf ô2anbn(\+anxf т 10 anbn(\+anx) 

= Сц a } b f f l + X,2 = C12 - 0, ha n -*• OO алЬп(1+а„х)г ( a„b„) 

mert a n = — — 0 , és ha И - « » . A ( 3 . 7 ) , ( 3 . 8 ) , ( 3 . 1 7 ) , ( 3 . 1 8 ) a II. tétel igazo-
n bn 

lását adja. 

4 . F E J E Z E T 

Az /?„(/; x)-ek deriváltjának konvergenciája 

Jelöljük R'n{f ; x)-szel az f{x) függvényhez tartozó, (1.6) szerint definiált racio-
nális törtfüggvény X szerinti deriváltját. Ekkor igaz a 

I I I . TÉTEL. Legyen f(t) a [0 , intervallumban értelmezett függvény, amelyre 
teljesül, hogy /(?) = 0(e°")(í-*-asO tetszőleges, rögzített, valós szám; tegyük föl 
továbbá, hogy a t = x pontban f \t)=f\x) létezik és véges, akkor 

(4.1) R'n(f-x)-~f\x), ha n 

ahol an = -^--~0, ha n — és b„=n3/2. 

A bizonyításhoz néhány lemmára lesz szükség. 

4 . 1 . SEGÉDTÉTEL. Az X S O feltétel teljesülése esetén az 

(4-2) =(ТгЬа1 { k ' K x T [ n k ] (a"x)k' m = 0 ' ] ' 2 ' -

racionális törtfüggvények között fennáll a következő rekurzív összefüggés: 

(4.3) S m + 1 (x) = x s:(x)+mbnSm.^x)-^^- Sm{x) , m = 1,2, ... 
1 t*n л 

Bizonyítás. Sm(x)-et deriválva azt kapjuk, hogy 

- ( T т Ь Â ( k ' b " x r " { n k ) (a"x)k-m-h"+ 

+ ( ü h c r á ( k - b " x r ~ í tí [ а Л - а Л ^ а п Ь п х - ^ \ . 
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Ebből megfelelő átírással 
1 

SM = -mbnSm_1(x)+-Sm+1(x) + \bn- 1 +anx 
Sm(x), 

ahonnan a bizonyítandó (4.3) adódik. 

4 . 2 . SEGÉDTÉTEL. A (4.2)-ben definiált Sm(x) racionális törtfüggvény előállítható a 

1 
(4.4) SJx) 2 АтЛх)Ьп, m = 0 , 1 , 2 , (1 +a n x) m 

alakban, ahol Ami(x) polinomok b„-től függetlenek, és együtthatóik az a„ polinomjai. 

Bizonyítás. A (4.4) igazolása m szerinti teljes indukcióval történik. F0(x) éppen 
a (2.3) kifejezés, azaz 

(4.5) S0(x) = 

Fi(x) pedig a (3.6) kifejezés: 

1 
(4.6) Sfix) 

(1 + anx)n 2 (k~bnx) (anxf = 
-апх2Ьп _ А1Л(х) + А1Л(х)Ьп 

1 +anx l + a „ x 

ahol А 1 0 ( х ) = 0 , А1 Д(х) = — a„x2. F2(x) a (2.2)-ből adódik: 

(4.7) F2(x) 
1 

(l + anx) 
-2(k-bnxy\,Uanxf = 

alb2
nxA+bnx 

( l + a n x ) 2 

A2>U (X) + A 2>1 (x) bn+A 2-2 (x) b2
n 

(1 +anxfi 

ahol A 2 I 0 ( X ) = 0 , A 2 > 1 ( X ) = X és A2|2(x) = a 2 -x 4 . A (4.5), (4.6), (4.7)-ből látható, hogy 
a segédtétel állítása igaz az m = 0 , 1, 2 esetben. Tételezzük föl, hogy az állítás igaz 
m-re, és igazoljuk m + l-re is. A (4.3) rekurziós formula és az indukciós föltevés szerint 

^m + lC'V) — x 

mb 

2 A2M. 1 +anx)m-2 Атл(х)Ь'птап(\ + e„x)—i 
i = 0 i = 0 

( l+ű„x) 2 + 

m—* ci b x m 

+ (1+а„хГ~1 M +ZJ)m+1 2 К,i(xW„ 

ebből pedig átrendezéssel adódik, hogy 

S m+1 (x) 
1 

( l + a „ x ) m + 1
 t a I 2 Am + l,l(x)H> 

ahol az Am + 1 ; í(x) polinomok nyilvánvalóan eleget tesznek a segédtételben kimon-
dottaknak. 
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4 . 3 . S E G É D T É T E L . Minden intervallumban fönnáll a következő 
egyenlőtlenség, ha n elég nagy: 

(4.8) |Sm(x)| = 
( l+û„x)%f 0 

1 ? 2{к-Ъ,хГ (anxf\=S Кт(ю)а™ • b™, 

m=0, 1,2, ..., ahol KJyo) csak a>-tól függő, pozitív állandó, an=~, b„=n213. 

Bizonyítás. (4.4) szerint 

(4-9) = W = 0 ' 1 ' 2 ' - ' 

m 
ahol gm{x) = 2 Am< i(x)b'n. Megmutatjuk, hogy gm(x) az x-nek 2m-edfokú polinomja. 

1 = 0 

(4.8) szerint 

(4.10) s m ( x ) = ^ | , m = 0 , 1 , 2 , . . . , 

ahol Pn + m(x) pontosan n + m-edfokú polinom. SJx) (4.9)-beli alakjából a (4.10) 
(1 + ű„x)n_m-mel való bővítéssel adódott, és ez csak úgy lehetséges, ha gm(x) pontosan 
2m-edfokú polinom. 

Ezek után (4.8)-at m szerinti teljes indukcióval látjuk be. m = 0 esetben S0(x) = 1, 
tehát (4.8) triviálisan teljesül. Az m—1 esetben, (4.6) értelmében 

| 5 l ( x ) | = 3 5 TTTT 0 "*" = K ^ n b n . 
i+anx i+co 

Most tegyük fel, hogy valamilyen m természetes szám esetén igaz a (4.8) és lássuk 
be l-re. (4.9) és (4.3) szerint 

m i n <t Г.Л _ „ [ Sm(x) (1 +a„x)m+gm(x) (1 +а„х)т-1-тап , 
S n + 1 ( x ) - x ^ (1+«/„*)•» + 

+ mb„gm_ j(x) anbnxgm(x) 
( l + ^ x ) " - 1 (1+а„х)" 

g'm(x)x gm(x) (xman — a„b„x2) gm^{x)mbnx 
! /1 , _ _Am 4-1 « " (1+Ű„x)m ( 1 + о „ х Г + 1 ( l+f l , jc )— 1 ' 

A polinomokra vonatkozó Мат-kotJ-egyenlőtlenség kimondja, hogy ha egy Q(x) 
k-adfokú polinom abszolút értéke az [a, ó]-n egy С korlát alatt marad, akkor 

1 Ck2 

(4.12) ha a ^ x ^ b . 

Alkalmazzuk gm(x)-re a AfűT-kor-egyenlőtlenséget. Mivel a (4.8) indukciós feltétel 
szerint 

|gm(x)| S Km{w)a:b™{\ +апхГ, 
ezért 

(4.13) \g'm(x)\ S (1 +йпХГ s К;(со)аЖ, 
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ha 0 É r S f f l . (4.11), (4.8) és (4.13) alapján а%+1Ь™+1 kiemelésével 

|Sra + 1(x)| S а Г ' Ь Г 1 K(.co) 

+ 

« А О +a„x) 

K m - i ( œ ) m x 

• + 

Km(co)(xm/bn-x
2) 

adódik. 
albn{ 1 +anx)" 

(1 + anx)m + 1 + 

A III. tétel bizonyítása. Tekintsük előbb azt az esetet, amikor x > 0 . Az (1.6) 
és (2.3) miatt 

н и » w , * > = ö + b , # / ( £ ) ( : ) « > . * > - b ^ ) . 

ebből átalakítással 

(4 .15) K ( f , x ) = 

+ -

x(l +anx)n
 k ? / 

(1 +a, 

Mivel f'(x) létezik és véges, ezért 

(4.16) f \ y \ =f(x) + 

Х)"(к-Ьпх) + 

/ ' ( * ) + А 
тгх1' 

ahol A(í)—0, ha í—x. Figyelembe véve a (4.15), (4.16), (2.2) és (4.6) alattiakat, 
átalakítással adódik, hogy 

(4.17) 

ahol 

(4.18) 

K ( f , x ) =f'(x) 
1 

d+a„x)2 + An, 

A. = " x(l + a n x y k ? А Ш ° А т г * . 

+ —Xi. 

Legyen e>-0 tetszőlegesen kicsi, rögzített szám. Ekkor A(t) —0 (/—x) miatt van olyan 
<5 >0 , hogy 

(4.19) | A ( t ) | < e, ha | / -jc | < Ô. 
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Legyen továbbá co>x rögzített szám. Bontsuk föl An-t: 

b, 
(4.20) A„ = x(l + Ъ г [ r r 

2 1 + „S2o>J 

X + 

+ 2 + |(A/ftn) — х\шд és k/bn'<2(ú klb, 

(I+Û„y)"+ i U U U J l A J 
+ 

+ 2 + 2 1 = A + A + A + A + A + A -
\(klb„)-x\si ésklbn-z2o> klbns2ш) 

(4.20), (4.19) és (2.2) miatt 

(4.21) 
a2£ х 3 + 1 

Mil ^ e~7iJ l t r^^-ecu 3 , ha и elég nagy. (1 +a„x)2 

Hasonlóan, (4.20) és (4.6) miatt 

(4.22) 
a2b X3 

\AtI < £ , , " " 4 2 < ecu3 

А Я l ^ j függvény (4.16) miatt korlátos, ha ~<2u>, sőt igaz az is, hogy 

(4.23) 
C12 , ha — X ^ ő és — < 2cu. 

b„ 

(c„ /=12, 13, ..., w-tól és a-tól függő, и-től független pozitív szám.) (4.20)-ból és 
(4.23)-ból következik, hogy 

(4.24) \At\ S Ű12 Ьп 
á 3x(l +anx)n \(kibn)-x\^i és k/í,„c2ü) 

(4.8) és (4.24) alapján 

(4.25) 

(üMH-
cMo»alX 

1 2 1 S3 . 4 „ ^ ű 1 3 ú „ O n , ö*b\x 

Cj3 • a*b„ pedig 0-hoz tart a„ és b„ választása miatt. 
Ha co-t elég nagynak választjuk, akkor / ( / ) = 0(e")(t — miatt (4.16)-ból 

látható, hogy 

(4.26) cuexWbn>, ha — S 2co. 
Ьп 

(4.20)-ból és (4.26)-ból azt kapjuk, hogy 
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Alkalmazzuk a Cauchy—Sc/warz-egyenlőtlenséget : 

A (2.7) tetszőleges aëO-ra teljesül. (2.7) és (4.8) felhasználásával adódik, hogy 

^ с М К + а Ж ) - 0 , ha « -

|Л5| becslését (4.23)-ból és (2.2)-ből kapjuk: 

(4.28) IA5 
q A * я 

(1 +anx)"+ \(klbj-x\^i és */!>„-= 2<» ей ( « A ) 1 1 I T — * 

с 12 an{cv,a2Jbn+c16), - <52(1 +а„х)3  

ez pedig tart 0-hoz, ha (4.26)-ból következik, hogy 

(4.29) cwe*(klb"\ ha — ^ 2со. 

(4.29) és (2.7) felhasználásával becsüljük |+e |-ot: 

a„b„x (4.30) Mel = i r 1 m í Á b ] (*) (a"X)k [bn ( l+ö , 
anb„XC19C5 ( ű 2 x 4 + x\ bn) 

— с20(ф„+а„) - о, 
ha n-

( l+a„x)3 

(4.21), (4.25), (4.27), (4.22), (4.28), és (4.30)-ból látható, hogy 

И.1 S 2 И.-l - 0, ha и - с о . 
i=l 

így (4.17)-ből következik, hogy 

Ki/l x) —/ ' (x ) , ha n -*• és x > 0 . 
Legyen most x = 0 , akkor a III. tétel feltétele értelmében / ' ( + 0 ) létezik és véges, 

s így 5„(/ ; x) (1.6) alatti értelmezése miatt 

mivel ha 
Ezzel a III. tételt igazoltuk. 

- К ( - / ( 0 ) + / Щ ) - / ' ( 0 ) , 
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5. FEJEZET 

Az R„(f', x)-ek kapcsolata a valószínűségszámítással 

Ebben a fejezetben a konvergenciatétellel (I. tétel) kapcsolatos valószínűség-
számítási tétellel foglalkozunk. Ebből a tételből következik, hogy bizonyos feltéte-
leket teljesítő valószínűségeloszlások segítségével alkotott pozitív, lineáris operá-
torokkal korlátos és folytonos függvényeket közelíthetünk. Mi itt megmutatjuk, 
hogy a Bernstein-típusú racionális törtfüggvények is származtathatók egy speciális 
valószínűségeloszlás-sorozat segítségével, továbbá, hogy az eloszlásoknak ez a soro-
zata is teljesíti az említett tétel feltételeit. így a folytonos és korlátos függvényeknek 
Bernstein-típusú racionális törtfüggvényekkel való közelítésére vonatkozó konver-
genciatételt valószínűségszámítási eszközökkel is megkapjuk, hasonlóan, mint más, 
nevezetes eloszlásokkal konstruált operátorok esetén. 

Az itt következő tétel nagy jelentőségű mind a valószínűségszámításban, mind 
az approximációelméletben, számos következménye és alkalmazása miatt. 

Tegyük föl, hogy az x paraméter valamilyen véges vagy végtelen intervallumban 
változhat. Ekkor igaz a következő: 

I V . T É T E L . Legyen F„tX, n— 1 , 2 , . . . , M f x ) várható értékű és D'fx) szórás-
négyzetű valószínűségeloszlások olyan sorozata, amelyre teljesül, hogy M„(x)-»x, 
és Dfx)—0, han^-oo. Legyen továbbá f ( t ) az egész számegyenesen korlátos és folytonos 
függvény. Ekkor 

(5.1) / f ( t ) dF„tX(t) - / ( x ) , ha n - oo. 

A konvergencia egyenletes minden olyan -°°<űSxgíi<<» intervallumban, ahol 
M f x ) egyenletesen tart x-hez, D\ (x) egyenletesen tart 0-hoz. 

F E L L E R [ 1 2 ] könyvének 2 1 8 . oldalán található „fő lemma" konklúziója hasonló, 
ott azonban a szigorúbb Mfx)=x, n = 1 , 2 , ..., feltétel fönnállását követelik meg 
Mfx)—x(n — °°) helyett. Ahhoz, hogy a tétel eredményét a Bernstein-típusú racio-
nális törtfüggvények által meghatározott valószínűségeloszlásokra is alkalmaz-
hassuk, a tételt az M„(x) —x esetben is bizonyítani kell. 

A IV. tételt a funkcionálanalízis eszközeivel KOROVKIN [21] is bebizonyította, 
valamivel általánosabb feltételek mellett. Ő ugyanis nem szorítkozott a valószínű-
ségi eloszlásfüggvények szerint vett Fíie/í/er-integrálok esetére. A teljesség kedvéért 
röviden ismertetjük KOROVKIN eredményeit is. Az első tétel, amit KoROVKiNtól 
idézünk, bizonyos pozitív lineáris funkcionálok sorozatára vonatkozik. 

Azt mondjuk, hogy Ф a valós számokon értelmezett, valós számértékű függ-
vények egy F halmazán értelmezett pozitív lineáris funkcionál, ha minden fdF 
függvényhez egy valós számot rendel, amit Ф(/)-fel jelölünk, és Ф-ге és F-re tel-
jesülnek a következő tulajdonságok: tetszőleges a,b valós szám és fid F és fid F 
függvény esetén afi + bfidF, és 

H a f i + b f i ) = а Ф ^ + ЬФШ, 

továbbá Ф ( / ) ё 0 , minden p o z i t í v / £ F függvény esetén (/-et akkor nevezzük pozitív 
függvénynek, ha / ( / ) f e 0 minden t-re). 
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TÉTEL ( K O R O V K I N [21]). Ha pozitív lineáris funkcionálok Ф „ ( / Х /7 = 1 ,2 , . . . 
sorozatára teljesül, hogy 

Ф„(1) - 1 és Ф„(У) - 0, ha n - oo, 

ahol Ф(/) = (7-х) 2 , akkor 

A ( / ) - / ( * ) . *a N -*• 

minden olyan f ( t ) függvény esetén, amely korlátos az egész számegyenesen, és a t=x 
pontban folytonos. 

A tétel következménye könnyen ellenőrizhető feltételt fogalmaz meg annak 
eldöntésére, hogy а Ф„(/) pozitív lineáris funkcionálok sorozatával közelíthetjük-e 
/ W - е t. 

KÖVETKEZMÉNY. Ha pozitív lineáris funkcionálok Ф„(/), /7 = 1,2, ..., sorozatára 
teljesül, hogy 

Ф.0) - 1 , 

ф п (0 - *, 

Ф„(?2) - x2 , ha n ^ oo, 
akkor 

* . ( / ) -/(*), ha n ~ oo, 

minden olyan f ( t ) függvény esetén, amely korlátos az egész számegyenesen, és a t=x 
pontban folytonos. 

Most vizsgáljuk meg, hogyan következik А I V . tétel KOROVKIN tételéből. Legyen 
F a korlátos és folytonos függvények halmaza. Értelmezzük F-en a következő lineáris 
funkcionál sorozatot: 

* . ( / ) = j f(t)dFn<xít), /7 = 1 ,2 , . . . , 

ahol Fn x, (/7 = 1, 2, ..., x rögzített paraméter) olyan valószínűségeloszlások sorozata, 
amelyeknek M„(x) várható értéke x-hez, D'2(x) szórásnégyzete 0-hoz tart, ha /г — 
А Ф„(/) létezik, és pozitív lineáris funkcionál, mert folytonos és korlátos függvénynek 
valószínűségi eloszlásfüggvény szerint vett Sf/e/í/ay-integrálja. Azonnal látható, 
hogy az így választott Ф„,п=1,2,..., sorozat teljesíti a következmény feltételeit, mert 

Ф„(1)= / \dFn x(t) = 1, /7 = 1 ,2 , . . . , 

és 
oo 

ф „ ( 0 = / tdFn,x{t) = Mn(x) ~ x, ha 77 

továbbá a 
oo 

= f {t-Mn(x)fdFníX{t) 
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azonosságból átrendezéssel kapjuk, hogy 
oo oo oo 

f t4Fn,x(t) = Dlix) + 2Mn{x) f tdF„x(t) — f (M„(x))2dFn,Jt) = 
— oo — oo — oo 

= Z)2(x)+2MB
2(x)-M„2(x) = Dl(x) + M2(x) - x2 , ha я — . 

K O R O V K I N az egyenletes konvergencia fennállásának feltételeit is vizsgálta, 
bizonyos pozitív lineáris operátorok sorozatával való közelítés esetén. 

Azt mondjuk, hogy az / ( f ) függvények egy F halmazán adott egy L ( / ; x) 
lineáris operátor, ha minden f(t)£E függvényhez egy cp(x) = L(f ; x) függvény van 
rendelve, továbbá tetszőleges a,b valós szám és / j € F és / 2 Ç F függvény esetén 
afi+bfáF, és 

Liaf + b f ; x) = aL(fx,x)+bL(f2; x). 

Az L{f ; x) lineáris operátort a számegyenes E részhalmazán pozitív lineáris 
operátornak nevezzük, ha xÇF esetén L(f ; x)§sO, minden olyan f(t) függvény 
mellett, amely nem vesz föl negatív értékeket. 

Megjegyezzük, hogy az L(f;x) pozitív lineáris operátor minden rögzített xÇ_E 
esetén egy pozitív lineáris funkcionál. Ha pedig minden rögzített x £ E esetén L(f ; x) 
pozitív lineáris funkcionál, akkor L ( / ; x) pozitív lineáris operátor az F halmazon. 

T É T E L ( K O R O V K I N [ 2 1 ] ) . Ha az Ln{f\ X ) , n — 1 , 2 , . . . , pozitív lineáris operátorok 
sorozatára teljesülnek a következő feltételek: 

AiO ! x ) = 1 + «„(*), 

L„(t; x) = x + ßn(x), 

L„(í 2 ;x) = x2 + yn(x), 

1ahol oc„(x), ß„(x) és y„(x) egyenletesen tart 0-hoz az aSx^b véges, zárt intervallumon 
n-+°о mellett, akkor 

L„(f',x) - / ( x ) , ha n - oo, 

egyenletesen az a^x^b intervallumban, ha f i t ) korlátos függvény az egész szám-
egyenesen, [a, b]-ben pedig folytonos. 

Változzon most x a számegyenes valamely véges vagy végtelen intervallumában. 
Ekkor а IV. tételben szereplő 

oo 

f f(t)dFn x(t) = <p„(x) = Ln{f; x), n = 1, 2, ..., 
— oo 

sorozat pozitív lineáris operátorsorozat, hiszen már korábban láttuk, hogy rög-
zített x mellett a 

oo 

Ф „ ( / ) = f f(t)dF„iX(t), И = 1 , 2 , . . „ 
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sorozat pozitív lineáris funkcionálsorozat. Az így alkotott pozitív lineáris operátor-
sorozatok közül véges intervallumban való egyenletes konvergencia teljesülését 
fogjuk látni az a), b), c) és d) pontban szereplő Bn(f; x), S„(f ; x), G„(f ; x), illetve 
Rn{f; x) (n=1,2, ...) operátorsorozatoknál. 

Most pedig rátérünk a IV. tétel bizonyítására. 

Bizonyítás. Nyilván 
oo oo 

(5.2) I f f(t)dFn,x(t)-f(x)\ ^ f \f(t)-f(x)\dFn>x(t). 

Legyen г > 0 tetszőlegesen kicsi, rögzített szám. Mivel / folytonos, ezért van olyan 
g 

(5>0, hogy | / ( í ) - / ( x ) | < —, ha | f-x |<<5, és így 

(5.3) / | / ( 0 - / ( * ) № , * ( 0 < 4 -

Másrészt 

(5-4) / \f(t)-f(x)\dFn,x(t) S 
\t-x\SÔ 

A Cre-ü/ser-egyenlőtlenség szerint 

ezért / korlátossága miatt van olyan rögzített К szám, hogy 

(5-5) f \f(t)-f{Mn(xj)\ dFn x(t) 
\t-x\mó 

és elég nagy n-re 

(5.6) ö2 ^ 3° 

Mivel Mn(x)->x, ha n — ezért/folytonossága miatt 

(5.7) | / ( .W„(x))- / (x) j - y , 

ha n elég nagy. 
(5.5), (5.6) és (5.7) értelmében elég nagy n-re 

(5-8) f \f(t)-f(x)\dFn>x(t)^~F\. 

If-*|sí -3 J 
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(5.2), (5.3) és (5.8) alapján pedig elég nagy n-re 

I / f(t)dFn,x(t)-f(x)I < £. 

Ha az » intervallumban M„(x) és D2„{x) egyenletesen tart x-hez, 
illetve 0-hoz, akkor a bizonyítás menetéből látható, hogy van olyan N természetes 
szám, hogy n > N esetén 

I / f(t)dFn x{t)-f(t)\ < £, 

minden x<E[a, b] mellett. 
Most a IV. tétel segítségével ismét bebizonyítjuk a Bernstein-típusú racionális 

törtfüggvények konvergenciatételét korlátos és folytonos / függvényekre. Előtte 
ismertetjük a tétel néhány más, ismert, jellegében hasonló alkalmazását is, ahol 
ismert valószínűségeloszlásokról mutatjuk meg, hogy teljesítik a IV. tétel feltételeit, 
így ismert konvergenciatételek valószínűségszámítási bizonyítását kapjuk. Az a) pont-
ban F ^ - k é n t a binomiális eloszlás szerepel, és a (O.l)-ben megadott Bn(/; x) 

oo 

Bernstein-poYmom felel meg az J f(t)dF„ x(t)-nek. A b) pontban a Poisson-eloszlás-

sal, illetve az (1.2)-beli Szász-féle operátorral foglalkozunk, a c) pontban a gamma-
eloszlással, illetve az ún. gammaoperátorral. Ezekből is látható, hogy sokszor 
a valószínűségszámítási módszerek igen célravezetőek lehetnek. Ezek után a d) pont-
ban hasonló módszerrel tárgyaljuk az (1.6) Bernstein-típusú racionális törtfüggvények, 
illetve az általuk meghatározott és a rövidség kedvéért „kvázibinomiális" eloszlás-
nak nevezett eloszlás esetét. 

a) Legyen <+, i=\,2, ...,n, olyan független valószínűségi változók sorozata, 
amelyek 1 és 0 értéket vesznek föl, x, illetve 1 - х valószínűséggel, O ^ z S l . F„x 
legyen (£1+(i;2+... + £„)rt~1 eloszlása, azaz legyen 

N N 

I ! M 
И UJ 

x*( l -x )" 

Fn x tehát binomiális eloszlás, várható értéke M„(x)=x, szórásnégyzete pedig 

Dl(x) = _ o, ha 

a O á z á l intervallumban egyenletesen. На / а [0, l]-ben folytonos függvény, amiből 
következik, hogy itt egyenletesen folytonos és korlátos is, akkor а IV. tétel értelmében 

f f ( t ) d F n J t ) = 2 / Щ 1 ) * * ( ! - X T ' " = B „ ( f ; ; x) - / ( x ) , 

ha n-+°°, és O ^ x ^ 1, és a konvergencia egyenletes. Azaz konstruktív, valószínűség-
számítási bizonyítását kaptuk W E I E R S T R A S S híres tételének, amely kimondja, hogy 
véges, zárt intervallumban folytonos függvény egyenletesen közelíthető polinomok 
sorozatával, mégpedig konkrétan B E R N S T E I N Bn(f ; x), n= 1 , 2 , ..., polinomjaival ([6]). 
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b) Legyen most Fnx a (i1 + ç 2 + . . . + eloszlása (и = 1,2, ...), ahol 
i = l , 2 , . . . , n, független, Y paraméterű, Pomort-eloszlású valószínűségi változók 

sorozata, Ekkor 
X 

M „ ( Y ) - Y , D2„ (Y) = — — 0, ha n — 

minden Onga^Y^Zx °° intervallumban egyenletesen. / ( í ) legyen tetszőleges, 
[0, oo)-ben korlátos és folytonos függvény. Vezessük be az 

oo 

s„(f;x)= I f(t)dFHtX(t) 
о 

jelölést. Sn(f ; Y)-et Szász—Mirakyan-féle operátornak is szokták nevezni. Sf f ; Y)-re 
alkalmazhatjuk a IV. tételt: 

S . ( / ; * ) = e - » Í / M ^ W ( * ) , ha 
K = 0 n ) k\ 

a 0 S Y < ° ° intervallumban. A konvergencia minden O S ű S r ^ í « » intervallumban 
egyenletes. Mint az 1. fejezetben említettük, az Sn(f ; Y)-ekre vonatkozó tételt 
S Z Á S Z O. [32] bizonyította be, a korlátosság helyett azt az esetet is megengedve, 
ha f(t)=0(tm), ha t—m tetszőleges. 

c) Legyen Fnx, n = 1,2, ..., a (0, °°)-be koncentrált n-edrendű, n/x paraméterű 
gammaeloszlások sorozata, y > 0 . P„ x-ek teljesítik a IV. tétel feltételeit, hiszen 

Y 2 

MA x) = Y, D2„(x) = • 0, ha n — 
N 

A szórásnégyzet egyenletesen tart 0-hoz minden intervallumban. 
H a / ( 0 , oo)-ben folytonos és korlátos függvény, akkor a IV. tétel értelmében / k ö z e -
líthető a 

oo 

<?„(/; x)= f f(t)dFn<x(t), n = 1 ,2 , ..., 
о 

ún. gammaoperátorok sorozatával, azaz 

<?„(/; x) = ^ y y / д о [ - j j R-IE-(N,X),DT ^ f ( x ) t 

ha n -*• és y > 0 . A konvergencia (0, oo) minden véges részintervallumában egyen-
letes. 

d) Ebben a pontban valószínűségszámítási eszközökkel látjuk be, hogy a 
[0, oo)-ben folytonos és korlátos függvények közelíthetők az (1.6) Bernstein-típusú 
racionális törtfüggvényekkel. 

MTA III. Osztály Közleményei 23 (191*) 



F Ü G G V É N Y A P P R O X I M Á C I Ó BERNSTEIN-TÍPUSÜ T Ö R T F Ü G G V É N Y E K K E L 6 3 

Először bevezetjük a „kvázibinomiális" eloszlás fogalmát. Legyen xsO, a„>0, 
и=1 , 2, ... . Tekintsük az (1.6)-ban definiált R„(/; x) и-edik Bernstein-lípusú racio-
nális törtfüggvény k-adik alapfüggvényét. Az x + 0 és a„>0 feltétel miatt 

1 
(l + ű n x)"U 

(2.3) szerint pedig 

(a„x)k Ш 0, к = 0, 1,2, ...,/2, / 2 = 1 , 2 , . . . . 

tehát megállapítottuk, hogy rögzített n é s х ё О esetén a 

A = k = 0 > 1 ' 2 ' 

számok valószínűségeloszlást alkotnak. 
A kapott valószínűségeloszlásokat származtathatjuk például a következő módon : 

legyen x + 0 , n természetes szám, 0, mindhárom mennyiség rögzített. Jelölje 
d X 

e-"', 2 = 1, 2, ... n, azon független valószínűségi változókat, amelyek —— való-
1 +anx 

színűséggel veszik föl az 1 értéket, és valószínűséggel a 0-t. Annak a való-
1 +a„x 

színűsége, hogy + c2
n) + . . . + k-val egyenlő: 

w + í í » + . . . e > - *> = ( ; ) = 

1 "" (a„xf = pk, к = 0, 1, 2, ..., n, (\+anxy{k 

ami éppen az (1.6) /г-edik Bernstein-típusú racionális törtfüggvény k-adik alap-
függvényének az x helyen fölvett értéke. 

Ezt az eloszlást nevezhetjük и-edrendű, anx paraméterű „kvázibinomiális" 
a x 

eloszlásnak, hiszen а Çjn) = 1 esemény , " — valószínűségét p-vel jelölve éppen 
l+a„x 

a binomiális eloszláshoz jutunk : 
t ( ( 1 ( \ 

"W-PF-1, /•«!•>+«•>...+{;•' = *) - ( í ) (тт^т)" (T+Á; N 

x I l к 

ahol 0+/>< 1. 
Alkalmazzuk most а IV. tételt a Bernstein-típusú racionális törtfüggvények 

esetére. Legyen Fn x, n=1,2,... a (£1
(n)+^") + ... + ^"))ú„"1 eloszlása, ahol a Ün) 

(/'=1,2, ...,/г) a fentebb definiált, bn-»°o és a„=^-—0, ha n-+<=°. Az így definiált 
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Fn x, и = 1,2, ..., eloszlások sorozata teljesíti а IV. tétel feltételeit, mert egyrészt 
4[n) várható értéke 

М Т = 1 = 1 , 2 , . . . , « , 
1 + anx 

és figyelembe véve, hogy a„ = — , illetve an —0, ha n — 
N 

MÁx) = + ^ + _ л = x  
" w l К ) b„ 1 +anx 1 +anx 

ha n — °°. Másrészt 

» M = Щ Е П - W M = T T ^ - ö r é í 2 = ö r é í 

és ezért a szórásnégyzet 

D2(x) = £>2 í ^ + ^ + . - . + ^ l = f f . = £ о 
A ) l К ) bl (1 +a„x)2 / „ ( l+a„x) 2 u ' 

ha itt szintén az an = ^-—0 feltételt kell fölhasználni. Igaz továbbá, hogy 

Mn(x) és D2(x) egyenletesen tart x-hez, illetve 0-hoz minden inter-
vallumban. А IV. tétel értelmében tehát tetszőleges [0, °°)-ben korlátos és folytonos 
/ függvény esetén 

<5.9) / я м = „ г b i ' f â ( ; ) -

= 5 „ ( / ; x ) - / ( x ) , ha n - oo, 

oo (ha I 

részintervallumában egyenletes. 

x s O , a„=——0, és bn — oo (ha и — m e l l e t t . A konvergencia [0, oo) minden véges 
N 

6. FEJEZET 

Az Rn(f\ x)-ek előállítása differenciákkal 

A dolgozat 1. fejezetének В pontjában már utaltunk arra, hogy miért neveztük 
az /?„(/; x) operátorokat Bernstein-típusú racionális törtfüggvényeknek. A B„(f ; x) 
5<?r«.s7<?w-polinomok és az Rn(f ; x)-ek közötti analógia világosan látható abból is, 
hogy az I., II. és III. tételt sikerült igazolni a Bernstein-típusú racionális törtfügg-
vényekre, hiszen ilyen tételek a Bernstein-polinomokra is igazak. Láttuk azt is, 
hogy az R„(f ; x)-eket hasonló kapcsolat fűzi a „kvázibinomiális" eloszláshoz, mint 
a B„(f ; x)-eket a binomiális eloszláshoz. Most a Bernstein-típusú racionális tört-
függvényeknek még egy olyan tulajdonságával foglalkozunk, amelyhez hasonlóval 
a Bernstein-polinomok is rendelkeznek. 
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Ismeretes, hogy a Femj/em-polinomok fölírhatok véges differenciák segítsé-
gével is, és ezt az előállítást az analízisben és a valószínűségszámításban egyaránt 
fölhasználják. Megmutatjuk, hogy a Bernstein-úpasú racionális törtfüggvények is 
előállíthatók ilyen alakban. 

Ha adott egy c„, и = 0, 1,2, ..., számsorozat, akkor a Ac„ = cn+1 — c„ egyenlő-
séggel definiáljuk a zl differenciaoperátort. A A operátort alkalmazzuk a Ac„ soro-
sorozatra, kapjuk a A2c„ sorozatot. Általában Arc„ = A(Ar~1c„), ahol A°c„ = c„, 
és A1c„ = Ac„. Teljes indukcióval belátható, hogy 

(6.1) А ' с я = i ( [ ) ( - l ) p + 4 + t . 

Legyen ezek után c„=/(x + «/i), ahol x és / />0 rögzített érték, és tekintsük most 
a A=h~1A diíferenciahányados operátort, azaz legyen 

И 

A.NX) = f ( X + h ) - f ( x ) . 
h П 

A magasabb rendű diflferenciahányadosokat a következőképpen definiáljuk: 
Ar = AAr~1, ahol A°f(x)=f(x) és Ak=A. A (6.1) formula itt a következőnek felel meg: 

( 6 . 2 ) AR f ( x ) = h~' i К ( - \ y + k f ( x + k h ) . 
h k=o(«) 

(6.2) segítségével az /(x)-hez tartozó и-edik Bernstein-polinom a következő 
módon írható föl (FELLER [12] 221. oldal): 

BÁf; X)= 2 [",} (hxf Akf( 0), ahol H = —. 
K=O(K) h N 

A Bernstein-típusú racionális törtfüggvények pedig a következőképpen állíthatók elő : 

V . T É T E L . AZ ( 1 . 6 ) Bernstein-típusú racionális törtfüggvény azonos a következővel: 

ahol h = X&0, n= 1, 2, 
bn 

a x 
Bizonyítás. —-t /i-val és -—- et /-vei jelölve, az (1.6)-beli Rn(f ; x) így írható : 

bn 1 a„x 

(6.3) R n ( f , X) = 2 / m ( ^ J /41 -ty~k, 0S/<1. 
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(6.3)-at írjuk föl t polinomjaként a szokásos alakban. (1 — t)"~k-t NEWTON binomiális 
tétele szerint kifejtve kiszámíthatjuk tj együtthatóját: 

Ez a kifejezés pedig (6.2) szerint . /iJdJ/(0)-val egyenlő. A j helyett к indexre áttérve 
SJ > H 

adódik, hogy 

RÁ f l X) = 2 í "] (ht)k Akf(0), ahol ? = - — - , 
k = 0(M h 1 +űnX 

és éppen ezt kellett bizonyítanunk. 
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APPROXIMATION BY BERNSTEIN TYPE RATIONAL FUNCTIONS 
A N D ITS RELATION TO PROBABILITY THEORY 

By 

K . BALÁZS 

Summary 

Unbounded functions can be approximated on an infinite interval by means of Bernstein-
type rational functions introduced in this paper. For a function f(x), 0 w e define the n-th 
Bernstein-type rational function by 

* , ( / ; * ) = , , 1 ,„ £ / | г " ) Í ,") ("NX)K, N = 1,2, ..., 
(1 + а„х)" ь = о \b„ ) \ k ) 

where a„ and b„ are constants depending only on n. Rn(f ; x) may be called a Bernstein-type one, for 
a„x 

substituting bv t in R(f ; x) we get a polynomial similar to Bernstein polynomial of degree n. 
1 +a„x 

The following theorems are proved: 

THEOREM I. Let fix) be a continuous function defined in [0, such thatf(x)=0(e"x), (A-SO, А Ё О 
bn 

fixed). If a„=—, b„ — ip'3, then in any interval O s x s t a (cu>0) the inequality 
N 

holds for n sufficiently large, where c„ is a constant depending on to and a only, and кг,.,(0) denotes 
the modulus of. continuity of f ( x ) in [0, 2cu], 

This inequality shows that Rn(f ; x)—f(x) if n— and 0 s . v < This convergence is unifom 
in every finite interval Os .xsca . 
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THEOREM II. Let f ( t ) be a function defined in [0, for which f(J)=0(e") (/==», AÍSO). If 
f i t ) exists and is finite at the point t—x. then 

Rn (/; X) = f ( x ) + a, J' (x)gl (X) + a J" (A) gi (A) + an0n, 

b„ л1/2 

where Q„-*0, a„ = - 0 and -0, if л-»<*>, moreover 
n bn 

- A 2 a„bnxl + (x!a„) 
gi(x) = - — , gfix) = l+a„x " 26„(1+ű„a)2 

^](A) and g f x ) remain under a limit depending only on A, SO Theorem II. is A Voronovskaya-
type asymptotic approximation theorem. 

THEOREM III. Let f ( t ) be a function defined in [0, f , for which f ( t ) — 0(e") (/-», a S O fixed). 
If f (J) exists at the point t — x, then 

K(f;x)-*f'(A), if n - - , 

where a„=—-* 0, and Ь„ = пг/3. 
N 

The convergence theorem (Theorem I.) for bounded functions is proved by probabilistic 
tools, too, using the following general theorem: let A be a parameter varying in a finite or infinite 
interval, F„tX (n—1,2,...) beasequence of probability distributions with expectation AF„(A) and 

variance D'iix). If lim M„(x) = x and lim D;fx) = 0, then lim f f(t)dF„jX(t)-+f(x) for every 
Л.ea n*oo — oa 

bounded continuous function / . The convergence is uniform in every interval, wherre M„(A)—A 
and T>2(A)->0 uniformly. We can apply the theorem if we introduce a „quasi binomial" distribution. 
Let f ( /= 1, 2, ...) be independent random variables assuming the values 1 and 0 with probability 

a„ a 1 1 » , 
and respectively ( r è O fixed), and let F„tX be the distribution of — Z • If 

l+a„x 1 + a„x b„ > = i 
an = — — 0 and bn— ~ (л-»°°), then M„(x)-*x and D2(A)-*0. SO we have 

N 

1 f(t)dFn,x(t) = 1 f / [ / ) ("]teA)fc = R„(f; 
Í (1 —a„A) k = » l6„M/cJ 

A) —/(A), if Л 

for A continuous and bounded function /(A), ASO. The convergence is uniform in every finite sub-
interval of [0, 

THEOREM V. Bernstein type rational functions can be rewritten by finite differences: 

R J f : A) = £ Í " ) hk ( a"X ) Akf(0), where h = — , A S 0. 
fc=o \k ) (1 + anx) h bn 
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