FUGGVENYAPPROXIMACIO BERNSTEIN-T{PUSU
_ RACIONALIS TORTFUGGVENYEKKEL
ES VALOSZINUSEGSZAMITASI VONATKOZASALI

frta: BALAZS KATALIN

Jelen dolgozat un. Bernstein-tipusu racionalis tortfiiggvényekkel foglalkozik.
Mint ismeretes, a [0, 1] intervallumon értelmezett f(x) fliggvényhez tartozd
Bernstein-féle polinomok a kovetkezok:

0.1) B.(f:x) = Zn'f[%] [Z]x"(l X))k n=1,2,...

k=4

A Bernstein-polinomok fontos szerepet jatszanak a matematika kiilénb6zd
agaiban, igy az approximacidelméletben és a valdsziniiségszamitédsban is. Ismeretes
példaul ([6]), hogy ha f(x) folytonos a [0, 1] intervallumban, akkor a (0. 1) Bernstein-
polinomok egyenletesen konvergalnak az f(x) fiilggvényhez. BERNSTEINnek ez a tétele
egyben WEIERSTRASS ¢lsO approximacios tételének konstruktiv bizonyitasa is.
VORONOVSZKAJA ([33]) aszimptotikus approximacids tételt bizonyitott a Bernstein-
polinomokra, KANTOROVICS [20] pedig bebizonyitofta, hogy ha f(x) egész fiiggvény,
akkor a hozzatartozo B,(f; x) Bernstein-polinomok az egész tengelyen az f(x) fiigg-
vényhez konvergalnak. Ismeretes tovabba [29], hogy ha f(x) derivalhaté fiiggvény
a [0, 1] intervallumban, akkor a B,(f; x) Bernstein-polinomok deriviltjai is kon-
vergalnak f’(x)-hez a [0, 1}-ben. A Bernstein-polinomokat folhasznidltak a mo-
mentumok problémajanak véges intervallumon valé megoldasdihoz is ([29]).

A Bernstein-polinomok jelentOségét 1atva t6bb matematikus foglatkozott azzal
a kérdéssel, hogy hogyan lehetne olyan operatorsorozatot konstrualni, akar polinom-
sorozatot, akar mas tipusu fliggvények sorozatat, amely végtelen intervallumon is
rendelkezik a Bernstein-polinomok j6 tulajdonsagaival. Ezekr6l az eredményekrdl
bévebben szélunk az 1. fejezet A. pontjaban.

Ezen dolgozat célja is olyan operatorsorozat, mégpedig racionalis tortfiiggvény-
sorozat megadasa, amely véglelen intervallumon is hasonldan viselkedik, mint
a Bernstein-polinomok a [0, 1]-ben. Az 1. fejezet B. pontjaban definidljuk az R,(f; x)
Bernstein-tipusu racionalis tortfiiggvényeket, és megindokoljuk elnevezésiiket is.
A dolgozat tovabbi részében az R,(f; x) Bernstein-tipust racionalis tortfiiggvények
tulajdonsagait vizsgaljuk.

A 2. fejezetben megmutatjuk, hogy az R,(f; x)-ek konvergalnak f(x)-hez
a [0, «)-ben, ha f(x) folytonos és f(x)=0(e**), ha x — oo,

A 3. fejezetben n. aszimptotikus approximacids tételt bizonyitunk, a 4. feje-
zetben pedig igazoljuk, hogy az R,(f; x) derivaltja is tart f’(x)-hez, amennyiben
Sf(x) differenciathaté.
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42 BALAZS KATALIN

Az 5. fejezetben az R,(f; x)-eket az ott definialt ,,kvazibinomialis” eloszlas
segitségével allitjuk eld, és valosziniiségszamitasi eszk6zokkel bizonyitjuk be a kon-
vergenciatételt korlatos f(x) fliggvények esetén.

A 6. fejezetben az R,(f; x)-ek differenciakkal valo eldallitasara bizonyitunk
egy tételt.

I. FEJEZET

A. A Bernstein-polinomok altalinositasai végtelen intervallumra

Ebben a részben roviden ismertetjiik a Bernstein-polinomoknak végtelen inter-
vallumre valé altalanositasaval kapcsolatos fébb eredményeket.

CHLODOVSKY [10] a kovetkezd polinomsorozatot definidlta valamilyen, a [0, )
intervallumon értelmezett f(x) fiiggvényhez:

(L.1) BX(f %) = Zf[ ][;‘]k[l—hi]_k[Z] n=1,2, ..,

ahol h,—~oo, ha n—~o (h,=1 esetben éppen a (0.1) szerint definidlt Bernstein-poli-
nomokat kapjuk) CHLODOVSKY bebizonyitotta, hogy ha f(x) a [0, «)-ben folytonos
és korlatos fiiggvény, és h,=o(n), akkor

B,(f:x) = f(x), ha n =+ o,0=x < oo,

Ezen tilmenden CHLODOVSKY bizonyos, nem tul gyorsan névekvé, nem korldtos,
folytonos fiiggvényekre is bizonyitotta a konvergenciat, mégpedig a koévetkezd
eredményt érte el: ha M(h,) jeloli az f(x) fiiggvény maximumat [0, 4,]-ben, és az

Mh)e *h) 0, ha n — o,
ahol a=0, h,=o0(n), h,—~< ha n—oo, akkor az (1.1)-beli
Bi(f,x) ~f(x), ha n—~ .

CHLODOVSKY igazolta azt is, hogy ha létezik f'(x) a [0, «) intervallumban, és
f'(x) eleget tesz a fentiekben részletezett nagysdagrendi korlatozasnak, ahol most
M(h,) az f’(x) maximumat jelenti a [0, 4,] intervallumban, akkor a B} (f; x) deri-
valtja is tart f’(x)-hez.

A matematikusok azonban nem csak polinomsorozatokat, hanem mas tipusa
operatorsorozatokat is vizsgaltak, mint azt latni fogjuk. Ismert tény, hogy a Bernstein-
polinomok szdrmaztathatdk a binomidalis eloszlas segitségével. SzAsz O. [32] a bino-.,.
mialis eloszlast a Poisson-eloszlassal helyettesitette, és a kovetkezd végtelen Osszegek-
bdl 4llé operatorsorozatot konstrualta a [0, «)-ben értelmezett f(x) fiiggvényhez:

(nx)”

(1.2) S,(f; x) = e Z'f[ ] , n=12,..,

és ezt a Bernstein-polinomok éltalanositisanak nevezte. SzAsz O. megmutatta, hogy
0=x<o esetén S,(f; x)~f(x), ha n—o, ha f(x) folytonos, és f(x)=O0(x™)(x <o),
sOt ha f)(x) 1étezik és fM(x)=O(x™)(x =), akkor S®(f; x) is konvergal f®(x)-
hez, k=1,2, ....
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FUGGVENYAPPROXIMACIO BERNSTEIN-TIPUSU TORTFUGGVENYEKKEL 43

A konvergenciatételt GROF [14] élesitette, azaz bebizonyitotta, hogy f®(x)=
=0(e™) (x o0, a=>0 rogzitett) esetén is tart SP (f; x) f®(x)-hez. GROF aszimpto-
tikus approximacios tételt is igazolt az S,(f'; x)-ekre.

GrOF [15] dolgozatdban S,(f; x)-nek a kovetkezd véges részletGsszegét tekin-
tette:

(nx)”

Si(fix)=e™ Z'f[ ]

és sikeriilt bebizonyitania, hogy ha létezik f®(x), akkor SF®(f; x)~f®(x), ahol
k=0,1,2,...; N=N(n)—~o és N(n)/n—~o (n—<o); az f(x)-re tett alkalmas feltevések
mellett.

Megemlitjiik, hogy HirscHMAN, WIDDER és GELFOND [13], [16], [17] a

h

(1.3) BM*(f;x) = Zf( Z 1] [k]e""‘(l—e"‘)"‘k, x=0,n=12,..,

k=0 \i=k+14;

operatorsorozatrol mutatta meg, hogy az n— < esetén konvergal az f(x) fﬁggvény-
hez, ha f(x) korlatos és folytonos a [0, =) intervallumban, {a,};%; monoton novd,

végtelenbe tartd sorozat, és 2 s 1 divergens.
Az (1.3)-ban definialt B**(f x)-b6l a kovetkezdképpen kaphaté a B,( f r)

Bernstein-polinom: ha bevezetjiik a t=e~* valtozét, és a; helyébe k-t irva a Z T
i=k+1

Osszeget log —Z—-val helyttesitjiik (a két kifejezés aszimptotikusan egyenld, ha n és
k elég nagy), és f[log %]-t g(t)-nek nevezziik, akkor a B}*(f; x) helyett a B(g; t)=

=g (%] [Z) t*(1 —1)*=* Bernstein-polinomhoz jutunk, tehat ilyen értelemben az
k=0

(1.3)-beli Bf*(f; x)-ek is a Bernstein-polinomok altalanositasanak tekinthetdk.

Baszkakov [3] altalanosabb alakban kereste, hogy milyen sorozatokkal lehet
a folytonos fiiggvényeket kozeliteni. Bebizonyitotta, hogy ha ¢,(x), n=1,2, ...,
olyan fiiggvények sorozata, hogy

a) ¢@,(x) analitikus a [0, 2R] intervallumban, R=0,

b) ¢,(0)=1,
) (= 1fe®(x)=0, k=1,2,..., x€[0,R],

d) — Oy ® (x) n(p(k v (X) (1 +akn(x))a

ahol k=1, 2, ..., x£[0, R], és x,,(x) egyenletesen tart 0-hoz rogzitett k és x mellett,
ha n—co,

=1,

n-e M,

akkor az

n (k)
(1.4) L(f; x) = k;{)f[%] “’"k!(x) (=1Fx%, n=12,..
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44 BALAZS KATALIN

operatorsorozatra teljesiil az, hogy L,(1; x)—~1, L,(t; x)—~x, és L,(t?; x)—~x? egyen-
letesen a [0, R] intervallumban, ebbdl pedig KoROVKIN [21] tétele értelmében (a tétel
a dolgozat 5. fejezetében is megtalalhatd) az (1.4)-beli L, (f, x) n— - esetén egyen-
letesen konvergal f(x)-hez a [0, R] intervallumban, ha f(x) a [0, R]-ben folytonos és
a [0, «)-ben korlatos fiiggvény.

Vizsgalta ezenkivill az L,(f; x) f(x)-t6l vald eltérésének nagysigrendjét, és
aszimptotikus approximacios tételt is kimondott az L,(f; x)-ekre.

Megmutatta tovabba, hogy ¢,(x) helyébe (1 —x)"et irva az (1.4) alatti L, (f; n)-ek
éppen a (0.1) Bernstein-polinomok lesznek, ¢, (x)=e " esetén pedig az (1.2) sze-
rint definialt S,(f; x) operatorokat kapjuk.

BASZKAKOV a ¢,(x)-ek helyébe az _(T:ix—)" fiiggvényt tette, és igy racionalis
tortfiiggvényeket kapott:
nn+D..(n+k=D | x k
(1.5) Lisix) = (1+\)" Zf[ ] kY {1+x]

n=1,2, ..., ez a sorozat pedig tétele értelmében egyenletesen konvergil minden
[0, R] intervallumon az f(x) fliggvényhez, ha f(x) folytonos a [0, R]-en, és korlatos
az egész szamegyenesen.
B. Az R,(f; x) Bernstein-tipust racionalis tortfiiggvények definicidja

Legyen f(x) a [0, =) intervallumban értelmezett, valds, egyértékl fiiggvény,
akkor a hozza tartozd Bernstein-tipusi racionalis tortfiiggvényen a kovetkez6t
éryjiik:
(1.6) R(f;0)<E — Zf "@xr, n=1,2

M (l +a x)" k n b b "y

ahol q, és b, az x-t6] nem fiiggs, célszerlien valasztott, valds szam.

Az (1.6)-ban definialt racionalis tortfiiggvény valéban Bernstein-tipusi. Ugyanis
az (1.6) alatti R (f; x)-ben az

(a,x) | a,x , [ X nok
(I4+a,x  \l+a,x l1+a,x

jelolést bevezetve,

faktorban a r=—212
I1+a,x
S k n k n—k ~
Zf[b_] [k]’ (=0
adddik (vo. (0.1)-gyel).

MTA I1I. Osztdly Kozleményei 23 (1974)
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2. FEJEZET
Az R,(f; x)-ek konvergenciatétele

Legyenek R,(f; x)-ek az f(x) fiiggvényhez az (1.6)-ban definialt racionalis tort-
fiiggvények, amelyekben a,,=—bnl, b,=n*3 n=1,2, ..., é legyen k,,(8) az f(x) fiigg-

vény folytonossagi modulusa a [0, 2w] intervallumban, azaz
keo(®) = sup | f)—=f (V).
x, y€[0, 20]
[x—yl=d
Bizonyitani fogjuk a kovetkezd tételt:

I. TETEL. Legyen f(x) a [0, ) intervallumban érteimezett, olyan folytonos fiigg-
vény, amelyre f(x)=0(e™), ha x-o és a =0 tetszéleges, rogzitett, valds szam, akkor
a 0=x=w intervallumban (w=0, tetszbleges) az

1
@y 76— Ry (7591 = ol b + k5]

egyenldtienség érvényes, ha n elég nagy, cq n-tdl fiiggetlen dllandot jelol.

A (2.1) egyenlbtlenség azt mutatja, hogy az R,(f; x) tart f(x)-hez, ha n—oo,
minden x=0 esetén, és ez a konvergencia egyenletes minden 0 =x =w intervallumban.

Megjegyezziik, hogy az a, €s b, mas valasztiasa mellett is tart R, (f; x) az f(x)-hez.
a,-nek és b,-nek a tételben szerepl$ valasztasa a ko6zelités nagysagrendje szempontja-
bol latszott célszerlinek.

A tétel igazolasdhoz tobb segédtételre lesz sziikség. A kovetkezOkben
¢ (i=1,2,..) n-tdl fiiggetlen allandét fog jeldlni.

2.1. SEGEDTETEL. Ha x=0, akkor igazak a kdvetkezd azonossdgok:
(2.2) 1 Zn’(b x—k)? " (@, x)* = ——l—(a2b2x4+b x)
. (l-i—a,,x)nk:o n k n (1+0"X)2 nYn /)
3 [Z] (@) = 1,

2.3) A ap) 2

b, . . ] ,
ahol n=1,2, ..., a,,:—;' és b,>0, tetszdleges, valos szdm.
'

Bizonyitds. A
@4 S| @t = a+a,xr
K=o\ k
nyilvanvalé azonossagot x szerint derivalva, majd x-szel mindkét oldalt szorozva a

@.5) Sk [Z] (@,x)* = b,x(1 +a,x)
k=0
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46 BALAZS KATALIN

egyenldséget kapjuk, ha figyelembe vessziik, hogy anz%. Ismét derivalva, és x-szel

szorozva a

(2.6) Z’:’ [ ](a XF = (BEx2+b,x) (1 +a,x) 2

egyenléséghez jutunk. Ha a (2.4), (2.5) és (2.6) egyenlOségek mindkét oldalat rendre
bix¥(1+a,x)~", —2b,x(1 + a,x)", illetve az (1 +a,x) " kifejezésekkel szorozzuk, majd
a harom egyenléséget Osszeadjuk, akkor a bizonyitandé (2.2) egyenléséget kapjuk.
A (2.3) azonossag (2.4)-bdl nyilvanvalo.

2.2. SEGEDTETEL. 4 0= x=w intervallumban (w=0, tetszdleges, rogzitett) érvényes
a kévetkezd egyenlGtlenség, ha n elég nagy:

1

aﬁx4 + (x/b,)
(I+ax)" k/b,,2§’2w

> (I+a,x)? "’

(2.7) A, = e«(k/bn)[ ](a X =

o _ . b -
ahol 2=0 tetszéleges, rogzitett, valds szdm, a,,=7"->0, b,—~ oo, ha n—o, b, egyébként
tetszdleges.

Bizonyitds. lgaz a kdvetkezd

1

2.8 T ErE———
29 (1+ax) k/b,,Zz’ 20

ealks b,,)[ ](a X =

1+a xea/bn " 1 n
= ) -0/ b )k
[ l+a,x ] (1+(1 xe%ibn )n k/bzzzo [k] (a,x€ )

n=

egyenléség. Ha a=0 rogzitett, b, — o, ha n— o=, akkor elég nagy n-re

= (x] 1 - M 1 %
a1 = S| 2.1 _2 _
et Z[b] 3 Z[ ] 5 T=@) ~ o’

o . b,
és igy mivel g,=—,
n

HA

[ 1+a, xe®/n ]" _ [ 1+a,x+a,x(ebn— 1)]"

[l N xa, X ]" _
1+a,x 1+a,x (1+a,x) (b,—a))

_ [1 ab,x ] < xb, x }
- n(l+a,x) (b,—a) & pl(]-ra x) (b,—2)

ebbdl pedig (mivel 0=x=w, b,— = és a,—~0, ha n—) az

1+a,xe/bn xb,x
2 [Pt A I S
29 [ T+a,x ] = {<1+ax)<b—x)}—“1

-+
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FUGGVENYAPPROXIMACIO BERNSTEIN-TIPUSU TORTFUGGVENYEKKEL 47

egyenldtlenséget kapjuk. A (2.8) és (2.9) alapjan, ha z=xe¥b, igaz a kovetkezd
egyenlitlenség:

(2.10) > enkiby [Z] (a,x) = cl—l— > (Z] (a, 1)k,

(I +a,x) iz (1+a,t) ypizse

Tekintettel arra, hogy 0=x=o, ?)liEZw, ezért ha n elég nagy (b,—~, ha n—=),

-:———r = 20—we? = w(2—e'?) = c,,

ebbdl pedig atrendezéssel és négyzetre emeléssel a
@.11) %(k—bnt)‘z =

egyenlStlenséghez jutunk. A (2.10), (2.11) és a (2.2) alapjan, felhasznalva, hogy

t=xe¥?  ahol bi —+0, ha n—+ oo,
apx*+(x/b,)
(I1+a,x)? °

A4, = ! 2 (k_bnt)z[Z](ant)kécﬁ

=S
PTby (14 a,t) g Ee
ami a (2.7) alatti allitas bizonyitasa.
KOVETKEZMENY. 4 O0=x=w intervallumban
(2.12) lim 4, = 0.

A konvergenciatétel bizonyitasadhoz sziikséglink lesz az 0=x=2w intervallum-
ban folytonos f(x) fliggvényhez tartozdé k,,(6) folytonossidgi modulus kovetkezd,
ismert tulajdonsagéara (lasd pl. [29)):

Ha 6 és / tetszdleges pozitiv szam, akkor

(2.13) Koo (A8) = Koy (6) - (A+1).

Ratériink a konvergenciatétel bizonyitasdira. Az (1.2) és (2.3) miatt, figyelembe
véve a tételben kimondott feltételeket

n

Q1) 4,10 = f@O-R(i9)| = g 2

1 1
= —" +—— = S;+S,.
(1+ax) ipZew (1+ax) k/b,lzg;w 1ree

3!
re-r(E)|[3]) @wr =

A feltétel szerint f(x) folytonos az 0=x< o intervallumban, ezért ha k,,(d) jeloli
a [0, 2] intervallumban a folytonossagi modulusat, akkor (2.13) alapjan kapjuk, hogy

2.15) %f(x)—f[bin]ékzw[ ; ; x—bil..]§

x——b—] = Ky, [ﬁ-n"

1 k
= ko) [* b5 1)
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48 BALAZS KATALIN

A >0 szamot célszeriien fogjuk valasztani. A (2.14), (2.15) és (2.3) miatt

. (Z] (@) +

b,
| 1 n . , 1
+k2m [.ﬂ_ﬂ] (l +a,,x)" k/b"2§'2w [k] (G,,X) = Sl +k2(o [‘IIT] .

A Cauchy—Schwarz-egyenlStlenség felhasznalasiaval, majd az Osszegezést a teljes
szummara kiterjesztve, figyelembe véve (2.2)-t és (2.3)-at, kapjuk, hogy

f_ 1] nf 1 .7 .
@.17) S, = ke [n,,] {(H—ax)" Z(bx k) [ ](a,,x)"

; J7 Nwf 1, 112
= —_ 2 4 .
(1 +a Y)” ;’ [ ] (a'lx) } = k [nﬂ] {(l ‘T" " )2 (anbnx +bnl)} .

1, b . . . .
Ha 8 =3 & b,=n*?, akkor ebben az esetben a,,=7"= n=13 ezért a Bilyen valasztasa

mellett (2.16) és (2.17) miatt

(2.18) 51 = kg [;1173—] [t +x)12 4 1],

X —

I nP
(2.16) Sy = ko [ﬁ] mk/bé‘w

Jelolje M az f(x) fiiggvény maximumat a [0, w] intervallumban. Mivel f(\f) O(e™),
ha x—o (x=0 rogzitett), ezért (2.14) és (2.7) miatt, figyelemmel a, és b, eldbbi
valasztasara

(2.19) S, = S (M+ceebn >)[ ](a X =

(1 +a,x) kpz20

. X
=g [a,',x4+b—] = 2/3 (x*+x).
n

Ezek utan a (2.14)-beli kifejezés a (2.18) és a (2.19) alapjan a 0=x=ow inter-
vallumban a kévetkez8képpen becsiilhetd, ha n elég nagy:

1 1
(2.20) 4,(f3x) = ¢ [kzw {n—l/;] + 72/'3‘] ‘

Ez pedig az 1. tétel allitasanak bizonyitasat adja.

3. FEJEZET

Aszimptotikus approximacios tétel az R,(f; x)-ekre

E. V. VoroNovszKAJA [33] a (0.1) Bernstein-polinomokra bebizonyitotta, hogy

G.1) B(f:3) = () + LD

ha f(x) korlatos a 0=x=1 intervallumban, és az x pontban véges masodik derivaltja
van. A (3.1)-ben g, az n névekedésével nullahoz tart.

x(l—¥)+
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Ebben a részben a (3.1)-hez hasonlé aszimptotikus approximacios tételt bizo-
nyitunk az (1.6)-ban definialt R,(f; x) Bernstein-tipusu racionalis tortfiiggvényekre.
A tétel, amit bizonyitani fogunk, a kovetkezs:

II. TETEL. Legyen f(t) a [0, ) intervallumban értelmezett olyan fiiggvény, hogy
J(@)=0(e"), ha t—, a=0 pedig tetszdleges, rogzitett, valds szdm, akkor minden
olyan x pontban, amelyben f"(t)=f"(x) létezik és véges,

(3.2) R,(f; X) = f (D) +a,f" (x)g.(¥) + 2, f" (X) g2(x) +a, 0

1/2

ahol g,—0, a,,=b—’:—>0 és -0, ha n- oo, tovdbbd

o =xt _ a,b,x*+(x/a,)
gailx) = m, g(x) = W-

Megjegyezziik, hogy az a,-re és b,-re vonatkozo kikotések teljesiilése esetén
a g1(x) és a gy(x) csak x-tdl fiiggd korlat alatt marad, és mivel a,—0, ha n— <, ezért
a IIL. tétel valoban aszimptotikus approximaicids tétel.

A II. tétel bizonyitdsa. A tételben kimondott feltételek szerint f”(x) véges,
igy nyilvanvald, hogy f(t) az

S7(x)
2

(3.3) f@) =f@)+f(x) -0+ +l(t)] (t—x)?

alakban irhat6 fol, ahol A(¢)~0, ha #—x. Ennek alapjan

N T N

Behelyettesitve ezt az R,(f; x)-be, kapjuk, hogy

69 R0 =2 37 @t sl 3 wbon () o+

f7(x) NED 1 s (kY(k )~ .
A rax) 2 Z(k b,x) [ ](anx)"+(1—+wkg;/l[b—] [—b:—x] [k](a,.x) .

n

+

Ha (2.5) mindkét oldalat osztjuk (1 + a,x)"nel, majd levonunk b,x-et, és folhasz-
naljuk a (2.3) azonossagot, akkor

a,x%b,
(36) (1+ax)n2(k bX)[ ](a )k—Ta"x
Figyelembe véve a (2.3), (3.6), (2.2) azonossagokat
2
6D R =S O ) gt
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ahol

(3.8) o= 2"’/1[31 [i‘-—x]z[”](a )
’ " (1+anx)"k=0 bn bn k " '
Adjunk meg egy tetszOlegesen kicsiny ¢>0 szamot, és valasszuk é =0-t olyan Kkicsire,

hogy ha |t— x| <4, akkor |A(¢)|<¢ teljesiiljon. Ilyen 6 mellett a (3.8) Gsszeget bontsuk
két részre:

(39) rn = 21+221
ahol 3/, tartalmazza azokat a tagokat, ahol ,bi—x <3 és >’y azokat, ahol Tf———x =4.
n

A A(t)-re vonatkozd el6z0 megallapitdsok é's (2.2) miatt

(3.10) (aZbix4+b,x).

&
R (e

Most felsé becslést adunk | ¥,|-re. A tovabbiakban ¢, i=8,9, ... csak x-t6l és a-tol
fiiggd, n-tdl fiiggetlen pozitiv szamok. Legyen = x rogzitett szim. > ,-t bontsuk
fol 3 és 3" osszegére, ahol

1 k1lk 2 [n]
3.11 L Al El 1 E k,
G.11) 2 (1+ax)y I(k/b,)—xlz%'és klb,<20 [an [bn x] k @)
illetve

(3.12) s-_1 _ 5, [ﬁ] [ﬁ—x]z[”] (@, %)

) - ( +a"X)" kib,=20 bn bn k n
tehat
(3.13) =22+ 3.
A (3.3)-bdl lathatd, hogy A(#)(r—x)? korlatos, ha 7€[0, 2w]. Ezért, ha b£<2co és
—bk——x =4, akkor |4 [bﬁ] <§. fgy (3.11) és a (2.2) értelmében

s _ Cs(arxt+(x/by)

(3.14) (2] < R0 ta:

Mivel f(£)=0(e®) (t—><), ezért ha w-t elég nagynak valasztjuk, akkor (3.4)-bdl
azt kapjuk, hogy

0o W) blerrolt-o-
EACTTEN S

A (3.12), (3.15), (2.7) alapjan ;dédik, hogy "

(3.16) 137 < ey 2t 31n)

¥ (14a,x)2? °
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Legyen most

(3.17) On

=3
=

el

In
a,’
A (3.17), (3.13), (3.10), (3.14) és (3.16) alapjan

atb,x*+x cg(aih, x*+x) ‘e ayb,x*+x
a,b,(1+a,x)? ' 6%a,b,(1+a,x)® " a,b,(1+a,x)?

(3.18) lo.] < €

atb,x*+x
Y a,b,(1+a,x)?
1/2

by

ud ]»0, ha n — oo,

n~n

= (g2 [a,,x4+

~0, ha n—oo. A (3.7), (3.8), (3.17), (3.18) a II. tétel igazo-

mert a,,=ﬁ—>0, és
n
lasat adja.
4. FEJEZET
Az R,(f; x)-ek derivaltjinak konvergencidja
Jeloljiik R,(f; x)-szel az f(x) fiiggvényhez tartozo, (1.6) szerint definialt racio-
nalis tortfiiggvény x szerinti derivaltjat. Ekkor igaz a

I11. TETEL. Legyen f(t) a [0, =) intervallumban értelmezett fiiggvény, amelyre
teljesiil, hogy f(t)=0(e*)(t—~ =), a=0 tetszdleges, rdogzitett, valés szdm; tegyiik fol
tovdbbd, hogy a t=x pontban f'(t)=f"'(x) létezik és véges, akkor

“@.n R (fix)~>f'(x), ha n — o,
ahol a,,=b—’;'—>0, ha n—e, és b,=n%?2,

A bizonyitishoz néhdny lemmara lesz sziikség.
4.1, SEGEDTETEL. Az x=0 feltétel teljesiilése esetén az
def
2 m k =
4.2) Sp(x)= (1+a,rx)" Z(k b,x) [ ](a,,x) , m=0,1,2,
raciondlis tortfiiggvények kizott fenndll a kovetkezd rekurziv dsszefiiggés:

a,b,x
l14+a,x

43) S, =x [S,,’,(x)+mb,,Sm_1(x)— S,,,(x)], m=1,2,..

Bizonyitds. S,(x)-et derivalva azt kapjuk, hogy

Sn(x) = Z(k —b,x)"~ 1[n](a,,x)"-m-b,,+

(1+
1

T any £ Z(k Ba)"” 1[ ](a"x)k_l'(k_bnx) [ank—anb,,x+a,.b,,x—‘anbnx ]

l+a,x
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Ebbdl megfeleld atirassal

Sa(x) = —mb, Sp1()+— sm+1(x>+[b -1 fanx]sm(xx

ahonnan a bizonyitandé (4.3) adddik.

4.2. SEGEDTETEL. A (4.2)-ben definialt S,(x) raciondlis tortfiiggvény eléallithaté a

4.4) S,(x) = Z' Ap ()b, m=0,1,2, ...

(1+a, x)"‘
alakban, ahol A, (x) polinomok b,-té! fiiggetlenek, és egyiitthatoik az a, polinomjai.

Bizonyitds. A (4.4) igazolasa m szerinti teljes indukcioval térténik. Sp(x) éppen
a (2.3) kifejezés, azaz

1 "n
(45) SO(X) = mk;(; [k] (a,,x)" = 1.

Sy(x) pedig a (3.6) kifejezés:

k __ anx2bn — Al,o(x)+Al,1(x)bn
(1+ 2( bx)[ ](ax) l4+a,x 1+a,x ?

ahol A, o(x)=0, 4, ,(x) =—a,x*. Syx) a (2.2)-bdl adsdik:

(4.6) S,(x) =

apbpxt+b,x

(4.7) Sp(x) = Atar

(1+a x)n Z(k b x)2[ ] (anx)k =

- Ay o (x)+ Ay x)b, + Ay 5(x) b}
(1+a,x)* ’

ahol 4,¢(x)=0, A, ,(x)=x és Ay,(x)=a2-x* A (4.5), (4.6), (4.7)-b3l lathatd, hogy
a segédtétel allitasa igaz az m=0, 1, 2 esetben. Tételezziik f6l, hogy az allitas igaz
m-re, €s igazoljuk m + 1-re is. A (4.3) rekurzids formula és az indukcids foltevés szerint

2 Apibi(1+a,x)"— > A, i(x)byma, (1+a,x)"

. i=0 i=0
Sm+1(x) =X (1+a"x)2m +
mb, a,b,x
W 2 Ay, ()b, — W ZAm i{(x)bL

ebbdl pedig atrendezéssel adodik, hogy

1 m+1

2 Am+1,i(x)bfn

Sm+1(X) - (1 +anx)m+1 i=0

ahol az 4,,,, ;(x) polinomok nyilvinvaldan eleget tesznek a segédtételben kimon-
dottaknak.
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4.3. SEGEDTETEL. Minden 0=x=w-=<oc intervallumban fonndll a kovetkezd
egyenlotlenség, ha n elég nagy:

4.8) | S, (x)] = Z k—b x)"'[ ](a x)"l = K, (w)a?- b7,

1+ a,x)" + ax)" s
m=0,1,2, ..., ahol K, (w) csak w-tdl fiiggd, pozitiv dllands, a,,=—bn—", b,=n*3,
Bizonyitds. (4.4) szerint
_ & _
4.9) S,(x) = Gtar m=0,1,2,...,
ahol g,(x)= 2 A, {x)bi. Megmutatjuk, hogy g,,(x) az x-nek 2m-edfokii polinomja.
(4 .8) szerint

P n+m (x) —
4.10) S.(x) = dtax” m=0,1,2,...,
ahol P,,.(x) pontosan zn+m-edfoku polinom. S,(x) (4.9)-beli alakjabol a (4.10)
(1 + a,x)"™-mel val6 bdvitéssel adddott, és ez csak gy lehetséges, ha g,,(x) pontosan
2m-edfoku polinom.
Ezek utan (4.8)-at m szerinti teljes indukcidval latjuk be. m=0 esetben Sp(x)=1,
tehdt (4.8) trividlisan teljesiil. Az m=1 esetben, (4.6) értelmében

a,b,x? w?
= a
l+4a,x 1+ ™

Most tegyiik fel, hogy valamilyen m természetes szim esetén igaz a (4.8) és lassuk
be m+1-re. (4.9) és (4.3) szerint

1$5:(x)] = b, = K;(@)a,b,.

_ &) A+a,x)"+g,(x) (1 +a,x)" " - ma,

(4.11) Sper(x) = x[ dta> +

4 bn8m-1(X)  3nbpxgm () | gn()x | gm(x) (xma,—a,b,x?) +gm-1(x)mb,.x
(I+a,x)"t (+ax)" ] (1+a,x)" (I1+ag,x)"*? (I+a,x)"* "

A polinomokra vonatkozé Markov-egyenlStlenség kimondja, hogy ha egy Q(x)
k-adfoku polinom abszolut értéke az [a, b]-n egy C Korlat alatt marad, akkor

4.12) 10" (x)] = ZCka) , ha a=x=b.
Alkalmazzuk g,(x)-re a Markov-egyenlStlenséget. Mivel a (4.8) indukciés feltétel
szerint
|gm ()] = K, (0)ard] (1+a,x)™,
ezért

’ 8 ka n ;l"
@13 jgn ()] =

(1+a,x)" = K, (w)ayby,
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ha O0=x=w. (4.11), (4.8) és (4.13) alapjan a™+1H7+! kiemelésével

K () | K, (e0) e/, —x3) | N
a,b,(1+a, ™ | (I+axy*T |

[Sma1(x)] = a,'?“b.'?“[

K,_(wymx

* &b, +a,xr

] = Kya(@)ag 170
adddik.

A IIL tétel bizonyitdsa. Tekintsiik el6bb azt az esetet, amikor x=>0. Az (1.6)
és (2.3) miatt

. o b,x
(4.14) R(f;x) = (l+ax)" Zf[ ][ ]an(anx)k [k—1+anx],

ebbdl atalakitassal

a,b,x k .
A 2/’[?5“][ ](“"""

Mivel f’(x) létezik és véges, ezért

@.16) g =rw|res [bi]] [bi_x],

ahol A(t)—+0, ha r—x. Figyelembe véve a (4.15), (4.16), (2.2) és (4.6) alattiakat,
atalakitassal adodik, hogy

(4.17) R.(f,x) = f(x)(1+ax)2 +4,,
ahol
b,
“-18) b= ey S [ ][ ]( x)k[—_"]

a,b,x n J*x
it 3 ) () e ()

Legyen >0 tetszblegesen kicsi, rogzitett szaim. Ekkor A(#) -0 (¢—x) miatt van olyan
6=>0, hogy

(4.19) ()] <e, ha [t—x| <3.

MTA III. Osztdly Kozleményei 23 (1974)



FUGGVENYAPPROXIMACIO BERNSTEIN-TIPUSU TORTFUGGVENYEKKEL 55

Legyen tovabba w=x rogzitett szam. Bontsuk f6l A4,-t:

b, kY(n ko)
wn a=tel 2 e (e fd -

+

|(k/bp) = x| =3 és kib, <20 klb,,§2w}

a,b,x klin Kk
+ (1+a,xy"*? {l(k/b,.)z—vxl<6l [bn] [k] @) [bn ]+

+ 2 } = A1+A2+A3+A4+A5+A6.

|(k/b,)—x|=6 és kjb,<2w  kib,=20
(4.20), (4.19) és (2.2) miatt

atb,x*+1
(1+a,x)?

Hasonldan, (4.20) és (4.6) miatt

4.21) 4,| < ¢ < 2.ew®, ha nelégnagy.

alb,x® 5
(422) IA4| < 8m < EW°.
kY(k N . , k e .
Al Vs fiiggvény (4.16) miatt korlatos, ha B <2w, s6t igaz az is, hogy
k C12 k - . k
(423) ll [_b"] - T, ha |b—"—x =40 és bn < 2.

(c;, i=12,13, ..., w-tdl és a-tdl fiiggd, n-tol fiiggetlen pozitiv szam.) (4.20)-bdl és
(4.23)-bdl kovetkezik, hogy

ciab, n £ )
4.24 A = 21 [ ] n "[——x] .
( ) I 2| 53)((1-{-0,,)6)” |(k/b,,)—x|5ésk/b,,<2w k (a X) b,,

(4.8) és (4.24) alapjan

(4.25) |A2| - CI2K4(w)a:b:

4
< C3a3b,
53b:x 13%nVn>

13- aib, pedig 0-hoz tart g, és b, valasztasa miatt.

Ha w-t elég nagynak valasztjuk, akkor f(¢)=O0(e®)(t-+) miatt (4.16)-bdl
lathato, hogy
k
i[5

(4.20)-b1 és (4.26)-bdl azt kapjuk, hogy

(4.26) < ¢4t ha bﬁ = 2.

ol = g 2 e«“/w[,ﬁ](anx)k(k—b"x)%.

+ a, -x)'l kb, =20
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Alkalmazzuk a Cauchy— Schwarz-egyenlGtlenséget:

41 = 22 ey i 1) @ ) rrap 3 1) oot

A (2.7) tetszbleges o =0-ra teljesiil. (2.7) és (4.8) felhasznalasaval adodik, hogy
- G5 azx +(x/bn) a7
4.27) 4s} = bl “ATax? VK (w)aibs
< (@b, +arbi/®) ~ 0, ha n— o
|4;] becslését (4.23)-bdl és (2.2)-bdl kapjuk:

_ a,b,x K
“4.28) s = (L+a,)"*" (o, - 2126 esk/b <20 [ ][ ]( ) [ ]

Cr0a,x (@b, x4+ x)
62(1+a,x)?

ez pedig tart 0-hoz, ha n—oo. (4.26)-bdl kovetkezik, hogy

= a,(c17a3b,+ 1),

(4.29)

k)|l k k
—_ == = (k/b,,) — =
A[bn] [bn x] = cye**ibn),  ha b = 2w.

(4.29) és (2.7) felhasznélasaval becsiiljiik |{4gl-ot:

| ab,x klfn o X

@30 = 3 (&) (7)ot ) =
- anbnxcmcs(atztx4+x/b") - 3
= (1 +an X)3 = Cgo (a,,b,,+a,,) 0’

ha 71— .

(4.21), (4.25), (4.27), (4.22), (4.28), és (4.30)-bol lathats, hogy
.
4| = 3|4 ~0, ha n— .
i=1

fgy (4.17)-bdl kovetkezik, hogy
R(f;x)~f'(x), ha n—> o, é x=0.
Legyen most x=0, akkor a III. tétel feltétele értelmében f'(+0) létezik és véges,
s igy R,(f; x) (1.6) alatti értelmezése miatt

o B 1 ax |
Rn(f, x)|x=0 = {(1+a,,x)"f(0)+nf[ ](1+—m}

1 ,
= b, [—f(0)+f[b—]] ~ 1),
mivel b, >, ha n— oo,
Ezzel a 111. tételt igazoltuk.
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5. FEJEZET

Az R,(f; x)-ek kapcsolata a valésziniiségszamitassal

Ebben a fejezetben a konvergenciatétellel (I. tétel) kapcsolatos valdsziniiség-
szamitasi tétellel foglalkozunk. Ebbdl a tételbdl kovetkezik, hogy bizonyos feltéte-
leket teljesité valdszinfiségeloszlasok segitségével alkotott pozitiv, linearis opera-
torokkal korlatos és folytonos fiiggvényeket kozelithetiink. Mi itt megmutatjuk,
hogy a Bernstein-tipusi racionalis tortfiiggvények is szarmaztathatok egy specialis
valésziniiségeloszlas-sorozat segitségével, tovabba, hogy az eloszlasoknak ez a soro-
zata is teljesiti az emlitett tétel feltételeit. Igy a folytonos és korlatos fiiggvényeknek
Bernstein-tipust racionalis tortfiiggvényekkel valé kozelitésére vonatkozé konver-
genciatételt valdsziniiségszamitasi eszk6zdkkel is megkapjuk, hasonldéan, mint mas,
nevezetes eloszlasokkal konstrualt operatorok esetén.

Az itt kovetkezd tétel nagy jelentSségli mind a valdszinliségszamitasban, mind
az approximacidelméletben, szimos kovetkezménye és alkalmazasa miatt.

Tegyiik fol, hogy az x paraméter valamilyen véges vagy végtelen intervallumban
valtozhat. Ekkor igaz a kovetkezd:

IV. TETEL. Legyen F, ,,n=1,2, ..., M,(x) vdrhaté értékii és D3*(x) szérds-
négyzetil valésziniiségeloszldsok olyan sorozata, amelyre teljesiil, hogy M (x)—x,
és DE(x)—~0, han— . Legyen tovdbbd f(t) az egész szdmegyenesen korldtos és folytonos
fiiggvény. Ekkor

(.1) [ F@dF, () ~f(x), ha n - o

A konvergencia egyenletes minden olyan — oo<a=x=b< intervallumban, ahol
M ,(x) egyenletesen tart x-hez, Di(x) egyenletesen tart 0-hoz.

FELLER [12] konyvének 218. oldalan talalhaté ,,f6 lemma” konklizidja hasonlo,
ott azonban a szigoribb M, (x)=x, n=1, 2, ..., feltétel fonnallasat kovetelik meg
M, (x)—x (n— ) helyett. Ahhoz, hogy a tétel eredményét a Bernstein-tipust racio-
nalis tortfiiggvények 4ltal meghatirozott valdsziniiségeloszlasokra is alkalmaz-
hassuk, a tételt az M,(x)—x esetben is bizonyitani kell.

A 1V. tételt a funkciondlanalizis eszkozeivel KOROVKIN [21] is bebizonyitotta,
valamivel altalinosabb feltételek mellett. O ugyanis nem szoritkozott a valészinii-
ségi eloszlasfiiggvények szerint vett Stieltjes-integralok esetére. A teljesség kedvéért
réviden ismertetjilk KOROVKIN eredményeit is. Az elsé tétel, amit KOROVKINtS]
idéziink, bizonyos pozitiv linedris funkcionalok sorozatira vonatkozik.

Azt mondjuk, hogy @ a valds szamokon értelmezett, valds szamértéki fiigg-
vények egy F halmazan értelmezett pozitiv linearis funkciondl, ha minden f€F
fliggvényhez egy valds szimot rendel, amit @(f)-fel jeloliink, és @-re és F-re tel-
jesiilnek a kovetkezd tulajdonsigok: tetszdleges a, b valds szdm és fL€F és fL€ F
fiiggvény esetén af;+bf,€ F, és

P (afy+bf) = a®(f)+bP(fo),

tovabba &(f)=0, minden pozitiv f€ F fiiggvény esetén ( f-et akkor nevezziik pozitiv
figgvénynek, ha f(f)=0 minden t-re).
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TEreL (KorovkiN [21]). Ha pozitiv linedris funkciondlok ®,(f), n=1,2, ...
sorozatdra teljesiil, hogy

e, (1)~1 é D(V)—+0, ha n—~ o,
ahol ¥ (1) =(t — x)?, akkor
¢n(.f) —’f(X), ha n— 2,

minden olyan f(t) fiiggvény esetén, amely korldtos az egész szamegyenesen, és a t=x
pontban folytonos.

A tétel kovetkezménye konnyen ellendrizhetd feltételt fogalmaz meg annak
eldontésére, hogy a &,(f) pozitiv linearis funkcionalok sorozataval koézelithetjiik-e

J(x)-et.

KOVETKEZMENY. Ha pozitiv linedris funkciondlok ®,(f), n=1, 2, ..., sorozatdra
teljesiil, hogy
@,(1) -1,

(1) —» x,
?D,(t5) ~ x%, ha n — o,

dsn(.f) "’f(X), ha n — had)

minden olyan f(t) fiiggvény esetén, amely korldtos az egész szdmegyenesen, és a t=x
pontban folytonos.

akkor

Most vizsgaljuk meg, hogyan kovetkezik a IV. tétel KOROVKIN tételébdl. Legyen
F a korlatos és folytonos fiiggvények halmaza. Ertelmezziik F-en a kivetkezd linearis
funkcional sorozatot:

8.(f)= [ f@O)¥F, (1), n=12, .,

ahol F, ., (n=1, 2, ..., x rogzitett paraméter) olyan valdsziniiségeloszlasok sorozata,
amelyeknek M,(x) varhaté értéke x-hez, D2(x) szOrasnégyzete 0-hoz tart, ha n—+oo,
A &,(f) létezik, és pozitiv linearis funkcional, mert folytonos és korlatos fiiggvénynek
valoszinliségi eloszlasfliiggvény szerint vett Stieltjes-integralja. Azonnal lathato,
hogy az igy valasztott ¢,, n=1, 2, ..., sorozat teljesiti a kGvetkezmény feltételeit, mert

¢,(1) = [ 1dF, (=1, n=1,2,..,
és o

2,() = [ tdF, () =M,(x) ~x, ha n— o

tovabba a
Dix) = [ (t—M,(x))dF, (1)
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azonossagbol atrendezéssel kapjuk, hogy

co

[ 8dE, ) = D20 +2M,00) [ tFy () [ (MyfdF, o) =

= D3(x)+2M2(x)—M2(x) = Di(x)+M2(x) - x2, ha n — .

KoRrROVKIN az egyenletes konvergencia fennallasanak feltételeit is vizsgélta,
bizonyos pozitiv linedris operatorok sorozataval valo kozelités esetén.

Azt mondjuk, hogy az f(¢) fiiggvények egy F halmazin adott egy L(f; x)
linedris operator, ha minden f(¢)€E fliggvényhez egy o(x)=L(f; x) fliggvény van
rendelve, tovabba tetszOleges a, b valds szam és f,€ F és f,€ F fiiggvény esetén

afi+bhHEF, &
L(af,+bf3; x) = aL(f1; x)+bL( f3; x).

Az L(f; x) linearis operatort a szamegyenes E részhalmazan pozitiv linearis
operatornak nevezziik, ha x€E esetén L(f; x)=0, minden olyan f(¢) fiiggvény
mellett, amely nem vesz fol negativ értékeket.

Megjegyezziik, hogy az L(f; x) pozitiv linearis operator minden régzitett x€ E
esetén egy pouzitiv linearis funkcional. Ha pedig minden régzitett x€ E esetén L(f; x)
pozitiv lineéris funkcional, akkor L(f; x) pozitiv linedris operator az E halmazon.

TETeL (KorovKIN [21)). Ha az L(f; x), n==1, 2, ..., pozitiv linedris operdtorok
Sorozatdra teljesiilnek a kévetkezd feltételek :

L,(1; x) = 1+a,(x),
Ly(t; x) = x+Ba(x),
L,(t%; x) = x*+y,(x),
ahol o,(x), B(x) és 7,(x) egvenletesen tart 0-hoz az a=x=b véges, zdrt intervallumon
n—oo mellett, akkor
L(f;x) ~f(x), ha n—~ o,

egyenletesen az a=x=b intervallumban, ha f(t) korldtos fiiggvény az egész szdm-
egyenesen, [a, bl-ben pedig folytonos.

Valtozzon most x a szamegyenes valamely véges vagy végtelen intervallumaban.
Ekkor a IV. tételben szerepl6

[ F@®)dF, (1) = ¢u(0) = Ly(f; %), n=12,..,

sorozat pozitiv linearis operatorsorozat, hiszen mar korabban lattuk, hogy rog-
zitett x mellett a ’

®,(f) = [ fWdF, (1), n=12 .,
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sorozat pozitiv linearis funkcionalsorozat. Az igy alkotott pozitiv linearis operator-
sorozatok kozil véges intervallumban valé egyenletes konvergencia teljesiilését
fogjuk latni az a), b), ¢) és d) pontban szerepld B,(f; x), S,(f; x), G,(f; x), illetve
R,(f; x) (n=1, 2, ...) operatorsorozatoknal.

Most pedig ratériink a IV. tétel bizonyitdsdra.

Bizonyitds. Nyilvan

oo

52 | [r@ar0-1@|= [ 1f©-reIdF, 0.

Legyen =0 tetszOlegesen kicsi, rogzitett szam. Mivel f folytonos, ezért van olyan
60, hogy |f(1)—f(x)|< 5, ha |t—x|<3, és igy

(5.3) 170l <5
Masrészt
(5.4) ) ,La |f @) —f )|dF, () =
= [ | £ (6)—f (M, (x))] O+ L |/ (M) —f x)| dF,, «(1)-
A Csebisev-egyenldtlenség szerint
P (- 1,00 = 5) = 22D,

ezért f korlatossaga miatt van olyan rogzitett K szim, hogy

(5.5) [ f0O—f(M,&)| dF, (1) = KDEZ(X)

ft—x|=é

b

és elég nagy n-re

(5.6) KD2(x) e

ot 3"

Mivel M,(x)—~x, ha n— o, ezért f folytonossidga miatt

(5.7 (M, () —f ()] = %

ha n elég nagy.
(5.5), (5.6) és (5.7) értelmében elég nagy n-re

(58) [ 1FO—f@IdF, () = 5+

lt—-x{=é
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(5.2), (5.3) és (5.8) alapjan pedig elég nagy n-re

I jof(t)an,x(t)_f(x)| < &

Ha az —w<b=x=a<-o intervallumban M,(x) és D2(x) egyenletesen tart x-hez,
illetve 0-hoz, akkor a bizonyitds menetébdl lathatd, hogy van olyan N természetes
szam, hogy n>N esetén

| ff(t)an,x(t)—f(t)| < &,

minden x€[a, b] mellett.

Most a IV. tétel segitségével ismét bebizonyitjuk a Bernstein-tipust racionalis
tortfiiggvények konvergenciatételét korlatos és folytonos f fliggvényekre. ElGtte
ismertetjiik a tétel néhany mas, ismert, jellegében hasonlé alkalmazisat is, ahol
ismert valodsziniiségeloszlasokrdl mutatjuk meg, hogy teljesitik a IV. tétel feltételeit,
igy ismert konvergenciatételek valdszinliségszamitasi bizonyitasat kapjuk. Az a) pont-
ban F, ,-ként a binomilis eloszlis szerepel, és a (0.1)-ben megadott B,(f; x)

Bernstein-polinom felel meg az f S(t)dF, ,(t)-nek. A b) pontban a Poisson-eloszlas-
sal, illetve az (1.2)-beli Szdsz-féle operatorral foglalkozunk, a ¢) pontban a gamma-
eloszlassal, illetve az Un. gammaoperatorral. Ezekbdl is lathatd, hogy sokszor
a valdsziniiségszamitasi mddszerek igen célravezetdek lehetnek. Ezek utan a d) pont-
ban hasonl6é modszerrel targyaljuk az (1.6) Bernstein-tipusu racionalis tortfiiggvények,
illetve az altaluk meghatarozott és a rovidség kedvéért ,,kvazibinomialis” eloszlas-
nak nevezett eloszlas esetét.

a) Legyen &;, i=1,2, ..., n, olyan fiiggetlen valdszin{iségi valtozok sorozata,
amelyek 1 és O értéket vesznek fol, x, illetve 1—x valdszinliséggel, 0=x=1. F, .
legyen (£,+¢&,+...+&,)n1 eloszlasa, azaz legyen

1H&+. 6k -~
F,, = P[———5 +¢ - T —n—] - [Z]x"(l—x)" £,

F, , tehat binomidlis eloszlas, varhato értéke M, (x)=ux, szorasnégyzete pedig

Dﬁ(x)=@»o, ha n — oo,
a 0=x=1 intervallumban egyenletesen. Ha f a [0, 1]-ben folytonos fiiggvény, amibdl
kovetkezik, hogy itt egyenletesen folytonos és korlatos is, akkor a IV. tétel értelmében

[ fOaF, (0 = Zf[’;] [ Z] H#( =k = B (fi %) =/ (),

ha n—o, és 0 =x=1, és a konvergencia egyenletes. Azaz konstruktiv, valésziniiség-
szamitdsi bizonyitdsat kaptuk WEIERSTRASS hires tételének, amely kimondja, hogy
véges, zart intervallumban folytonos fiiggvény egyenletesen koézelitheté polinomok
sorozataval, mégpedig konkrétan BERNSTEIN B,(f; x), n=1, 2, ..., polinomjaival ([6]).
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b) Legyen most F,, a ({;+&+...+&)n" 1 eloszlasa (n=1,2,...), ahol
&, i=1,2, ..., n, fiiggetlen, x paraméter(i, Poisson-eloszlasu valdsziniiségi valtozok
sorozata, 0=x<o. Ekkor

M, (x) = x, Di(x)= % -0, ha n — o,

minden 0=a=x=b<o intervallumban egyenletesen. f(¢) legyen tetszbleges,
[0, ==)-ben korlatos és folytonos fiiggvény. Vezessiik be az

S.(f;x) = [ f(0)dF, (1)

jelélést. S, (f; x)-et Szdsz— Mirakyan-féle operatornak is szoktdk nevezni. S,(f; x)-re
alkalmazhatjuk a IV. tételt:

: e 5| K| ex)
Si(fix) = e kgf[; T~ f(), ha n e,

a 0=x< oo intervallumban. A konvergencia minden 0=ag=x=b< « intervallumban
egyenletes. Mint az 1. fejezetben emlitettiikk, az S,(f; x)-ekre vonatkozo tételt
SzAsz O. [32] bizonyitotta be, a korlatossag helyett azt az esetet is megengedve,
ha f(t)=0(t™), ha t—oo, m tetszdleges. ‘

¢) Legyen F, ., n=1,2, ..., a (0, ==)-be koncentralt n-edrendii, n/x paraméterit
gammaeloszlasok sorozata, x>0. F, .-ek teljesitik a IV. tétel feltételeit, hiszen

2
M,(x)=x Di(®=2-~0, ha n-e

A szOrasnégyzet egyenletesen tart 0-hoz minden O<a=x=b<-< intervallumban.
Ha f (0, ==)-ben folytonos és korlatos fiiggvény, akkor a IV. tétel értelmében f koze-
lithet6 a

G(fix) = [ f()dF, (1), n=1,2,..,
0
an. gammaoperatorok sorozataval, azaz
1 . n\" .,
g — i n—1_,—(n/x)t -
Gufi9 = =gyt J f(t)[x] t=te= R dt ~ f (x),

ha n—+oe, és x=0. A konvergencia (0, =) minden véges részintervallumaban egyen-
letes.

d) Ebben a pontban valdszinliségszamitasi eszk6zokkel latjuk be, hogy a
[0, =)-ben folytonos és korlatos fiiggvények kozelitheték az (1.6) Bernstein-tipust
racionalis t6rtfiiggvényekkel.
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El6szor bevezetjiik a ,,kvazibinomialis” eloszlas fogalmat. Legyen x=0, a,>0,
n=1, 2, .... Tekintsiik az (1.6)-ban definidlt R,(f; x) n-edik Bernstein-tipusit racio-
nalis tortfiiggvény k-adik alapfliggvényét. Az x=0 és a,>0 feltétel miatt

k —
(1+ax)"[ ](ax) =0, k=0,1,2,. n=12...

(2.3) szerint pedig

d 1
kz(;(l+—ax)"[ J(GX)—I n=1,2,...,

tehat megallapitottuk, hogy régzitett n és x=0 esetén a

1

(l+a X)"[ ](a X) ’ k = 0,1,2, ..-.,n,

D =

szamok valosziniiségeloszlast alkotnak.
A kapott valosziniiségeloszlasokat szarmaztathatjuk példaul a kévetkezd médon:
legyen x=0, n természetes szdm, a,>0, mindhdrom mennyiség rogzitett. Jelolje

&M, i=1,2,...n, azon fiiggetlen valdsziniiségi valtozékat, amelyek valé-

a,x
1+a,x

n

szinliséggel veszik fol az 1 értéket, és valdsziniiséggel a 0-t. Annak a valé-

1
l4+a,x
szinlisége, hogy &M +EM ... +EM k-val egyenld:

k n~k
rarsaoso =n =[5 (e -

1

i () e = k=002

ami éppen az (1.6) n-edik Bernstein-tipusi racionalis tortfiiggvény k-adik alap-
fliggvényének az x helyen fGlvett értéke.
Ezt az eloszlast nevezhetjik n-edrendii, a,x paraméteri ,kvazibinomialis’>

eloszlasnak, hiszen a &¢™ =1 esemén valoszintiségét p-vel jeldlve éppen
i y get p J

a,x
l1+a,x
a binomialis eloszlashoz jutunk:

k 1 n—k
repap.vie =0 = (1) (e () - (1) oo

ahol O=p<I1.
Alkalmazzuk most a IV. tételt a Bernstein-tipusi racionalis tortfliggvények
esetére. Legyen F, ., n=1,2,... a (MW +EM+...+EM)b? eloszlasa, ahol a £

(i=1,2,...,n) a fentebb definialt, b~ és a,,=%—»0, ha n—co, Az igy definilt
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F, . n=1,2, ..., eloszlasok sorozata teljesiti a IV. tétel feltételeit, mert egyrészt
£ varhato értéke

a,x .
M(Em) = Trax’ i=12,...,n,

n

¢és figyelembe véve, hogy a,,=b7, illetve a,—0, ha n— o,

M,(x) = M[é{")+é§"’+...+6n‘"’] _n_ax X

5 . = -

b, l+a,x  l+a,x

’

ha n—oo. Masrészt

DAEM) = M(EY— MaEm) = S _GX G

1+a,x (+axP (1+ax)?

és ezért a szorasnégyzet

EWHEM ... & noa,x x
2 = 2 n B n = —_
D) =D [ 5, B Tra?  hatas ¥

ha n—oo, itt szintén az a,,=%—»0 feltételt kell folhasznalni. Igaz tovabba, hogy

M,(x) és D%(x) egyenletesen tart x-hez, illetve 0-hoz minden 0=a=x=b~< < inter-
vallumban. A 1V. tétel értelmében tehat tetszGleges [0, «)-ben korlatos és folytonos
ffiggvény esetén

(59 [ 1OdE 0 = o Zf[ ] [ ,’j] (@, =

= Rn(f’ x) —’f(X), ha n — 2,

x=0, a,,=—bnl-»0, és b,—~ (ha n—oo) mellett. A konvergencia [0, <) minden véges

részintervallumaban egyenletes.

6. FEJEZET
Az R,(f; x)-ek elallitasa differenciakkal

A dolgozat 1. fejezetének B pontjaban mar utaltunk arra, hogy miért neveztiik
az R,(f; x) operatorokat Bernstein-tipusi racionalis tortfiiggvényeknek. A B,(f; x)
Bernstein-polinomok és az R,(f; x)-ek ko6zotti analdgia vildgosan lathaté abbdl is,
hogy az L., II. és III. tételt sikeriilt igazolni a Bernstein-tipusu racionalis tortfiigg-
vényekre, hiszen ilyen tételek a Bernstein-polinomokra is igazak. Lattuk azt is,
hogy az R,(f; x)-eket hasonlo kapcsolat fiizi a ,,kvazibinomialis™ eloszlashoz, mint
a B,(f; x)-eket a binomilis eloszlashoz. Most a Bernstein-tipusu racionalis tért-
fuggvényeknek még egy olyan tulajdonsagaval foglalkozunk, amelyhez hasonléval
a Bernstein-polinomok is rendelkeznek.
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Ismeretes, hogy a Bernstein-polinomok folirhatok véges differenciak segitsé-
gével is, és ezt az elballitast az analizisben és a valdsziniiségszamitasban egyarant
folhasznaljak. Megmutatjuk, hogy a Bernstein-tipusu racionalis tortfliggvények is
eldallithatok ilyen alakban.

Ha adott egy ¢,, n=0, 1, 2, ..., szamsorozat, akkor a Ac¢,=c,,,—¢, egyenld-
séggel definialjuk a A differenciaoperatort. A A operatort alkalmazzuk a Ac, soro-
sorozatra, kapjuk a 4%, sorozatot. Altalaban A4"c,=4(4""'¢,), ahol A°,=c,,
és A'c,=Ac,. Teljes indukcidval belathatd, hogy

6.1) fre, = [/’] (—1y+5c, ..

k=0

Legyen ezek utan ¢,=f(x-+nh), ahol x és h=>0 rogzitett érték, és tekintsiik most

a A=h"'4 differenciahianyados operatort, azaz legyen
h

x+h)—f(x
470 = LEANT )
h i
A magasabb rendii differenciahdnyadosokat a kovetkez&képpen definialjuk:
Ar=AA""1, ahol A°f(x)=f(x) és A'=A4. A (6.1) formula itt a kévetkezdnek felel meg:
h h

h hh h

(6.2) N ) =hr > [;{] (= 1y +k £ (x+ k).
h

(6.2) segitségével az f(x)-hez tartozd n-edik Bernstein-polinom a kévetkezd
modon irhaté 6l (FELLER [12] 221. oldal):

k=0

B,,(f;x):Zn'[;:](hx)"A"f(O), ahol h =,
y 4 -

A Bernstein-tipust racionalis tortfiiggvények pedig a k6évetkez&képpen allithatk eld:

V. TETEL. Az (1.6) Bernstein-tipusu raciondlis tértfiiggvény azonos a kéovetkezovel:

k=0 14+a,x

R,(f3 %) = Z(Z]h[ S ] 470),

ahol hzbi, x=0,n=1,2, ....

n

Bizonyitds. bl-t h-val és %et t-vel jelolve, az (1.6)-beli R, (f; x) igy irhat6:

(6.3) R,(f: %) = é‘f(kh)[Z]t"(l—t)”"‘, 0=1t<l.
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(6.3)-at irjuk fol r polinomjaként a szokasos alakban. (1 —7)"~*-t NEWTON binomialis
tétele szerint kifejtve kiszamithatjuk #/ egyiitthat6jat:

ké;f(kh) [Z] [’Jl:l]:] (—1i~% = [;]k;j;f(kh) [Ii] (— 1)i+k,

Ez a kifejezés pedig (6.2) szerint (’; ] hiAif(0)-val egyenld. A j helyett k indexre attérve
h

adodik, hogy

R,(f;x) = 2’[:](/11)"4:'7(0), ahol =%

k=0  l+ta,x’

és éppen ezt kellett bizonyitanunk.
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APPROXIMATION BY BERNSTEIN TYPE RATIONAL FUNCTIONS
AND ITS RELATION TO PROBABILITY THEORY

By
K. BALAZS

Summary

Unbounded functions can be approximated on an infinite interval by means of Bernstein-
type rational functions introduced in this paper. For a function f(x), 0=x< «, we define the n-th
Bernstein-type rational function by

1 n k n
R.(f; x) = ——o — a,x), n=12,..,
(73 (1+a.x)" kgof(b.,] (k)(
where a, and b, are constants depending only on #. R,(f; x) may be called a Bernstein-type one, for

an,x

substituting by ¢ in R(f; x) we get a polynomial similar to Bernstein polynomial of degree n.

n:

The following theorems are proved:
THEOREM 1. Let f(x) be a continuous function defined in [0, ) such that f(x)= 0(e**), (x=0, =0

fixed). If a,=—, b,=n*3, then in any interval 0=x=w (0>0) the inequality
n

il 1 l
1) = R, (f; )] = ¢ {kz.» [;g)+;zz}

holds for n sufficiently large, where ¢4 is a constant depending on « and » only, and ks, (0) denotes
the modulus of, continuity of f(x) in [0, 2w].

This inequality shows that R, (f; x)—f(x) if n— < and 0=x< «, This convergence is unifom
in every finite interval 0=x=w.
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THEOREM 1I. Let f(t) be a function defined in [0, ) for which f(t)=0(e**) (t— >, a=0). If
f7(t) exists and is finite at the point t=x, then

R.(f; %) = f(X) +a,f (g1 (x) +a,f"(x) g(x)+a,cn,
nl/z

b"
where 0,0, a,=——0 and -0, if n—e, moreover
n

) —x? ) a, b, x* +(x/a,)
x) = , X)) = ——
& 1+a,x & 2b,(1+a,x)?

&,(x) and g,(x) remain under a limit depending only on x, so Theorem IL. is a Voronovskava-
type asymptotic approximation theorem.

THEOREM 1I1. Let f(t) be a function defined in {0, «), for which f(t)=0(e**) (t—+, « =0 fixed).
If f/(t) exists at the point t=x, then

R,(fix)~f'(x), if n—~ o,

b, ,
where a,=——0, and b,=n*">.
n

The convergence theorem (Theorem I.) for bounded functions is proved by probabilistic
tools, too, using the following general theorem: let x be a parameter varying in a finite or infinite
interval, F, . (n=1,2,...) be asequence of probability distributions with expectation M, (x) and

variance DZ2(x). If lim M,(x)=x and llme,(x) 0, then lim ff(t)dF,. L(1)=f(x) for every

s
bounded continuous function f. The convergence is uniform in every interval, wherre M, (x)—x
and DZ(x)—0 uniformly. We can apply the theorem if we introduce a ,,quasi binomial’’ distribution.
Let &™ (i=1, 2 ..) be independent random variables assuming the values | and 0 with probability

a,x

1 =~
and respectively (x=0 fixed), and let F, , be the distribution of — ¥ &, If
t+a.x 1+a,.x b, izt

b,
a,= — - 0 and b, — « (n—), then M,(x)~>x and D%(x)—0. So we have
n

k

[roan.o=cms bl

) (Z) (@, x) = R,(f; x) >~ flx), if n— e

for a continuous and bounded function f(x), x=0. The convergence is uniform in every finite sub-
interval of [0, ).

THEOREM V. Bernstein type rational functions can be rewritten by finite differences:

R,(f:x) = g ( ]h" (1—) A<f(0), where h= 31—, x = 0.
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