A LOKALIS GYURUK ELMELETEHEZ, II.

D. A. Buchsbaum egy problémajarol
frta: WOLFGANG VOGEL és MARKI LASZLO

1. FEJEZET
D. A. BUCHSBAUM EGY PROBLEMAJAROL '

1.§. Els6 ellenpélda a Buchsbaum-problémsara

D. A. BuchsBAUM 1965-ben a varennai nyari iskolan az alabbi problémat
vetette fel (1. [2]):

Legyen A lokalis gylirli (azaz: kommutativ, egységelemes Noether-gylirii egyet-
len M maximalis ideallal). Legyen Q<14 paraméterideal (azaz: dim 4 szamu elem-
mel generalhaté M-primér idedl). Elég nagy n-ekre tekintsiik a Hilbert— Samuel-
polinomot:

L) = a@ "5 e o [T v 1o 2,

ahol d=dim 4, és az ¢;(Q, A) egyiitthatok egész szamok.

BucHsBaUM kérdése a kovetkez6: Invariansa-e az [,(4/Q)—e(Q, A) kiilonb-
ség A-nak, azaz van-e olyan, Q-tdl fiiggetlen 7(4) szim, melyre

14(A]Q)—e0(Q, 4) = 1(4)?

BUCHSBAUM azt sejtette, hogy igen, mégpedig 7(4)=dim A —codh 4, ahol codh A4
az A homologikus kodimenzidja (I. 0. fejezet, 3.13. definicié el6tti megjegyzést).
A 0.3.14. tétel szerint 1 ,(A4/Q)—e(Q, A)=0 akkor és csak akkor, ha 4 Cohen—
Macaulay-gyiiri, azaz ha dim 4A—codh 4=0. Cohen—Macaulay-gyiiriikben tehat
a Buchsbaum-sejtés trividlisan teljesil.
Az alabbi tétel viszont azt mutatja, hogy nemcsak a Buchsbaum-sejtésre, de
a problémara is tagado a valasz.

1.1. TETEL. 1,(A/Q)—ey(Q, A) nem foltétleniil invaridnsa A-nak.

Bizonyitas. Megadunk egy alkalmas (4, M) lokalis gyliriit és abban Q(n)
paraméteridedlokat ugy, hogy a fenti kiilonbség fliggjén attdl, hogy melyik Q(n)-t
valasztottuk.

Tekintsiik az R=: K[xy, Xy, X5, X3] polinomgyiiriiben a kovetkezd idealt:

B =:(x7, x1x) = (xp)N(x3, xp).
Ezzel megkonstrualjuk az alabbi lokalis gyfirtit:
A4 =: (va/B)(l, x3,x3)-(R/B) = R(xl, xg,x:;)/B * R(xl,xz,xg)'

R-ben a B (x))C(xy, X2)T(Xg, Xg, X3) ldnc B és (xy, Xz, X5) kOzOtt primidedlokkal
tovabb mar nem finomithato, sét, mar B sem primideal. Egészitsiik most ki ezt
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70 WOLFGANG VOGEL ES MARKI LASZLO

a lancot R egy maximdlis primidealiancava. Ha itt B-vel faktorizalunk, majd
(x1, X2, X3) szerint lokalizalunk, akkor A4 egy maximalis primideallancat kapjuk
— ekozben viszont a lancban a B alatt szerepld idealok mind a (0)-ba (ami nem prim-
ideal A-ban), az (x;, x,, x;) folotti idedlok pedig az (1)-be mennek at. Eszerint
dim 4A=2.

x; nem nullosztd A-ban, és (B, x3)=(xy, x3)N(x%, x,, x;) miatt az x; prim-
sorozatot nem lehet ,,meghosszabbitani”” (x, mar egység A-ban), igy codh A=1.
A tehat nem Cohen—Macaulay-gyiirii.

Tekintsiik 4-ban a

0=0m=:(x,x3):4 (nx=1)

idealt. O-nak az R-ben (B, Q)=(x%, x,, x%) felel meg, és ez (x, X,, x3)-primér ideal,
igy O (x1, X3, x3) - A-primér idedl A-ban, tovabba Q-t 2=dim A4 elem generdlja;
0 tehat paraméterideal.

Most kiszamitjuk 1,(4/Q) és el(Q, A) értékét. Definicid szerint [ (4/Q) egy
tovabb mar nem finomithaté 4/Q>...2(0) lanc A/Q-té] kiilonbdzd elemeinek
a szamat jelenti, ahol a lanc elemei 4/Q rész-4-modulusai. Egy ilyen lancnak 4-ban
idealok egy Q folétt tovabb méar nem finomithato lanca felel meg:

ADM>...D0.

(Kozvetleniil 4 alatt természetesen az A lokalis gylirii maximalis idealja all.) Ebben
a lancban minden ideal M-primér a kovetkezd, konnyen igazolhato tétel szerint:
Legyen S Noether-gyiirii, M <1 S maximalis ideal; egy N S ideal akkor és csak akkor
M-primér, ha tartalmazza M valamely hatvanyat.

A konstrukcidja szerint a fenti, M és Q kozotti primér ideal-lancnak R-ben
primér idealok egy (xy, X, X3) és (B, Q)=(x}, x,, x3) kozti lanca felel meg, és ez
az utébbi lanc sem finomithaté tovabb. Ezzel azt kaptuk, hogy /,(4/0) a (B, O)<aR
idealelméleti multiplicitasdval egyenl8. Minthogy (x%, x5, x3) és (x4, X3, X3) kozott az

(X3, Xo, XB) < (53, Xo, 2571, XD C...C (3}, X9, X1 X3, X5) < (xp, Xp, X5) <
c (xl’ X2, x':;_l) c...C (x19 x2’ X3)

primér lanc tovabb mir nem finomithato, azért tehat /,(4/Q)=2n.

Kénnyen igazolhatd, hogy B és Q lokalisan nem elfajuléan metszi egymast,
igy e,(Q, A) kiszamitasara felhasznalhatjuk a 0. fejezet 3.10. tételét (minthogy (B, Q)
primér ideal, azért most r=1):

ho(B) - 170((3‘2, Xg)) = ey(Q, 4)+ ho((xl, X2, xa))-

Itt (x5, x3) és (x;, Xy, Xx;) fO0sztalyhoz tartozo ideal, igy a 0.2.10. gyakorlat 1. 4llitasa
szerint hg((xs, XD)=n € ho((x1, X, x3))=1; B=(x;)N(x}, xp)-re viszont ugyanezen
gyakorlat 2. allitisa értelmében hy(B)=hy(x)=1. Az igy nyert értékeket a fenti
egyenlSségbe behelyettesitve e(Q, 4)=n adddik.

Példankban tehat 1,(4/Q)—ey(Q, A)=n, ami fligg n-t6l, vagyis a Q megva-
lasztasatdl, q.e.d.

Ezek utin természetesen vetddik fel a kérdés: milyen gyfiriikben 1étezik ilyen
I(A) invarians? Erre majd a II. fejezetben adunk vélaszt.
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A LOKALIS GYCURUK ELMELETEHEZ 71

2.§. A Buchsbaum-probléma egy geometriai interpretacidja. Példak.

A kovetkezOkben eddigi fogalmaink, eredményeink geometriai jelentését vizs-
galjuk. Ezzel kapcsolatban hadd idézziik W. GrOBNERt [10]: ,,A polinomgyiiriik
absztrakt elmélete 6nmagaban zart, nem igényel geometriai megfontolasokat vagy
bizonyitasokat. Az elmélet geometriai oldalat interpretacié utjan nyerjitk, ideal-
elméleti fogalmaknak és miiveleteknek geometriai fogalmakat és miiveleteket felel-
tetiink meg. Emellett megmarad annak a lehetdsége, hogy bizonyos interpreticidkat
megvaltoztassunk, és igy ujabb, kiilonb6zd geometridkhoz jussunk.”

Most pedig elészor is bevezetjiikk az algebrai sokasag fogalmat.

Legyen adott egy k kommutativ test, és lezyen K a k algebrai lezartja. A K folotti
n-dimenziés PX projektiv tér pontjait (y, ..., »,) #n+1-esekkel reprezentaljuk
ahol y;€K, a (0, ..., 0) n+1-es egyetlen pontnak sem felel meg, tovabba az (y,, ..., J)
és az (yo,. s Y ) n+1 -es ugyanazt a pontot reprezentalja, ha létezik olyan t - K,
hogy y;=ty;,i=0, ..., n. Az (y,, ..., y,) n+ l-est nevezziik a megfelelé pont homogén
koordinatainak is: ezt a pontot gyakran csak igy jeloljik: ().

Legyen F(Y,, ..., Y,)€k[Y,, ..., Y,] homogén polinom és P¢PX. Ha P vala-
mely (»o, ..., ¥,) homogén koordinatiira F(y,, ..., y,)=0, akkor ez P barmely
homogén koordinataira is teljesiil; ilyenkor azt mondjuk, hogy P nullahelye F-nek,
vagy hogy F eltlinik P-ben. Ha A<k[Y,, ..., ¥,] homogén ideal, akkor az A-beli
polinomok k&zds nullahelyeit az 4 ideal nullahelyeinek nevezziik, 4 Gsszes nulla-
helyének a halmazat pedig 4 sokasaginak. Ez utébbit V' (4)-val jeloljik.

2.1. DeriNic16. Az Ec PX halmaz algebrai projektiv sokasdg k f6l6it, ha 1étezik
olyan A<aklY,,..., ¥,] homogén idedl, melyre V(4)=E.

Minthogy egy el6re rdgzitett k alaptesttel dolgozunk, azért a kovetkezOkben
nem fogjuk explicite feltiintetni, hogy a széban forgd algebrai projektiv sokasagot
k folott tekintjik. S6t, algebrai projektiv sokasag helyett is altalaban csak sokasagot
fogunk mondani.

Legyen EcCPK tetszleges. E-hez hozzrendeljiik azt a P(E)-vel jelolt,
k[Yg, ..., Y, ]-beli ideélt, amelyet az E valamennyi pontjaban eltiiné homogén poli-
nomok generalnak. A k[Y,, ..., Y,] polinomgyliri #(E) alakban (ECPK) elo-
allithaté homogén idealjainak a halmazat I-vel jeloljiik.

2.2. Gyakorlat. Igazoljuk az alabbi Gsszefliggéseket (4, B, 4;<ak[Y,, ..., V]
homogén; E, F, E;C PX):

(1) 4c B= V(4) 2 V(B)
(1) Ec F= P(E)2P(F)
2 [ZA] N V(4)

@) 2(JE) = N2E

(3) V(ANB)=V(A4:B) = V(AUV(B)
@ V(W(E )) 2 F

@) 2(V(4) 2 4
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72 WOLFGANG VOGEL ES MARKI LASZLO

(5) V(2(E)) = E < E sokasag
(5 2(V(4) = Ao A€l
(6) A€I= VA=A,

ahol a V4 ideal (az A radikdlja) pontosan azokbdl a (homogén) polinomokbdl 4ll,
amelyeknek valamilyen hatvdnya A-ba esik,
(7) ha A B-primér ideal, akkor V(A4)=V(B).

2.3. DEFINICIO. A V algebrai projektiv sokasag reducibilis, ha eléallithatd két
olyan sokasag egyesitéseként, amelyek V-nek valodi részhalmazai. Ellenkez esetben
V-t irreducibilisnek nevezziik.

2.4. Gyakorlat. (1) A V sokasig akkor és csak akkor irreducibilis, ha 2(V)
primideal.

(2) Tegyiik fel, hogy az A<ak[Y,, ..., ¥,] homogén ideal nem Iényegtelen,
azaz A nem (Y, ..., ¥,)-primér idedl. Akkor V(A4)=0, és 2(V(A))=V4. (Ez az
un. projektiv nullahely-tétel.) (L. [33] § 121, vagy [35] 171. 0.)

(3) Minden V sokasag eléallithaté véges sok irreducibilis sokasag egyesitéseként:

h
V = U Vi'
i=1

Ha itt a Vi-k egyikét sem hagyhatjuk el, akkor ez az el6allitas egyértelmii; a benne
szerepld sokasagokat a V irreducibilis komponenseinek nevezziik.
(4) Konkrétan, V egyértelmil irreducibilis felbontasa

C=

v=U V(P

1

ahol Py, ..., P, a 2(V) ideélhoz tartozo izolalt primidealok.

Legyen V algebrai projektiv sokasag, A=2(¥) a hozza tartozé homogén ideal.
A (homogén) dimenzidjat a V (projektiv) dimenzidjanak is nevezziik — ez meg-
egyezik a dimenziérdl alkotott szokasos geometriai elképzeléssel. Legyen most
V és W két tetszbleges sokasidg PX-ben, akkor a 0.2.4. tétel kévetkezménye szerint

dim VN W = dim V-+dim W—n.
Azt mondjuk, hogy V és W (globalisan) nem elfajuléan metszi egymast, ha
dim VNW = dim V+dim W—n,

és ez pontosan ugyanazt jelenti, mint hogy A és B metszete (globalisan) nem elfajulé
(1. 0.2.5. definicid), ahol 4 és B a V-nek, ill. W-nek megfelelé idedl. Az elfajuld
metszet extrém példaja az, amikor az egyik sokasdg tartalmazza a masikat. Nem
trividlisan eifajuld a metszet példaul akkor, ha W hiperfelillet (azaz valamilyen
F alakra az F=0 egyenletnek eleget tevé pontok Osszessége; mas széval B=(F)
foideal), és W tartalmazza V egy maximalis dimenziéju komponensét. Példaul:
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PE-ban legyen V az x,=x;=0 és az x,=x,=0 kitér6 egyenesek egyesitése, W az
x;=0 sik. Ez a sik tartalmazza az x,=x,=0 egyenest, az x,=x; =0 egyenest pedig
az xo=2Xx,=x3=0 pontban metszi. A dimenzidk Osszehasonlitasaval azonnal latszik,
hogy V és W metszete elfajuld. Mas, nem trivialis példa: n=4 esetén a PK térben
barmely két térgdrbe (azaz: 1-dimenzids sokasag) metszete elfajuld; PX-ban két
térgorbe metszete akkor és csak akkor nem elfajuld, ha a metszet iires. — A dimenzid-
csokkentés tétele (0.2.3. tétel) 1ényeges segitséget nyujt annak a megallapitasara,
hogy mikor nem elfajuld két sokasag metszete.

Most pedig multiplicitaselméleti kérdésekre tériink ra. Ehhez el6rebocsatunk
néhany altalanos megjegyzést.

Bezout kiasszikus tétele azt mondja ki, hogy ha a sikban egy m-edrendii és
egy g-adrendii gérbének csak véges sok koézGs pontja van, akkor ezek szama leg-
foljebb m-q. A tétel ilyen formdban mar MACLAURIN 1720-ban megjelent, ,,Geo-
metrica organica’ c. kényvében is szerepel, de elsé teljes bizonyitdsa BEzouT-16]
szarmazik. Az erre vonatkozo irodalom altalaban nem emliti, hogy BEzZouT 1764-ben
nemcsak a fenti tételt, hanem annak n-dimenzios megfelel6jét (ez a 0.2.10. gyakor-
latunk elsé pontja a p=r esetben) is bebizonyitotta.

A multiplicitaselmélet f6 problémajat a fenti példaban igy fogalmazhatjuk meg:
a ko6zos pontokhoz egy multiplicitdsnak nevezett (pozitiv) egész szamot akarunk
hozzarendelni Ugy, hogy egy m-edrendii és egy g-adrendii gérbe pontosan m-gq
pontban messe egymast, ha a metszéspontokat a megfeleld multiplicitassal sza-
moljuk. Altalaban, legyen a PX térben a V és a W sokasig metszete (globalisan)
nem elfajulé. Problémank most a kdvetkezé: a VN W metszet maximalis dimen-
zioju C komponenseihez egy-egy yc multiplicitast akarunk hozzarendelni tigy, hogy
érvényben maradjon a 0.2.13. tétel utani megjegyzések értelmében vett Bezout-tétel:

ho(A) < ho(B) = g Zc * ho(Po),

ahol A4 és B a V-hez, ill. W-hez tartozé ideal, P pedig a C-hez tartozé primideal.

0. fejezetiink 2. paragrafusdnak a végén mar talalkoztunk egy ilyen multiplicitas-
fogalommal: eszerint yco-nek a Q. idedlelméleti multiplicitasat valasztjuk, ahol
Qc az (A, B) Pc-primér komponense (ez egyértelmii, mert C maximalis dimenzidju
komponens). Ez a multiplicitds — amely kiilénben W. GROBNERtS] szarmazik —
az algebra alaptételében fellépd multiplicitisnak az altalanositasa. A 0.2.14. példank
azonban azt mutatja, hogy y. ilyen megvélasztdsival a Bezout-tétel nem lesz min-
dig igaz.

Masrészrd]l a XIX. szazadban az un. olasz iskola olyan médszereket fejlesztett
ki, amelyek a leszimlalé geometria (abzihlende Geometrie) elméletéhez vezettek.
E modszerekkel sikeriilt bizonyos specidlis metszetproblémakban multiplicitast
megadniok. A leszamlédlé geometria elméletének alapjai azonban, sajnos, nem voltak
egzaktak. HILBERT 15. problémaja éppen e mddszerek egzakt megalapozdsat kivanta.
Ezt azutdn lényegében B. L. vaN DER WAERDEN végezte el (1. [32]), de az & felépitése
is megkdveteli bizonyos feltételek teljesiilését. Csak A. WEiLnek sikeriiit 1946-ban
megjelent kényvében [34] olyan altaldnos multiplicitiselméletet megadnia, amely
minden metszetproblémara alkalmazhaté. A ¥V és a W sokasidg egy maximalis
dimenziéji C komponensének a muitiplicitasit A. WEeIL i(V - W, C)-vel jelsli. Mint-
hogy azonban az i(V-W, C) szim konkrét megaddsa gyakran igen bonyolult,
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azért tovabbra is indokolt W. GROBNER [7]-ben kitlizott programja: 1) lehetdleg
az egyszeril idedlelméleti multiplicitdssal dolgozzunk, 2) taldljuk meg, mi az oka
annak, hogy az idealelméleti multiplicitds alkalmazasakor a Bezout-tétel bizonyos
esetekben nem teljesiil. Ez utobbi kérdés a multiplicitaselméletben J.-P. SERRE [23]
altal bevezetett homologikus algebrai szamitasmod segitségével a [3] és a [12] dol-
gozatban nyert valaszt.

Késdbb P. SAMUEL megmutatta (1. [21]), hogy a Weil-féle i(V - W, C) multipli-
citasok alkalmas lokalis gyfirlik segitségével is megadhatok; konstrukcidjat a kovet-
kezékben majd részletesen is leirjuk. WEIL [34] és SAMUEL [21] eredményei szerint
ha V=V, és W=|J W, nem elfajuléan metszi egymast C-ben, akkor

J k

i(V-w,C)y =2 i(V;- Wy, ©),

ahol a szummazds mindazokra a (j, k) parokra torténik, amelyekre V; és W, nem
elfajuléan metszi egymast C-ben. Ezért a multiplicitasi problémaban az altalanos-
sag megszoritdsa nélkiil feltehetd, hogy mindkét sokasdg irreducibilis, A. WEIL [34]
egy eredménye szerint pedig még azt is foltehetjilk, hogy a két sokasig egyikét
féosztalyhoz tartozo (prim)ideal definidlja.

F6 témankra val6 tekintettel megemlitjiik még, hogy D. A. BUCHSBAUM prob-
léméja algebrai geometriai megfelelGjének pozitiv megvalaszoldsa azt jelentene,
hogy a Grobner- és a Weil-féle multiplicitas csak egy additiv invaridnsban kiilon-
bozik egymastol.

Végiil pedig a rend fogalmanak geometriai jelentésérdl ejtiink néhany szét.

Legyen el8szor is A<ak[x,, ..., x,] O-dimenzids ideal, A O-dimenzids primér
komponensei Qy, ..., @ (4-nak lehet 1-dimenzidés komponense is). Akkor a 0.2.8.
gyakorlat 2) allitasa értelmében

y(4) = ho(Qp + ... +he(Qy),
igy a 0.2.13. tétel szerint

ho(A) = py = hg(PY) + ... +psho(P),

ahol P; a Q;-hez tartozé primideal, y; pedig a Q; multiplicitdsa. Itt mindegy, hogy
Grobner- vagy Weil-féle multiplicitast vesziink, hiszen R=:(k[xy, ....X,)/A)p, Gixo.....x,114)
0-dimenzids, tehat Cohen—Macaulay-gylirQi, akkor pedig

1(Q) = Ir(R/Q) = eo(Q:, B) = i(V(A)- V(Py), V(P)).

Igazolhatd, hogy ha P, 0-dimenzids primidedl, akkor egyrészt V(P;) egyetlen pontbdl
all (és igy V(Q)) is), masrészt pedig hg(P;)=1. Eszerint

ho(4) = uy+... + 45,

azaz A rendje éppen az A sokasagahoz tartozdé pontok szama, mindegyiket a meg-
feleld multiplicitassal véve.

Legyen most A tetszdleges d-dimenzids ideal. Keressiink eldszér d olyan hiper-
sikot: Hy, ..., H; (az Gket definialé linearis egyenletek: /,=0, ..., [;=0), melyekre
holA, Iy ooy I)=0o(A) és dim (4,1, ..., [;))=0. A 0.2.11. tétel értelmében ilyenek
mindig talalhaték. Geometriailag ez azt jelenti, hogy a V' (4) sokasagot addig metssziik
egy-egy H, hipersikkal, amig végiil 0-dimenziés V(A)NH;N...NH,; sokasighoz
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nem jutunk. A H-k kivalasztasira vonatkozd feltétel azt fejezi ki, hogy a H; hiper-
sikok V(A4)-hoz viszonyitva ,,aitalanos helyzetiiek” : H; nem tartalmaza V(A)NH,; 1
N...NH;_, egyetlen legmagasabb vagy masodik legmagasabb dimenziéju kompo-
nensét sem. — Ezzel a kérdést visszavezettiik a 0-dimenzids esetre: dim A =d esetén
V(A4)-t elmetssziik egy altalanos helyzeti H,MN...NH; (n—d)-dimenzids linearis
altérrel, és most /1y(A) éppen az igy kapott metszéspontok szama, mindegyiket a meg-
feleld multiplicitassal szamolva.

A sziikséges fogalmak ismeretében most mar ratérhetiink Buchsbaum problé-
majanak geometriai megfeleldjére:

Legyen V és W két irreducibilis algebrai sokasig a PX projektiv térben,
k[xg, ..., x,)-ben a megfelelé primidedlok P, és Py, és tegyiik fel, hogy V és W
(globalisan) nem elfajuloan metszi egymast. Legyen C a VW egy maximalis
dimenzidja irreducibilis komponense, P a megfeleld primideal; mas szoval, P egy,
a (Py, Py)-hez tartozd maximalis dimenzidji (tehat izolalt) primideal. Jeldlje
4 a V lokalis gytir(ijét C-ben:

A4 =: k['\'o, seey xn]Pc/PV 'k[XO: rees xn]Pc = (k[x()a seey xn]/PV)PC~(k[xo,...,xn]/Pv)'

A vizsgalatavai arrdl nyerhetiink informaéciot, hogvan viselkedik ¥ a C egy kérnye-
zetében (innen ered az A elnevezése).

Tegyiik még fel, hogy Py fGosztilyhoz tartozo ideal, vagyis Py =(Fy, ..., F,),
dim Py =n—g¢. Jelolje fy, ..., [, az Fi, ..., F-nak megfelel6, P, szerinti mellék-
osztalyokat. Minthogy Py és P, primidedl, tehat egynemii, azért a 0.3.9. definicio
utdni 3) gyakorlat szerint P, és Py metszete lokalisan sem elfajuld (mas szoval:
V és W lokalisan nem elfajuléan metszi egymast), igy e gvakorlatunk utini meg-
allapitasunk értelmében Q=: (f},...,f,)+4 paraméterideal. Ekkor jol definidit
a Q multiplicitasa: ey(Q, 4). P. SAMUEL redukciététele ([21] II. fejezet, §7, b; 83. 0.)
szerint ey(Q, A) éppen az 4. Weil-féle i(V - W, C) multiplicitas.

Tekintsiik {Py, Py) egy primér felbontasat; ebben szerepel egy, a P primideal-
hoz tartozé Q. izolalt primér komponens. Jelolje u(C) a Q. idealelméleti multipli-
citasat (1. 0. fejezet, 2.12. definicid). Megmutatjuk, hogy

1(C) = L(4/(f1, -, f) - 4).

Tekintsiik a (Py, Py)SQcC...C P lancot, ahol Q. és P koz6tt tovabb mar nem
finomithatd primér lanc all. Ha most Py-vel faktorizalunk és P szerint lokalizalunk,
akkor, A-t is hozzairva, egy QS Q¢C...Cc M C A lancot kapunk, ahol Q¢ a Qc-nek
megfeleld M-primér idedl, és ez a lanc Q¢ és A kozott nem finomithaté. Minthogy
Pc a (Py, Py)-hez tartozd izolalt primidedl, azért (P, Py)-nek csak egyetlen primér
komponense eshet teljesen Pc-be, Qc; igy (Py, Py) - k[Xg, ..., X,lpc=0¢ * k[X0--»Xulp s
és persze még inkdbb 0=0¢. A fenti Q< ...CMC A lianc tehat nem finomithatd,
ami Q-val faktorizalva éppen azt adja, hogy u(C)=1,(4/0). (Ekszben persze hallgato-
lagosan felhasznaltuk, hogy A/Q részmodulusainak A-ban primér idealok felelnek
meg, de ezt mar tudjuk az 1.1. tétel bizonyitasabsl.)

Ebben a geometriai helyzetben tehat BUCHSBAUM sejtése, ill. problémaja igy
fogalmazhat6 meg:

(Py) w(C)—i(V-W, C)=dim 4—codh 4.

(Py) Létezik-e olyan N(V, C) (tehat W-t8l fiiggetlen) egész szim, amelyre

{(C)—i(V- W, C) = NV, C)?
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Az 1. §-ban targyalt altaldnos esettel szemben tehat most csak olyan 4 lokalis
gylirtikkel és Q<14 paraméteridedlokkal foglalkozunk, melyekre az e,(Q, 4) Samuel-
féle multiplicitas egy alkalmas (V. W, C) Weil-féle multiplicitis, és itt a fenti
konstrukcié V, W és C-b6l éppen A-t és Q-t szolgaltatja. Az 1.1. tételben szerepld
példa nem ilyen, és ez indokolja tovabbi vizsgilatainkat.

Megjegyzések. 1. Tegyiik fel, hogy a W sokasagot ugy deforméljuk, hogy az
igy kapott W’ sokasag tovabbra is irreducibilis, egy ugyanahhoz a fosztalyhoz
tartozo idealnak felel meg és V-t nem elfajuldan metszi. Tegyiik még fel, hogya VN W
egy maximalis dimenziéjd C irreducibilis komponense irreducibilis komponense
VW’ -nek is. (Feltételeinkbél kovetkezik, hogy C VN W’-nek is maximalis dimen-

zioju komponense.) A deformacié kovetkeztében a

v (Py, By) ideal Q. primér komponense persze altaldban
‘ er6sen megvaltozik; az 4j, a (Py, Fy)-nek megfeleld
! primér komponens legyen Q¢. Ekkor &ltaldban meg-
/ valtozik a Q. idealelméleti multiplicitasa is: w(Qc)=
/ = u(CY# {(CY=u(G¢). Ha Buchsbaum (P,) probléma-
-7 jara a vélasz pozitiv, ez azt jelenti, hogy a két multi-
w P plicitas, u(C) és i(V+ W, C) kiilonbségét a W sokasag
’ ilyen deformalasa valtozatlanul hagyja:

! W(C)—i(V-W, C) = u(C")~i(V-W’, C) = N(V, C).

1. abra 2. 0.3.8. tételiink szerint mindig (C)=i(V- W, C),

és itt egyenlGség pontosan akkor all fenn, ha 4 Cohen—

Macaulay-gytirt, marpedig A csak V-t8]1 és C-tol fiigg. Ezért ha a (P,) vagy a (Py)
problémara ellenpéldat keresiink, csak olyan esetekkel érdemes foglalkoznunk, ahol
wC)Y—i(V- W, C)=1. llyen példak kereséséhez nyujt segitséget a kovetkezd tétel:

2.5. TETEL. Legyen adott két irreducibilis sokasdg: V és W. Akkor és csak akkor
létezik V(\ W-nek olyan C komponense, melyre w(C)—i(V-W, C)=1, ha a Py és
a Py, idedlra nem teljesiil a Bezout-tétel, vagyis ha

ho((Py, Py)) # ho(Py) - ho(Py).

Megjegyzés. W. GROBNER Aaltalanositott Bezout-tétele (0.2.10. gyakorlat
3) allitas) szerint akkor V (azaz Py) nem lehet perfekt. S6t, V lokalisan perfekt sem
lehet (D. REEs [16] nyoman V-t lokdlisan perfektnek nevezziik, ha V lokdlis gytriije
minden pontban Cohen—Macaulay-gyliril). Az utdbbi allitasunk a 0.3.16. tétel
felhasznalasaval igazolhaté; 1. még A. REITBERGER—W. VOGEL [17].

2.5. tételiink a 0.2.13. tétel utani megjegyzések, tovabba a 0.3.8. és a 0.3.10.
tétel segitségével bizonyithaté; a bizonyitdst az Olvaséra hagyjuk. (Lasd még
M. HERRMANN—W. VoOGEL [12], Satz 1.)

A kovetkez8kben két olyan példat mutatunk be, amelyek a (P,) probléma alli-
tasat tamasztjak ala.

Tekintsiik P¥-ben azt a két irreducibilis sokasagot, V-t és W-t, amelyet az
alabbi két primideal definial:

Py=: (cdx,—x3, xyx— xoX5, X3X3— x3x,, Xox2—x3) (ez a Macaulay-féle prim-
ideal) és

PW: : (xl') x-l)'
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Ekkor (Py, Py)=(x1, X3, x5X;, x3, x,). Kénnyen igazolhatd, hogy ¥ és W metszete
nem elfajuld, és egyetlen C komponensbdl all; a C-hez tartozd primidedl P.=
=(Xy, Xa, X3, Xy). V lokalis gylirlije C-ben

A4 = R(xl,x2,x3,x4)/PV ¢ R(xl,xg,xa,x4)’

ahol R=: k[x,, x1, X3, X3, x,J. A 0.3.14. tétel utdni példa szerint 4 nem Cohen—
Macaulay-gylri, dim A=2 és codh A=1.

MOSt QC:(PV: PW)=(X1’ ng XaX3, x%s x4) éS PC:(xl’ Xg, X3, x4) k626tt egy
tovabb nem finomithaté primér lanc

(xla xgs Xg X3, X%, x4) < (xla X%, XoX3, xga x4) - (X]_, Xas Xg, x4) - (x19 Xz, .\'g, x-l) c
- (xla -x25 X3, x4)7
igy [,(4/Q)=u(C)=5. Masrészt a 0.3.10. tétel alkalmazasdval
ho(Py) < 1o (Py) = eo(Q, A) - ho(Pc)

adodik. A 0.2.14. példa szerint hy(Py)=4, hy(Py)=1, a 0.2.10. gyakorlat 1) allitasa
szerint fig{Pc)=1. Tehét ey(Q, A)y=i(V- W, C)=4.

2.6. KOVETKEZMENY. A fenti példa jeloléseivel u(C)—i(V -+ W, C)=1=dim 4 —
—codh A4, azaz (P,) teljesiil.

Megjegyzés. Ha most a fenti példaban a W sokasagot ugy valtoztatjuk,
hogy a P -hez tartozé metszetkomponens valtozatlan maradjon, az 4j W’ sokaséag-
hoz tartozé ideal pedig (x;, F) alakt legyen valamilyen F homogén polinommal,
akkor a w(C)—i(V+-W’, C) kiilonbség tovabbra is 1 marad; pl. az Olvasd meg-
gy6zddhet réla, hogy O=: (x,, x2+x2) - A esetén 1, (4/0)=9 és ¢,(Q, A)=8. Semmit
sem tudunk viszont mondani arrdl a még altalanosabb esetr6l, amikor x; helyett
is valamilyen alkalmas, bonyolultabb F’ alakot valasztunk.

Ha a (P;) problémara egyéb, nem trividlis példdkat keresiink (ahol tehat
dim A=>codh A4), akkor figyelembe kell venniink a 2.5. tétel allitasiat. Specidlisan,
tovabbi nem perfekt primidealokra van sziikségiink. Az elébbi példaban szerepld
nem perfekt primideal egészen az utobbi évekig (pontosabban 1965-ig) meglehetdsen
egyediil allt az irodalomban. Akkor W. GROBNER [8] megmutatta, hogy nem perfekt
primidedlokat nyerhetiink, ha Veronese-sokasigokat (a definicidt lasd alibb) egy
x;-tengely idedlis pontjabdl az x; =0 hipersikra vetitiink. Igy végtelen sok nem perfekt
primidedlt kapunk; az el6z6 példiban szerepld Macaulay-féle primideal éppen ezek
legegyszeriibbike.

Roviden megadjuk W. GROBNER [8] konstrukcidjat:

A kg, ..., yaJ=: k[¥] homogén polinomgyiiriiben tekintslik az &sszes m-edfoku
hatvanyszorzatot: yi...yin, iy+...+i,=m, és rendezziik &ket valahogyan, példaul
" ;m] =:N+1.
kfyl-on kiviill tekintsik még a k[x,, ..., xy]=: k[x] homogén polinomgyiiriit, és
végezziik el a kovetkezd helyettesitést:

lexikografikusan, sorozatba. Az ilyen hatvanyszorzatok széma[

(%) X = yO =y ... yin,

ahol y a hatvinyszorzat-sorozat i-edik eleme. Az egyszeriiség kedvéért x; helyett
x@-t irunk, ahol (\)=(f, ..., i,) az y-nek megfelel vektor.
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AV, n<ak[x] Verenese-idealt azok a ®#(x)=®(xy, ..., xy)€k[x] alakok alkot-
jak, amelyek a (%) behelyettesités elvégzése utédn eltiinnek:

Vim = {®(x) €A B() = O},

A Veronese-idedloknak megfelel6 algebrai projektiv sokasagokat Veronese-sokasagok-
nak nevezziik.

A Veronese-idedlok bazisat és Hilbert-fiiggvényét L. S. GOpDARD [4], [5] adta
meg. Eredményei valamivel révidebb bizonyitassal szerepelnek [8]-ban is, tovabbi
tételekkel egyiitt, melyek a Veronese-idedlok perfektségére és bizonyos projekcidira
vonatkoznak. Most bizonyitds nékiil koézoljiik GoppArD, ill. GROBNER néhiny
eredményét

Minden Veronese-ideal perfekt primideal; a V, ,-nek megfelelé sokasig része

az N=[ n )—1 dimenzidés projektiv térnek, szingularitasa nincs, dimenzidja n,
. . N+2) (2m+n) i . .
rendje 7(V, )=m" é s=: 3 el masodrend{i sokasag metszeteként

allithato el6, azaz V, ,-nek van s alakbdl all6 bazisa. Ez a bazis X)Xy —XnX(p)
alaku polinomokbdl &ll, ahol (i)4(k)=()+(p).

Most megvaltoztatjuk a (*) helyettesitést: elhagyjuk az vjy~!y, hatvanyszor-
zatot, és ennek megfelelden x;=Xx(,_1,1,0,..,0) helyébe mindeniitt O-t irunk; ezzel
eggyel kevesebb hatarozatlanunk marad. Az Wj helyettesités segitségével definialjuk
a V) ideélt: ez a V, ,-hez tartozd, x,-et nem tartalmazé alakokbdl all; azaz

VO, = Vym V k[xg, Xg, ..s Xp].

Geometriailag ez azt jelenti, hogy a V, , idedl altal meghatdrozott sokasagot az
x, tengely idedlis pontjabdl az x;=0 hipersikra vetitjiik. W. GROBNER [8] szerint
a:V{), primideal n=1 esetén perfekt, n= 2 esetén nem perfekt.

Hasonléan minden i-re, i=0, ..., N, képezhetjik a ¥V, primidealokat; az
i=2 esetben példaul szintén [8] szerint V%), nem perfekt, han=1 és m=4. (V{% éppen
a 2.6. kovetkezményben szereplé Macaulay-féle primideal.) Ha most a ¥, prim-
ideal sokasagat az x;-tengely idedlis pontjabol az x;=0 hipersikra vetitjiik (azaz
x; helyébe is 0-t irunk), akkor @jabb V) primideathoz jutunk, és igy tovabb.

B. RenscBucH (Potsdam) igen hasznos modszert dolgozott ki, amely lehetévé
teszi Vi) baziselemeinek a meghatdrozasat, és ennek a segitségével vizsgalja
a Veronese-sokasdgok vetiileteit. Minimalis bazis explicit megaddsa azonban még
ezzel a modszerrel is meglehetdsen nehéz. Polinomidealokrdl szd16 dolgozataban [19]
leirja ezt a modszert €s tobb példat is koz6l. Néhany példajara (bizonyitas nélkiil)
mi is tamaszkodunk.

Most még egy olyan példat fogunk latni, amely (P,) allitasat tamasztja ala.
Minthogy W. GROBNER (8] vizsgélatai szerint V"), és V), struktirdja lényegesen
kiilonboz6, és a 2.6. kdvetkezményben az x,=0 hipersikra vetitettiink, azért most
az x, =0 hipersikra fogunk vetiteni. [8] szerint ez esetben a legegyszer(ibb nem perfekt
primideal V§{!}. B. RENSCHUCH [19] nyomén ismerjik a V{!) idedl egy bazisit,
és tudjuk, hogy V{<1k[x,, ..., xg]. Most R=: k[x,, ..., Xo]-ben azt a P, primidealt
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tekintjiik, amelyet Uigy kapunk, hogy Vi) baziselemeiben mindeniitt eggyel nagyobb
indexet vesziink:

Py = (X x5— X5, X1 X7 — Xo X5, X1 Xg— XoXyg, X Xg— Xp X5, XgXg—X3Xyg, XgXq— X3,
XpXg— X3 X5, XgXg— X5, X3 X5~ X3, X3X7— X4 Xg, X3Xg— X5Xg, XgXg— X5X7,

Xy X7—X5Xg, Xg Xg— X5X7, X4 Xg— X5 Xg, Xg-Xg— X3, XgXg— X7 Xg, XqXg— X2, X1 Xg— X3).

Legyen Py =: (xy, x¢, X), akkor
(Py, Py) = (1, x3, X3, X3, X, X3, X3, X, XoXg, XpX5, X3X7, X3Xg, X5X7, X5 Xg,
X3X5— X3, XpX7—X§, XpXy, X3 Xy, Xy Xg— X4 X5, X4 X, XgXg).
(Py, Pyw)<aR primér idedl, a hozza tartozd primideal
P =:(x1, Xa, X3, X4, X5, Xg5 X7, Xg5 Xg).

dim Py =6, dim P;=0, és latni fogjuk, hogy dim P, =3; tehit P, és Py nem elfaju-
I6an metszi egymast, és a metszet egyetlen komponensbdl all.

Konstrualjuk most meg az A=: Rp_[Py-Rp,. lokalis gyiiriit! [8] szerint
k[xy, ..., xg]-ban dim V{8 =2, igy R-ben dim P,=3. Mivel dim P.=0, azért
dim A=3. O=(x,, Xg, xg)+ 4 tehdt paraméteridedl. Most a 2.6. kdvetkezmény
bizonyitasdhoz hasonld, de annal valamivel fAiradsidgosabb szamolas Gtjan az alabbi
eredményt kapjuk:

2.7. KOvETKEZMENY., p(C)=10, i(V+- W, C)=9, dim 4=3 és. codh 4 =2, vagyis
(P,) allitasa ez esetben is igaz.

Ismeretesek olyan sokasdgok is, amelyek szintén nem perfekt primidedlokhoz
tartoznak, nem allithatok el Veromese-sokasagok vetiileteiként, €s igaz rajuk (P,)
(lasd B. REnscHUCH—I. STUCKRAD—W.VOGEL [20]). Ezért azt gondolhatnank, hogy
a fenti, geometriai feltételek mellett a Buchsbaum-sejtés mindig igaz. Ez azonban
nem igy van. A kdévetkezOkben olyan példit adunk meg, amelyben (P;) nem telje-
siil, de amely bonyolultabb, mint a 2.6. vagy a 2.7. k&vetkezményben szereplo pél-
da. Inkéabb csak ,,érzés alapjan” olyan, nem perfekt primidealt keresiink, amelynek
van legalabb egy legalabb negyedfoklt bazispolinomja. A fenti, (P;)-et alatamaszto
példdkban ugyanis valamennyi bazispolinom legfeljebb harmadfokd volt. Ilyen bo-
nyolultabb példat pl. Veronese-sokasagok t6bbszords vetitésével kaphatunk.

Tekintsiik a V), 5 primideallal definialt sokasagot, és vetitsiik elé6bb az x,=0,
majd az x3=0 hipersikra. (Ez a legegyszeriibb olyan eset, amikor egy Veronese-
sokasag kétszeres vetitésével térgérbét kapunk.) Térjiink at most is eggyel magasabb
dimenzids térbe, és tekintstik R=: k[x,, ..., x,]-ben azt a P, primidealt, amelyet ugy
kapunk, hogy V{%® baziselemeiben mindeniitt eggyel nagyobb indexet irunk.
Ekkor [19] szerint Py=(x;x;— XpXg, X3x3—x%, X3xE—x3x,, x;x3—x2x2, x3—x,xD),
dim Py =2 és a 0.2.14. példahoz hasonldan igazolhatd, hogy hy(P,)=5. Legyen
Py =1 (xy, x4), akkor (Py, Py)=(x;, X4, X3 X3, X3, X3) primér, a hozza tartozé prim-
idedl P=: (xy, X3, X3, X,), igy dim Py =3, dim (P}, Py)=1, V és W tehat nem el-
fajuldan metszi egymast egyetlen C komponensben. Képezziikk mostaz 4=:Rp/Py - Rp
lokalis egyiriit és a O=: (x;, x,)+ 4 paraméteridedlt. Ekkor a 2.6. kévetkezmény
bizonyitasahoz hasonléan kapjuk, hogy
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2.8. KOVETKEZMENY. u(C)=7,{V W, C)=35, dim A=2, codh 4=1, tehat (P,)
nem igaz,

Megjegyzés. B. RENSCHUCH, J. STUCKRAD €s W. VoGEL [20] megmutatta,
hogy a (P,)-ben szereplé p(C)—i(V-W, C) kiilonbség értéke tetszbleges nem ne-
gativ egész értéket felvehet.

1. Probléma. Mikor teljesiil (P;)?

Azt sejtjiik, hogy ez V strukturdjanak egy eddig még ismeretlen tulajdonsagatol
fiigg. Talan definidlhatd homogén polinomidealoknak egy olyan, a lokalisan perfekt
idealokat tartalmazd osztalya, amelyben igaz (P,). 1)

A (P,) problémardl pillanatnyilag nagyon keveset tudunk. A (P;) problémaval
kapcsolatban vizsgalt példak alapjan a keresett N(¥, C) invarians lehetne példaul
a kovetkezd: Legyen (py, ..., ps) a V sokasagot definiald Py, prlmldeal egy minimalis
bazisa, M = max gt p;, m= mlms gr p;. Igazolhaté, hogy M és m nem fiigg a p;

1=i=s

bazispolinomok véalasztasatdl. Legyen most
NV, C) = (M —m) (dim A —codh A4).

Eddig példaink szerint ez megfelelne; a kdvetkezd, [19]-ben szerepld példa azonban
azt mutatja, hogy ez az N(V, C) nem lehet a keresett invarians.

Tekintsik a V{%*» nem perfekt primidealt, és legyen az eggyel magasabb
dimenzidju R=: k[x,, ..., x,] gylir(iben a megfeleld primideal P, . [19] szerint

— 2,2 42 2 3 3_ 4
Py = (X X5—X5Xy, ¥y X§— X X3, XPxg— X3, X2 X5 — X3).

A 0.2.14. példiaban latott mddszerrel igazolhatd, hogy /1y(Py)=6 és dim P,=2.
Legyen tovabba
Py, =:(x1, Xy),

akkor Ay(Pyp)=1, dim Py =3.

(Py, Py)=(xy, X4, X3x3, x3, x3) primér ideal, a hozza tartozé primideal
Pe=: (X1, Xy, X3, Xy), igy dim (Py, Py)=1 és p((Py, Py))=p(C)=8. Py és Py met-
szete tehat nem elfajuld. Képezziik most az

A =: R(xlyXer3vx4)/PV ) R(xlystx&x.l)

lokalis gylirlit és a O=: (x;, x,)- A paraméteridealt, akkor a 0.3.10. tételbdl
ex(0, A)=6 adddik. Eszerint 1,(4/Q)—e(Q, A)=(C)—ey(Q, 4)=2, igy a 0.3.14.
tétel értelmében 4 nem Cohen—Macaulay-gyiiri. Ez azt jelenti, hogy codh A=1,
hiszen azonnal latszik, hogy dim 4=2. Masrészt viszont Py : x;=Py, azaz x, nem
nulloszté A-ban, igy codh A=1.

Végeredményben azt kaptuk, hogy

w(CO)—i(V-W,C) =8—6 # (4—3) 2—1) = (M —m) (dim 4 —codh 4),
tehat

1) Megjegyzés a korrektira olvasasakor: A problémat az6ta megoldottik, Id. B. RENSCHUCH—
J. STOckRAD—W. VoOGEL [20].
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2.9. KOVETKEZMENY, (M —m)(dim 4 —codh 4) nem lehet a (P,) problémaban
keresett N(V, C) invarians.

Megjegyezzilk még, hogy korabbi példainkkal ellentétben most P, bazisaban
nem szerepelt masodfokui alak.

A 2.9. kovetkezmény ellenére is azt sejtjiik, hogy a (P,) problémara a valasz
pozitiv, mégpedig

u(C)—i(V-W, C) = t-(dim A—codh A),

ahol ¢ a P, baziselemeinek a fokatdl fliggé nem negativ egész szam. Ezzel kapcsolat-
ban mertil fel a kdvetkezd probléma:

2. Probléma. Perfekt-e (vagy lokalisan perfekt-¢) egy P<ak{x,, ..., x,] homogén
primideal, ha egy minimalis bazisanak valamennyi eleme ugyanolyan foku? (Pl.
lokalisan perfektek-e azok a sokasiagok, amelyeket MUMFORD [15] vizsgalt?) 2)

Végiil ismét megfogalmazzuk az I. fejezetiink f6 problémajat:

3. Probléma. Létezik-e olyan, csak V-t6! és C-t6l fliggd nem negativ egész szam,
NV, C), melyre

u(C)—i(V-w,C) = N, 0)??)

Az 1. § alapjan tudjuk, hogy ha itt a korlatozd geometriai feltételeinktdl eltekinttink,
akkor ilyen invarians nem létezik.

3. 8. M. Auslander és D. A. Buchsbaum néhany lokalis maitiplicitiselméleti
eredménye

Legyen (R, M) lokalis gyird, Q M-primér ideal. Az e,(Q, R) multiplicitds
meghatdrozasakor a 0.3.7. tétel szerint elég arra az esetre szoritkoznunk, amikor
Q paraméteridedl. A kévetkezOkben latni fogjuk, hogy az altalanossag csorbitasa
nélkiil feltehetjiik azt is, hogy a paraméterrendszer rendelkezik bizonyos tulajdonsa-
gokkal. E célbdl M. AUSLANDER—D. A. BucHsBaUM [1], § 4 néhdny eredményét
kozoljiik (bizonyitds nélkiil). Ezek az eredmények dnmagukban is érdekesek, azon-
kiviil pedig kiegészitik eddigi multiplicitdselméleti vizsgalatainkat.

Minthogy e paragrafus soran altalaban modulusokkal fogunk foglalkozni,
azért most elérebocsatunk bizonyos moduluselméleti eredményeket. Ezek pontosan
ugy bizonyithatok, mint a megfeleld, a 0. fejezetiink 1. paragrafusaban szerepld gytirti-
elméleti eredmények, ezért a bizonyitasukra nem tériink ki (lasd még [35], 1V. feje-
zet, fiiggelék).

%) Megjegyzés a korrektira olvasdsakor: Az iltaldnos kérdésre a vilasz: nem. B. RENSCHUCH
ellenpéldai konstrualt a [19] dolgozatban koz6lt modszerrel. A zardjelben 4lld specidlis kérdés még
nyitott.

%) Megjegyzés a korrektira olvasdsakor: Id6kozben bizonyitdst nyert, hogy ilyen invaridns
nem mindig létezik. Ld. J. STUCkRAD—W. VogGEeL: Uber das Amsterdamer Programm von W.
Grobner und Buchsbaum-Varietiten. Monatsh. Math. 78 (1974), 433—445.
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Legyen R tetszbleges gylirii (nem fo6ltétlen Noether-féle), E R-modulus, F rész-
modulusa E-nek. Az F részmodulus radikdlja

VF = {a€R|3n term. sziam a*- E C F} < R.
Az FCE részmodulust primérnek nevezziik, ha
axc€F, a€R, x€E= x¢cF vagy a¢ ﬁ

Ha F primér részmodulusa E-nek, akkor JF primideal R-ben.

Azt mondjuk, hogy E Noether-modulus, ha E olyan unitér modulus, melynek
minden részmodulusa végesen generdlhaté. Ha R Noether-gyiirii, akkor egy E
unitér R-modulus akkor és csak akkor Noether-féle, ha végesen generalhaté. Ha
E Noether-modulus, akkor E minden F részmodulusa eléallithato véges sok primér
részmodulus nem roviditheté metszeteként; ezeket a primér részmodulusokat
F primér komponenseinek nevezziik. F primér komponenseinek a radikalja (a kom-
ponenshez tartozo primideal) egyértelmi, és egyértelmiiek az F izolalt primér
komponensei is (ez utdbbiakat ugyanugy definialjuk, mint az idealoknal).

A 0.3.4. tétel utani megjegyzésiink értelmében tekintsiink egy R szemilokalis
gyliriit,egy V<a Rnyiltidealt ésegy E Noether-féle R-modulust, akkor az [g(E/V"*1. E)
Hilbert— Samuel-polinom f6lirhaté ilyen alakban:

n+d

d ]+..., ahol d = dim R.

IR(E[V"*1-E) = eo(V, E)[
Itt (n_gi?rllnﬁl-E) egyiitthatoja az elsé el nem tiind egyiitthatd, azaz eV, £)=0e

odim E<dim R. Az is igazolhato, hogy ha V generalhaté paraméterrendszerrel,
és 1étezik olyan m természetes szam és x€ ¥V, hogy x™- E=0 és x kiegészithetd egy
V-t generalo paraméterrendszerré, akkor ey(V, E)=0.

A kovetkezd6 tétel multiplicitasok kiszamitasahoz nytjt segitséget:

3.1. TETEL. Legyen R, V és E olyan, mint fent, dim R=d, és tegyiik fel, hogy
V d elemmel generdlhaté: V=(x,, ..., x;). Akkor

eo(V, E) = IR(E/V'E)_IR/Vd_I((Vd—l' E): xq/(Va_y- E))—

d—
_kgf eoVIVi, Vier+ E): xifVioq E)),

ahol Vi=: (x(, ..., xp), k=1, ...,d—1, Vy- E=: (0), tovabbd
(Vie1*E): x = {e€E|x,-e€ V1 E} 2 Viy- E.

AUSLANDER és BUCHSBAUM azt is észrevette, hogy a V idedl x; generatorainak
alkalmas megvalasztasival a fenti, meglehetSsen bonyolult képlet jelentSsen egy-
szeriisithetd. Ugy tiinik, hogy ez az eredményiik az irodalomban eddig még nem
nyert alkalmazast, nekiink azonban sziikségiink lesz ra a II. fejezetben.

3.2. LEeMMA. Legyen R,V és E olyan, mint a 3.1. tételben; akkor az aldbbi
dllitasok ekvivalensek:
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(1) eO(V/Vk, (Vi-1-E): xk/(Vk—l'E)) =0, k=0,..,d-1
(i) eo(V, E) = Ix(E/V- E)—IR/Vd_l((Vd—l "E): xg/(Vy_y- E))s
(iti) Minden k-ra (k=0, ..., d—1): x, nem eleme egyetlen olyan P primidedlnak
sem, amely a V,_,+ E modulushoz tartozik (a moduluselméleti primér felbontds értel-
mében), és amelyre dim P=d—k.

3.3. DerNic10. Legyen R, V és E olyan mint a 3.1. tételben, tovabbi dim E=
=dim R=d és V=(xy, ..., x;). Azt mondjuk, hogy x,, ..., x; redukdlt paraméter-
rendszere E-nek, ha

(@) xy, ..., x; paraméterrendszer (R-ben), azaz Ix(R/V)=<oo és

(®) eo(V; E) = R(E/V+ E)~ Iy, (Vo1 E): X (Va-y - E)),

ahol Vd—l = (xl,..., xd_l).

Altalaban az E= R esettel fogunk foglalkozni, és ekkor egyszeriien csak redukdlt
paraméterrendszerrOl beszéliink.

Megjegyzés. Innen azonnal kévetkezik, hogy ha x,, ..., x, redukalt paraméter-
rendszere E-nek, akkor Xx;,...,x;_,,) is az minden olyan y€R-re, amellyel
X1, ...y X3-1, ¥ paraméterrendszer (R-ben). Ehhez az észrevételiinkhéz kapcesolddik
az alabbi lemma:

3.4.LEMMA. (Xg, ... Xg_1, X) 65 (Xy, ...s Xq_q, V) paraméterrendszer R-ben, akkor
paraméterrendszer (Xy, ..., Xq_1, Xy) is, és tetsz6leges E Noether-féle R-modulusra

"0(()51, v Xg—1, xy)a E) = eo((xls sees xd—-l: X), E) +€0((x1, LR xd—ls y)’ E)
Most pedig AUSLANDER és BucHsBAUM dolgozatanak f6 eredménye kovetkezik:

3.5. TETEL. Legyen R szemilokdlis gytirii, E Noether-féle R-modulus, dim R=
=dim E, és tegyiik fel, hogy a V<aR idedl generdlhato ( R-beli) paraméterrendszerrel,
akkor V generdlhaté E egy redukdlt paraméterrendszerével.

1I. FEJEZET
LOKALIS GYURUK EGY UJ OSZTALYA
1.§. A Cohen—Macaulay gyiiriik egy altalanositdsa

Legyen (4, M) lokalis gylirli, B<aA. A rovidség kedvéért bevezetiink néhany
jelolést: Ass (B) jeldlje a B-hez tartoz6 primidealokat, Assh (B) a maximalis dimen-
zi6jl, B-hez tartozé primidealokat, U(B) pedig a B-hez tartozd, maximalis dimenzigjh
primér idedlok metszetét. Ekkor Assh(B)=Ass(U(B))=Assh(U(B)), és B pon-
tosan akkor egynemii, ha B=U(B).

Gyakran hasznaljuk majd a kovetkezé segédtételt:

1.1. SEGEDTETEL. Legyen B, Py, ..., P,<a1A4, Py, ..., P, primidedl, tovabbd minden
i-re (i=1, ...,n) dim P;=dim B és P;4 Ass (B). Akkor [étezik olyan b€ B, melyre
b¢P;(i=1,...,n).
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Bizonyitds. A 0.2.7. definicié utéani 2) gyakorlat szerint elegend6 azt belatnunk,
hogy BEP;, i=1,...,n. Tegyiik fel ezzel ellentétben, hogy BZ P, valamilyen
1=k=n-nel, és Iegyen Ass (B)={Pq), --., Pimw}; akkor megfeleld g, ..., 9,, termé-

szetes szamokkal ]] P% S BS Py, tehat létezik blyan j, 1=j=m, hogy P¢=P,,

és itt egyenlSség nem allhat mivel P( J,EAss (B) és P4 Ass (B). Eszerint B= P(;,C Py,
igy dim B=dim P(;>dim P;=dim B, ami ellentmondas, g.e.d.

Megjegyezziik még, hogy e fejezetben a példainkat mind tgy konstruadljuk,
hogy egy k test folotti R polinomgyliriinek egy idedlja szerinti faktorat vessziik,
majd lokalizalunk egy primideal szerint, és az igy kapott 4 lokalis gyiiriit vizsgaljuk.
Vizsgalataink soran azonban az el6z6 fejezetben részletesen leirt megfeleltetések
szerint 4 helyett R-ben szimolunk, anélkiil, hogy erre kiilén utalnank.

Most pedig az 1. §. legfontosabb definicidja kovetkezik:

1.2. DeriNicio. Azt mondjuk, hogy ay,...,a, (a;€M) gyenge primsorozat
vagy gyenge A-sorozat, ha minden i-re, i=1, ..., r,

M-[(ay, ...,a;_)):a] S (a5, ..., q;y)
(=0 esetén (ay, ..., a)=: (0)).

1.3. KOVETKEZMENY. Minden primsorozat gyenge primsorozat.

Példa: Legyen R=:k[xy, ..., xg, B=1(x3, x; %) <tR, A= R, x5, 2/ B * Rixy, x5, 5)-
Az 1.1.1. tételiink bizonyitasaban lattuk, hogy dim 4=2,codh A=1 és A-ban
nem teljesiil a Buchsbaum-probléma Aallitasa.

a) allitéds: x;, x, gyenge primsorozat A-ban, de nem primsorozat.
Valéban,

(1, X2, X3) [B: X3] = (X1, X3, X3) - B & B,

) (x1» X, X3)[(B, X3): Xa] = (X1, X, X3) + (X1, X3) & (B, X3),
mivel
. (B, x3) = (x1, x3) N (3}, X2, x3) = (x], X1 X3, X3)
és
(B, X3): Xy = (X1, X3): Xp [N (XT, Xa, X3)1 Xp = (xg, X3) [ (1) = (X1, X3);
X3, X, tehdt gyenge primsorozat; primsorozat viszont nem lehet, hiszen codh 4=1.

Latni fogjuk, hogy a gyenge primsorozatok hossza is legf6ljebb dim A4, igy xj, X,
maximalis gvenge primsorozat.

b) allitas: x,, x; nem gyenge primsorozat.
Valdban,

(%1, Xg, x3) [B: x3) = (%1, Xg, X3) (1) = (], X1 X5, X1 X3) & B.

Példankbdl tehat a kovetkezSket sziirhetjiik le:

1) létezik olyan gyenge primsorozat, ami nem primsorozat,

2) a primsorozatokkal ellentétben, a gyenge primsorozatokban igen lényeges
az elemek sorrendje,
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3) ha a Cohen— Macaulay-gyfiriiket Ggy probaljuk altalanositani, hogy a 0.3.13.
definiciéban primsorozat helyett gyenge primsorozatot vesziink, akkor ebben a bdvebb
gylirliosztdlyban mar nem teljestilne a Buchisbaum-probléma allitasa.

Most egy sziikséges és egy elegendd feltételt adunk annak eldontésére, hogy egy
adott sorozat gyenge primsorozat-e.

1.4. SEGEDTETEL. Ha ay, ..., a, gyenge primsorozat, akkor minden i-re (i=1, ..., r)
(*) a;iP VPEAss((ay, ..., a-4)),dim P = 1.

Bizonyitds. A gyenge primsorozat definiciojabdl kovetkezik, hogy minden
i-re (i=1,...,r)

. . (a19--'9 ai—l):aig (al’ srey ai—l):Ms
a;€ M miatt viszont

. (@, s @-y):a; 2 (@5 -5 G;-1)1 M,
gy
(ala “rrs ai-—l): a; = (als ARRE] ai—]): M.

Tegyiik most fel, hogy létezik olyan P€Ass((ay, ..., a;-1)), melyre dim P=1
(azaz P=M) és a;c P. Legyen Q az (a,, ..., a;,) 1dedl egy P-primér komponense,
akkor létezik olyan n=0 egész szam, hogy a!*1¢Q, a’¢ Q. Legyen tovabba M egy
bazisa (m,, ..., m,), akkor

@ s @) @ = ((ay, . @) @) a) = (@, .oy a20): M)l =

=l (@, .., aq-1): mj]' ai = _ﬂl (@15 - @;-1): (a;'mj) = nl ((ala ceey ai—l):a?):mjz
j= i=

Jj=1
= (@, -..r @i-y): @) M.

Itt (a4, ..., a;_y):d{*-nek nincs P-primér komponense, ((ay, ..., a;—;):a}):M-nek
viszont van, ami ellentmondas, g.e.d.

1.5. KOVETKEZMENY. Minden gyenge primsorozat kiegészithet6 redukalt para-
méterrendszerré, igy ha «,, ..., a, gyenge primsorozat, akkor r=dim 4.

Megjegyzés. A (%) feltétel nem elegendd, amint azt a kovetkezé példa
mutatja. Tekintsiik ismét az 1.3. kovetkezmény uténit példaban megadott 4 lokalis
gyliriit és abban az x3, x, sorozatot. Erre teljesiil (%), mivel x3 nem eleme egyetlen,
az (x%, x,x,)-hodz tartozd primidealnak sem, tovabbd (x%, x;x,, xH)=(x;, xHN
N(xE, x5, x2), x24 (xq, x3), (X3, x,, x2) pedig A-ban O-dimenzids. Mdasrészt viszont
x%, x, nem gyenge primsorozat, ugyanis

(X1, X, X3) [(xF, Xy X, X5): Xp] = (xy, Xp, X3} (X1, X3)3, x5 €5 xyxp§ (X, x; X0, X3).

1.6. SEGEDTETEL. Ha egy ay,...,a, (@;€ M) sorozatra teljesiil (%), tovibbd
minden i-re (i=1,...,r) M-(Q;_1:a)SQi_,, ahol Q_, az (ay, ..., a;_,) idedl egy
M-primér komponense (ha ilyen nincsen, akkor Q}'_y=:A4), akkor a,, ..., a, gyenge

primsorozat.
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Bizonyitds. Legyen (ay, ...,a;_,) egy primér felbontasa Q;_,NQ,N...NQ,,
akkor
M-[(ay,...a;_):a) = M-[Q:aq;N..NQ:a;NQf_y:a] =

= M-[0,N...NQNQ 1:a) = M-0;N..OM-Q.NM-(Q;_1:a) E
S oN..NQNQ_y = (ay, ..oy Gi_y), q.e.d.

Megjegyzés. Az 1.6. segédtétel masodik feltétele nem sziikséges, amint azt
az alabbi példa mutatja. Tekintstik ismét az 1.3. kovetkezmény utani példaban sze-
replé lokalis gyiiriit; lattuk, hogy ebben x;, x, gyenge primsorozat. Legyen most
i=2; (x3, x; x5, X3)-nak az a primér komponense, amely A-ban M-primér lesz,
(x3, x5, x,), erre pedig

(xla X, X3) [(x?i, X, x3)3 x‘.!] = (x19 X, x3) ¢ (l) % (xi’ Xa5 x3)'

1.7. TETEL. Legyen (A, M) lokdlis gyiirii, dim A=d. Ekkor ekvivalensek a kovet-
kezd dllitdsok :
(i) Minden paraméterrendszer gyenge primsorozat.
(i) Ha ay, ..., a; paraméterrendszer, akkor minden 0=k <d-re

M-U((ay, ..., %)) S (@1, ..., @)

(iti) Ha ay, ..., a; paraméterrendszer, ac M és dim (a,,...,a,_,, a)=d—k, ahol
1=k=d, akkor

@y, ...a.1):a, = (ay, ...,aq_1): a.

(iv) Ha a,, ...,a; paraméterrendszer, acM és dim(ay,...,a;_,,a)=0 (azaz
a, ...,a,_,, a is paraméterrendszer), akkor

(@, s @4-1): a5 = (@1, .., a4-1): @

Bizonyitds. (i)=(iii): Minthogy dim (a,, ..., @,_y, @)=d—k esetén a,, ..., a_;, a
kiegészithetd paraméterrendszerré (1. 0.3.11a. kovetkezmény), azért (i) értelmében
Ays ..y @y, Q 18 €S ay, ..., a1, G; IS gyenge primsorozat, igy az 1.4. segédtétel
bizonyitasa szerint

(al’ (AR ] ak—l): a, = (al’ sny ak—l): M= (al’ (3] ak—l): a.

(ili)=(ii): Legyen 0=k<d, B=: (ay, ..., @), ¢és valasszunk egy olyan acM
elemet, melyre q,, ..., a;, a kiegészithetd paraméterrendszerré. Most B=U(B)NC,
ahol dim C<d—k. Ekkor az 1.1. segédtétel szerint létezik olyan a’€C elem, hogy
a’¢ P egyetlen PcAssh(B)-re sem, igy a 0.3.1l1a. koévetkezmény értelmében
ay, ..., 4, @ 1s kiegészithetd paraméterrendszerré. Feltevésiink szerint akkor

. U(B) = U(B):a’ = (U(B):a’)N(C:a’) = B:a’ = B:a,
innen
a-U(B) =a-(B:a) S B.

Legyen most méM tetszlleges és Assh (B)={P,, ..., P,}. Tegyiik fel, hogy
meP,, ..., P, és m¢ P,yq, ..., P,. Az 1.1. segédtétel szerint létezik olyan m'€CN
NP, N...NP,, melyre m ¢ Py, ..., P,. Most akkor a, ..., a, m+m’ kiegészit-
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hetd paraméterrendszerré, igy a fentiek szerint (m+m)U(B)SB. m’¢C miatt
viszont m’'U(B)S U(B)NC=B, tehat mU(B)S B, q.e.d.

(ii))=(i): Legyen q, ..., a; egy tetszlleges paraméterrendszer 4-ban és 1=i=d,
akkor a 0.3.11a. kovetkezmény szerint a,¢ P, ha P€Assh((ay, ..., ai_))=
=Ass (U((ay, ..., 4;_))), igy U((ay, ..., a;_1)):a;=U((ay, ..., a;-4)). Ekkor viszont
@, - 8;-3):4; S U((an s ai—l))’ tehat M -[(ay, ..., a;_1): @] S M - U((a17 e ai—l))g
g(ala It ai—l)! qed

(iii)=(iv) trivialis.

(iv)=(iii): Tegyiik fel, hogy a;,...,a; €és ay, ..., a_,,a kiegészithet6 para-
méterrendszerré (1 =k=d). Az 1.1. segédtétel szerint talalhatd olyan a, , ;€ M, amely
nem eleme egyetlen olyan primideilnak sem, amely Assh((ay, ..., 4,))-hoz vagy
Assh ((ay, ..., @,_y, a))-hoz tartozik. Ugyanigy tovabbhaladva adjuk meg az
Ay 13, ..., az elemeket is; ekkor a 0.3.11a. kdvetkezmény szerint a,, ..., 4y, G 4q,..., G4
1S 6s Ay, ..., iy, Ay Gy iy, ..., G 18 paraméterrendszer. Az 1.3.4. lemma értelmében
akkor paraméterrendszer a,, ..., @1, G p1s ooor A, G €S gy ey G 1, Apiry ..oy A3, A
is minden n=1-re. Legyen most B=: (ay, ..., a,_;), akkor

oo

B:ag, & 1(B, 7/ SN aﬁ)] o= | (B, Gisiys oees ag)]:a
n=1

n=

az indukcids feltevés szerint, igy

B:a, C [ﬂ (B, (@s15 - ad)"} :a=B:a
n=1

Itt az utols6 egyenlSség helyett tobbet is igazolunk: megmutatjuk, hogy ha az (4, M)
lokalis gyiiriiben egy B és egy C idealra B, CS M, akkor ﬁ (B, Cy=B. Ehhez
W. KRULL egy tételét hasznaljuk fel, miszerint ha (4, M) "lj)lkélis gylirli, akkor
ﬁl M"=(0) (1. [35]). Legyen most A=:4/B és C=:C- A, akkor

0=NC=N(8CYB= [Ol (B, C")]/B,
gy valéban B= () (B, C").
n=1
A fenti meggondolasunkban g, és a szerepét felcserélve azt kapjuk, hogy

B:aS B:a;, tehat B:a,=B:a, q.e.d.

1.8. DEFINICIO. Buchsbaum-gyiiriinek vagy réviden B-gyidrinek nevezziik azokat
a lokalis gyiiriiket, amelyekben teljesiilnek az 1.7. tétel ekvivalens éllitasai.

1.9. KOVETKEZMENY. Minden Cohen—Macaulay-gyiirii B-gytri.
1.10. KOVETKEZMENY. B-gyiirliben minden paraméterrendszer redukalt.

1.11. KoverkezmiENy. Ha 4 B-gyird és q, ..., a, kiegészithetd A4 egy para-
méterrendszerévé, akkor A/(ay, ..., a;) is B-gylirii.
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Latni fogjuk a 2. §-ban, hogy a Buchsbaum-problémaval kapcsolatos a kovet-
kezd kérdés: mikor B-gylirt egy olyan lokalis gylir(i, amely nem Cohen—Macaulay-
féle? Erre adunk most egy sziikséges feltételt az alabbi tétel segitségével. Ez a tétel
kildnben joval altaldnosabban is igaz, szemilokélis gylirlik f6lotti modulusokra

(1. [29]).

1.12. TETEL. Legyen (A, M) lokdlis gyiirii, dim A=d, Q=: (x{, ..., x))<4
paraméteridedl. Ekkor az alabbi két dllitas ekvivalens:
(1) minden k-ra (k=1, ...,d): x, ¢ P, ha

PeAss ((xy, .y X3-p)) €5 dim P = d—k,
{i1) xy, ..., X; primsorozat.
Bizonyitds. ()= (i) trividlis.
()= (ii): A 0.3.14. tétel szerint (ii) éppen azt jelenti, hogy A Cohen—Macaulay-

gytri. Ezt kell tehat bizonyitanunk.
Az 1.3.1. tétel szerint

d—1
eo(Q, 4) = lA(A/Q)_lA/Qd-l(Qd—l: xd/Qd—l)—k;; eo{Q/ 01> Ci-1: X1/ Ci-1)>
ahol Q,=: (xy, ..., x). Feltevésiinkbdl és az 1.3.2. lemmabol kovetkezik, hogy

eo(Q/0k, Qk-1:X/Ok-0) =0, k=1,...,d-1.

(i) feltevésiink szerint x, nem eleme az (x,, ..., x,_;)-hez tartozé (d—k)-dimen-
zids primidealoknak, (ii) feltevésiink és a 0.3.11a. kovetkezmény miatt azonban az
(X1, ...» X,_1)-hez tartozd (d—k+1)-dimenzids primidedloknak sem Iehet eleme.
k=d esetén ez éppen azt jelenti, hogy x; nem eleme egyetlen (x,, ..., x,_,)-hez tar-
toz$ primideéalnak sem, vagyis Q;_,:x;=0,-,. Ezt az el6z6 eredményeinkkel 6ssze-
vetve e(Q, A)=1,(4/Q) adddik, igy a 0.3.14. tétel szerint A Cohen—Macaulay-gyir{.

1.13. KOGVETKEZMENY. Legyen (4, M) lokalis gyurd, dim 4=d. Ha 4 B-gylird,
de nem Cohen—Macaulay-gyiirl,, akkor barmely (a, ..., @;) paraméterrendszerre
az (ay, ..., a4_,) idealnak van M-primér komponense.

Ez azt jelenti, hogy ha A nem Cohen—Macaulay-gyiirl, akkor az 1.7. tétel
(iv) allitasa sohasem trividlis (ha ugyanis (a,, ..., @;_,)-nek nem lenne M-primér
komponense, akkor a (iv) allitas trivialisan teljestilne).

2.§. A Buchsbaum-probléma megoldisa

Most visszatériink D. A. BUCHSBAUM problémdjara. Legyen (A4, M) lokalis
gylrd, dim A=d, Q<14 paraméterideal. Problémank ekkor a kovetkezd: mikor
fiiggetlen az [,(A/Q)—ey(Q, A) szam a @ paraméteridealtol, azaz mikor létezik
olyan I(A) invarians, hogy [,(A4/Q)—e(Q, A)=I(4) minden Q<14 paraméter-
idealra?

2.1. SEGEDTETEL. Ha az [ (A]Q)—el(Q, A) szdam minden Q<1A paraméter-
idedlra azonos, akkor A-ban minden paraméterrendszer redukdlt.
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Bizonyitds. Legyen Q=: (a4, ...,a;) tetszleges paraméteridedl, akkor az
1.3.4. lemma szerint Q’=:(a,, ..., @4, a3) is paraméterideal. Legyen most Qy=: (0),
k=1,..,d—1 esetén pedig Q,=:(ay,...,q) és E,=: OQy_1:4,/0,_,, akkor fel-
tevéslink és az 1.3.1. tétel szerint

0 = 1,(4/Q)—eo(Q", A)—L(4]Q)+e0(Q, 4) =

d—
(1 - _2 (6001 Qs ED—eo(Q/0ur B+ L0, (Qa-r: a3/ Qa—1)—
d—1
~14;00-1(Qa1: s/ Qu-y) = k;; eo(Q/0x» E) 14,0, ,(Qu-r: a3/Qa-1:00),

ugyanis az 1.3.4. lemma értelmében

eo(Q'/Ox> Ex) = 2€0(Q/ Ok, Ey).

Minthogy (1) jobb oldalan minden 6sszeadandé =0, azért mindegyikiik 0. Tehat
el 0/0y, E)=0, k=1, ...,d—1, ami az 1.3.2. lemma ¢és az 1.3.3. definici6 szerint
éppen azt jelenti, hogy az a,, ..., a; paraméterrendszer redukalt.

Megjegyzés. A 2.1. segédtétel bizonyitasabdl az is kideriil, hogy

IA/Qd_l(Qd—l:as/Qd—l:ad) =0,

tehat ha a 2.1. segédtétel feltevése teljesiil, akkor minden g, ..., a; paraméter-
rendszerre

Qi_v1:a;= Q4 1104

Dolgozatunk fé eredménye a kovetkez6 tétel, amely BUCHSBAUM problémaja-
nak a megoldasat szolgaltatja:

2.2, TeTEL. Legyen (A, M) lokdlis gyiirii, dim A=d, akkor az aldbbi két dllitdas
ekvivalens:
(i) létezik olyan I(A) invaridns, hogy minden Q<1 A paraméteridedlra

1,(4]/Q)—e,(Q, A) = I(A),
(ii) A4 B-gyiirt.

Bizonyitds. (1))=(ii): Legyen a,,...,a; egy tetszOleges paraméterrendszer,
a< M pedig olyan, hogy 4, ..., a;-,, @ is paraméterrendszer. Az 1.3.4. lemma sze-
rint akkor paraméterrendszer a,, ..., @;_, a-a, is. A 2.1. segédtétel szerint minden
paraméterrendszer redukalt, azaz

14(A]Q)—ey(Q, A) = 14)04-1(Qua-1: a,/04-1),

feltevésiink értelmében pedig ez a szam invarians, igy

14:04-1(Qu-1:a4/Qu_1) = /A/Qd_l(Qd—l: a-a;/Qq-1) = IA/Q,,-l(Qd—13 aj/Q4_1).

Innen kovetkezik egyrészt Q,_,:a,=Qy_,:a-a,, masrészt Q,_,:a=Q,_,:a-ay, vagyis

Qiv:ag= Q41 q

és igy az 1.7. tétel szerint 4 B-gylird.
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(ii))=(i): A bizonyitast 4 szerinti teljes indukcidval végezziik. Mindenekeldtt
azonban megiegyezziik, hogy az 1.10. kovetkezmény szerint A-ban minden para-
méterrendszer redukalt. Legyen d=1, a, és a (redukalt) paraméterrendszer, akkor az
1.7. tétel értelmében 0:q,=0:a, igy

Li(4/(a)) —eo((ar), 4)—14(4/(@)) +eo((@), A) = 14(0: @) —14(0: @) = 0.

Tegyiik most fel, hogy dim A=d—1 esetén az allitas igaz. Legyen dim A=d
és ay,..,a; egy tetszOleges (redukalt) paraméterrendszer, Q=: (a,,...,a;) és
B=:(ay, ..., a;_,), akkor [,(4/Q)—ey(Q, A)=14,5(B:a,/B). Itt a baloldal fiiggetlen
az a,, ..., a, elemek sorrendjétdl, ezért a jobboldal is fiiggetlen tSle. Legyen most
aj, ...,a; egy tetszbleges masik (redukalt) paraméterrendszer, Q'=: (ai, ..., ay),
B'=:(aj,...,a;_;). Az 1.1. segédtételiink szerint létezik olyan acM, hogy a¢ P
egyetlen P€Assh (B)U Assh (B')-re sem. A 0.3.11a. kdvetkezmény és az 1.7. tétel
(i1) allitasa szerint akkor

B:a;=B:a é B':a;=B: a.
Legyen most A=: 4/(a), C=:(a,ay, ...,4;_9),C"=:(a, d}, ..., a;_;), C=:C-4,

C'=: C'-A. Az I1.11. kévetkezmény szerint A is B-gyiiri, és (C, a;_,- A), ill.
(C’, aj_, - A) paraméterideal A-ban. Ekkor

1,(4]Q)—ey(Q, A) = [A/B(B: ay/B) = (lA/B(B: a/B) = [A/C(C: as.4/C),

mivel egyik fenti megjegyzésiink értelmében ez a kifejezés fliggetlen az elemek sor-
rendjétol _ _

) = I7,c(C:a,-,/C),
mivel

C:a,.,/C = (Cla): 34-1)/(Cl(@)) = (C: a,_,/(0))/(C/(@)) = C:ay_,/C
= I3,0(C’:a;_,/C’) az indukcids feltevés szerint

= IA/C’(C,: a;_,C’) = lyp(B’:a/B’) = lyp(B’: a3/ B’) = 1,(A]Q")—e(Q’, A),
q.e. d.

[4

2.3. KOVETKEZMENY. Ha A B-gylirti, akkor tetszbleges ay, ..., a; paraméter-
rendszerre €s n természetes szamra

Qa-11a5 = Q411 ay.
(L. a 2.1. segédtétel utani megjegyzést.)

Megjegyzés. A fenti tétel szerint /(A4/Q)—ey(Q, A) altaliban nem invariansa
az A lokalis gylirlinek. Elképzelhetd viszont, hogy ez a kiilonbség mégiscsak konstans,
ha csupan olyan Q paraméteridealokra szoritkozunk, amelyek generalhaték gyenge
primsorozattal. A kovetkez6 példa azonban azt mutatja, hogy még ez sem all fenn.

Tekintsiik ismét az 1.1.1. tételben szereplé A lokilis gyfiriit, tovabba legyen
O0=": (x3, %) és Q'=: (x}, x3+x5). A 2.1.3. kbvetkezmény utani példiban lattuk,
hogy x3, x, gyenge primsorozat; hasonldan igazolhatd, hogy x3, x;+x, is az. Végiil
az 1.1.1. tétel bizonyitasa szerint /(4/Q)—ey(Q, A)=1, és ugyanolyan mddon lat-
hatd az is, hogy /(A/Q")—ey(Q’, A)=2.
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Most megadunk egy sziikséges és egy elegendG feltételt annak eldontésére,
hogy egy lokalis gyiiri B-gylirli-e. Az ezeknek megfeleld esetekben megadjuk az
I(A) invarianst is. A 3. § példai nyoman latni fogjuk, hogy egyik feltételiink sem
sziikséges és elegendd.

2.4. SEGEDTETEL. Legyen (A, M) lokdlis gyiirti, C<1A, és tegyiik fel, hogy A/C
B-gyiri. Legyen tovdbbd a,, ..., a,€ M olyan, hogy dim (C, ay, ..., a)=dim C—t=0,
akkor

uc)yN(ay, ...,a) S C.

Bizonyitds. t szerinti teljes indukcidval bizonyitunk. r=0 esetén (ay, ..., )= : (0),
az allitas trivialis. Legyen most r=1, és tegyiik fel, hogy t—1-ig az Aallitas igaz.

Legyen D=: (a;, ..., a,) és D'=:(a,, ..., a,_4), u=: Zr a;€U(C)ND tetszlleges
elem. 4/C B-gyiird, igy az 1.7. tétel (ii) allitasa szerlnt (k 0 esetén)
M|C-U(0) & (0),
azaz
M-UC) < C.
t—1
Ezért r,-al=ua,— > ra;a,€(C, D), tehat r€(C,D’): ai. Minthogy azonban
i=1

aps s paraméterrendszerré egészithetd ki A4/C-ben (l. 0.3.1la. kdvetkezmény)
és A/C B—gyuru, azért (C, D):a®=(C, D’):a,. Eszerint r,a,c(C, D’), azaz r.a,=

=a +2 r; a;, ahol a’€ CS U(C). Ekkor

t t—1
u—a = Jra—a = 3 (rn+r))aeUC)ND,
s i=1

az indukcids feltevésiink szerint U(C)ND'EC, igy ucC, q.e.d.
2.5. TETeL. Ha A B-gyirii, akkor B-gyirii A/U(0) is, és
I(4]U(0)) = I(4)—1,(U(0)).
Bizonyitds. Legyena,, .. -8y tetszoleges paraméterrendszer A-ban, Q= :(q,,...,q,).
Altalaban, ha A4 tetszbleges gylirii,
0->N'=-N—-N"-0

pedig A-modulusokbdl 4ll6 tetszbleges egzakt sorozat, akkor a hossziisag definicidja
szerint
[(N) = LN+ 1(N).

Ha pedig A lokalis gytir{i és Q paraméterideal, akkor
(0, N) = €y(Q, N')+eo(Q, N"),

minthogy a 3.1. tételt d-szer egymas utdn alkalmazva az e, multiplicitisokat eld
tudjuk allitani hosszlsagok Gsszegeként, és igy a problémat az el6zore vezetjiik vissza.
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Tekintsik most a k&vetkezd két egzakt sorozatot:
0-UW0)~A4—+4/U(0)—0,
0 U(0)/U©O)NQ~A/Q~A[U(0), 0)--0,
a fentiek szerint akkor
(2) 14(4/Q)—eo(Q, 4) = L(AU(0), Q) —eo(Q, 4/U0))+1,(U©)/U0)N Q)
—eo(Q, U(O))-
Alkalmazzuk most a 2.4. segédtételt a C=(0), (ay, ..., ,)=Q esetben:
0) € U(O)NQc(0),

ezért

U@©)/unQ = U(Q).
Masrészt az 1.7. tétel (ii) allitasa értelmében
a.-U@0) & M-U©) & (0),
igy az 1.3.1. tétel el6tti megjegyzés szerint
eo(Q, U(0)) = 0.
Végiil U(0)SE Ann (4/(U(0), Q)) miatt (a §=C - 4/U(0) jeldléssel)
) ] IA(A/(U(O): Q)) = [A/U(O)(A//(U(O)’ Q)) = IA/U(O)(A/U(O))/Q),
és ugyanezért
L((4/U0)/Q - (4/U(0)) = Lyval(4/U(0))/0"+Y),

igy persze megegyezik a Hilbert—Samuel-polinomjuk féegyiitthatdja 1s, azaz
e 0, A/U(0)=¢e(Q, A/U(0)), ahol az elsé esetben A/U(0)-t mint 4-modulust
tekintjiik, a masodik esetben pedig mint lokalis gyiriit.

Mindezeket (2)-be beirva azt kapjuk, hogy

3) Liuo((4/U(0))/Q) —eo(Q, 4/U(0)) = 1,(4/0)—eo(Q, A)—1,(U(0)).

Minthogy pedig @, ..., @, (ahol a; az a;-t tartalmazé U(0) szerinti mellékosztaly)
akkor és csak akkor paraméterrendszer 4/U(0)-ban, ha a, ..., a; paraméterrendszer
A-ban, azért (3) éppen a kivant allitas.

2.6. KOVETKEZMENY. Ha 4 B-gylrl, 0=k=<d és a,, ..., q, kiegészithetd A egy
paraméterrendszerévé, akkor 4/U(qay, ..., a,) is B-gylir(, ¢s

1(A|U(ay, ..., a)) = I(A)—1,(U(ay, ..., @)).

Bizonyitds. Allitaisunk kozvetleniil leolvashaté az 1.11. kévetkezménybdl és
a 2.5. tételbol.

2.7. SEDEDTETEL. Legyven A lokdlis gyiri, B<iAd, a,,...,a,€A pedig olyan
elemek, amelyek A|B-sorozatot alkotnak, akkor C=:(ay, ..., a)-sel (s=0 esetén
C=:(0))

BNC = B-C.
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Bizonvitds. s szerinti teljes indukcidval bizonyitunk. s=0 esetén az allitas
trivialis. Tegyilik fel, hogy s—1-re allitisunk teljesiil. Legyen C'=:(ay, ..., a,_y),

tovabba x=: > r;aq;€¢ BN C, akkor
i=1

s—1
rag = x— > r,a;€(B, C’),
i=1
azaz
r€(B, C'): ag.
Minthogy azonban ay, ...,a, A/B-sorozat, azért (B, C’'):a,=(B, C’), igy létezik
olyan x"€B elem, hogy
s—1
re=x"+> ria;.
i=1
Most
x—x"+a;, = (r;+r -ada,+...+(rg_1+ri_y1-a)a,_16 BNC’,
az indukcids feltevés szerint BYC'=B- C’, igy létezik olyan xy, ..., x,_,€ B, melyre
X =xa,+...+x,_ 8, 1+x a,e BNC,
tehat BNCEB-C; B- CSBNC trivialis.

2.8.TETEL. Legyen (A, M) lokdlis gyiirii. Ha AJ/U(Q) Cohen—Macaulay-gyiirii

és M- U(0)=(0), akkor A B-gyiirii, és
I(4) = 1,(U(0)).

Bizonyitds. Bizonyitasunk hasonld a 2.5. tételéhez. Legyen a,, ..., a, tetszleges
paraméterrendszer, 0 =: (ay, ..., a;). M - U(0)=(0) miatt itt is el(Q, U(0))=0. Ha
most a 2.7. segédtételbe B=: U(0)-t és C=: Q-t teszlink, akkor azt kapjuk, hogy

vnNeE = U0 < U0)-M = (0),
vagyis itt is U(0)NQ=(0). Most is érvényes tehat a 2.5. tételben nyert eldallitas,
de mivel 4/U(0) Cohen—Macaulay-gyiirii, azért I(4/U(0))=0. Ezért valéban
14(4/Q)—ey(Q, A) = L,(U(0)).

3. §. Példak, problémak

Az itt szerepld példakkal az €l6z6 paragrafusban nyert eredményeinket kivanjuk
megvilagitani.

3.1. TETEL. Legyen m és n két tetszéleges természetes szam, akkor létezik olyan
B-gyiirii: A, melyre dim A=n, codh A=0 és I(A)=m.

Bizonyitds. lLegyen K egy tetszlleges test, r és s pedig két tetszbleges
természetes szam, O<r<s. Legyen tovabba R,=: K[xy, ..., x], B,=: (X1, ..., x,)
N[Geys oor X204 (Xpr1s -0 X)]<9R,, R¥=: Rs(xl,...,x) és Bf=: B,-Rf¥ Ekkor
R¥ lokalis gylirli és dim R*=s. Képezziik most az /'1,,s=: R¥/Br lokalis gyfiriit;
erre dim 4, ;=s—r, tovabba codh A4, =0, mivel Bf-nek van (x, ..., x,)-primér
komponense R¥-ban.
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Minthogy Rg-ben (xy, ..., xg) (X1, ..., x,)=B,, azért A4, ~ben M-U0)=(0);
masrészt pedig A4, JU@O)=R}/(x, ..., x,)+ R} Cohen—Macaulay-gyiirli, hiszen
benne x,.;, ..., X, primsorozat, igy a 2.8. tétel szerint 4, , B-gylirli, melyre

14, ) = IAM(U(O)) = Ig((X15 o0 X RJ((X15 s X,)2+ Ryy (Kpi1s oo X) - RY)) = 1.

Innen s=n+m és r=m esetén éppen a kivant allitast kapjuk.
Az itt megadott példa alapjan a kovetkezOket allapithatjuk meg:

KOVETKEZMENY. 1. Attdl még, hogy egy B-gylirliben nincsen nem iires prim-
sorozat, lehet benne akdrmilyen nagy (elére megadott hosszusagu) gyenge prim-
sorozat.

2. B-gyliriikben az I(A4) invaridns altalaban nem dim 4 —codh 4.

A Kkovetkezé példaban olyan egydimenzids lokalis gyiiriit latunk, amelyben
nincsen nem lires gyenge primsorozat; a maximalis gyenge primsorozatok hossza
tehat altalaban nem a gylirl dimenzidja.

3.2. Példa. Legyen K egy tetszOleges test,
R =:K[x, ), € B=:xNMNE) = Py, x3%)-R.

Ekkor A=: R/B egydimenzids lokalis gylirli; megmutatjuk, hogy A4-ban nincsen
nem iires gyenge primsorozat.
Tegyiik fel, hogy van, akkor van olyan f(x, y) homogén polinom, melyre

B:f = Bi(x,y) = B:(x)NB:(y) = (x*y, x*)2, xp?).
Tegyiik fel eldszor, hogy f~-ben nincsen lineéris tag: f= 2 aux'y*, a,;€K. Akkor

i+k=2
x%yf€ B, azaz x*y€ B:f, de x*y ¢ B:(x, y), hiszen y-x2y ¢ B.

Legyen most &ltaldban f=ax+by+g, ahol a, b€K és g(x, y) olyan polinom,
amely nem tartalmaz linearis tagot. Legyen tovabba h=: ax2y—bx)?, akkor h-g€B
és h-(ax+by)=a®*x®y—b%x)*€ B, azaz h< B:f, de h¢ B:(x, y).

Mindkét esetben ellentmondashoz jutottunk, tehat semmilyen f polinom sem
alkothat A-ban gyenge primsorozatot.

A 0.3.15. 3) gyakorlat szerint perfekt polinomidedlokbdl Cohen—Macaulay-
gyliriiket nyerhetiink, és ez a tulajdonsag jellemzi is a perfekt idealokat. Ezért fel-
meriil a kérdés: milyen polinomidealokra szolgaltat ez az eljaras B-gyfirliket?
A kovetkezd példa azt mutatja, hogy az igy definialt polinomidealok osztalya hata-
rozottan nagyobb a perfekt idedlokénal.

3.3. Példa. Legyen K egy tetszOleges test,
R =: K[xy, ..., xg] és B =: (x1, x)(x3, X5) = (X1X3, X1 X4, Xz X3, X3Xy).
A 0.2.7. definicié utani 4) gyakorlat szerint B<aR nem perfekt. Tekintsiik most az
A =1 Rz, ,xpB* Rixy,...,xp)
lokalis gyiiriit. Megmutatjuk, hogy 4 B-gylri.
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Minthogy dim A=2 és (x,, ..., x,) - U(B)=(xy, ..., X,) - B& B, azért az 1.7. tétel
(i1) allitasa értelmében elegendd azt igazolnunk, hogy ha F€(xy, ..., X4), F¢(x1, Xx5)
és Fé(xg, x,), akkor

(X1, -, X)) U(B, F) S (B, F).

irjuk fel F-et F=f+g alakban, ahol f€(x;, x,), f¢(x3, X,) €s g€(x3, Xy)s
g4 (xy, x2), akkor (B, F)=(B, f+g). Megmutatjuk, hogy U(B, F)=(B,f, g). Ebbdl
mar kovetkezik a kivant allitas, hiszen x,f, x,f, x1g, X,g€ B miatt x, f=x,(f+g)—
—x,2€(B, F), hasonléan x,f, x;g, x,g€(B, F) és igy (xy,..,x)U(B, F) =
=(X1, ey X)B+ (X, o5 XS+ (01, .05 X)8E(B, F).

Meg kell még mutatnunk, hogy U(B, F)=(B, f, g)-

Ismeretes (és kénnyen igazolhatd), hogy egy tetszéleges .S gytirii idedljai modu-
laris hal6t alkotnak, vagyis ha X, Y, Z<aS és YC Z, akkor (X, Y)NZ=(Y, XN Z).
Ezt az azonossagot kétszer alkalmazva kapjuk, hogy

(xls x29 g)ﬂ(x3, X4,f) = (B’f; g)

A dimenzidcsokkentés tétele (0.2.3. tétel) értelmében itt a baloldalon szerepld
mindkét R-beli idedl 1-dimenzids, tehat a 3 féosztalyhoz tartozik és igy egynemidi,
ami egyben azt is jelenti, hogy (B, f, g) egynemil idedl. A dimenzidcsokkentés tétele
és F valasztasa szerint (B, F) is 1-dimenzids ideal, tehat U(B, F) és (B, f, g) egyarant
1-dimenzids primér idedlok metszete. Most elszér azt mutatjuk meg, hogy mindkét
idealhoz ugyanazok a primidealok tartoznak. Ehhez az 1. fejezetben definialt radikal
egy tulajdonsagara lesz sziikségilink.

Az 1.2.2. gyakorlat (6) pontjaban megadott definicié egy ekvivalens atfogal-
mazasa szerint egy X ideal radikalja, ¥X az X-hez tartozé izolalt primidealok met-

szete. Igazolhatd, hogy ha YX =P,N...NP,, akkor tetszdleges Y idealra
V(X3 Y) = V(X, Pl)m e m}(X, Pr)
Ezt az osszefiiggést felhasznalva
VU(B’ F) = V(Ba F) = V(x19 x2! F) ﬂ V(xlb X4, F) = V(xlr x2’ g) m V(X3, x49f) =

= V(xl’ stf; g) m V(xs, .X'4,f; g) = V(Ba.f’ g),

tehat az U(B, F)-hez, ill. a (B, f, g)-hez tartozo izolalt primidealok (azaz a hozzajuk
tartozd Osszes primideal) metszete megegyezik, amibdl a primtulajdonsag és az
azonos dimenzidk miatt kévetkezik, hogy a két idealhoz tartozo primidealok paron-
ként megegyeznek.

Legyen most P egy tetszéleges, az U(B, F)-hez és a (B, f, g)-hez tartozé prim-
idedl. Igazolnunk kell még, hogy U(B, F) és (B, f, g) P-primér komponense meg-
egyezik, vagy ami ugyanazt jelenti, hogy (B, F) és (B, f, g) P-primér komponense
megegyezik, tehat hogy (B, F)- Rp=(B, f, g)+ Rp. Tegyiik fel, hogy P a (B, f, g)-ben
pl. (x;, x,, g)-hez tartozik, akkor dim P=1 miatt x; és x, koziil legalabb az egyik
biztosan nem eleme P-nek. Most akkor

(B, F)'RP = (B'RPa (F)'RP) = ((xlaxz)'RP’ (F)'RP) = (xla Xg, F)'RP =
=(X1, X2, 8)* Rp,

MTA 111. Osztdly Koézleményei 23 (1974)




96 WOLFGANG VOGEL ES MARKI LASZLO

masrészt viszont
(B,f,8)-Rp = (B°RP’ f,9- RP) = ((xn X2} Rp, ([, 8) 'RP) = (X1, X2. /,8)*Rp =
= (x19 X2, g) 'RP’

tehat valoban (B, F)- R,=(B, f, g)+ Rp. Ezzel allitasunkat bebizonyitottuk.

Megjegyezzikk még, hogy a fenti példaban B egynemi ideal, azaz U(B)=25,
igy A-ban U(0)=(0), tehat A/U(0)=A4, A pedig nem Cohen—Macaulay-gyiiri,
hiszen B nem perfekt. Ez azt mutatja, hogy a 2.8. tételben megadott elégséges fel-
tétel nem sziikséges ahhoz, hogy 4 B-gyiirli legyen. A kovetkezd példa alapjan pedig
a 2.5. tételben latott sziikséges feltétel nem elegendd.

3.4. Példa. Tekintsiik ismét az elé6z6 példaban szereplé R gyliriit és B<tR
idealt. Legyen

C = Bq(x%’ x;’ X%, xi’ X1X3, x2x4) = (XIX3, XXy, xl'x-‘i’ X%.‘Q, xZX% x%'\’ii)

és
S = R(xl, ‘..,x4)/C' R(xl,.‘.,x4)'

Minthogy U(C)=U(B)=25, azért (xy, ..., xy) - U(C)=(xy, ..., x5)+ B, és konnyen
igazolhatdé, hogy (xq, ..., X,)-BEC; (x4, ..., x)pU(C)SC-bSl viszont kovetkezik,
hogy S-ben M - U(0)=(0). Tekintsiikk most (x;+x;)-at. x,+x; nem eleme egyetlen,
C-hez tartozé maximalis dimenziéjd primidedlnak sem R, . .o-ben, igy S-ben
X, +x; kiegészithetd paraméterrendszerré. Ha megmutatjuk, hogy (x, xy)-
< U(C, x,+x3)E(C, x;+x3), akkor S-ben M- U((x;+x;5)- S)E(xy+x3)- S, gy az
1.7. tétel (ii) allitasa értelmében S nem B-gydrd.

Valdban,

. 2 2
(C, X3+ x3) = (X1 X3, Xa Xy, X1 X3, X1 X4, X X5, X3 X3, X1 +X3) =
(2 42 2. o — . .
= (X§,X5, X X3, XaXyq, X3 X3, X XT, Xy +X3) = (¥, X3, X3) (X1, X3, X))

m(x%’ Xas x%? xi X1 X3, x1+x3)ﬂ(x‘f, -\‘537 x§’ Xg, X1 X3, X1+X3),
igy
U(C, x;+x3) = (31, Xzs X3) (X1, X5, Xg) = (X1, X5, XpXy),
és most pl. x,x; €x,U(C, x4+ Xy), de xox, 4 (C, x,+ X3), tehat S nem B-gylir{i, holott
U(C)=B miatt S/U{0)= A4, vagyis S/U(0) B-gyirii.
Most egy tjabb dimenzid-fogalmat definidlunk:

3.5. DeriniciO. Legyen A lokalis gylirli. A gyenge A-sorozatok maximalis
elemszamiat A gyenge homologikus kodimenzidjanak nevezziik, és igy jeloljik:
s-codh 4.

Az 1.3. és az 1.5. kOvetkezmény szerint akkor

codh A=s-codh A=dim 4.
Az 1.3. kovetkezmény utani példa és a 3.2. példa szerint itt egyik egyenl6tlenség
sem helyettesithetd altalaban egyenlGséggel. Az 1.7. tétel (i) allitasa értelmében ha
A B-gylirli, akkor s-codh 4=dim A, és minden maximalis gyenge A-sorozat
hossza dim 4; az 1.3. kévetkezmény utani példa viszont azt mutatja, hogy
s-codh 4 =dim A-bdl még nem kdvetkezik, hogy 4 B-gyliril.

Végiil pedig néhany tovabbi problémat sorolunk fel:
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4. Probléma. a) Egyenld hosszliak-e egy lokalis gy{irliben a maximalis gyenge
primsorozatok?

b) Jellemezziik azokat az A lokalis gyiiriiket, amelyekre dim 4=s-codh 4.

c) B-gylirti-e az A4 lokalis gy({iri, ha minden maximalis gyenge A-sorozat
hossza dim 4?9

7717

5. Probléma. Adjunk meg lokalis gylirlikben olyan ,,hasznilhaté” feltételeket,
amelyek teljesiilése esetén abbdl, hogy egy paraméterrendszer generalhaté gyenge
primsorozattal, kovetkezik ugyanez minden paraméterrendszerre — ami pedig
éppen azt jelenti, hogy a vizsgalt gyiiri B-gy{ir(i.®

6. Probléma. Jellemezzilk a B-gylirliket paraméterrendszerek felhasznalasa
nélkiil.

e

7. Probléma. Jellemezziik a B-gyiirliket homologikus mddszerek, pontosabban
a lokalis kohomoldgia modszereinek a segitségével. (A Cohen—Macaulay-gyiiriik
ilyen jellemzését 1. [6], [11].)®

8. Probléma. Jellemezziik (homologikus moédszerekkel) azokat a lokalis gyfirii-
ket, amelyekben 1étezik gyenge primsorozat. (Primsorozatokra 1. MATSUMURA [14],
26. tétel.)

9. Probléma. Hatarozzuk meg az A B-gy(ir(i I(4) invariansat.”

10. Probléma. a) Jellemezziik azokat a B-gyliriiket, amelyekben I(4) =
=dim 4 — codh 4.
b) Adjunk meg tovabbi érdekes I(A) invaridnsokat, valamint olyan felté-
teleket, amelyek ezek fellépését vonjak maguk utin.®
11. Probléma. B-gylirii-e K[xo, ..., Xd(x,, .., x0/P - KXo, ..., Xgltx,, ... x0» ahol P
a Macaulay-féle primideal?®

12. Probléma. Legyen R=: K][x,, ..., x,]. Jellemezziik azokat a C<a R idealokat,
amelyekre (R/C)x,, .., x)-ric B-gylirl. (Ez a probléma a geometriai alkalmazas
szempontjabol igen érdekes.)

4 Megjegyzés a korrektara olvasasakor: Az a)ésa c) kérdésre a valasz: nem, Id. N. T. CuoNG—
N. V.TrunG: Uber B-Moduln und ihre Verallgemeinerungen, Szakdolgozat, Universitit Halle, 1974.
A probléma b) részre tovabbra is nyitott.

® Megjegyzés a korrektira olvasasakor: A dim4 —codhd =1 specidlis esetben ismeretes ilyen
feltétel, Id. N. T. CuoNG—N. V. TRUNG : Uber B-Moduin undihre Verallgemeinerungen, Szakdolgozat,
Universitdt Halle, 1974.

8 Megjegyzés a korrektira olvasasakor: Az6ta mar vannak részeredmények: egy sziikséges
feltétel (1d. B. RENSCHUCH—J. STUCKRAD—W. VoGEL [20]) és egy elegendd feltétel (id.
J. STUckRAD—W. VOGEL: Toward a theory of Buchsbaum singularities, preprint, Universitit
Halle, 1975).

) Megjegyzés a korrektura olvasasakor: A problémat id6kozben megoldottak, 1d. B. REn-
SCHUCH—J. STUCKRAD—W. VOGEL [20].

8 Megjegyzés a korrektura olvasasakor: a) megoldasit ld. B. RenscHUCH—J. STUCKRAD
—W. VoGEL [20], b)-hez pedig egy Gjabb érdekes invaridnst adott meg P. ScHENZEL: Lokale
Kohomologie und Ungemischtheitssédtze, Disszertacid, Universitit Halle 1975.

9 Megjegyzés a korrektura olvasasakor: Id6kézben bizonyitdst nyert, hogy a fenti gylird
valdban B-gyliri, 1d. J. STOCKRAD—W. VoceL: Uber das Amsterdamer Programm von
W. Grobner und Buchsbaum-Varietiten, Monatsh. Math. 78 (1974), 433—445.
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TO THE THEORY OF LOCAL RINGS
On a problem of D. A. Buchshaum

By
W. VoGgeL—L. MARKI

Summary

This work contains the material of the lecture “To the theory of local rings — On a problem
of D. A. Buchsbhaum’ given by the first named author at the E6tvos Lorand University of Budapest
in the fall semester, 1972. The aim of these lectures was to present some methods of local algebra
and of algebraic geometry by giving the solution of a problem proposed by D. A. BUCHSBAUM
(Brandeis University, Massachusetts, USA) at a summer school in Varenna (Italy) in 1965. Concern-
ing the solution of this problem, the lectures were based on the works [20], [26] and [30]. The ma-
terial was critically, by own ideas revised by the second named author.

Chapter 0 gives an introduction to commutative and local algebra. Most results from there
are well known, they are to be found e.g. in the standard work of O. Zariski and P. SAMUEL
“Commutative Algebra” 1,11. Nevertheless, our exposition is directed towards the aim of the
lectures, the problem of BucHsBAUM. Hereby we give some resuits in §§2 and 3 of this chapter being
published only in papers or even being unpublished yet. By giving several examples and exercises
we had the intention to illustrate and to loosen this rather concise chapter.

Chapters I and 1I deal exclusively with the problem of D. A. BucHsBaumMm, formulated as
follows: Let 4 be a local ring (noetherian, commutative with unity) and Q a parameter ideal.
Consider the Hilbert—Samuel-polynomial with » sufficiently large:

n+d n+d—1
d

Ly(4]Q"*h) = t’o(Q,A)( )~21(Q,A)( d-1 )+---+(—1)"ea(Q,A)

where d=dim A. Does there exist an invariant I(4) of 4 such that
1,(A4]Q)—eo(Q, A) = 1(4)?

In particular, BUCHSBAUM conjectured that /(4)=dim A—codh 4.

In § 1 of Chapter 1 we show by an example that there exist local rings in which / ,(4/Q) — e((Q, A)
is not independent of the choice of Q. Further, in this chapter, we give a geometric interpretation
of the problem.

In Chapter 11 we characterize the local rings in which the problem of D. A. BUuCHSBAUM has
a positive solution. These rings are called B-rings (after the name of BucussauM). For this charac-
terization the notion of prime sequences is generalized as follows: Let 4 be a local ring, M its
maximal ideal. The sequence a,, ..., a, of elements of M is called a weak prime sequence (or weak
A-sequence) if we have

M-[(ay, ...,ai_1):a) E (@1, ..., a;_y)

for i=1,...,r. Now the main result of this work says that the local ring A4 is a B-ring (i.e. there
exists an invariant J(4) with 1,(4/Q)—e(Q, A)=1(A)) if and only if every system of parameters
in A4 is a weak prime sequence. We also give further characterizations of B-rings, and conclude by
giving some examples and a number of problems.
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Bb. ®orens—J1. Mapxu
K TEOPUHM JIOKAJIBHbBIX KOJIEL]

06 oanoit mpobieme . A. BykcGayma

B a3T0it paboTe u3naraeTcs Matepual dekuuit «K meopuu aoxasvrelx Koaey — OO 00Hoit npo6-
aeme . A. Bykcoayma», IpOYMTAHHBIX IEPBHIM M3 BBIIEYKA3aHHBIX aBTOPOB B Bynanemrckom YHu-
Bepcutete HM. Jlopanna OTBema B oceHHeM ceMecTpe 1972 roga. Jlekuuu MMenu Uesblo mpeacTa-
BUTH HEKOTOPHIC METOIBI JIOKATIBHOM alrebphl 1 alrebpanyeckoil reoOMeETPUHU IIyTEM PEICHUs TIPO6-
nembr JI. A. Bykc6ayma, npeaioxXeHHOH Ha JIeTHEM Kourpecce B Bapenue (8 MUtamuu) B 1965-om
roay. Pewenue sToit npoGriieMst ocHoBaHo Ha paGotax [20], [26], [30]. Marepuan nekuumii 65U KpH-
THYECKH NepepaboTaH K AOTIOMHEH COOCTBEHHBIMY MBICIISIMH BTOPOI'O M3 BBILIEYKa3aHHBIX aBTOPOB.

B rimase 0 m3mararoTcs OCHOBHI KOMMYTATHMBHOM H JIOKaJIbHOM anredpul. PesymstaTet 3TOM
rAaBbI BOOOIIE XOPOLIO H3BECTHBI, OHH HAXOASTCH, HaripuMep, B kuure O. 3apucckoro u I1. Cam-
103158 «Kommymamusnan asze6pa», 1. 11. Beé-Taku, Halle 1mocTpoOeHne mpecnenyeT Leab TTOAroTo-
BUTCBA K peureHuro npobinemst Bykcbayma, [pu 3tom B §§2 ¥ 3 mpuBoasTCS HEKOTOPHBIE pe-
3yNBTATHE, ONYOIMKOBAHHBIE N0 CHX TIOP TOJBKO B OTAEIHHBIX TPYAAX HIIH COBCEM HE OTIyOIMKOBaH-
nble. [laeTcs HECKOIBKO IPUMEDPOB M YIPAXKHEHHUI, C HAMEPEHHEM PA3BEPHYTh ¥ MOACHHUTH 3TY HO-
BOJIBHO CKATYIO TJIaBy.

B rmapax I u II Mbr 3aHUMAaeMCs MCKITIOUUTENLHO NpoliieMoit bykcbayMa, KOTOPYO MBI Te-
neps chopmymapyem: Ilycrs A -— qOKanbHOE KOJBIO (HETEPOBO, KOMMYTATHBHOE C €NUHHMIIEH)
u Q — upaeal, nopoXxaaeMmslif cucteMoil mapameTpoB. Paccmorpum muorounen I uasbepma—Ca-
MI034A DA OOCTAaTO4YHO Oonbiuoro n:

n+d n+d—
L4(A4]Q"1) = en(Q, A)( d )—el(Q, A4) ( d

1
) )+...+(—-1)"ed(Q, A),

rae d=dim A. CymecrByer nu unBapuaHT I{A) xombna A Takoi, 410
14(4/Q)—e,(Q, A) = 1(A4)?
B uwactaoct, Bykc6aym npeanonarain, 4to I(A) =dim 4 —codh A.

B §1 riaset [ npuMepoM NOKa3bIBAETCA CYLIECTBOBAHHUE JIOKAITBHOTO KOJbLA A, IUIS KOTOPOTO
1,(A]Q)—ex(Q, A) 3aBucut ot BBIGOPa Q. 3aTeM, B TOM XKe IIaBe, NACTCH reOMeTpUYeCKas MHTEP-
npetauus npooIeMsl.

B rirase I xapakTepu3yroTCs JIOKaIbHbIE KOMbLA, AN KOTOPRIX Tpobmema [{. A. Bykcbayma
MMEeT IMONOKUTeNbHOE pemenne. Takue xosibla Ha3biBatoTCst B-xossuamu (mo uMmenw BykcGay-
Ma). YTo6bl OCYLIECTBHTDH 3TY XapaKTepu3auuto, 00o0IaeTcs MOHATHE MPOCTO! MOCTEeNOBATENb-
HOCTU crenyroimumM obpasom: Ilycre 4 — mokambHOe KONbLO, M — €ro MakCHManbHbIA HOean.
ITocienoBaTENbHOCTS dy,. .., d, TEMEHTOB U3 M Ha3BIBaeTCA cIaboit MPOCTO MOC/IEI0BATEIBHOCTRIO
(1 cnaboil A-IOCIIeA0BATEIIBHOCTBIO), €CIIH AJIA BCAKMX =1, .... r BBIMOJIHAETCH

M-[(ar, ....,a;_1):a) & (ay, ... a;0).

I aBublil pe3syabTaT Hamiel paGoTsl yTBEDXKIOAeT, YTO JIOKANbHOE KOMbLU0 A sABiseTcs B-koabLom
(1. e. cymiectByet uHBapuanT I (A4) cBoiictBoM [, (A4/Q)—e,(Q,A)=1(A)) TOorna u TONBLKO TOTIA, €C-
M KaXaast CACTEMA TIapaMeTpoB B A — crnabas mpocTas mociea0BaTeIbHOCTb, [latoTCA TaKkKe Aab-
HeliImue XapakTePHCTHKH B-KoJiell, 4 B 3aKIFOYEHHE HECKOJIRKO TIPUMEPOB H DAL TIPOOIIEM.

MTA III. Osztdly Kozleményei 23 (1974)



	23. kötet / 1-2. sz.

	WOLFGANG VOGEL és MÁRKI LÁSZLÓ: A lokális gyűrűk elméletéhez, II. D. A. Buchsbaum egy problémájáról����������������������������������������������������������������������������������������������������������

	Oldalszámok������������������
	69���������
	70���������
	71���������
	72���������
	73���������
	74���������
	75���������
	76���������
	77���������
	78���������
	79���������
	80���������
	81���������
	82���������
	83���������
	84���������
	85���������
	86���������
	87���������
	88���������
	89���������
	90���������
	91���������
	92���������
	93���������
	94���������
	95���������
	96���������
	97���������
	98���������
	99���������
	100����������


