EGYENLOTLENSEGEK NUMERIKUS BIZONYITASA, IL

rta: RUDA MIHALY

1. Bevezetés

Dolgozatunkban egyenl6tlenségek numerikus vizsgalatival kapcsolatos ered-
ményeink kozlését folytatjuk. A kovetkezGkben néhany tovabbi bizonyitasi eljarast
mutatunk be. Szé lesz tovabba a targyalt algoritmusok alkalmazasakor felmeriild
nehézségekrol, melyek a vizsgalt fiiggvények, illetve értelmezési tartoményuk tulaj-
donséagaibdl, valamint a szamitasi eljarasok korlatozott pontossagibdl adédnak.

2. Bizonyitasi eljarasok

Az [1] dolgozatban a kévetkezé tipusu eljarasok szerepelnek:

a) Differencialhat6 fiiggvények Gsszehasonlitasa az els6 — esetleg a masodik —
derivalt, illetve a derivaltakra adhaté korlatok ismeretében.

b) Specialis tulajdonsagi fliggvények esete: monoton ndvekvd vagy csékkend,
monoton derivalttal rendelkez6 fiiggvények.

¢) Egyenlbtlenségek vizsgalata szélséérték keresési eljarasok segitségével.

Tekintslink most néhany tovabbi lehetdséget!

d) Legyen f(x) és g(x) egy I intervallumon egyenletesen folytonos fliggvény!
Legyen adott az I intervallumon az f, illetve a g w(r), illetve w,(r} folytonossagi
modulusara egy Q,(r), illetve egy Q,(r) felsd becslés, a O0<r=R értékekre (ahol
R egy rogzitett pozitiv érték). Ekkor, ha talalhato véges sok olyan x; pont és r; érték
(0<r;=R, i=1,2, ..., n), hogy az x; pontok r; sugaru kérnyezetei lefedik az I inter-
vallumot, és minden x; pontban teljesiil az

(1) f(xi)_g(xi)_Qf("i)_gg(ri) =0

egyenldtlenség, akkor igaz az f(x)=>g(x), x€1 relacio.

e) Az [1] dolgozatban bizonyos monotonitasi tulajdonsidgok teljesiilésekor
egyszeriisitett eljarasok szerepelnek (I. a fenti b) pontot). A vizsgalt figgvények,
illetve derivaltjaik lokalis szélsGérték helyeinek ismeretében olyan részekre oszthatjuk
az értelmezési tartomanyt, mely részeken kiil6n-kiilén mar teljesiilnek a fent emlitett
monotonitasi tulajdonsagok.

Ha a szélsGérték-helyeket valamely numerikus eljarassal keressiik meg — ezek-
rél 1. példaul [2] —, akkor a minden esetben korlatozott szamitasi pontossag miatt
a sz€ls6érték-helyeknek legtobbszér csak egy kérnyezetét tudjuk kijelélni. Ezekben
a kornyezetekben a filiggvényvizsgalat még kiilon eljarast igényel.
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f) A szélsdérték-keresési eljardsok mellett az ugyanacsak részletesen kidolgo-
zott gydkkeresési eljarasok alkalmazdsaval is vizsgalhatunk egyenlStlenségeket.
Ha valamely H halmazon értelmezett f(x), g(x) fﬁg vényekre a Ax)=f(x)—
—g(x), (x€ H) fiiggvény folytonos, van pozitiv értéke és nincs gyoke a H halmazon,
akkor igaz az f(x)=>g(x) (x€ H) relacié. Altalaban folytonos, illetve differencialhatd
fliiggvényekre kézenfekvd jol bevalt gyokkeresési, illetve szélsSérték-keresési eljara-
sokat alkalmazni. Forditva is igaz: modszereinket gyokkeresési és szélsGérték-
keresési eljarasoknal is alkalmazhatjuk. Eljarasaink segitségével (1. az a—e) pontokat)
azonban fiiggvények egy igen széles osztalyanal bizonyithatunk egyenl6tlenségeket.
Az eddig szereplé mddszerekhez hasonidkat akkor is megadhatunk, ha barmilyen
modon becslést tudunk adni az értelmezési tartomany egyes pontjainak megfeleld
kornyezetében a vizsgalt fliggvények valtozasanak mértékére. Nemcsak linedris
becslések szerepelhetnek (mint pl. a d) pontban), hanem barmely mas kénnyen
kezelhet§ fiiggvénytipus, példaul monoton vagy monoton derivalt becslések, vissza-
vezetve az adott fiiggvények vizsgilatat a b) és e) pontokban emlitett specialis
esetekre.

g) Két adott f(x), g(x) (x€I, ahol I egy egydimenzids intervallum) fliggvény-
bél kiindulva nem csak az e) pontban leirt médon juthatunk monoton fiiggvények-
hez, hanem a kovetkezé meggondolasokkal is.

Legyen f(x) és g(x) (x€I) korlatos valtozasti! Ekkor létezik olyan f;(x) és g,(x)
monoton ndvekvd, illetve f(x) és g,(x) monton fogy6 fiiggvény, hogy f(x)=f(x)+
+/5(x), g(x)=g:(x) +g4(x), (x€I). Ha talalunk ilyen felbontast, akkor az f(x)>g(x)
(x€I) relacio helyett elegendd az fi(x)—ga(x)=>gi(x) —fx(x) monoton fiiggvények
kozti egyenl6tlenséget vizsgalni. Nem korlatos valtozast fiiggvények numerikus
Osszehasonlitisa sokkal nehezebbnek latszik.

i ¢ gr o x o ‘e A g . - .
3. Kiilénbizo tipusa értelmezési tartomanyok és tobbvaltozos fiiggvények
vizsgalata

Az eléz6 szakaszban, illetve az [1] dolgozatban szerepld eljardsok legegy-
szerlibben egydimenzids zart intervallumon alkalmazhatdk. A kovetkezOkben mas
tipusti értelmezési tartomanyokkal is foglalkozunk.

a) A probléma véges sok pontban értelmezett fliggvények vizsgilatanal a leg-
egyszerlibb. Gyakorlatilag tulajdonképpen minden mas vizsglatot erre az esetre
vezetlink vissza.

b) Eléfordulhat, hogy bar az értelmezési tartomany intervallum, mégis egyes
pontjaiban, illetve egyes pontok valamely kérnyezetében kiilon meggondoldsokra
van sziikség. Ilyen esettel allunk szemben példaul, ha egy nyilt intervallumon akarunk
két folytonos fiiggvény kozott egyenlStlenséget bizonyitani, mikdzben azok az egyik
hatarpontban egyenldk.

c) Az értelmezési tartomany korlatos, de nem intervallum. Zart intervallumok
egy rendszerével lefedjiik az értelmezési tartomanyt, és a lefedd rendszerre alkalmas
moédon kiterjesztett fliggvényt vizsgaljuk. Egy masik megoldas: intervallumok egy
rendszerével kitoltjiilk az értelmezési tartoményt vagy egy részét, és a kitoltott
részen vizsgaljuk az adott fliggvényeket. A maradek részen kiilon meggondolast
alkalmazunk.
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Az adott fiiggvények valtozasanak mértékét ismerve, sokszor sem az értelmezési
tartomany Kkiterjesztésére, sem kilén meggondolasokra nincs sziikség, hiszen
a 2. pontban emlitett eljardsok nem feltétleniil hasznaljak ki az értelmezési tarto-
many zartsagat, osszefiiggdségét.

d) Az értelmezési tartomany nem korlatos. Numerikus eljaras ekkor kozvet-
leniil altaldban nem alkalmazhatd. Periodikus fliggvényeknél a periodicitast kihasz-
nalva gyakran korlatos tartomanyra sziikithetjitk a vizsgalatot. Ha az 6sszehasonli-
tandd fliggvények nem periodikusak, periodusuk aranya irracionalis vagy a kozds
periédus tul nagy, a kdvetkez6 mddok valamelyikén juthatunk egy megfelelé kor-
latos értelmezési tartomanyhoz. Tekintsiink példaként egyvaltozds fiiggvényeket!

A vizsgalt f(x), g(x) fiiggvények értelmezési tartoményan olyan x'=q(x)
transzforméciét alkalmazunk, hogy az f(x") és g(x") kozés periddusa elég kicsi.
Ha ¢(x) monoton, a vizsgalatot végezhetjiik magukon az f(x), g(x) — és nem sziik-
ségképpen az f(p(x)), g(p(x)) — fiiggvényeken is, egy megfeleld intervallumon.
Mivel @(x) nem feltétleniil linearis — ha egyaltalan létezik —, az utébb emlitett
intervallum hossza fligghet a vizsgalat helyété! is.

Alkalmazhatunk olyan leképezést is, amely a p=(x, y), y=f(x) pontokat
olyan p’=(x", ') pontokra képezi le, hogy az y =f"(x’) fliggvény periodikus lesz.
Természetesen, ilyenkor adott x érték mellett a leképezésnek yp-ra vonatkozodan
szigoruan monotonnak kell lennie: szakaszonként vagy minden x pontban névekvo-
nek vagy minden x pontban cs6kkendnek.

A nem korlatos tartoméanyon elhelyezkedd p=(x, y), y=f(x) pontokat leké-
pezhetjiik egy korlatos tartomanyba is. Ekkor mar korlatos tartomanyon értelme-
zett, korlatos fiiggvények esetével allunk szemben.

A kulonbozé transzformaciok alkalmazasakor azonban el6fordulhat, hogy az
eredetileg jOl kezelhet$, de nem korlatos fiiggvényekre a transzforméciok utan nem
alkalmazhatok sikeresen az adott eljarasok.

e) Nem korlatos értelmezési tartomanyt leképezhetiink magasabb dimenzids
korlatos halmazra is. Altalaban transzformécidk alkalmazasakor a vizsgalt pontokat
tartalmazé tér tipusat megvaltoztathatjuk.

Egy numerikus vizsgalat el6tt az értelmezési tartomany, illetve az értékkészlet
transzformacidjanak lehetéségét érdemes alaposan megvizsgalni.

f) Tobbvaltozods fiiggvényeknél két nehézség felmeriilése gyakori:

Az értelmezési tartomany még egyszeresen Osszefliggé halmazoknal is sokkal
valtozatosabb lehet, mint egy dimenzidban.

Ha az értelmezési tartomany egy-egy pontjanak ugyanakkora sugarti kérnyezeté-
ben tudjuk az egyenl6tlenséget vizsgalni, mint egy hasonlé atmérdjli egydimenzids
tartomanyon, akkor 4ltaldban hatvinyozottan tobb lépést kell végrehajtani. Ez
a lépésszam-novekedés magasabb dimenzidban gyakorlatilag ,,végtelenre” novelheti
az eljaras végrehajtasi idejét. Megfeleld egyszerisitésekkel, illetve a vizsgalt fligg-
vények tulajdonsdgainak kihasznaldsaval azonban sokszor 1ényegesen csékkenthetd
a 1épésszam. A szerzd példaul geometriai feladatoknal 12, 18 és 20 valtozos fiigg-
vényekre is tudta alkalmazni a fenti eljardsokat egrzakt tételek el6allitasara, sza-
moldgép segitségével.
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4. A szamitisi hiba szerepe

Numerikus eljarisokndl a hasznalt szamértékek pontossagara és az eljarasok
maximalis lépésszimara adott korlatok fiiggvényében rendszerint bizonyos hiba-
tagokat fogadunk el. Ez azt jelenti, hogy tetszlleges valds szdmok helyett csak
bizonyos intervallum-végpontokkal tudunk szamolni. [Egy eljarassal kapcsolatos
hiba fogalman sokszor sztochasztikus mennyiséget értenek (l. pl. [2]). Mi ilyen
jellegii kérdésekkel nem foglalkozunk.]

Eddig szerepld eljarasainkon belill (1. [1], illetve a jelen dolgozat 2. pontjat) az
S(x)>g(x) egyenl6tlenség bizonyitasat az f(x)—g(x) kiilonbségfiiggvénynek kiilon-
b6z6 pontok kérnyezetében vald pozitivitdsanak és ezen keresztiil egy

(2) (/)(X) = 0’ xe(xl, (RS xn)’

egyenlStlenségnek bizonyitasara vezethetjiik vissza. Lényeges felhivni ra a figyelmet,
hogy a ¢(x) fliggvény itt mar magaba foglalja a bizonyitashoz sziikséges becsléseket,
példaul a derivaltakra, a folytonossagi modulusra adott korlatokat is.

Az x; argumentumokat mi jelolhetjiik ki, tehat altalunk pontosan kifejezhetd
értékek. Az ellenkezd esetben (1. a 3. pontot) elvi nehézségek adddnak.

Sokszor magukat a fiiggvényértékeket is pontosan kifejezhetjiik, példaul bizo-
nyos tartomanyon beliil tetszéleges polinomok esetében. Ha a vizsgalt fiiggvény
zart alakban nem fejezhetd ki — példaul hatvanysorral vagy numerikus integrallal
adjuk meg —, akkor is bizonyos kivant pontossagot elérhetiink. Tetszdleges pon-
tossag elérése azonban altalaban lehetetlen.

Akar zart alakban fejezziik ki a vizsgalt figgvényeket, akar nem, a lehetséges
maximalis pontossag fiiggvényében a kiilonb6z6 miiveletek végzésekor hibatagok
Iéphetnek fel. Példaul azért mert a fliggvény argumentumai kozott fellépd nagysag-
rendbeli kiilonbség, vagy a kiértékelés lépéseinek a szama tulsagosan nagy. Ezek
a hibatagok a fiiggvényértékekkel azonos nagysagrendiiek is lehetnek, masrészt
ugyanazon fiiggvény kiilonbozd kiértékelési modjai kiilonbozé hibatagokhoz és igy

K
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kiilonboz6 szamitott értékekhez vezthetnek. Példaul a 27 értéket a rendelkezésre

n=1
allé pontossaghoz viszonyitva elég nagy K-ra nem lehet kozvetleniil kiszamitani,
hanem csak megfeleld részletosszegekre valé bontassal.

Egy o(x) fliggvény kiszdmitasakor felléps A¢p(x)=0 hibatag tehat fiigg egyrészt
az altalunk megadhaté legrévidebb intervallum hosszatol (amely nyilvanvaléan az
intervallum elhelyezkedésétsl is fiigg), az x argumentumtdl, a ¢ fiiggvénytdl és
a kiértékelés mddjatol. Tehat a (2) egyenlStlenség numerikus bizonyitisanak sziik-
séges és elégséges feltétele a

3 o(x)—A4,(x) =9

egyenldtlenség teljesiilése, ahol § a minimalis kifejezhetd pozitiv érték.

Ha a (3) egyenldtlenség teljesiilését az eredeti egyenlStlenség teljesiilése mellett
nem tudjuk biztositani, a vizsgalt fliggvények kedvezdtlen tulajdonsagai miatt, akkor
a ¢ fiiggvény, illetve az értelmezési tartomany transzformalasival esetenként elér-
hetjiik a (3) egyenlStlenség teljesiilését, illetve meggyorsithatjuk a bizonyitasi elja-
rast (1. még az el6z6 3. pontot).
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Ugyanigy pontosabb becsléseket adva a ¢ fliggvényre (példaul a kifejezhetd
pontossig novelésével) az eljardsok lépésszima csdkkenthetd, viszont a pontosabb
szamitasi, becslési eljarasok iddigényesebbek. Erdekes feladat esetenként az opti-
malis eljarasok megkeresése.

IRODALOM
[1] Rupa MiHALY: Egyenlbtlenségek numerikus bizonyitasa 1., MTA IIl. Osztdly Koézleményei,

19, (1969), 349—357.
[2] WILDE, D. 1.: Optimum seeking methods, Prentice-Hall Inc. (1965).

(Beérkezett: 1974. 1. 2.)

NUMERICAL PROOF OF INEQUALITIES, I1.
By

M. Ruba
Summary

Methods for numerical proof of inequalities are given. Various tipe of functions and domains
are investigated.
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