D. REES EGY TETELENEK KITERIJESZTESE

irta: TRAN QUY TIEN

1.§. Bevezetés

D. REes [3] dolgozatiban a kovetkezd fontos strukturatételt bizonyitotta be:
egy S (nullelemes) félcsoport akkor és csak akkor teljesen O-egyszer(i, ha egy null-
elemmel kiegészitett csoport f6lstti, regularis Rees-féle matrixfélcsoporttal izomorf.
Ugyanott sziikséges €s elégséges feltételt adott arra vonatkozodan, hogy két, null-
elemmel kiegészitett csoport folotti, reguldris Rees-féle matrixfélcsoport izomorf
legyen. (Az emlitett fogalmakat és eredményeket ilietéen lasd példaul A. H. CLIF-
FORD—G. B. PRESTON [1] k&nyvét.)

O. STEINFELD [4] dolgozataban REEs strukturatételének kovetkezé altaldnositdsa
szerepel: egy S (nullelemes) félcsoport akkor és csak akkor hasonldan felbonthato,
ha egy null- és egységelemes félcsoport f6l6tti, lokdlisan reguldris Rees-féle matrix-
félcsoporttal izomorf. E dolgozatban Rees mdsodiknak emlitett eredményét alta-
lanositva sziikséges és elégséges feltételt adunk arra, hogy két, null- és egységelemes
félcsoport folotti, lokalisan regularis Rees-féle matrixfélcsoport izomorf legyen.

Az alapvetd félcsoportelméleti eredményeket és fogalmakat illetSen A. H.
CLIFFORD—G. B. PRESTON [1] k&nyvére utalunk.

2. §. Elokésziiletek és a féeredmény

A tétel kimondasa el6tt két fogalmat kell definidinunk. A H null- és egység-
elemes félcsoport folotti S=MYH; I, A; P=(p;;)) Rees-féle matrixfélcsoportot
lokdlisan reguldrisnak nevezziik, ha a P szendvicsmatrixnak megvannak a kovet-
kez6 tulajdonsagai:

1. P minden oszlopiban létezik legalabb egy balrdl invertalhaté elem; az
i-edik (i€1) oszlopban legyen a p,y elem ilyen, azaz pj, ;i puai=e (u(@)€ A, pj i€ H,
e a H egységeleme).

2. P minden soraban létezik legalabb egy jobbrdl invertalhato elem; a A-adik
(A€ A4) sorban legyen a p,; elem ilyen, azaz p,;jnpijm=e (J(A)EL pijx€H,
e a H egységeleme).

3. P elemei kozott létezik legalabb egy p (A€ A, i€I) invertalhato elem, azaz
pipu=pupii=e (pii'€H).

Ha a dolgozatban egy S=M%H; 1, A; P=(p;;)) lokalisan regularis Rees-
féle matrixfélcsoportrdl lesz sz6, akkor p,ayi, Puavi» Pajia)» Pajay Mindig a szendvics-
matrix itt megadott elemeit jel6li, e pedig a H egységelemét.
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A H null- és egységelemes félcsoport folotti I'X A-tipusu U=(u;;) matrixot
reverzibilisnek nevezziik, ha U minden soraban és minden oszlopaban pontosan
egy O-tél kiilonbo6z6 elem van, és U mindegyik O-t6l kiilénbdzd eleme invertalhatd.

TETEL. Két lokdlisan reguldris Rees-féle matrtxfelcsoportS MYH; 1, A; P=(py))
és S*=M*(H*; I, A*; P*=(p}x»)) akkor és csak akkor izomorf egymassal ha
létezik H-nak H*-ra vala olyan w izomorfizmusa és létezik egy-egy olyan U=(u}v;)
"X I-tipusit, V=(v},«) AXA*-tipusii reverzibilis mdtrix, hogy Po=VP*U.

KOVETKEZMENY. (Lasd A. H. CLIFFORD—G. B. PResTON {1], Corollary 3.i2.)
Az S=MYG; I, A; P) és az S*=M*NG*; I, A*; P*) reguldris Rees-féle mdtrix-
félesoport akkor és csak akkor izomorf egymdssal, ha létezik G*-nak G™°-ra valé olyan
w izomorfizmusa, és létezik olyan U I*XI-tipusi, ill. V. AXA*-tipusu reverzibilis
madtrix, hogy Pw=VP*U.

3.8. Az elégségesség igazolasa

Tegyuk fel, hogy w H-nak H*-ra valé izomorfizmusa és Pw=VP*U, ahol
U=(uly) € V=(vi,) I"XItipusy, illetve AXA*-tlpusu reverznbllls matrix.

Minthogy Pw=VP*U, azért p, w=~uj.pux i+, ahol ufe és v},. invertaihatd
elem H *-ban.

uh; az U matrix i-edik oszlopanak és j *.adik soranak invertalhato eleme. A rever-
zibilis métrix definicidja szermt @:i—~j* I-nek I'*-ra valo kélcséndsen egyértelmii
leképezése. Hasonldan i :4 —u* A-nak A*-ra vald kolesdndsen egyértelmii lekepezese

Most tekintsiik a 0:(a);; ~[u; *l(aa))vl,, { P (aE H)leképezést; ez S-et S*-ba viszi.

Legyen (k)yp=I* (kel;l* 1*) és (v)n// 0% (v€A; 0% A*), akkor (b),0=
=[Ufu(b)vp e

0 S-nek S*-ba vald homomorfizmusa, ugyanis tetszéleges (a);;; (b, (€S5)
elemekre

((a)izo(b)kv)a = (apub)i,0 = [“f*i(aplkb)wvtp*]j*g* =
= [Ufe £a0) (P 1 @) (bOYWige) jrox = [ (AWY (Vs Ppsrn i) (BOY Vgs] jogx =
= [ (@) V)] e e 0 [Uls 1 (b) V5] o« = (@120 0 (D), 0.

Megmutatjuk, hogy 6 kilcsénssen egyértelmi leképezés. Valdban, ha az (a),-,l;(b),w
(€S) elemekre [ufi(aw)vis]jms = [ (b)0ipliser, akkor j*=I*; p*=¢* tehat
a@ésay lekepezes kolcs6nods egyertelmusegc miatt i=k; A=v. {gy azt nyertiik,
hogy uf(aw)v},«=u}(bw)vy,«, amibdl ufs; és v}, invertalhatésdga miatt aw=bw
kévetkezik, ezért a=b. Ezzel igazoltuk, hogy (@);;=(b)y-

Végiil azt bizonyitjuk be, hogy 6 az S-nek S*-ra val6 leképezése. Legyen [a*];-,-

S*-nak egy tetszSleges eleme. Akkor az (u};'a*v Do~ (€H) elemmel
(Whita* i) o 0,0 = [Wia((uia a* viad) 0 ) ovg,e v e = [@*]je 40
Tehat 8 valéban S-nek S*-ra valé izomorfizmusa.

MEGIEGYZES. Az elégségesség igazolasinal nem hasznaltuk ki, hogy az
S=u(H; I, A; P=(p,)) és az S*=u*(H*; I*, A*; P* =(pju+)) Rees-féle matrix-
félcsoport lokalisan regularis.
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4.§. A sziikségesség igazoldsa

Ehhez némi elSkésziiletre, néhany lemmara lesz sziikségiink.
Egy H null- és egységelemes félcsoport fol6tti S=MH; I, A; P=(p;)) Rees-
féle matrixfélcsoportban tekintsiik a kovetkezd részhalmazokat:

R; = {(a);;Jac H; 2e A}
és

L, {(a)i;./GE H;iel}.

R; és L; definicidja szerint
S = UR,—: U L;.(RiﬂRk=0, ha l#k, LlnLy=05 ha )v#‘y)-
it ig4
Kimutathatd, hogy R{L;] S-nek jobboldali [baloldali] idealja, tovabba M?,=R;,NL,
S-nek részfélcsoportja.
Ervényesek a kovetkez6 lemmak:

1. LemMa. (Lasd L. MARKI [2].) Legyen adott egy S=MYH; 1, A; P=(p))
lokadlisan reguldris Rees-féle mdtrixfélcsoport. A H és az MY, félesoport akkor és csak
akkor izomorf egymdssal, ha p,; invertdlhato elem, mégpedig ez esetben

¢ H—Mf(a~(ap5")i)
izomorfizmus.

2. LEMMA. Legyen S=M°H; I, A; P=(p))=J) Ri=) L, és
ier Aca

S*=M*H*;I*, A*; P*=(pix))= U Ri= U Li
i*er* A*€A*
lokdlisan reguldris Rees-féle mdtrixfélcsoport. Ha a 8 leképezés az S-nek S*-ra valo
izomorfizmusa, akkor létezik olyan i—~i* (i€l; i*€I*) és i—~1* (A€ A; 1¥€ A*) kol-
csondsen egyértelmii leképezés, hogy RO=RY, L,0=L%, M%0=M3..

Bizonyitds. Ismeretes, hogy (pyuiiun=E; idempotens elem, és R;=E;0S.
(Lasd O. STEINFELD [4]!)

Vegyiink most egy tetszOleges R; jobbidealt és ennek egy tetszbleges LioT
elemét (T€S). Tudjuk, hogy E;0 az S* egy idempotens eleme. Ha E;0€ R, akkor
(E;oT)0=(E;0)o(TO)€E RS, ugyanis R} az S* egy jobbidedlja, azaz

) RO S RL  (i*eI*).

Mivel 0 izomorfizmus, azért Iétezik olyan 61 leképezés, amely az S*-nek S-re

valé izomorfizmusa. A fenti bizonyitashoz hasonlé okoskodas arra vezet, hogy

%0-1az Svalamely R, (k<) jobboldali idedljanak része. Kimutatjuk, hogy R,=R,.

Tegyiik fel, hogy RL0-1C R, és ki. Legyen 0> (a);, € R;, akkor (@);;0€ RS R}.

E miatt ((@);;0)0 € RL071, de RLOTICR,, ezért ((@)f0)0~€R,, azaz (@);;€Ry.

Eszerint 05#(a);;€ R;NR,, ami ellentmond az R;\R,=0 (i=k) feltevésiinknek.
Ezzel igazoltuk, hogy R,=R,. Tehat RLO-1C R, vagyis

) RLCR0.

(1)-bdl és (2)-bdl lathatd, hogy R;0=Rj.
Hasonléan bebizonyithatd, hogy L,0=Lj..
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A fenti egyenlOségekbdl kozvetlenlil adddik, hogy léteznek a keresett i—i*
(€l; i*€l*) és A~2* (A€ A; A*€ A*) kdlesbndsen egyértelmii leképezések.

Azt kell még igazolnunk, hogy M50=MX.. Vegyiik M =R, L, egy tetszb-
leges (a);; elemét (a€ H). Konnyen belathatd, hogy (a);,0€ REN LY, = M3, tehat
MO S MK, Forditva, vegyik MR5.=RANL%. egy tetszdleges [@*]s;« elemét
(a*€ H™). Vilagos, hogy [a*];+;0 1€ R, (L, =M}, ezért [a*]«;»€ MEO, vagyis M35
SEMPL0. Azt nyertiik tehat, hogy M%0=M2%,.. Ezzel a 2. lemma bizonyitasat befe-
jeztiik.

3. LeMMA. Legyen S=M(H; I, A; P=(p;))) és S*=M*(H*; I*, A*; P*=(p}.»))
két egymdssal izomorf lokdlisan reguldris Rees-féle matrixfélcsoport, és legyen
0: (a);;,~(@p0=[a"1x (@€H; a*€H*) S-nek S*-ra valé izomorfizmusa. H-nak
egy a eleme akkor és csak akkor invertilhaté, ha az a* elem invertdlhaté H*-ban.

Bizonyitds. Tegylik fel, hogy a invertalhato elem. Mivel 8 S-nek S*-ra vald
leképezése, ezért az [e*];x,+ (€ S*) elemhez létezik olyan (x);, (€S) elem, hogy
(x),0=[e*]y (e* a H* egységeleme). Most

’ - ” ’ —
(x)iy = (aPAj(z)Pu(z)a lpu(i)ipp(i)ix)iv = (a)iz.o(l’;.j(z)a IPZ(i)‘i)j(i)u(i)o(x)iv'
A 0 leképezést alkalmazva azt nyerjlik, hogy
[e*]isyx = [a™ s o[t *]j*(z*)w(i*)o[é’*]iw = [a*p;..(*j*(}.*)t*p;:*i*(i*)*e*]i*v*s (t*€H™);

eszerint €*=a"pls;xux 1" Pye gy ix, tehat a* jobbrdl invertalhaté elem H*-ban.
Duaélis médon igazolhatjuk, hogy a* egy balrdl invertathaté elem.
Osszefoglalva, azt nyertiik, hogy ¢ H*-nak invertalhaté eleme. Hasonléan

igazoljuk, hogy ha &* invertalhatd elem H*-ban, akkor a invertalhatd H-ban.

4. LeMMA. Legyen  S=MYH; 1, A; P=(py)) ¢és S*=M*(H*;I* A*;
P*=(p*,uis)) két egymdssal izomorf lokdlisan reguldris Rees-féle matrixfélcsoport,
és 0:(a);;—~(a);,0 jelolje a megfelels izomorf leképezést. A P mdtrix p;; eleme akkor
és csak akkor invertdlhaté H-ban, ha pi.. invertdlhaté H*-ban.

Bizonyitds. Tegylk fel elGszor, hogy p,; invertalhaté elem. Mindenekeldtt
azt bizonyitjuk, hogy ha p;; inverze p;! (€ H), akkor (pzl);; egységeleme MP;-nak.
Valéban, vegyiikk M, egy tetsz8leges (a);; elemét (a€ H;i€I; A€ A). Vilagos, hogy

) (@30 (piYis = (apuipzVis = (@)is
és
(PiVi 0@y = (pi'Pu®i = (@is-

A 2. lemma szerint tudjuk, hogy MS%0=M;9.. Mivel 0 izomorfizmus, azért
(p7iM)i0 egységeleme M3A5.-nak. Vezessikk be a kdvetkezd jelolést:

(P = [q"Twax (g €H™;i%€I*; X €AY).
piitinvertalhatd elem H-ban, igy a 3. lemma szerint g* invertalhatd elem H*-ban,
tehat létezik olyan g*~' elem, hogy ¢*¢*~1=¢*"'¢*=e* (¢* a H* egységeleme).
Mivel [¢*]is« egységeleme MJS.-nak, azért

g% Uisan0[q*lorar = (0" " Upsax, vagyis [§% 2 pheir @ lisax = [¢*  iups.
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fgy " Phag*=q*"Y ezért pli.q*=e*. Masrészt [q*]iz0lq* Nze=[q" "rass
ugyanis [q*);+;« egységeleme M3.-nak; innen [g*pke;sq* ~pzn=[q""]s;». EbDOL
adodik, hogy g™ piu«g* ~r=q*"1, ezért g*plu=e"*.

Ezzel megmutattuk, hogy p¥.. invertilhaté elem H*-ban. Hasonléan igazol-
hatd, hogy p,; invertalhat6 elem H-ban, ha p%.;. invertilhaté H*-ban.

A lemmak alapjan kimutatjuk a feltétel sziikségességét.

Tegyiik fel, hogy S=MYH; I, A; P=(p;)) és S*=M*(H*;I*, A*; P*=(pisir)
két, egymassal izomorf lokalisan regularis Rees-féle matrixfélcsoport, és jelolje
0:(a);;—(a);;0 a megfeleld izomorf leképezést.

A 2. lemma szerint létezik a

@i [-I*(i = i*)
és Y A—-A*(A - A%)
kolcsonosen egyértelmii leképezés.

Az S lokalisan regularis volta miatt a P szendvics-matrixban létezik legalét?b
egy p,; invertalhaté elem, azaz p;'p,;=p,;p;i =e. A 4. lemma alapjan pj . invertél-
haté elem H*-ban. Most az 1. lemma szerint létezik az

o H_’Mﬁt(a—’(apu_jl)ju)
és B: H* —M fx(a* ~[a* piitl o)
izomorfizmus.

Mivel a 2. lemma értelmében 6:MJ—~M%,. izomorfizmus, azért w=aff~"
a H-nak H*-ra valé izomorfizmusa.

Tudjuk, hogy p;‘f*i*ﬁ:[pt*i*p:*—}i]j*u*=[e*]j*).* o[p:*_jl]i*u*' De 0*¢[p:*_j}]i*ll*€ S*’
ez€rt 0[Py, s071< S €8 0% =[] s€ 8™, ezért 02[e*]+;x071€ S,
Legyen [piiitli, 071 =(c1)i, (20 és [¢*]jx071=(d));j; (#0) (c;€H; d; € H).

Most tekintslik p*-nak a pi«s elemét.

Pivir = (Do O OB = ([€*]js;0 0 [ PfiiiA)ir,) 671081 =
= ([e*]jen 0 o[ prijlins 0 1HOF L = ((d;.)j;.o(ci)iu)“_lw =
= (d,puc); 2w = (dypucip)o = (d,0) (p;;0) ((Cipuj)w)-

Minthogy 6-! izomorfizmus, p}} és * invertalhatd, azért a 3. lemma szerint c; €s
d, is invertalhaté elem H-ban. Mivel w izomorfizmus és ¢;, d;, p,; invertalhato, ezért
(dyw)~" és ((c;p, )~ 1étezik H*-ban.

Innen latjuk, hogy p,;;0=(d, )~ pias((c;p, ;) w) ™1, tehat p;; =0} piuuf, ahol
v =(d, )t és uf =((c;p, )7t

Most definidljuk az U=(u}s;) I'* X I-tipusi matrixot:

) {uf‘, ha j*=i" (ucH™)
lt'j*]»x =

0", ha j7=1i"

és hasonléan a V'=(v},«) AX A*-tipusii matrixot:
. vi, ha p*=2* (vfeH")
Ohur = {0*, ha p* = i*.
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Lathato, hogy az U matrix i-edik oszlopaban is és j*-adik soraban is pontosan
egy nem nulla elem van:
ul=((c;p,)w)%, és uf invertalhatoé elem H*-ban. Eszerint U=(u};) reverzibilis
matrix.

Hasonléan V=(v},.) is reverzibilis matrix.

Végiil tudjuk, hogy p;0="0} pttf =05« plapetis;, azaz Po=VP*U.

A tételt ezzel teljesen bebizonyitottuk.
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