
D. REES EGY TETELENEK KITERJESZTESE 
í r ta : T R A N Q U Y T I E N 

l . § . Bevezetés 

D. REES [3] dolgozatában a következő fontos struktúratételt bizonyította be: 
egy S (nullelemes) félcsoport akkor és csak akkor teljesen O-egyszerű, ha egy null-
elemmel kiegészített csoport fölötti, reguláris Rees-féle mátrixfélcsoporttal izomorf. 
Ugyanott szükséges és elégséges feltételt adott arra vonatkozóan, hogy két, null-
elemmel kiegészített csoport fölötti, reguláris Feev-féle mátrixfélcsoport izomorf 
legyen. (Az említett fogalmakat és eredményeket illetően lásd például A. H. CLIF-
F O R D — G . В. PRESTON [1] k ö n y v é t . ) 

О. STEINFELD [4] dolgozatában REES struktúratételének következő általánosítása 
szerepel: egy 5 (nullelemes) félcsoport akkor és csak akkor hasonlóan felbontható, 
ha egy null- és egységelemes félcsoport fölötti, lokálisan reguláris Fees-féle mátrix-
félcsoporttal izomorf. E dolgozatban REES másodiknak említett eredményét álta-
lánosítva szükséges és elégséges feltételt adunk arra, hogy két, null- és egységelemes 
félcsoport fölötti, lokálisan reguláris Rees-Шс mátrixfélcsoport izomorf legyen. 

Az alapvető félcsoportelméleti eredményeket és fogalmakat illetően A. H. 
CLIFFORD—G. В. PRESTON [1] k ö n y v é r e u t a l u n k . 

2. §. Előkészületek és a főeredmény 

A tétel kimondása előtt két fogalmat kell definiálnunk. A H null- és egység-
elemes félcsoport fölötti S=M°(H; I, Л ; Р=(Рхд) Rees-féle mátrixfélcsoportot 
lokálisan regulárisnak nevezzük, ha a F szendvicsmátrixnak megvannak a követ-
kező tulajdonságai : 

1. F minden oszlopában létezik legalább egy balról invertálható elem; az 
i'-edik ( /£ / ) oszlopban legyen a p p U ) i elem ilyen, azaz р'^р^ап-е (p(i)dA, pp(i)idH, 
e a H egységeleme). 

2. P minden sorában létezik legalább egy jobbról invertálható elem; a /.-adik 
(2£Л) sorban legyen a p>jU) elem ilyen, azaz PxjœP'xjw^e (j(Á)dI, p\jWdH, 
e a H egységeleme). 

3. P elemei között létezik legalább egy pxi(kdA, idl) invertálható elem, azaz 
PliPxi =PxiPli1 = e (Pu1 € Ю-

Ha a dolgozatban egy S=M°(H; I, A ; P=(pxd) lokálisan reguláris Rees-
féle mátrixfélcsoportról lesz szó, akkor Дао;, Рцам, Pxpxh pIjw mindig a szendvics-
mátrix itt megadott elemeit jelöli, e pedig a H egységelemét. 
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A H null- és egységelemes félcsoport fölötti /ХЛ-típusú U=(uiX) mátrixot 
reverzibilisnek nevezzük, ha U minden sorában és minden oszlopában pontosan 
egy O-tól különböző elem van, és U mindegyik O-tól különböző eleme invertálható. 

TÉTEL. Két lokálisan reguláris Rees-féle mátrixfélcsoport S=M\H: / , /1 ; Р=(рц)) 
és S*=M*°(H*\ I*, Л*; P'=(p*ti,j) akkor és csak akkor izomorf egymással, ha 
létezik H-nak H*-ra való olyan ш izomorfizmusa és létezik egy-egy olyan U=(u**t) 
I*Xl-típusú, V=(v*ft,) Л XA*-típusú reverzibilis mátrix, hogy Pa>=VP*U. 

KÖVETKEZMÉNY. ( L á s d A . H . C L I F F O R D — G . В. PRESTON [1], C o r o l l a r y 3 . 1 2 . ) 
Az S=M°(G; I, Л ; P) és az S* = M*°(G*; I*, Л*; P*) reguláris Rees-féle mátrix-
félcsoport akkor és csak akkor izomorf egymással, ha létezik G°-nak G'°-ra való olyan 
ш izomorfizmusa, és létezik olyan U I' Xl-típusú, ill. V Л X Л '-típusú reverzibilis 
mátrix, hogy Pco= VP'U. 

3. §. Az elégségesség igazolása 

Tegyük fel, hogy œ H-nak H*-ra való izomorfizmusa és Pm=VP*U, ahol 
U = (и*»;) és V=(v*ßt) СX/- t ípusú , illetve ЛХЛ^-típusú reverzibilis mátrix. 

Minthogy Pw = VP'U, azért рхы — о*Х11*рр*}*и*н, ahol w*.; és v*ß* invertálható 
elem Я*-Ьап. 

u**i az U mátrix /'-edik oszlopának és/"-adik sorának invertálható eleme. A rever-
zibilis mátrix definíciója szerint cp'.i^j* /-nek / ' - r a való kölcsönösen egyértelmű 
leképezése. Hasonlóan i/o/.-»p* Л-nak Л*-га való kölcsönösen egyértelmű leképezése. 

Most tekintsük a 0:(а),я — [u^niacofl^j,^ (a£H) leképezést; ez F-et F*-ba viszi. 
Legyen (k)<p = l* ( £ € / ; / * £ / * ) és Ш = (v<EЛ;д*еЛ*), akkor (b)ky9 = 

=[ut*k(bœ)vti*]i*e*. 
9 F-nek F*-ba való homomorfizmusa, ugyanis tetszőleges (a)u; (b)kv ( € F ) 

elemekre 
((a)uo(b)kv)0 = (apXkb)iv9 = lufi (apXkb)wvte*]j*e* = 

= [ufii(aœ)(pXkw)(bco)v*et]j*st = [и** ,(ат) (v*x„,pl*i* и** к) (ben) <<,*]; v = 

= [и*, „ (aw) vt„*]r fi* о (ut* к (bœ) = (à)a 0 ° (b)kv Ö. 

Megmutatjuk, hogy 9 kölcsönösen egyértelmű leképezés. Valóban, ha az (a)iX ; (b)kv 
( 6 F ) elemekre [uj*i(aœ)v*ll*]j*fl* = [ut*k(b0})vte*]i*ll*, akkor / * = /*; p* = Q*, tehát 
a (p és а ф leképezés kölcsönös egyértelműsége miatt i—k\ À = v. így azt nyertük, 
hogy Uj*i(aœ)vtfl* = u**i(bœ)vtll*, amiből и*н és v*p* invertálhatósága miatt aw = bw 
következik, ezért a=b. Ezzel igazoltuk, hogy (a)iX = (b)kv. 

Végül azt bizonyítjuk be, hogy 9 az F-nek F ' - ra való leképezése. Legyen 
F*-nak egy tetszőleges eleme. Akkor az (и^а*»*" , 1 )© - 1 ( f H ) elemmel 

((ujfia^tjßw-ßfi = (uj^uffa*v*xß)w~Jcov*afl*j*,* = (a*]r,*. 

Tehát 9 valóban F-nek F*-ra való izomorfizmusa. 

MEGJEGYZÉS. AZ elégségesség igazolásánál nem használtuk ki, hogy az 
S=u°(H; /, Л ; P = (pXi)) és az S* = u*°(H*; /*, Л*; P* = (pU*)) Rees-féle mátrix-
félcsoport lokálisan reguláris. 
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4. §. A szükségesség igazolása 

Ehhez némi előkészületre, néhány lemmára lesz szükségünk. 
Egy H null- és egységelemes félcsoport fölötti S=M°(H; I, А; P=(pu)) Rees-

féle mátrixfélcsoportban tekintsük a következő részhalmazokat: 

Rt = {(a)u/aíH; X£A} 
és 

L, = {(а) ц /а€Я; /£/}. 
RÍ és Lx definíciója szerint 

S= \ J R i = U Lx(RiC]Rk = 0, ha i * k; Lxf)Ly = 0, ha A ^ y). 
ig/ ЯёЛ 

Kimutatható, hogy S-nek jobboldali [baloldali] ideálja, továbbá М?я = П Lk 
S-nek részfélcsoportja. 

Érvényesek a következő lemmák: 

1. LEMMA. (Lásd L . MÁRKI [2].) Legyen adott egy S=M°(H; I, A; P=(pxi)) 
lokálisan reguláris Rees-féle mátrix/élcsoport. A H és az M°u félcsoport akkor és csak 
akkor izomorf egymással, ha р)л invertálható elem, mégpedig ez esetben 

cp: H ^ M f f a M a p i f h ) 
izomorfizmus. 

2. LEMMA. Legyen S=M°(H: I, Л; P = (pÀi)) = U Ri= U L>. és 
ig/ Aga 

S* = M*°(H*-,I*,A*;P* = (pU*))= U U L*x* 
j*e/* A*g/i* 

lokálisan reguláris Rees-féle mátrixfélcsoport. На а 0 leképezés az S-nek S*-ra való 
izomorfizmusa, akkor létezik olyan i—i* (/£/; i*fj*) és A—A* (XÇ.A; /.*CA*) köl-
csönösen egyértelmű leképezés, hogy Rf) = R**, LX9=L**, Mi, 0 = M*Jfi. 

Bizonyítás. Ismeretes, hogy (p'fii)i)ifl<i) = Li idempotens elem, és RÍ=EÍOS. 
( L á s d O . STEINFELD [4]!) 

Vegyünk most egy tetszőleges Rt jobbideált és ennek egy tetszőleges E,oT 
elemét (T£S). Tudjuk, hogy Efi az S* egy idempotens eleme. Ha EfieRf*, akkor 
(Е{оТ)в= (Ei в) с (ТО) с Rf*, ugyanis R** az S* egy jobbideálja, azaz 

(1) RfiQ Rt* (/*€/*). 

Mivel в izomorfizmus, azért létezik olyan 0 _ 1 leképezés, amely az S*-nek S-re 
való izomorfizmusa. A fenti bizonyításhoz hasonló okoskodás arra vezet, hogy 
RftO'1 az 5 valamely Rk ( k f l ) jobboldali ideáljának része. Kimutatjuk, hogy Ri = Rk. 

Tegyük fel, hogy R**9 ~lQRké%kAi. Legyen 0 ̂  (a)a £ Rt, akkor (a)u9 £ Rß Q Rf*. 
E miatt ((a)ae)e^1£Rt*e~\ de Rt*0~l<fRk, ezért ((a)t*9)9-1£Rk, azaz (a)ix£Rk. 
Eszerint 0 9 í ( a ) a £ R i f ] R k , ami ellentmond az R,C\Rk=0 (iAk) feltevésünknek. 
Ezzel igazoltuk, hogy Rt = Rk. Tehát Rf*9~1QRi vagyis 

(2) Rt*QRi9. 

(l)-ből és (2)-ből látható, hogy Rt9 = Rt*. 
Hasonlóan bebizonyítható, hogy LX9=L**. 
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A fenti egyenlőségekből közvetlenül adódik, hogy léteznek a keresett i-+i* 
(/£/; /*€/*) és Я->-А* (Я£Л; л*£ Л*) kölcsönösen egyértelmű leképezések. 

Azt kell még igazolnunk, hogy M f f = M*,0^. Vegyük M°K = Rt П Lx egy tetsző-
leges (a)u elemét (afll). Könnyen belátható, hogy (a)r,0£ Rf П Lfi — M*fx*, tehát 
MfQQM*ft. Fordítva, vegyük Mfft=R*,r\Lxt egy tetszőleges [а*]г*я* elemét 
(а*£Я*). Világos, hogy [a%..,0-f_Rir]L/ = M f , ezért [a*]r^Mff, vagyis 
QMffi. Azt nyertük tehát, hogy Mf ()=M*,([t. Ezzel a 2. lemma bizonyítását befe-
jeztük. 

3. LEMMA. Legyen S=M°(H; I, Л ; P=(pXi))és S * = М * ° ( Я * ; 7* , A*; P* = (p*,it)) 
két egymással izomorf lokálisan reguláris Rees-féle mátrixfélcsoport, és legyen 
0: (a)u~*(a)ue = [a*ffít ( А £ Я ; А * £ Я * ) S-nek S*-ra való izomorfizmusa. H-nak 
egy a eleme akkor és csak akkor invertálható, ha az a* elem invertálható H*-ban. 

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy a invertálható elem. Mivel в S-nek S*-ra való 
leképezése, ezért az [е*];*„» (£S*) elemhez létezik olyan (x)iv ( £ S ) elem, hogy 
(x)iv0 = [e*];»v« (e* a fi" egységeleme). Most 

(x)iv = (aPxp>.)P\jU)a~YP(i)iPpii)iX)iV = ( 4 0 t ó j ( i ) ú " X ( i ) ' ) j ( A)„(0 ° (*)iv • 

A 9 leképezést alkalmazva azt nyerjük, hogy 

[ e * W = = [a*pl*j4x*)t*pW(i*)*e*]i*v*> ( ' * £ # * ) ; 

eszerint e*=a*pl*j*u*)t*p*t(i*-)i,, tehát a" jobbról invertálható elem H*-ban. 
Duális módon igazolhatjuk, hogy a* egy balról invertálható elem. 
Összefoglalva, azt nyertük, hogy a* 77*-nak invertálható eleme. Hasonlóan 

igazoljuk, hogy ha a* invertálható elem Я*-Ьап, akkor a invertálható 77-ban. 

4. LEMMA. Legyen S=M°(H; I, Л; P=(pxi)) és S*=M*°(H*;/*, Л*; 
P* = (p*ÍM*)) két egymással izomorf lokálisan reguláris Rees-féle mátrixfélcsoport, 
és 0:(a)i; ^(a)j)0 jelölje a megfelelő izomorf leképezést. A P mátrix р)Л eleme akkor 
és csak akkor invertálható H-ban, ha />*»,* invertálható H"-ban. 

Bizonyítás. Tegyük fel először, hogy pÁi invertálható elem. Mindenekelőtt 
azt bizonyítjuk, hogy ha pÁi inverze pjf ( £ Я ) , akkor ОГЛА egységeleme Mfx-nak. 
Valóban, vegyük M?x egy tetszőleges (a)a elemét (а - II; / £ / ; /.£ A). Világos, hogy 

(a)a °(Pxt)u = (apupjf)-a = (a)a 
és 

(Plir)ix ° = (Pli'Pufa = (ö)iA-

A 2. lemma szerint tudjuk, hogy M f f = M £ 4 * . Mivel в izomorfizmus, azért 
(püfiß egységeleme M;*°*-nak. Vezessük be a következő jelölést: 

(Plhiß = [q*]?» ( < / * £ # * ; ; * £ 7 * ; Л * £ Л * ) . 

pf invertálható elem Я-ban, így a 3. lemma szerint q* invertálható elem Я*-Ьап, 
tehát létezik olyan q*'1 elem, hogy q*q*~1 — q*~1q* = e* (e* a H* egységeleme). 
Mivel [q*]i*;, egységeleme Л/£°*-пак, azért 

[<7*_1]í*á* °[<7*]í*a* = [í* -1]™*. vagyis [q*-1ptn*q i%x* = 
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í g y q*~1pbi*q*=q*~1, ezért р*хнщ* = е*. Másrészt o f o * - 1 ] , . ^ ^ * " 1 ] ^ , 
ugyanis [q*]i*x* egységeleme M/^ . -nak; innen [д*/>л*/*6г*_1]г*А* = [9*_1]г*л*- Ebből 
adódik, hogy q*p%*q*~1 = q*~1, ezért q*p*XH* = e*. 

Ezzel megmutattuk, hogy p**it invertálható elem Я*-Ьап. Hasonlóan igazol-
ható, hogy p;i invertálható elem Я-ban, ha p*H* invertálható H*-ban. 

A lemmák alapján kimutatjuk a feltétel szükségességét. 
Tegyük fel, hogy S=M°(H; I, Л; P=(pXi)) és S* = M*°(H*;I*, Л*; P* = (p**i*)) 

két, egymással izomorf lokálisan reguláris Fees-féle mátrixfélcsoport, és jelölje 
0:(ű) ;a — (a)u9 a megfelelő izomorf leképezést. 

A 2. lemma szerint létezik a 

kölcsönösen egyértelmű leképezés. 
Az S lokálisan reguláris volta miatt a P szendvics-mátrixban létezik legalább 

egy pßj invertálható elem, azaz pjfp^j = PßjPfl = e- A 4. lemma alapján p**j* invertál-
ható elem Я*-Ьап. Most az 1. lemma szerint létezik az 

izomorfizmus. 
Mivel a 2. lemma értelmében M?**» izomorfizmus, azért a> = oi9ß~1 

a H-пак Я*-га való izomorfizmusa. 
Tudjuk, hogy p*4*ß = [ p P u - v A ' V = t e * W ° [ / V x W * • D e 0 

ezért és ezért e ^ . ô - ^ S . 
Legyen [р^Я^в^с,),, (dO és М щ . Г ^ Й ) ^ (xO) (cfH; d y l l ) . 

Most tekintsük p*-nak a elemét. 

PW = (p'AßO-fOß-1 = = 

= d i V " - 1 0 ^ « - 1 ) « ? - 1 = = 

= (D>PuCi)juX~LU> = (dxPxiCÍP„J)(O = (dXA>) (pXico) ((CÍP^CO). 

Minthogy в'1 izomorfizmus, ®s invertálható, azért a 3. lemma szerint сг és 
dx is invertálható elem Я-ban. Mivel œ izomorfizmus és c;, dx, pflj invertálható, ezért 
(dxco)~1 és {(cipß])o))"1 létezik Я*-ban. 

Innen látjuk, hogy pxi(o = {dxa>)-íp*nÁfcippi])aj)-'í, tehát pXico = v*xp*xn*ut, ahol 
v*=(dxm)-1 és ut = ((cipßj)co)-1. 

Most definiáljuk az U=(u**ß /*Х/- t ípusú mátrixot: 

és 

cp: / - / * ( / « - i * ) 

ф: Л-Л*(Л~ Я*) 

és 

а: Н-М?„(а-~(ар-Дд) 

ß: Я*—М£®*(а* 

és hasonlóan a F = (г*д*) Л Х Л *-típusú mátrixot : 

ha /J* = А* (1>*€Я*)  
ha p* X*. 
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L á t h a t ó , h o g y a z U m á t r i x / -ed ik o s z l o p á b a n is és y * - a d i k s o r á b a n is p o n t o s a n 
egy n e m n u l l a e l e m v a n : 
u*=((CFpßj)(o)~és ti* i n v e r t á l h a t ó e l e m 7 / * - b a n . E s z e r i n t Í /= (M* . ; ) reverz ib i l i s 
m á t r i x . 

H a s o n l ó a n V=(vkll*) is r everz ib i l i s m á t r i x . 
V é g ü l t u d j u k , h o g y р-/Л w = v* p**i*u* = A - A о « m , a z a z Pco = VP'U. 
A té t e l t ezzel t e l j e s en b e b i z o n y í t o t t u k . 
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