A KULFOLDI SZAKIRODALOMBOL

A HERMITIKUS OPERATOROK FOLYTATASARA
VONATKOZO ALAPTETELEK_ES NEHANY
ALKALMAZASUK AZ ORTOGONALIS POLINOMOK
ELMELETERE ES A MOMENTUM PROBLEMARA*

frta: M. G. KREJIN és M. A. KRASZNOSZELSZKIJ

A hermitikus operatorokrodl szolé alapvetd munkédjaban NEUMANN JANOs [11]
ezen operdtorok dltala Cayley-transzformdcidénak elnevezett linearis tort transzfor-
macidja segitségével a © Hilbert-térven értelmezett hermitikus operatorok folytata-
sanak a problémajat visszavezette az izometrikus operatorok folytatisanak egy-
szer(ibb kérdésére. Ilyen mddon rogtén meg lehetett allapitani a hermitikus opera-
torok folytatasaval kapcsolatos leglényegesebb torvényszeriiségeket.

Munkdjdban NEUMANN JANOS kimondta azt a sejtést, hogy pozitiv hermitikus
operatornak mindig van pozitiv 6nadjungalt (hipermaximalis) folytatdsa, és ezt
valamivel késébb M. H. SToNE [20] és K. FRIEDRICHS [17] be is bizonyitotta.

Ezeknek a szerzdknek azonban nem sikeriilt adott pozitiv hermitikus operator
Jsszes pozitiv Onadjungalt folytatasait alkalmas moédon megszerkeszteni, ezeket
a folytatasokat osztalyozni, és annak a kritériumat megtalalni, hogy egyetlen pozitiv
folytatas létezzen.

Ezeket a kérdéseket a jelen cikk egyik szerzdje oldotta meg ({6]g, i) gy, hogy
ismét a linearis tort transzformacio 6tletét felhasznalva a pozitiv operatorok folytata-
sanak a problémajat G4j problémara,a  tér D alterén értelmezett korlatos ,,hermitikus”
operatorok hermitikussagot és normat (vagy a normara vonatkozo felsé korlatot)
megtart6 folytatisainak a problémajara vezette vissza.

Az utébbi probléma megoldésa alapjan nagyon egyszeriien be lehetett bizonyi-
tani azt is, hogy minden siirlin definialt és ,,spektralis hézaggal” rendelkezd hermi-
tikus operdtornak van a hézagot megtartd Onadjungalt folytatasa (lasd 9. §).

Dolgozatunkban ismertetjiik mindezeket a folytatasi tételeket, és kozben
szisztematikusan alkalmazzuk a linearis operatorok linearis tort transzforméacidja-
nak az otletét.

NEUMANN JANos emlitett munkdjanak fontos eredményei k6zé tartozik az is,
hogy bevezette a hermitikus operatorok defekt szamainak a fogalmat és megallapi-
totta, hogy ezek a fels§, ill. alsé félsikban invariansak. Nemrég nagyon egyszerii
eszkdzokkel sikeriilt kimutatni [7], hogy ezek az eredmények &ltalanosithatdk
tetszés szerinti zdrt lineéris operator esetére. A jelen cikkben a szerz8k egy rendkiviil
egyszer(l és szemléletes lemmara tdmaszkodva altalanositjak ezeket az eredményeket
tetszés szerinti lineris operatorok esetére.

A nyert altalanos tételek alkalmazdsara az ortogonalis polinomok elmélete és
a momentum probléma teriiletérél mutatunk példakat.

* Venexu mamemamuyeckux nayk, 2, Ne 3 (1947), 60—106.
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140 A KULFOLDI SZAKIRODALOMBOL

Ezek kevesebb analizisbeli tudnivalo elOzetes ismertetését teszik sziikségessé,
mint egyéb alkalmazasok.

A példak megvalasztasat azonban nemcsak ez a koriilmény indokolja.

A momentum probléma fontos szerepet jatszott az Onadjungalt operatorok
spektralis felbontasara vonatkozo alapvetd tételek felallitasanal.

CARLEMAN, HELLINGER és masok a momentum probléman probaltak ki a her-
mitikus operdtorok elmélete altal nyujtott apparatus élességét, és a sikerek a két
teriileten altalaban egymast kisérték. Elég ramutatni arra, hogy a két elmélet alap-
tételeit CARLEMAN [4a], NEUMANN [11], HAMBURGER [3], NEVANLINNA ([10]a, b)
és R1ESZ MARCEL ([14]a, b) csaknem egyidében bizonyitotta be véglegesen.

Végiil szovjet matematikusok nemrég megjelent munkaikban ([6]a—i, [8],
[9la—d) Uj kapcsolatokat fedeztek fel a hermitikus operdtorok elmélete és az
,altalanositott momentum probléma” ko6z6tt, ily mdodon kiszélesitvén a hermitikus
operatorok alkalmazasainak a teriletét.

Megjegyezziikk azonban, hogy a folytatasok elméletének itt ismertetendd uj
eredményei a matematikai fizika peremérték feladataiban — a hermitikus operatorok
elméletének tulajdonképpeni forrasaiban — is fontos alkalmazasokra talalnak, de
ezeknek a kifejtése nagyon messzire vezetne.

Dolgozatunk cimét jobban igazolnd, ha ismertetnénk M. A. NaiMark ([9]a, b)
fontos eredményeit is, amelyek a hermitikus operatorok tagabb térbe kilépd On-
adjungdlt folytatdsairdl szolnak, ettél azonban idé hidnydban kénytelenek voltunk
eltekinteni.

A jelen cikkben foglalt eredeti tételek jelentSs részét M. G. KREIN sajtd alatt
levé ([6]i)) munkdjabol vettiik at. Szintén téle szarmazik mindaz, ami a szerzék
altat alabb ismertetend6 példiakban 1j.

A dolgozat megértése céljabol az olvasonak ismerni kell a Hilbert-terek geo-
metridjanak alapvet tételeit és az Onadjungdlt operdtorok alaptulajdonsagait
a spektralis felbontdsi tételig terjedden. Mindezek a tudnivaldk megtaldlhatok
A. 1. PLeszner ([12]a) cikkében vagy N. 1. AHDEZER elbaddsainak sokszorositott
Jegyzetében (lasd még [12]b).

1. §. Alapfogalmak

1. Olyan linearis operatorokat fogunk vizsgalni, amelyek egy © Hilbert-térben
hatnak.

A $ Hilbert-térben haté A linearis operator értelmezési tartomanyat D(A4)-val,
értékkészletét pedig R(A)-val fogjuk jelSlni. Tehat

R(4) = AD(A).

Az azonossig operatorat I-vel fogjuk jeloini.

Emlékeztetiink arra, hogy az A4 linearis operatort akkor mondjak zdrtnak,
ha £,¢D(A4) m=1,2,..), f,~f, Af,—h esetén f€ D(A4) és h=Af.

A komplex sik A, pontjat az A operatorra nézve reguldris tipusunak fogjuk
nevezni, ha talalhaté olyan pozitiv k,, szam, amelyre

(1.1) (A—2D) f] = ki | f1 (fE€D(A)).
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A KULFOLDI SZAKIRODALOMBOL 141

Az A operatorra nézve regularis tipusi pontok nyilt halmazt alkotnak, ugyanis
ha 4, az A operitorra nézve regularis tipusi, akkor |2 —4y|<k,, esetén

(A—2Df| = [(A—2D) f |- fl=klfl (feD(4)),

k;' == klo_ i;u_;wol-

J~—ly
ahol

Egy regularis tipustt A pontot az 4 operatorra nézve reguldrisnak mondunk,
ha az R(A —AI) halmaz egybe esik az egész $ térrel.

Minden a $ térben siirli D(A) értelmezési tartomannyal rendelkezd 4 operator-
nak megfelel egy és csak egy olyan A™ operator, amelyre az f€ D(4*), h=A*f 6ssze-
fliggések akkor és csak akkor allnak fenn, ha

(Ag,f) = (g, h) (g€D(4)).

Az A* operatort A adjungdltjdnak nevezziik.
Az altalanosan elfogadott terminoldgiatdl eltéréen az A operatort akkor fogjuk
hermitikusnak mondani, ha

(Af,8) = (f, 48) ([, g<D(4)).

A hermitikus A4 operatort dnadjungdltnak nevezzik, ha D(A)=9 és A*=4.

Minden nem valds ~ a hermitikus operatorokra nézve regularis tipusi és az
Onadjungalt operatorokra nézve regularis. Megforditva, ha egy hermitikus 4 ope-
ratorra nézve minden nem valds / regularis, akkor 4 6nadjungalt.

PELDA ONADJUNGALT OPERATORRA. Tekintsiink egy a valos tengelyen értelmezett korlatos nem-
fogyd 6(t)=0(t—0) (— =<t=< =, g(— «)=0) fiiggvényt. Mint ismeretes, azok a komplex értéki
J(¢) fiiggvények, amelyek o-mérhetdk és o-ra nézve négyzetesen integralhatok,

oo

[ lfnzdo(t) < =,

- o0

egy L, teljes Hilbert-teret alkotnak, ha két ilyen fiiggvény skalaris szorzatat az
hey= [ firg@)ds )

képlettel értelmezziik. Tekintsiik az azokbol az f(t) € &, fiiggvényekbdl allo D(T) linearis halmazt,
amelyekre

f [tf (D[ do(t) < =,

és értelmezziink ezen a halmazon egy T operatort a
Tf(t) = tf(t) (f()e D))
egyenlGség segitségével.

Vilagos, hogy a T operator hermitikus. Ezen feliil onadjungalt is, mert ha a A szam nem valos,
akkor a (T—ADNg=f egyenletnek tetszés szerinti f¢ L, mellett van megoldasa, ti. g=f/(r—A),
vagyis fennall az R(T—AI=$ egyenlGsésg.

Az U operatort izometrikusnak nevezzik, ha

(Uf, Ug) = (f,8) (f,g€DW)).

Az olyan izometrikus operatort, amelyre D(U)=R(U)=9, unitérnek mondjuk.

MTA III. Osztdly Kozleményei 23 (1974)



142 A KULFOLDI SZAKIRODALOMBOL

2. Az A operatort az 4 operator folytatasanak nevezziik, ha D(A4)>D(4) és
Af=Af, valahanyszor f€D(A).

Ha egy A operatornak vannak zart folytatasai, akkor létezik egy A minimalis
zart folytatas; ezt A lezdrdsdnak fogjuk nevezni. Az 4 operator Osszes tObbi zart
folytatasa az A operatornak is folytatasa.

Megemlitjiik, hogy a $ térben mindeniitt siirt D(A4) értelmezési tartomannyal
rendelkezd hermitikus 4 operatornak mindig van lezarasa és az ismét hermitikus.

2.8§. A linearis operatorok defekt szamai

1. Legyen &, és £, két linearis halmaz $-ban:
qcH (=1,2).

N-vel fogjuk jeldlni @, (; lezarasa) ortogonalis komplementumat a $ térben:

Emlékeztetiink arra, hogy egy f¢% elemnek az €, 9 (i=1,2) halmaztél mért
o(f, £,) tavolsagat a

o(f2) = inf |f-¢l (=12
képlet értelmezi.
A

2.1 0(2,, &) = maX{ sup  o(f; %), sup e(f, 92)}
fe8y1f1=1 fes,1f1=1

mennyiséget az L;, L, linearis halmazok nyilasdnak fogjuk nevezni.
Nyilvanvald, hogy

0=0(2,2)=6F,39)=1.

2.1. LEMMA. Két altér, 8, és L, nyildsa egyenld ortogondlis komplementumaik,
RN, és N, nyildsdval:
0(2y, &) = (9, Ny).

A o(f, ) tavolsagot a kovetkezOképpen is ki lehet szamitani:

e(f; &) = max |(f, W)

hER,, [hj=1

Ennélfogva
(2.2) 0(21, £5) = sup {|(g1, 12)], 1(&2, 1)1},

ahol a felsé hatar mindazokra a g;, #; elemekre képezendd, amelyekre
€L, MWy, gl = k] =1 (i=1,2).

Az 2,8, alterek nyilasanak igy kapott kifejezésébdl (amely szimmetrikus
a g;, h; elemekben) a lemma allitasa kozvetlenil kovetkezik.

MTA 111, Osztdly Kozleményel 238 (1974)



A KULFOLD] SZAKIRODALOMBOL 143

2.2. LeMMA. Ha 0(%,, &)=m<1, akkor Ly, ill. N, dimenziéja megegyezik
L,, ill. R, dimenzidjdval®.

Tegyiik fel, hogy az £, altér dimenzidja nagyobb, mint az £, altéré.

Legyen P az £,-re valo merdleges vetités operatora H-ban. Az £, altér £, altérre
valo P, vetiiletének a dimenzidja nem nagyobb, mint £, dimenzidja. Véges dimen-
Zioju £, esetén ez nyilvanvald, végtelen dimenzidju L,-re pedig abbol kovetkezik,
hogy egy L,-ben mindeniitt sliri 9% halmaz P9t vetiilete mindeniitt slirli PL,-ben.

Ekkor £,-ben talilhaté olyan % elem (J#|=1), amely ortogonalis Pf,re:
(PL,, h)=0, vagyis (¥,, Ph)=0. Mivel Ph=h, azt kapjuk, hogy (£,, 1)=0.

Megmutattuk, hogy A€, hedN,. Igy a (2.2) képlet alapjan 6(&,, &,)=1,
ellentmondasban a lemma feltevésével.

Ugyanezek a meggondolasok alkalmazhatok az R, 91, alterekre is, mert
a 2.1. lemma értelmében O(N,, N)=m<1.

2. 1. TETEL. Legyen G a komplex sik Gsszefiiggd tartomdnya, amelynek a pontjai
az A operdtorra nézve reguldris tipusuiak. Ekkor az R(A— 1) halmaz N, ortogondlis
komplementumdnak a dimenzidja minden .€G érték mellett ugyanaz.

Bizonyitds. Meg fogjuk mutatni, hogy minden egyes 4,€G pontnak van olyan
W kornyezete, hogy RN, és N, dimenziéja minden i€ W mellett megegyezik; ebbdl
a tétel allitasa mar kovetkezik.

Legyen W a /, pont %k,-.o sugaru kdrnyezete. Ekkor az (1.1) osszefliggés értel-
mében a 1€ W pontokra fennall
, . 2
(A=A f] = (A=2D f |- A2l [f] = 5 kil f] (fEDA)
és

(A=AD) f~(A= 2D f1 = h=dol 171 < 5 (A=D1,

(A=iD) f~(A=2D) f] = 5 [(A=2oD) |

Ennélfogva az R(A4—2,/), R(A—Al) alterek nyilasa nem nagyobb, mint %:

1
2

0(R(A—Jol), RUA—ID) = = (AEW),

tehat a 2.2. lemma szerint 9N, (A€ W) dimenzidja egyenld N, dimenzidjaval.
A tételt bebizonyitottuk.

1 Emlékeztetiink arra, hogy egy N $H linearis halmaz dimenzidjdnak az N-beli teljes orto-
normalis rendszerek szamossagat nevezik. Ez a szamossag egyenld az JM-ben strid Ec 9 halmazok
szamossagai koziil a legkisebbel. Nem nehéz megmutatni, hogy ha 6(N,, N)<1. akkor a (2.1)
képietben a ,,max’’ jel utan allé6 szuprémumok megegyeznek, és a @ nyilas az N, és N, kozotti szog
szinuszanak tekinthet6. A 2.1. és 2.2, lemma Banach-tér esetére is altalanosithato.

MTA II11. Osztdly Kozleményet 23 (1974)




144 A KULFOLDI SZAKIRODALOMBOL

A AEG értékekhez tartozé M, alterek dimenzidjit az A operdtor G-beli defekt
szamdnak fogjuk nevezni (G dsszefiiggd).

Hermitikus operator esetén a komplex sik fels6 és alsé félsikja A-ra nézve
regularis tipusu pontokbdl all. Ezért hermitikus operatornak legfeljebb két kiilonbodzs
defekt szama lehet.

Az (m, n) part, ahol m az A operator felsd félsikbeli, n pedig 4 alsé félsikbeli
defekt szama, az A operator defekt indexének mondjuk. Ha a valds tengely vala-
melyik pontja regularis tipusud, akkor a hermitikus operator defekt szamai egyenlék.
Onadjungalt operator mindkét defekt szima nulla.

3. Szemléltessiik a bevezetett fogalmakat két példaval.

2.1. példa. Legyen V fél-unitér operator, vagyis olyan operator, amely az egész
9 teret izometrikusan $ valamilyen valddi részére képezi le:

VEVe) =(fg (f geH R(V) = 9)

Minden 4 pont, amely a komplex sik egységkorén beliil vagy kiviil helyezkedik el,
regularis tipusud, ugyanis

(V=iDfl= VA-A[ /1= A=12D[f] (A<D
(V=2Dfl = M fI=VfI=1A1=-DIf] (& =D.
Legyen az /,€9 (|f;l=1) elem ortogonalis az R(V'—Al) halmazra. Ekkor
Al = |2l = min |ify—g| = [Mfe—Cfe— V)| = L.

gER(V—Al)

és

Tehat |A|=1 esetén R(V—Al) egybe esik a H térrel.

A 1=0 esetben a fél-unitér operator definicidja szerint R(V) nem azonos
H-val, igy az 1. tétel értelmében minden olyan i-ra, amelyre |1 <1, az RV —AI)
halmaz a $ tér valodi altere. A megfeleld N, ortogonalis komplementumok 1t dimen-
ziéja egyenld M-nak, az R(V) altér ortogonalis komplementumanak a dimenzidjaval.

Kovetkezésképpen a fél-unitér operatoroknak két defekt, szamuk van: 0 és n.

Megjegyezziik, hogy mivel a defekt szamok nem egyenl8k, fél-unitér operator-
nak az egységkdron nincs regularis tipusa pontja.

2.2. példa. Legyen M a komplex sik zart valédi részhalmaza, és legyen M-en
értelmezve egy (&) (§C M) Radon-mérték, amelyre

(2.3) [fdo=1, [lz'"do(z) <= (n=1,2,..).
M M

Azoknak az M-en értelmezett f(z) fiiggvényeknek a halmaza, amelyek sajat
maguk és négyzetiik is o-integralhatdk,

[/ @fdo(z) < =,

M
mint ismeretes, egy 2,(M) teljes Hilbert-teret alkot, ha a skalaris szorzatot az

(f,8) = [F(De@do(2)
M
képlettel definialjuk.
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A KULFOLDI SZAKIRODALOMBOL 145

A (2.3) Osszefiiggések értelmében z minden polinomja benne van ebben a térben.
Az alabbiakban azt a §, Hilbert-teret fogjuk vizsgalni, amelyet Ggy kapunk, hogy
a polinomok halmazat az £, (M) térben lezarjuk.

Az 1, z, 2%, ... sorozat ortonormdldsa tjan $,-ban egy Di(z) (k=0, 1, ...), Dy=1
teljes ortonormalis bazist nyeriink. Ertelmezziink a polinomoknak a $, térben siirii
B halmazan egy A operatort az

AP(z) = zP(z) (P(2)€DP)

képlettel.

Az A operator R(A) értékkészlete azokbdl a polinomokbd! all, amelyek a z=0
helyen nullaval egyenlék. Hasonldoképpen R(4—AI) a z=4 helyen nullaval egyenld
polinomok halmaza.

Ha },¢ M, akkor minden z€ M pontra |z—/4y]=a=>0, ligyhogy P(z)€P esetén®

IA~2DP@I? = [lz—42|P(DPdo(z) = 2| P2
M

Tehat az M halmaz komplex sikbeli N komplementumanak minden pontja
az A operatorra nézve regularis tipusa.

1°. Az A operdtor defekt szamai csak 0-val vagy 1-gyel lehetnek egyenldk.

Ha (4 —Al) nem stird $,-ban (a 4 pontban nullava valé polinomok halmaza
nem mindeniitt stiri az Osszes polinomok halmazaban), akkor Dy¢ R(4—Al), de
R(A—AI) és D, linearis burka megegyezik P-vel, tehat siiri $,-ban. Ennélfogva
ilyen A-ra a defekt szam 1.

Ugyanezen meggondolasok szerint ahhoz, hogy a defekt szam 0-val legyen
egyenld, sziikséges és elégséges a

249 o(Dy, R(A—11)) = P == P =0

egyenldség fennallasa.
A norma jel alatt allo kifejezés tetszés szerinti polinom, amely a 4 helyen az
1 értéket veszi fel. Ezek a polinomok el6allithatok Q(z)/Q(4) alakban vagy, a Q(2)
fiiggvényt a D, (z) ortogonalis polinomok szerint kifejtve, Z'cka(z)/ 2 oD ()
k=0 k=0

alakban.
A (2.4) feltételbGl a kovetkezot kapjuk:

j e Di(2)

k=0
n

(Do, R(A—AD)) = inf =0

ké; ¢. Dy ()»)|

% Annak érdekében, hogy a P(z) fiiggvénynek mint a §, tér elemének a normajat megkiilon-
boztessitk a P(z) fiiggvény abszolat értékétdl, a 2.2. példaban az elemek normajat a ||P(2)|| jellel
fogjuk jeloini.
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146 A KULFOLDI SZAKIRODALOMBOL

ahol az infimum az 6sszes > ¢ D,(z) (n=0, 1, ...) polinomokra képezendd. Tetszés
k=0

szerinti rogzitett n mellett az infimum c¢,=D,(4) esetén éretik el és értéke
n —1/2

(2’ |Dk(,1)|2] . Innen

k=0

o(Dy, R(A—AD)) = ———

V 3 o

Tehat ahhoz, hogy a A pontban eltiind polinomok halmaza sfir(i legyen B-ben,
vagy ami ugyanaz, $,-ban, sziikséges és elégséges, hogy a

@.5) Dol + D1 (DP+ Do (VP +...

sor divergens legyen.
Figyelembe véve az 1. tételt a kovetkezd allitasra jutunk:

2°. Minden A\ pontban, amely az N halmaz ugyanazon dsszefiiggé komponensé-
hez tartozik, a (2.5) sor egyszerre konvergdl vagy divergdl.

Az elsd esetben az 4 operator defekt szAma ebben a komponensben 1, a méso-
dikban 0.

Szintén kénnyen belathatd, hogy:

3°. Ha az M halmaz korlitos, akkor az N halmaz azon komponensén, amely
a végtelen tdvoli pontot tartalmazza, a (2.5) sor divergens.

Valéban, tegyiik fel, hogy az M halmaz a |z{<R korben fekszik; ekkor |A|>R
esetén

. Dy
o(Dy, R(4—AD)) = P(l:))& (z—2) [z—l —P(z)] =
. 1
= (R+|4]) P(lzr)lefq3 o) —P(2)||.

Maisrészt n— oo esetén

n Zk

1
Hl_z —ké') R+

-0,

tehat
¢(Do, R(A—1D)) = 0.

Tekintsiink néhany specialis esetet.

a) Legyen M az egységkorvonal.

Ebben az esetben £,(M) azoknak az f(z)=f(¢"®) (0=0=2n) fiiggvényeknek
a Hilbert-tere, amelyek négyzetiikkel egyiitt o-integralhaték valamilyen nem-csSkkend
o(0) (0=0=2n) fliggvényre vonatkozodan.

Az A operator (AP(z)=2zP(z)) ebben az esetben izometrikus:

2n

(4P, 40) = [ 2PP()Q@do(z) = [ P@)Q(@)do(z) = (P, Q) (z = €").
0 0
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Ha az A operatort lezirjuk $,-ban, akkor vagy unitérré vagy fél-unitérré
valik (lasd a 2.1. példat).

Megmutatjuk, hogy az els6 eset akkor és csak akkor all fenn, ha a polinomok
halmaza sliri az 8,(M) térben, azaz a D,(z) (k=0, 1, ...) rendszer teljes ortonor-
malis rendszer £,(M)-ben.

Valéban, ha A4 unitér operator, akkor 49H,=9,, kovetkezésképpen A1 létezik
az egész 9, téren, tgyhogy z *=A" D9, (k=1,2,...). lly médon $, azonos
az Osszes

Zn gzt z=6%n=0,1,2,..)

trigonometrikus polinomok halmazanak a lezarasaval, ez pedig, mint ismeretes,
az L (M) tér.

Megforditva, ha $,=2L,(M), vagyis P=2,(M), akkor A lezarasa L2 (M)-ben
az a T operator lesz, amelyet a

If = zf (feD(T))

egyenlGség értelmez, ez pedig unitér.
Bizonyos fiiggvénytani megfontolasokat alkalmazva meg lehet mutatni, hogy
ahhoz, hogy a polinomok rendszere ne legyen stirti £,(M )-ben és igy

k_ZO D@ < = (2] < 1)
legyen, sziikséges és elégséges az
2n 1
log——df <
I 2w

feltétel teljesiilése (lasd [5], [6f]).
b) Alljon a D(T) halmaz azokbdl az f(z)€ L, (M) fiiggvényekbdl, amelyekre

[ 1ef @)Pdo(2) < <=,

M

és értelmezziik a T operatort a
Tf () = 2f (2) (f(@)eD(T))
egyenlGséggel.

Az olvaséra bizzuk annak a bebizonyitasat, hogy a T operator zart. Nyilvan-
vald, hogy minden A¢ M pont regularis T-re vonatkozdan.

A T operator az A operator zart folytatasa az &,(M) térben. Ebbdl kovetkezik,
hogy A-nak van lezarasa.

Megjegyezzilk még, hogy barmilyen 14 M mellett a (z—2)~? fliggvény hozza
tartozik a T operator D(T) értelmezési tartomanyahoz.

Legyen W az M halmaz komplex sikra vonatkozé N kiegészité halmazanak
valamelyik komponense.
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4°. Ha a W tartomdnyban az A operdtor defekt szdma nulla, akkor minden
AEW pontra a (z—2)~! fiiggvény benne van 9,-ban.

Csakugyan, legyen A az A operitor lezirasa, A pedig W valamelyik pontja.
Ekkor talalhaté olyan g€ D(A)CH, elem, hogy (A—Al)g=1. Minthogy a T ope-
rator az A operator folytatasa, (T—Al)g=1, és ebbdl kdvetkezik, hogy g=(z—2)~ .

5°. Ha az M halmaz N kiegészité halmazdnak valamelyik W komponensében
egy Ao pontra a (z—72y) ! fiiggvény $,-hoz tartozik, akkor minden A€W esetén is
igaz az, hogy a (z— 1)1 fiiggvény 9,-hoz tartozik.

Ha A defekt szama W-ben nullaval egyenld, akkor a bebizonyitandd kijelentés
a 4°. allitasbol kovetkezik. Abban az esetben, amikor az 4 operator defekt szama
a W komponensben 1, akkor, amint az 1°. allitas blzonyltasa soran megmutattuk
o(Dy, R(A—2,0))=0, és ebbdl kovetkezik, hogy (z—1,)~! nincs benne az 4 ope-
ratornak (A4 lezarasanak) az értelmezési tartomanyaban.
Ertelmezziink a §, tér

f=g+c(z=24)™ (g£D(A))
alaku elemein egy B operatort a
Bf = zf = Ag+c+clo(z—2g) !

egyenl6ség 1tjan.

Nyilvanvald, hogy B értékkészlete is $,-hoz tartozik. A B operator az 4 ope-
rator folytatasa, T pedig B folytatasa. Kovetkezésképpen a A€ W pontok a B ope-
ratorra nézve regulris tipusiak. Minthogy (B—Ay0)(z—Ap) 1=1 és R(A—A,[)
CR(B—4yl), a B operator W-beli defekt szima nullaval egyenld.

Most mar csak szd szerint meg kell ismételni a 4°. allitds bizonyitasat.

6°. Ha az A operdtor defekt szdma W-ben 1-gyel egyenlé és valamilyen o€ W
pontra (z Ao)"LeD,, akkor A defekt szdma N mindegyik komponensében 1-gyel
egyenld és (z—A)71€9, minden L4 M pontra.

Tegyiik fel, hogy valamelyik komponensben A defekt szama 0, vagyis vala-
milyen 1¢ M pontra R(A—Al)=9,. Ekkor

—M)(z—A)7t = (A—A)g,

ahol B az 5°. allitas bizonyitdsa sordn megszerkesztett operator és g a D(A) halmaz
eleme. Az utdbbi egyenldségb8l Ag= Bg miatt kdvetkezik, hogy

(B—)((z—4) " —g) =0,

innen pedig (z—Ay) '=g€D(A), mivel a A pont a B operatorra nézve regularis
tipusi. De ha (z—A4,) '€D(A4), akkor 4 defekt szama W-ben nullaval egyenld.
Megmutattuk, hogy a defekt szdm N mindegyik komponensében 1. Egyidejiileg
megmutattuk, hogy a B operator mindegyik defekt szima 0. A tovibbi megfonto-
lasok ugyanolyanok, mint a 4°. 4llitds bizonyitasiban.
¢) Most néhany kritérinmot fogunk megallapitani arra, hogy a polinomok
B halmaza siirii legyen az 2,(M) térben.
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Azt fogjuk mondani, hogy az M halmaz « tulajdonsagt, ha abbdl, hogy

fdw(z) —0

» -

minden 14 M pontra, ahol w(&) valamilyen komplex értékii, teljesen additiv, az

M halmaz Borel-féle részhalmazaibol 4llo halmaztesten értelmezett fiiggvény, kovet-

kezik, hogy w(€)=0 (& az M halmaz tetszés szerinti Borel-féle részhalmaza).
Példéul o tulajdonsagii minden olyan goérbe, amelynek minden korlatos sza-

kasza rektifikalhaté (lasd [13]).

7°. Legyen az M halmaz « tulajdonsdgi. Ha az A operdtor defekt szdmai nulld-
val egyenlok, akkor a polinomok rendszere siirii M )-ben, azaz H,=2,(M).

Minthogy minden defekt szam nullaval egyenld, a 4°. allitasbol kovetkezik,
hogy mindegyik (z—A1)~! (14 M) figgvény benne van $,-ban. Ha egy A(z)€L, (M)
fuggvény ortogonalis a $, térre, akkor specidlisan ortogonalis minden (z—A)~?
(A¢ M) fiiggvényre, vagyis

[ROLD o i),

» Z— A

minthogy pedig az M halmaz « tulajdonsagi, M tetszés szerinti & Borel-féle rész-
halmazara

[h(Ddo(z) =0
&

és innen
[ 1h(2)Pdo(z) = 0.
M

Az allitast bebizonyitottuk.

A vizsgalt esetben, amikor 4 Osszes defekt szamai nullaval egyenlék, barmilyen
o, mérték, amely lényegesen kiilonbozik a g,=0 mértéktdl (legalabb egy nyilt
halmazon nem egyenld o-val), a polinomok ¢ halmazan olyan metrikat general,
amely kiilénbézik a §,,=9, tér metrikajatol.

Valéban, ha a o, fliggvény a polinomok halmazan ugyanazt a metrikat gene-
rdlja, mint a g,=0 fiiggvény, akkor tetszés szerinti A¢ M esetén talalhaté olyan
(z—)P(2) (n=0,1,2,..)) polinom-sorozat, amely mindkét $,, (i=0,1) térben
1-hez tart:

lim [[1—(z—A)P,(2)]*do(z) =0 (i =0, 1).
n—»ooM
Ebben az esetben

lim J‘z—%—Pn(z)zdai(z) =0 (i=0,1),

n—-co

kovetkezésképpen

[ _ i [ P,@)do) = lim (P1) (=0, 1),
M Z—}v B> M nee
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fdal(z) fd 0(2) (L¢ M).

g Z—A T g 24

Innen adédik, hogy a g, €s a o,=0 mérték megegyezik (1ényegében).
Ily mdédon bebizonyitottuk, hogy a vizsgalt esetben az

[#Z*doy(2) = [2i7*doy(z) (o k =0,1,2,..)
M M

egyenlGségekbdl kovetkezik, hogy oy és o, megegyezik (lényegében).

Ha az 4 operator defekt szamai a $, térben nem mind nullak, akkor az utébbi
allitas altaldban nem érvényes még akkor sem, ha feltessziik, hogy %,,, illetve $,,
egybe esik az 2,,(M), illetve £, (M) térrel (lasd 5. §.).

A 6°. allitas felhasznalisaval azonban még a kovetkez6 kritérium is megadhatd
arra, hogy a polinomok B halmaza siir{i legyen az £,(M) térben.

8°. Legyen az M halmaz o tulajdonsdgi. Ha az N halmaz valamelyik W kompo-
nensében az A operdtor defekt szama 1, tovibbd egy A€W pontra (z—2g)~1€9H,,
akkor a B halmaz sirii az L (M) térben.

A 7°. dllitas bizonyitasabol kitlinik, hogy elég megmutatni, hogy a (z—A)~!
fiiggvény minden 1¢ M esetén $,-hoz tartozik, ez pedig a 6°. allitasbél kovetkezik.

d) Legyen M a valds tengely: z=t (—oo<t<<). Ebben az esetben az 4 ope-
rator hermitikus. A D,(¢) ortogonalis polinomok valaszthatok valésnak. Ekkor
D (A)=D(}) (k=0,1,2,..), tehat a (2.5) sor minden nem valds A-ra egyszerre
konvergal vagy divergal.

Az elsG esetben az 4 operator defekt indexe (1, 1). A masodik esetben a defekt
index (0, 0), vagyis 4 Onadjungalt.

Az 5. paragrafusban részletesen tanulmanyozni fogjuk az itt felmeriilé lehetd-
ségeket.

3.8. Operatorok linedris tort transzformacioi

Legyen az A operator értelmezési tartomanya D(A), és tegyiik fel, hogy vala-
milyen y és & mellett a y4p +5¢ =0 (¢ € D(4)) egyenldségbdl kovetkezik, hogy ¢ =0.
Ertelmezziink az

3.0 f=v4g+30¢ (g€D(4)
alakii elemeken egy B operatort a
3.2) Bf = adg+Bg

képlet segitségével, ahol az «, f szamok eleget tesznek az

ad—Pfy # 0
feltételnek.
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A B linearis operatort A linedris tort transzformdltjanak fogjuk nevezni és a
(3.3) B = (xA+pI) (yA+6I)?
modon jeloljiik.

Minthogy az «, f, y, 0 szamokat veliik ardnyos mennyiségekkel helyettesitve
a B operator nem valtozik meg, az altalanossidg megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy

ad—fy = 1.

3.1. LeMMA. Ha B az A operdtorral a (3.3) képlet szerint fejezhetd ki, akkor
A a B operdtorbdl az aldbbi médon adédik:

(3.9 A =(0B—BI) (—yB+al)™1.
Valdban, a (3.1), (3.2) egyenleteket megoldva a g, Ag elemekre azt kapjuk, hogy
(3.5) g =—vyBf+of, Ag = 0Bf—ff (g€D(4), f€D(B)),

ezenkiviil g=0 esetén f=0. Igy a linearis tort transzformacié definicija értelmében
fennall a (3.4) egyenl8ség.

1°. Ha az A és a B operdtor egymds linedris tort transzformdltja, akkor egyikiik
zdrtsdgdbdl kovetkezik a mdsik zdrtsdga.

Legyen A4 zart. Ha az f,€D(B) és a Bf, (n=1, 2, ...) sorozat tart egy f, ill.
h, elemhez, akkor a

8 = —yBfy+aof,, Ag, = 6Bf,—Bf, (2.€D(4), £,€DB);n=1,2,..)

sorozatok rendre valamilyen g,, ill. ¢, elemhez tartanak. Minthogy azonban A4 zart,
azt kapjuk, hogy g,€D(A4) és p,=A4g,- A (3.1), (3.2) Ssszefliiggések alapjan

Jo = V48,08, Bfy = adg,+Bg  (8.€D(A), £,€D(B); n=12..)
Az n—e- hataratmenettel nyerjiik:
Jo = 148 +080, hy = aAge+ g,
tgyhogy f,€ D(B) és hy= Bf,, vagyis a B operator zart.

Az 1°. allitasbdl kovetkezik, hogy ha az A operdtor zdrt és a A pont A-ra nézve
reguldris tipusii, akkor R(A—AI) zdrt altér.

Csakugyan, az (4 —AI)~* operator, amelynek értelmezési tartomanya R(A —Al),
az (1.1) képlet értelmében korlatos, az 1°. 4llitas alapjan pedig zart; kovetkezés-
képpen zart altéren van értelmezve.

2°. Haaza, B, y, 0 szdmok valdsak és az A operdtor hermitikus vagy onadjungdlt,
akkor a B operdtor is hermitikus, illetve onadjungdlt.

Valéban, ha A hermitikus, akkor tetszés szerinti g;, g,€ D(4) elemekre
(2Agy+ gy, 7482+ 08s) = ay(Agy, Ag:) +a0(Ag1, g2+ By (g1, A22) +0(g1, 82) =
= ay(Adgy, Agx) +a0(g1, Ag) + By (481, 82)+BS(81, 82) =

= (yAg,+0g1, 248>+ Bgs),
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tehat a (3.1), (3.2) Osszefiiggések folytan
(Bfi, fo) = (f1, Bfy) (/1 /2€D(B)).

Legyen az A operator 6nadjungalt. Megmutatjuk, hogy ekkor barmilyen nem
valos A-ra az R(B—AI) halmaz megegyezik az egész & térrel, és igy a hermitikus
B operator 6nadjungait.

A (3.1), (3.2) egyenlGségek szerint az R(B—Al) halmaz az

adg+Pg—A(yAg+og) = (a—Ay)Ag+(B—2)g (g€ D(4))
alakt elemekbdl all.

Minthogy az a, 8, v, 6 szamok valdsak, valos 2 értékekre a—Ay=0 és a

B—Ad
a—Ay

szam nem valds; kovetkezésképpen
R(B—AI) = R(A—ul) = $H.

Specilisan, ha egy A4 Onadjungalt operator inverz operatora, A~! létezik,
akkor 6nadjungalt.

3°. Ha y=a,8=p és az A operdtor hermitikus vagy énadjungdlt, akkor B izo-
metrikus, illetve unitér.

Valéban, ha az A operator hermitikus, akkor tetszés szerinti g,, g2,€D(A4)
elemekre

(xAgy+ Bg1, 2Ags+Pgs) =
= ax(Ag,, A82)+°‘B(Agla g)+aB(g, Agz)+ﬁB(g1, 8) =
= y7(Ag1, A82)+07(81, Ag2)+70(Ag1, 82)+00(gy, 82) =
= (yAg1+ 081, YAZ2+0g),

o (Bfi. Bf) = (fi.f) (fi, hEDB),
tehat B izometrikus.

Legyen az 4 operator 6nadjungalt. Ekkor a B izometrikus operator D(B)=
=R(@A+BI) értelmezési tartomanya és R(B)=R(xA - BI) értékkészlete a $ tér,
és igy B unitér.

Analég médon lehet bebizonyitani az ellenkez iranyu allitast:

azaz

4°. A 3°. dllitds feltételei mellett a B operdtor izometrikus vagy unitér voltdbdl
kévetkezik, hogy A hermitikus, illetve dnadjungdlt.

A hermitikus 4 operator olyan linearis tort transzformaltjat, amelyre teljesiil-
nek a 3°. allitasban szerepld feltételek, 4 Cayley-transzformdltiénak fogjuk nevezni;

al= —% Jeloléssel ez az
(3.6) U,=(A-AD(A—-2D" (ImA %= 0)
alakra hozhaté.
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4, §. Hermitikus operatorok folytatdsa

1. 4.1. LemMMA. Legyen B az A operdtor linedris tért transzformdltja:
B = (ad+BI) (yA+SI)~2.
Ha ezenkiviil A az A operdtor olyan folytatdsa, hogy a yAp +8¢p =0 egyenliség
csak @=0 esetén dllhat fenn, akkor az A operdtor
B = (@A+BI) (yA+81)1
linedris tort transzformdltia a B operdtor folytatdsa.

Ez a lemma a linearis tort transzformacid definiciojabdl kovetkezik.

A lemma lehet6vé teszi, hogy amikor bizonyos osztalyba tartozo operdtorok
valamilyen tulajdonsidgot megtartd folytatisait keressiik, akkor ezt a feladatot
alkalmas linearis tort transzformacio segitségével visszavezessiik egy masik osztaly-
hoz tartozé operatorok megfeleld tulajdonsagu folytatasainak a megtaldlasara.

A Cayley-transzformacio segitségével, mint a 3.§ 3°. és 4°. allitasa mutatja,
az A hermitikus operator énadjungalt folytatasainak a megkeresését az

U,=(A—-i)(A—i)™!
izometrikus operator unitér folytatdsainak a megkeresésére lehet visszavezetni.
2. Az U, operator értelmezési tartomanya a
DU =RA-) =8,
altér, értékkészlete pedig
R(U) = RA-1]) = £;.

£,, ill. £; ortogonalis komplementumat a koridbbiakhoz hasonléan 9, ill.
RN; fogja jelolni.

Minthogy minden izometrikus operator egymasra ortogonalis elemeket egy-
masra ortogonalisakba visz at, kénnyi belatni, hogy az U, operator barmelyik zart
izometrikus U, folytatasat meg lehet kapni a kovetkezéképpen.

Valasszunk RN,-ban egy {¢,},cn, az N; altérben pedig egy {Y,}, ey Ortonormalis
rendszert, amelyeknek ugyanaz a szamossaga, majd az £, altérnek és a {9, },en

rendszer zart linearis burkdnak az €, direkt osszegén értelmezziik az U, operatort az
VEN VEN

képlettel, ahol &, (v€N) tetszés szerinti, a
2 NG < e
vEN

feltételnek eleget tevé szamok.
Az igy nyert izometrikus operator az £, alteret az £; altérnek és a {Y,}en
rendszer linedris burkanak az ; direkt Osszegére képezi le.
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Ha RN, és N; dimenzidja kiilonbozd (ez annak felel meg, hogy az
A = (WU, —II) (U, — D)1

hermitikus operator defekt szamai kiilonboz8k), akkor felvéve a kisebb dimenzidju-
ban egy teljes ortonormalis bazist, a masik altérben pedig egy ugyanilyen szamossagu
ortonormalis rendszert, az U, izometrikus operatort fél-unitér operatorra vagy fél-
unitér operator inverzévé folytathatjuk. Az ilyen folytatisokat maximdlis izometrikus
Jolytatdsoknak hivjuk, mert nincs tovabbi izometrikus folytatasuk.

Ha az N, N; alterek dimenzidja egyenlé (a megfeleld hermitikus operator
defekt szamai egyenldk), akkor az U, izometrikus operatornak van unitér folytatasa,
és ez természetesen maximalis folytatas.

Ha N, és 9N; dimenzidja egyenld és véges, akkor az U, operatornak az unitéreken
kiviil nincs mas maximalis izometrikus folytatasa.

Ha 9, és ; dimenzidja egyenld és végtelen, akkor az operatornak az unitéreken
kiviil mas maximalis izometrikus folytatasai is képezhetok. Ha példaul az U, ope-
ratornak egy fél-unitér U, folytatasat akarjuk megkapni, akkor az 9; altérben
valasztunk egy ortonormalis és nem teljes {{,} rendszert, amelynek a szimossiga
egyenld N; dimenzidjaval, az N, altérben pedig egy {p,} teljes ortonormalis rend-
szert, és az U, operatort a (4.1) képlet segitségével értelmezziik.

Ahhoz, hogy egy U, izometrikus folytatasbdl inverz linearis tért transzforma-
cioval az A4 operatornak

A= Q0,—11) (0,—D

hermitikus folytatasat nyerhessiik, sziikséges és elégséges, hogy az

Uip—@ =0 ((0659(171))

egyenlSség csak @ =0 esetén allhasson fonn.
A tovabbiakban olyan U, folytatdsokat fogunk keresni, amelyek eleget tesznek
ennek a feltételnek.

3. Legyen az A hermitikus operator D(4) értelmezési tartoménya slrli $-ban.
Ekkor az
U, =UA—-1D) (44—

operator barmelyik U, izometrikus folytatasara teljesiil a 4.1. lemmaban szerepld
feltétel.
Csakugyan, tegyiik fel, hogy U, az U, izometrikus operator izometrikus foly-
tatdsa és
(Op—0, ) =0 (heD).
Ez az egyenl8ség igaz specidlisan minden
h=TUg=Ug (gD

(To—0, U,8) = (p,g-U,8) = 0.

Innen a (3.5) dsszefiiggés értelmében (¢, £)=0 (f€ D(4)), minthogy pedig D(4) siirii
a $ térben, ¢=0.

Ha mindazt, amit az U, izometrikus operator folytatisairél elmondtunk, 6ssze-
vetjiik a 3.1. és a 4.1. lemmaval, megkapjuk Neumann J4nos [11] alaptételeit.

alak elemre:
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II. TETEL. A § térben siirii D(A) halmazon értelmezett hermitikus A operdtornak
akkor és csak akkor van énadjungdlt folytatdsa, ha defekt szdmai egyenlok.

Egy hermitikus operatort maximadlisnak mondunk, ha nincs hermitikus folytatasa.

III. TETEL. Ahhoz, hogy a hermitikus A operdtor maximdlis legyen, sziikséges
és elégséges, hogy egyik defekt szdma nulla legyen.
Minden hermitikus operdtornak van maximdlis hermitikus folytatdsa.

Nyilvanvald, hogy az 4 (> 4) maximalis folytatas, ha Iétezik, nincs egyértelmiien
meghatarozva.

4. Ha a $ térben siirG D(A4) halmazon értelmezett 4 hermitikus operator defekt
szamai nem egyenlSk, akkor, mint megmutattuk, az 4 operatort a § térben nem lehet
6nadjungaltta folytatni. Ha azonban kilépiink egy masik térbe, akkor lehet 6nadjun-
galt folytatast talalni.

A koOvetkez6kben megmagyardzzuk ezt az allitast.

Két Hilbert-tér, $ és ©” direkt osszegének nevezzik és a H$DH jellel jelsljik
az {f,f'}, f€9, f €9 rendezett parok dsszességét, amelyben az Osszeadas, a skalarral
valé szorzas és a skaldris szorzas miivelete a kovetkez6képpen van értelmezve:;

(L1 + e gy = {F+ef +&) o{fif} = {fi of"}

(L) (s gD =L +(f", 8.
A 0%’ direkt Osszeg szintén Hilbert-tér.

Az {f, 0} és {0,f’} alaki elemeket nem fogjuk megkiilénboztetni az f€$H,
illetve 7€ %” elemektdl: gy tekintjiik, hogy $ és $’ be van agyazva a H O H’ térbe
és ott egymas ortogonalis komplemenumat alkotja.

Legyen A valamilyen operator a $, B pedig a $’ térben.

Az A, B operatorok A® B direkt dsszegének fogjuk nevezni a H@H” térnek
azt a C operatorat, amely az {f, f’}, f€D(A), f* € D(B) alaki elemek halmazin a

C{ff}={4) Bf"}

képlettel van értelmezve.

Megemlitjiik a C operator kovetkezd tulajdonségait.

Ha D(A) stirti H-ban és D(B) stirti §'-ben, akkor D(C) stirti a HD D’ térben.

Ha A és B hermitikus, akkor C is az.

Ha az A operdtor defekt indexe (in, ), a B operdtoré pedig (m’, '), akkor C defekt
indexe (m+m’, n4+n’).

Igazoljuk a harmadik allitast. Minthogy

(C=2D) LSy ={A-2D f,(B—AD) [} (fED(A), [ €D(B)),

azért
R(C-A) = R(A—-ADDR(B—AD),
tehat
P09 = R(C-IDeN,ON;,
ahol

N, = HORMU—L), N, = ' OR(B-I). \

MTA III. Osztdly Kozleményei 23 (1974)




156 A KULFOLDI SZAKIRODALOMBOL

Legyen A hermitikus operator a $ térben, a D(A) értelmezési tartomany siiri
H-ban, és A4 defekt indexe (m, n) (in=n). Ekkor talalhatdé egy B hermitikus ope-
rator, amely bizonyos §” térben miikodik, §’-ben siirli D(B) halmazon van definialva,
és defekt indexe (n, m) (példaul a — A4 operator a $'=9 térben).

Igy a 989 tér C=A® B operatora hermitikus, slirlin definialt, és defekt
szamai egyenlOk. A II. tétel szerint a C operatornak vannak 6nadjungalt folytatasai,
¢és ezek az A operatornak a H P H’ térbe kilépd 6nadjungilt folytatasait szolgaltatjak.

Hermitikus operatorok masik térbe kilépé Onadjungalt folytatasainak a sze-
repét M. A. NaIMARK ([9] a, b]) vilagitotta meg.

5.§. A momentum probléma a ( — oo, «) intervallumban

1. Az el6z6 paragrafusokban igazolt altalanos tételek alkalmazéisara példaként
le fogjuk vezetni a Hamburger-féle klasszikus momentum probléma fébb ered-
ményeit (lasd [1]a, [16]).

Kezdjiik az arra vonatkozo ismert kritériummal, hogy egy {s;}s° szamsorozat
mikor allithatd el6 az

(5.1 s= [ t*do(®) (k=0,1,2,..)
alakban, ahol g(#) (— co<t<o0) valamilyen nem korlatos és nem-csékkend fiigg-
vény; utdbbit a
Ho(—=) =0, 6(t-=0)=06(1) (—==<1=<)
feltételekkel fogjuk normalni.

A. TETEL. Ahhoz, hogy az {s}e sorozat elédllithaté legyen az (5.1) alakban
(momentum sorozat legyen), sziikséges és elégséges, hogy a

J 0

(5.2) 3 snbid @=1,2,.)

valés formdk mindannyian nem-negativok legyenek.

Bizonyitdas. A feltétel sziikséges volta abbdl kovetkezik, hogy ha az s
(k=0, 1, 2, ...) szamok eldallithatok az (5.1) képlet segitségével, akkor

oo

2" sialite= [ [%"c,.zf] do(f) = 0.

Jrik=0 —eo

Most bebizonyitjuk, hogy a feltétel elégséges. Eldre bocsatjuk, hogy ha az
(5.2) formak valds &, ..., &, értékek mellett nem-negativok, akkor tetszés szerinti
&y s &y (n=1, 2, ...) komplex szamokra fennallnak a

(5.3) 3 s&E=0 (1=1,2,.)

J, k=0

egyenlGtlenségek.
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Tekintsiik azt a B linearis halmazt, amely a P(t) polinomokbdl all, és értel-
mezziink rajta egy (P, @) hermitikus bilinearis funkcionalt a kovetkezOképpen:

B4 P, =2 2siwli P(t)y = 2 ¢&¥, o) = S nt-.
=0k=0 =0 b
Konnyi belatni, hogy

(P, Q) =(P,1Q) (P, Q€M)
és igy barmely harom P, Q, RE®P polinomra

(PR, Q) = (P, OR).

Vizsgaljuk meg azt az esetet, amikor mindegyik (5.2) forma, és ennélfogva
mindegyik (5.3) forma is pozitiv (nem elfajulo), azaz (P, P)=0 ha P(¢) Z0.

Ebben az esetben a (P, @) funkcional rendelkezik a skalaris szorzat Osszes
tulajdonsagaival és B-ben bizonyos metrikat értelmez.

A P halmazt lezarva egy teljes $ Hilbert-teret kapunk, amelyben # mindeniitt
siirlin helyezkedik el.

Ertelmezziink a polinomokon egy A operatort az

AP = tP (PEP)
egyenldség segitségével.

Az A operator $H-ban siirli halmazon van definidlva és hermitikus.

Az alabbiakban az 4 operator A4 lezarasat fogjuk vizsgalni.

A defekt szamai O-val vagy 1-gyel lehetnek egyenldk, mert A — 27 értékkészlete
tartalmazza mindazokat a polinomokat, amelyek a 1 pontban a O értéket veszik fel,
és A— AT értékkészletéhez hozzaadva a konstans fiiggvényeket a § térben siirii hal-
mazt kapunk (lasd a 2.2. példat).

Az A operator defekt szimai egyenldk. Ha az egyik félsikban a defekt szam
nulla, az azt jelenti, hogy ezen a félsikon valasztott 1 esetén az (A—AP halmaz
siirli a $ térben. Ekkor van olyan P, (n=1, 2, ...) sorozat, hogy

1—(@—A)P,| =0, ha n—co.
Erre a sorozatra nyilvan az is igaz, hogy
[1—(t—DP,|~0, ha n->oo,

tehat (A—ADP stirl H-ban, és a defekt szim a masik félsikban nulla.
Legyen H az A operator valamilyen 6nadjungalt folytatiasa a § térben vagy
egy masik " o9 térben.
Legyen E(t) a H operator spektralfiiggvénye. Vezessiik be a
o) =(EM1,1) (~o<t< )

jelolést. Ekkor

o oo

Se=@ ) =1L = [#dEDLY)= [ty (=0,1,2..).

— oo — 00

MTA III. Osztdly Kozleményei 23 (1974)




158 A KULFOLDI SZAKIRODALOMBOL

A vizsgalt esetben, amikor az (5.2) formak mind pozitivok, a tételt bebizonyi-
tottuk.

Tegylik fel, hogy az (5.2) nem-negativ formak koézt van elfajuld. Ekkor ha az
elobbiekhez hasonléan az (5.4) egyenléség titjan a polinomok B halmazin egy
bilinearis funkcionalt definidlunk, ez rendelkezni fog a skalaris szorzat minden tulaj-
donsagaval, kivéve azt, hogy (P, P)=0 esetén P(¢)=0 volna.

Tekintsiink egy minimdlis p fokszamu II(¢) polinomot, amelyre (I1, IT)=0.
A Schwarz-egyenlétlenség értelmében

|11, Q) = U1, 1) (Q, O),

ennélfogva

(5.5 I =0 (QeP).

Feltehetjiik, hogy p=0, mert ellenkez esetben (p=0) valaszthaté IT=1, és
ekkor s,=(I, t*)=0 (k=1, 2, ...), tehat az {s5,} sorozatnak megfelel a ¢ =0 fiiggvény.

Megmutatjuk, hogy a (P, P)=0 Osszefiiggésbdl kovetkezik, hogy P(t) oszthatd
II(t)-vel. Valéban, ha a P(¢) polinomot a P(¢t)=II(t)Q(t)+ R(t) alakban irjuk fel,
ahol R(t) fokszama kisebb, mint p, akkor (5.5) miatt azt kapjuk, hogy

(R,R) = (P—-1Q,P-IIQ) =0,
és igy R(1)=0.
A kovetkezékben P (P¢P) azoknak a polinomoknak az osztalyat fogja jeléini,

amelyek kongruensek P(t)-vel modulo II(t). Ertelmezziink a P osztalyok altal
alkotott p-dimenziés $,, halmazon egy (P, Q) bilinearis funkcionalt a

(B,0)=(P, O
képlet segitségével.
Ez a definicié egyértelmil, mert
(P+5,11, 0+ S, 1) = (P, Q).
A (P, Q) funkcional a §,, téren skalaris szorzatnak tekinthetd.
Most vegyiik észre, hogy ha P=0, vagyis (P, P)=0, akkor egyben
(tP,tP) = (P, 12P) = 0,

azaz tP=0. Ennélfogva P, =P, esetén tP,=1P,. )
Az utébbi koriilmény lehetové teszi, hogy 9,,-ben bevezessiink egy 4 operatort,
amelyet az )
AP =1P (PcH,)
képlet értelmez. Az A operator Snadjungalt.
Legyen E(t) (—o<t<<o) az A operator spektralfiiggvénye, tovabba

o) = (EM1, 1) (=<t < oo);
ekkor

oo oo

=@ =1, D= [ rEDL, )= [ tdo().

— oo - 0o

A tételt bebizonyitottuk.
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Megmutatjuk, hogy a masodik esetben, amikor tehat az (5.2) formak kozott
van elfajuld is, az (5.1) elGallitasban fellépd o(¢) fliggvény egyértelmilen meg van
hatarozva és pontosan p szamil névekedési pontja van.

Csakugyan, ebben az esetben (5.1) alapjan

(1, 1) = f \I]2do() = 0,"

tehat a o(¢) fiiggvénynek legfeljebb p névekedési pontja van és ezek I1(¢) zérus-
helyei. A névekedési pontok szima nem lehet kisebb, mint p, mert ellenkez$ eset-
ben lehetne talalni olyan II,(¢)#0 polinomot, amely p-nél alacsonyabb foku és
o(t) névekedési pontjaiban nullaval egyenld, és erre (II,, IT,)=0 volna, ami lehe-
tetlen.

Legyenek oy <op<...<a, a a(t) fiiggvény ndvekedési pontjai (IT zérushelyei).
Képezziik a

_ 1 .
%(’)-m (i=12..,p

polinomokat. Ekkor

45> 9) = [ laPdo(® = o(;+0—0(,—0) (j=1,2,...,p).

Az allitast bebizonyitottuk.

2. Térjiink vissza az els6 esetre, amikor mindegyik (5.2) forma pozitiv, és
vizsgaljuk meg azt a V halmazt, amely az 6sszes normalt, nem-csékkend és az (5.1)
el6allitast lehet6vé tevd a(2) fliggvényekbdl all.

Mindegyik o€V fiiggvényre vonatkozéan $ tugy tekinthetd, mint az L, tér
(lasd a 2.2. példat) bizonyos ), altere, amelyet gy nyeriink, hogy az Gsszes poli-
nomokbdl all6 P halmazt lezarjuk £,-ban.

Ezek szerint az Gsszes §, (6€ V) terek izometrikusak egymassal és ugyanannak
a $ térnek a realizacidi.

Minden ilyen térben 4 a P(t) polinomok #-vel val6 szorzisanak az operatoraként
abrazolhato.

A {r*} sorozatot $-ban ortonormalva egy valds polinomokbdl allé {D,(¢)}
sorozatot kapunk, amely mindegyik §, (6€ V) térben ortonormalis.

Az A operator énadjungalt vagy (1, 1) defekt indexii a szerint, amint a > | D (2)|?
0
sor nem valos 4 mellett divergens vagy konvergens.

B. TETEL. Ahhoz, hogy a o fiiggvényt az (5.1) egyenlGségek egyértelmiien meg-
hatdrozzdk (a momentum probléma meghatdrozott legyen), sziikséges és elégséges,
hogy A énadjungdlt operdtor legyen.

A feltétel elégséges volta a 2.2c. példaban szerepld altalanos allitasbdl kovet-
kezik. Bebizonyitjuk a sziikségességet.

Legyen B, (k=1, 2) az A operator két kiilsnbozé 6nadjungalt folytatasa H-ban,
E®@) (k=1,2) a megfeleld spektralfiiggvények, o™ (t) (k=1,2) pedig az (5.1)
momentum probléma hozzijuk tartozé megoldasai.
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Megjegyezziik, hogy ekkor

oo -
(R®1, 1) = f @Et_g]’_l)z f@ k=1,2),

—oc0 — o0

ahol R® =(B,—zI)~! a B, (k=1,2) operator rezolvense.
NyilvanvalS, hogy az R® rezolvens és az

U® = (B,—zl) (B,—z)™* (k=1,2)

Calyey-transzformalt kozott fennall az

RY = ZTIE(I— UP) k=12

Osszefiiggés.

Rogzitsiik a z szamot. Legyen e, az £,=R(A —zI) halmazra merdleges egység-
vektor, e =UMe, pedig az L,=R(4—zI) halmazra merSleges egységvektor.
Minthogy az U® (k=1,2) operatorok az £, halmazon megegyeznek, fennall
e =UPe,=celM, ahol |g|=1.

Bontsuk fel az 1€ $ vektort merSleges GsszetevBkre:

I =(,e)e,+g (g€2)).

Vegylik tekintetbe, hogy (lasd a 2.1. példat)

(e = (1, e = (o(1, &)t = —— =0

S D)

Minthogy g€ €,, azért UV g=U®Pg, kdvetkezésképpen
UP1-UP1 =(l,e) (e—1ef,

RO 1-r®1 = L% (1 _gm,
=z z__z z

tehat
(1, e,) (efV,1)

2) (RO =
(5.6) (RP1L, DH—(RPL, 1) 3iy

(1—eg).

A 4. §-ban elmondottak értelmében az A operator B, dnadjungalt folytatasat
az ¢ (lef=1) szdm hatirozza meg. Ha ¢ befutja az egységkort, akkor megkapjuk

A Osszes 6nadjungélt folytatasait a § térben.
Ennek soran, amint az (5.6) egyenlGség mutatja, a

wz) = (R 1, 1) = f d‘t’(_zfz(’)

— oo
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pont egy I'(z) kort ir le, amelynek a sugara

[¢)]
(57) r(z) — l(l, ezz)l(-]lj] €z )[ — ool .
2!J’|k220 1D (2)?

Ebbdl kovetkezik, hogy e 1 esetén 6((¢) nem azonos ¢M(z)-vel.

3. Most legyen o€ V. Tekintsiik 2,-ban a t-vel valé szorzas T operatorat azokon
a g€ g, fiiggvényeken, amelyekre teljesiil az

+ oo

(5.8) [ 2le@®Pdo(t) <

— o0

feltétel. A T operator a §, térben miikdd8é A operatornak olyan dnadjungalt foly-
tatisa, amely $,-bol kilép 2,-ba (ha H,=L,).
Legyen E(f) (—oo<t<o0) a T operdtor spektralfiiggvénye. Ekkor tetszés sze-
rinti nem valds A-ra
~dEDL 1)
—)D-1! = i e 0 s Bl
(@-n1,1) = f Py

— o0

Masrészt az 8,-beli skalaris szorzat definicidja szerint

(@-2D71,1) = (-1, 1) = [ 6?_0}) _

—co

Latjuk, hogy
(5.9 o(t) = (E()1,1) (—oo <1 < o).

Ilyenforman tetszés szerinti o€ ¥ fiiggvény az A. tétel bizonyitasa soran ismer-
tetett modon, vagyis az (5.9) képlet utjan nyerhetd, ahol E(f) az 4 operator vala-
melyik, altalaban egy $ D% térbe kiléps, Onadjungalt folytatdsanak a spektral-
figgvénye.

4. Abban az esetben, amikor V sok fiiggvénybdl all (hatirozatlan momentum
probléma), a o€V fliggvényt kanonikusnak fogjuk nevezni, ha az (5.9) képlet segit-
ségével nyerhet8, ahol E(t) az A operator valamilyen $-beli 4 6nadjungalt folyta-
tasanak spektralfiiggvénye.

Riesz Marcelt8l [14b] (lasd még [16]) szarmazik a kovetkezd

C. TETEL. Ahhoz, hogy az ésszes polinomok halmaza, B siirii legyen L,-ban
(o€ V), szitkséges és elégséges, hogy a kivetkezd két feltétel koziil az egyik teljesiil-
Jjon: vagy a momentum probléma hatdrozott, vagy a o fiiggvény kanonikus.

Bizonyitds. Valdban, ha teljesiil az elsé feltétel, akkor az 4 operator defekt
indexe (0, 0), és P-nek L,-ban sirii volta a 2.2. példa 7°. allitdsabdl adddik.

Most tegyiik fel, hogy a o(¢) fiiggvény nincs egyértelmiien meghatarozva, vagyis
hogy A defekt indexe (1, 1).
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Ha P siirii ,-ban, azaz $,=2,, akkor (a 9, teret az £, térrel azonositva)
a T operatort az A operator $H-beli 6nadjungalt folytatasanak lehet tekinteni, mint-
hogy pedig o(t) a 3. pontban mondottak értelmében az (5.9) képletbdl nyerhetd,
ahol E(t) a T operator spektralfiiggvénye, azért o (¢) kanonikus fiiggvény.

Megforditva, tegyiik fel, tudjuk, hogy &(¢) kanonikus fiiggvény, vagyis az (5.9)
képlet szerint szamithato ki, ahol E(t) az A4 operator egy H-beli 6nadjungalt foly-
tatasanak, A-nak a_spektralfiiggvénye.

Tekintsiik az A operator R, rezolvensét:

R, = (A-iD™t.
Erre teljesiil az

(R1,1) = fd_(w

— o0

egyenléség. Felhasznalva a rezolvens
(5.10) 1. R} =Ry,

2. Rj=R,+(A-pR;R,
tulajdonsagait, kapjuk:

(Ry1, Ry1) = (ReRy1, 1) = 57 [(Ry 1, D)= (R, 1] = f S

AR
Tovabba barmilyen P(¢) polimonra

(5.11) (R,1, P) = (R;1, P(A)1) = (P(4)R,1,1) =

PO yEw1, 1) = P(’) ) dot) (imi = 0).
[ =7 4EOLY

Innen mar nehézség nélkiil adddik, hogy
IR, 1—P|? = (R;1, R, 1)— (R, 1, P)—(P, R 1)—(P, P) =

2

do(r) (Im2A # 0).

oo

- i

1
T FO

Minthogy pedig az R;1 (€$) elem polinomok limesze a $ térben, azért (r—A)~?
polinomok limesze $,-ban, tehat $,=2,.

5. Meg fogjuk mutatni, hogyan hatarozhaték meg analitikusan az 6sszes c€V
kanonikus fliggvények abban az esetben, amikor a momentum probléma hatarozat-
lan (az A4 operator defekt indexe (1, 1)).

Tekintsiik az Gn. masodfaju polinomokat (a D,-hoz adjungalt polinomokat);
nevezetesen legyen
D, (1)— D,(z)

t—z

G, (2) = [ , 1] n=1,2,..).
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Ilyen mddon tetszés szerinti o€ V fiiggvényre

(5.12) G,2) = f D (’) D (Z)d O (=012, ..;G,=0).

— oo

Most legyen o(r) kanonikus fiiggvény, amely az A operitor valamilyen $-beli
A onadjungalt folytatasanak felel meg. Ekkor az R,=(A—AI)~1 rezolvensre tetszés
szerinti A (Im 1#0) esetén R,1€9, és igy
ImA = O,]

(5.13) (R,1,R,1) = Z’(Rzl Dy (R,1, D) [Imu;‘O. :

Az (5.11) osszefiiggés értelmében

(5.14) R, D= [ 29 450) =
~ do(t)
do+D,0) [ ——5 = G +w, D) (k=1,2,..),

_ ¢ Dy(—D, (%)
- f t—A

— oo

ahol w,(1)=(R;1, 1) a o(r) fliiggvényre vonatkozd Stieltjes-integral:

(5.15) w,(2) = f ‘f"_(;)

— oo

Masrészt (5.10) alapjan

(Ri1, R,1) = (R;R,1,1) = __(w D) —w, (@).
Ennélfogva

1 2O 36,0+, () D) Gl T D)

Ha itt a u=A4 helyettesitést alkalmazzuk, meggy6z8dhetiink arrdl, hogy kanonikus
o esetén w, (1) a w-sikban azon a kéron helyezkedik el, amelynek az egyenlete

wv—v

(.17 T = 2 GO

Megkaptuk annak a I'(A) kérnek az explicit egyenletét, amelyrdl a 2. pontban
sz6 volt és amelynek az r(2) sugara az (5.7) képlet szerint szamithatd ki.

Az (5.17) Osszefiiggésben w helyébe a w,(2) analitikus fiiggvényt helyettesitve
(o kanonikus), a baloldalon a nem-valés A valtozé folytonos fiiggvényét kapjuk,
és minthogy az (5.17) sor minden tagja pozitiv, azért Dini tétele szerint az (5.17)
sor egyenletesen konvergens barmely korlatos, zart, a valds tengelyt nem metsz6
halmazon.
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Ezek utdn tekintve az (5.17) egyenldséget w=w, (1) (k=1,2) esetén, ahol
o,(t) és a5(t) két kiilonb6zb kanonikus fliggvény, azt kapjuk, hogy a mondott
halmazokon a

(5.18) kg"o D, ()2, § G (P

sorok mindketten egyenletesen konvergensek.

De a D, ortogonilis polinomok és a G, adjungilt polinomok gydkei mindig
valésak (lasd [2] vagy [16]), és ha egy P(z)=ayz"+...+a, polinom mindegyik
a; (j=1,2, ..., n) gybke valds, akkor a

|P(2)] = lao| ]Yl |z =]
j=

mennyiség az |y|=|Im z| valtozénak nyilvan névekedd fiiggvénye. Ennélfogva
az (5.18) sorok a sik barmelyik korlatos részhalmazin egyenletesen konvergensek.
Legyen 2, a felsd félsik rogzitett pontja (Im A,=0) és

_at+f

(5.19) W=75

(—eo <1< o)

a I'(ly) kor paraméteres egyenlete Ugy felirva, hogy amikor 7 ndvekszik, akkor
a w pont a I'(1,) kort az dramutaté jarasaval ellentétes értelemben futja be.

Végezziik el az (5.16) egyenlGségben a p=1, helyettesitést és oldjuk meg az
egyenletet w_(1)-ra. Ekkor a kovetkez6t nyerjiik:

AR+ BN, (A
CA+DDwq (1)’

w.(4) =
ahol

AQ) =—(—A) S Gi(%0) G (D),
B()=—1+(i—4y) i D) G(D),
CU) =—1+(—Ap) f G (30) D),

D) = (2—2) i D, (i) D, (3.

Ha w,(4,) helyébe beirjuk a megfeleld (5.19) értéket, akkor megkapjuk a I'(4)
kor paraméteres egyenletét:

DPo(A)+1p1(A)
(D) +1q: ()
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ahol
po(A) = 04N+ BB(A), pi(A) = yA(A)+aB(l),
q0(A) = 6C(D)+BD(A), () = yC(A)+aD(A).

Folytonossagi meggondolasokbdl kévetkezik, hogy t ndvekedésekor a w,(1)
(Im A=0) pont a I'(1) kort az éramutatd jarasaval ellenkez$ értelemben futja be
(mert A=1, esetén ez a helyzet). Ezek szerint rogzitett 4 (Im A=>0) mellett az (5.20)
linearis transzformacio a 7-sik felsd felét a I'(4,) kor altal hatarolt krlemezre képezi le.

Ilyen modon bebizonyitottuk, hogy a o€V kanonikus fiiggvények halmaza
egy-egyértelmiien megfeleltethetd a végtelen t-tengelynek (beleértve a végtelen tdvoli
pontot), mikiozben tetszés szerinti A (Im 1.=>0) mellett fenndll az (5.20) dsszefiiggés.

Minthogy A(A), B(1), C(1), D(A) egész fiiggvények, azért p,(1), ¢;(A) (i=0,1)
linearis kombinacioik is egész fiiggvények, tehat kanonikus ¢ esetén w,(4) meromorf
fiiggvény. Ebbdl (5.15) figyelembevételével azt kapjuk, hogy o tiszta ugrofiiggvény,
amelynek a szakadasi helyei a ¢o(2)+1q,(1) fliggvény gydkei. A (1) fliggvény
ugrasait az (5.20) meromorf fiiggvény reziduumai szolgaltatjik. N

Minthogy a vizsgalt esetben $,=2,=9, és a o fliggvényt generalé 4 Onad-
Jjungalt folytatas megegyezik a r-vel valé szorzas T operadtoraval {,-ban, o ugras-
helyei egytttal 4 spektrumat (sajatértékeit) adjak.

Legyen ¢ az A operator regularis pontja (a o fiiggvény allanddsagi helye). Ekkor
az R,=(A—AI)"1 rezolvens A=¢ esetén is létezik; az (5.10) és igy az (5.16) Sssze-
fiiggésekben is lehet p=¢&. Ha ezekutin az (5.16) egyenletet megoldjuk w,(4)-ra
és alkalmazzuk a r=w,(&) jelslést, azt talaljuk, hogy

_ P O+10,G5 9) e
G2 KAC r e e e B
ahol mar
Po0: 9 ==(=9 3 GOG(),
P50 =—140—8) 3 DG,
(5.22) k=1

G003 &) = — 1+ (1—&) § G(8) Dy(D),

w8 = (-0 § D(5)Dy(3).

Tehat minden o € ¥ kanonikus fiiggvénynek, amelynek a ¢ pontban nincs ugrasa,
megfelel egy valds ¢ érték gy, hogy tetszés szerinti A mellett fennall (5.21).

Most tegyiik fel, hogy valamilyen 6=0,(¢) kanonikus fiiggvénynek a ¢ pontban
ugrasa van (¢ a megfelelé A operator sajatértéke).

Ekkor az (5.21) egyenlGség fenndll valamilyen ¢=¢" esetén, ha a { pontot egy
elég kozeli &> € ponttal helyettesitjiik, amely nem tartozik 4 spektrumahoz. Valasz-
szunk egy &,—~& (£,=&) sorozatot, és tegyiik fel, hogy o =0, -re az (5.21) egyenlGség
teljesiil £=¢, és t=t, (n=1, 2, ...) esetén. Az altalanossadg megszoritasa nélkiil fel-
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tehetjiik, hogy #,—1,, ahol #; a valos tengely végesben vagy végtelenben levé pontja.
De ekkor behelyettesitve (5.21)-be a £=¢,, t=t, értékeket és kiszamitva a jobboldal
hatarértékét azt talaljuk, hogy (5.21) fennall 6=0,-re, ha r=¢,.

Minthogy az adott esetben a w,(A) fiiggvénynek a A=¢ helyen pdlusa van,
(5.21) és (5.22) alapjan azt kapjuk, hogy f,=<o, és igy

—1+(1—=8) > D) G ()
(5.23) W, (2) = — :
(4=9) ; Dy (&) D (4)

Mivel a o€V fiiggvényt Stieltjes-integralja, a w, (1) fliggvény egyértelmiien meg-
hatarozza, azért ilyen mdédon bebizonyitottuk, hogy ha a & pontnak megfelel egy
g€V fliggvény, amelynek a t=¢ helyen ugrasa van, akkor csak egy ilyen fiiggvény
van és az (5.23) képletbdl nyerhetd.

Minden mas o€V kanonikus fiiggvényt az (5.21) képlet kell hogy értelmezzen
a megfelelé r=w,(£) érték mellett. Ezenkivil mikézben o befutja az Osszes o€V
kanonikus fiiggvényeket, azalatt rogzitett A (Im A20) mellett a w, (1) pont befutja
a teljes I'(1) kort. EbbdSl kovetkezik, hogy minden valds f-nek, k6ztiik a = o érték-
nek is, megfelel egy és csak egy o€V kanonikus fiiggvény, ez az (5.21) képletbdl
hatarozhaté meg, és ilyen médon kimeritjiik a kanonikus o fliggvények V Osszességét.

Egyidejiileg azt is bebizonyitottuk, hogy tetszés szerinti & pontnak (— co< § <)
valéban megfelel egy a.€ V kanonikus fiiggvény.

Az (5.21) Osszefiiggésbdl kiszamitva a w, (1) fiiggvénynek a A=¢ helyhez tar-
tozé reziduumit, amely egyenl$ a

2(8) = 0:((+0)—0,({—0)

ugrés (—1)-szeresével, nyerjik:
o -1
e(®) = [%' Di(é)] .
Most megmutatjuk, hogy barmely mas o€V fiiggvényre

(5.29) 6(§+0)—a(E—0) = 2(?).

Csakugyan, tetszés szerinti P valds polinomra

PO (0 +0)—o(¢—0) = [ PX1)do(o).

Alkalmazva a

POy =P = Dk(f)Dk(r)/kg"o Di)  (r=1,2..)
helyettesitést, kapjuk:

. -1
0((+0)—0(l-0) = [k._Z; Di(ﬁ)] (n=12.),
€s ebbdl adddik (5.24).
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Kiiléndsebb nehézség nélkill bebizonyithatd, hogy az (5.24) &sszefiiggésben
egyenlség csak o=o0; esetén kdvetkezik be.

6. Most mar nem nehéz leirni, hogyan kaphatdk meg az 6sszes o € V fiiggvények.

Amint a 3. pontbdl tudjuk, tetszés szerinti o€ V fliggvény az (5.9) képlet sze-
rint nyerhetd, ahol E(f) (—ee<t<) az A operator valamilyen £,5 § térbe kilépd
'T=A4 6nadjungalt folytatasanak a spektralfiiggvénye.

Ha képezziik a megfeleld R,=(4—11)~* (Im 1#0) rezolvenst, akkor mar nem
allithatjuk, hogy R,1€%. Ezért most a w,(1) fiiggvényre az (5.13) egyenl8ség helyett a

we(D)—w, (4 &
oD@ _ ko1, &) = 3 (R, DYP
(4 k=0
Bessel-féle egyeniGtlenség érvényes.

Az (5.14) osszefiiggés alapjan azt kapjuk, hogy a w=w, (1) figgvény eleget
tesz a

(5.25)

oo

"= 3G +wD()P
- k=0
egyenldtlenségnek. De ez az egyenlGtienség a I'(2) 4ltal hatarolt korlemezt?® jellemzi.
Ennélfogva tetszés szerinti A esetén (Im A=>0) a w,(4) pont a I'(A) kor Altal
hatarolt K(A) kérlemezen helyezkedik el.
Minthogy a ¢ valtozonak az (5.20) egyenidség jobboldalan 4li¢ linearis tdrt
fiiggvénye a felsd félsikot a K(A) korlemezre képezi le, azért e korlemez w,(A) pont-
janak megfelel a felsé félsiknak az a (1) pontja, amelyre

=l

Po(D+7(A) p1(4)
5.26 w, (1) = ImA = 0).
(520) D= orman =0
Ha megoldjuk ezt az egyenletet 7(4)-ra, azt kapjuk, hogy t(4), ugyantigy mint
a p;(4), q;(A) (i=0, 1), wy(4) fiiggvények, a felso félsikon holomorf, és fennall

5.27) Imz(A)) =0 (ImA = 0).

Ezzel bebizonyitottuk R. NEVANLINNA [10a] allitisanak az els6 részét.

Ezen 4llitas értelmében megforditva is, minden olyan holomorf (1) fiiggvény-
nek, amelynek a képzetes része nem-negativ, az (5.26) képlet szerint megfelel az (5.1)
momentum probléma valamilyen o megolddsdnak a Stieltjes-integrdlja, w,(1).

Most megjegyezziik, hogy ha egy 4, (Im 4,=0) érték mellett a w,(4,) pont a I'(4y)
korre esik, akkor ez azt jelenti, hogy Im 7(4y)=0, mivel pedig egy harmonikus
fuggvény csak akkor veszi fel minimumat a tartomany belsejében, ha allandés, azért
7(A) azonosan egyenld egy valds konstanssal, tehit ebben az esetben a w, (1) pont
tetszés szerinti A (Im A=>0) esetén a I'(1) koron fekszik és a o fliggvény kanonikus.

R. NEVANLINNA eredménye a momentum probléma kimerité megoldasat adja,
azét a problémdaét, amely szerint meghatarozandék mindazok a nem-fogy6 o fiigg-
vények, amelyeknek a momentumai el6ére megadott s, (k=0, 1, 2, ...) értékek.

* Es nem a kor kiilsejét, mert ha w abszolut értéke elég nagy, akkor (5.25) jobboldala nagyobb,
mint a bal oldal.
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Nagyon kevés hidnyzik ahhoz, hogy teljesen megkapjuk NEVANLINNA ered-
ményét; azonban fel kellene hasznilni bizonyos komplex fiiggvénytani mddszereket,
amit itt nem kivinunk megtenni.

Egyébként NEVANLINNA eredménye és a momentum probléma Gsszes tébbi itt
ismertetett allitasa igen specialis kovetkezményként adddik azokbdl az 0j vizsgalatok-
bol, amelyeket M. G. KreEIN ([6]a—d), M. A. Livsic [8] és M. A. Na/MARK [9d]
folytatott az (1, 1) defekt indexii hermitikus operatorok elmélete és az dltaldnositott
momentum probléma teriiletén.

A momentum probléma szamos tételének egy masik targyaldsaval ismerkedhet
meg az olvasé N. AHUEZER [la] cikkébdl, amely ebben a folydiratban jelent meg.
Itt megtaldlhatd annak a jelentSs elégséges feltételnek a bizonyitdsa, amelyet
CARLEMAN a momentum probléma hatirozottsagira adott és ugy hangzik, hogy
a momentum probléma hatarozott, ha

2 1
" Vs

6. §. Korlatos hermitikus operatorok normatarto folytatasai

_ Ebben és a két kovetkezd paragrafusban egy 4 korlatos hermitikus operator
A o6nadjungalt folytatasaival fogunk foglalkozni.

IV. TETEL. Bdrmely D(A)C$ altéren értelmezett A korldtos hermitikus ope-
ratornak van legaldbb egy A onadjungdlt folytatdsa, amelynek a normdja ugyanannyi,
mint A-nak.

Bizonyitds. Minthogy az A korlatos hermitikus operitor mindegyik 4 6n-
adjungalt folytatisat megkaphatjuk ugy, hogy a B=4/|4| (|B]=1) operator
valamelyik folytatdsit megszorozzuk |A4]-val, azért az altalanossig megszoritisa
nélkiil feltehetjiik, hogy |A4|=1.

Tetszés szerinti f€$, g€ D(A4) elemekre

I(4g, )l = 4] -lgl-1f] = lgl- 1S}

Ebbdl kovetkezik, hogy (Ag,f) folytonos linedris funkciondl a D(4) téren. RIESZ
FrRIGYES lemmaja szerint minden f€$ elemnek egyértelmlien megfelel egy h€D(A)
elem, amelyre (4g, f)=(g, k) (2€D(A)).

Ertelmezziink egy A4° operatort a

h=Af  (f€9, heD(4)

képlettel. A° linearis, és

|4°f 2= (A°f, A°f) = (4A°f.f) = |4°f|- | ]
miatt {4°f]=]|f] minden f€$ elemre. Jel5ljiik P-vel a D(4)-ra valé merdleges vetités
operatorat; ekkor
) (4°g, h) = (g, Ah) = (Ag, h) = (PAg, h) (g h€D(A))
és
6.1) A’g = PAg (geD(A)).
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Vezessiik be $H-ban a
(g9f)1 = (g’f)—‘(Aogs AOf) (g,feg)

\j ,,skalaris” szorzatot. A megfelel ,,normét” az

IfR=1fP-14°f[?
képlet definialja.

Az 1j ,,skalaris” szorzat eleget tesz a skalaris szorzattél megkivant Osszes
kovetelménynek, kivéve esetleg azt, hogy |f];=0 esetén f=0. Azt fogjuk mondani,
hogy a g, f€$ elemek ekvivalensek (felirva: g~f), ha [g—f|,=0. Osszuk fel a $ teret
ekvivalencia-osztalyokra; az ekvivalencia-relacié tranzitivitisa (ha g~f és f~h,
akkor g~#h) miatt, ami viszont a

lg—hly = [g~f 1+ f—hl

egyenlc”)tlenségbél kovetkezik, ez lehetséges. A g€ $ elemmel ekvivalens elemek osztalyat
a ¢ jellel fogjuk jel6lni (az osztilynak természetesen sokféle jelSlése lehet). Konnyti
megmutatni, hogy az ekvivalens elemek osztalyalbol allo halmaz, altalaban, nem-
teljes Hilbert-térré valik, ha benne a Ag+uf=h (h=Ag+puf) definiciét vezetjitk

be és a
(g,f) = (g’f)l

képlet segitségével skalaris szorzatot értelmeziink.

Megjegyezziik, hogy ekkor |¢|=|g|,. Legyen $ az &sszes ekvivalencia-osztalyok
halmazanak a most bevezetett metrikdban kepezett lezarasa. A g€®(A) elemekhez
tartozo ¢ osztalyok halmazanak a lezirisa egy Dcsj altér.

A D(A) altéren értelmezve van a B=A—A° operator, é (6.1) miatt BgeN
(2€D(4)), ahol

N = HOD(A).
Minthogy |Bg|*=|Ag|*—|A°g[*=[g|*—|4°g|?, azért
(6.2) |Bg| = lgl, (2€D(4)).

Az utdbbi egyenldtlenség értelmében a g~h (g, h€ D(A)) Ssszefiiggésbdl kovet-
kezik, hogy Bg=Bh. Ez lehet6vé teszi, hogy D-nak egy slirli részhalmazén egy B’
operatort értelmezziink a

B'g = By (g€D(4), B'geN)
képlet utjan. Ekkor a (6.2) egyenlétlenség az alabbiba megy at:
(6.3) IBgl = 18l (g€D(4).
A (6.3) Osszefiiggésbdl kovetkezik, hogy a
B'g, = Bg, (8.€D4), n=12,..)
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sorozat a § térben tart az NcH altér valamelyik eleméhez, ha a g, sorozat a 53
térben a D altér egy eleméhez tart. A B’ operatort lezdrva egy B operatort kapunk,

amely az egész D (C SS) altéren van értelmezve, értékei az ift(csf)) altérhez tartoznak,
és (6.3) szerint fennall

(6.4) 1Bg| = || (3¢D).

Legyen P a D altérre valé merdOleges vetités operatora a 5 térben. Ertelmez-
ziink az egész § téren egy operatort a

B f=BF  (f¢9)
képlettel. Ekkor (6.4) alapjan
1B f| = |BEf| = |Bf| = |f| = | fh»

vagyis
(6.5) IBOfP=fP—IA°F  (fE€9).

Tekintsiik az 4,=A4°+B° operatort. A (6.5) egyenlStlenségbdl kévetkezik,
hogy |[4,]|=1, tehat |l47|=1.

Minthogy g€®(4) esetén Pg=g, azért B’%¢=Bg (gcD(4)), és a B operator
definicidjabol kovetkezik, hogy

Ag = Ag (geD()).
Minden f¢$, g€ D(A) elempéarra
(Aig.f) = (g ALf) = (g, A° f+ B°f).
De B feR és (g, B’ f)=0, azaz
(Aig.f) = (8 A°f) = (48, 1)
Aig=4Ag  (g€D(A)).

Ily médon megmutattuk, hogy A4, és Ay az 4 operator normatarté folytatdsa.
Ennélfogva az

és igy

A+ A7

4 2

onadjungalt operator is A folytatasa és || A]=1.
A tételt bebizonyitottuk.

7.8. Az A, Ay extremdlis operatorok
1. A H hermitikus operitort pozitivnak mondjuk (H=0), ha (Hf,f)=0
(f€D(H)) és legalabb egy g€ D(H) elemre (Hg, g)>0. Korlatos dnadjungalt pozitiv
H operatorhoz talalhaté egy és csak egy pozitiv operator, amelynek a négyzete

H-val egyenld; ennek a jele a tovabbiakban H'/? lesz.
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Ha H spektralis felbontasa
H= fl t dE(1),
akkor ’
% = j tsz(t)

Legyen S és T két korlatos 6nadjungalt operator. Azt fogjuk mondani, hogy
S nagyobb mint T (jelben: S=T), ha S— T pozitiv operator.

Legyen A korlatos hermitikus operator, amelyre [[4||=1 és amelynek az értel-
mezési tartomanya egy D(4)=$ zart linearis halmaz.

Jeloljiik B(4)-val az A4 operator 1-nél nem nagyobb normiju o6nadjungalt
folytatisainak az Osszességét.

A B(A) halmaz nem iires, ugyanis hozza tartoznak példaul az 4 operatornak
a IV. tétel értelmében 1étezb valtozatlan normaji 6nadjungalt folytatasai.

Az A operator két tetszés szerinti Onadjungalt folytatasanak a C kiilonbsége
olyan 6nadjungalt operator, amely a D(A4) altéren nullaval egyenls. A C operator
értékei a D(A) altér ortogonalis komplementumaba, N-be esnek, mert (Cg,f)=0
(g€ D), féb) miatt (g, Cf)=0, vagyis CfeN.

Ezek szerint ha a B(A) Osszességhez tartozd egyik operator 4, akkor minden
B(A)-beli operator 4+ C alaku, ahol a C operator csak -beli értékeket vesz fel
és eleget tesz az _

Af+CAENI= (L) (f€9)
feltételnek, amely ekvivalens azzal, hogy
—({+DL)= LN =A-DSS)  (fe9),
vagy masképpen
(7.1) —U+ADH=Cc=I-4A
Megjegvezziik, hogy az I— A4, I+ A operatorok pozitivok.

2. Ahhoz, hogy tisztizzuk a (7.1) feltételnek eleget tevé C operatorok termé-
szetét, sziikségiink lesz az alabbi lemmara.

7.1. LEMMA. Legyen M a § tér zdrt altere, H pedig egy pozitiv operdtor. Ekkor a
C=H, ROcRH

feltételeket teljesité C onadjungdlt operdtorok MM halmazdban mindig taldlhaté maxi-
madlis Hg operdtor (vagyis olyan operdtor, amely a halmazba tartozé bdrmely mdsik
C operdtorndl nagyobb).

Bizonyitds®. Az I halmaz nem lres, mert hozza tartoznak példaul a 0, — Pq
operatorok (Py az -re valé merdleges vetités operatora).

1 Az itt kdvetkezd bizonyitas egyszerGbb, mint M. G. KRrEIN eredeti bizonyitasa; szerzGje
1. M. GELFAND.
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Az Jt altér H-ra vonatkozd ortogondlis komplementumat D-vel fogjuk jelolni.
Ekkor Cg=0 (g€D) és (Cf, 2)=0 (f€9, g€D), tehat

(€. ) = (C(f~g).f—2)
A C operator nem nagyobb, mint H, ezért

) (Cf.f) = (H(f~g.f~g) = [H(f—gF  (f€H,g€D)
es
(7.2) (Cf.f) = inf |HV2 f— V22,

geD

Legyen £ azoknak a h elemeknek a halmaza, amelyek ortogonalisak a H'*D
halmazra, Py pedig az { altérre valé mer8leges vetités operatora. A (7.2) egyen-
16tlenségbdl kovetkezik, hogy

(7.3) (CAf) = |PoH' fI2 = (H'2PoHY2 S f)  (fE9).

De h€ & akkor és csak akkor teljesiil, ha (h, H'/?g)=0 (g€ D), vagyis (H/?h, g)=0,
és igy HY?hem.
Ezek szerint a

(7.9) Hyg = HV2py, H/?

operdtor benne van az M halmazban és azonos a Keresett maximalis operatorral.
3. Visszatérve a (7.1) Osszefiiggésekhez azt latjuk, hogy

(7.5) —~(I+Da=C=(I-A)g (M=90DA)),

és hogy 4 minden olyan 6nadjungalt folytatasa, amely a B(A4) Ssszességhez tartozik,
egy A, minimdlis és egy Ay maximdlis folytatas k6zé esik, ahol
A, = A—(I+A)a,
(1.6) { w= A=A
Ay = A+T~Da.

V. TETEL. Ahhoz, hogy az A, onadjungdlt operdtor a B(A) halmazhoz tartozzék,
szitkséges és elégséges, hogy teljesiilion az
1.7 A, = A, = Ay
feltétel.

Bizonyitds. Hogy a (7.7) feltétel sziikséges, azt mar bebizonyitottuk. Be fogjuk
bizonyitani, hogy elégséges is.

A (7.7) egyenlStlenségekbdl kovetkezik, hogy |4,[|=max (4], |4x])=1, és
hogy az A, — A, pozitiv operator nem nagyobb, mint 4,,—4,. Igy

0=((4,-4)g,2) =((Au—4)g.,8) =0 (geD(4)),
((Al_Au)g’ g) = I(Al_Au)1/2g|2 = 09

A,g = A,8 = Ag (g€D(A)).
A tételt bebizonyitottuk.

tehat

vagyis
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8.§. Az AcB(A) folytatas egyértelmiiségének kritériuma

1. Allapitsuk meg annak a feltételét, hogy az 4 korlatos hermitikus operator-
nak egyetlen olyan A Onadjungalt folytatisa legyen, amelynek a norméja =1.

Az elobbi paragrafusban a C operatorra (két B(A4)-beli 6nadjungalt folytatas
kilonbségére) nyert (7.5)

—([+Ag=C=(T-A)g

egyenldtlenségekbdl kozvetleniil kovetkezik, hogy az A korldtos hermitikus operdtor
valamelyik A onadjungdlt folytatdsa akkor és csak akkor egyetlen olyan onadjungdlt
folytatisa A-nak, amelynek a normdja =1, ha

8.1 I+ Ag = T—A)g = 0.
2. A (8.1) feltételek tartalméanak a tisztazasa céljabdl bebizonyitunk két lemmat.
8.1. LeMMA. Hy=0 akkor és csak akkor, ha

8.2) NROARHY2) = 0.

Valdban, (7.4) alapjan R(Hg)C R(HY?). Minthogy tovabbi a Hy operator
definicidja szerint
azért
R(Hg)c H2Q.

Ennélfogva a (8.2) Osszefiiggésbdl koévetkezik, hogy Ha=0. Megforditva, ha
Hg=0, akkor

(Haf.f) = (HV2PHYM2 [, f) =0 (f€9),

tehat |PoHY?f|=0 (f€ $). Ezért az L altér merdleges a H'/? operator értékkészletére,
és igy benne van H'Y? zérus-alterében.
Legyen

H= [ tdEQ) & HV>= [ rdE()
0 0

a H, ill. a HY? operator spektralis felbontasa.
Nyilvanvald, hogy f€ R(HY?) akkor és csak akkor 4ll fenn, ha

r dEMSS
6[ ¥< .

Kovetkezésképpen a 8.1. lemmdabdl kozvetleniil adédik az alabbi.

8.2. LEMMA. Ahhoz, hogy Hg=0 legyen, szitkséges és elégséges, hogy minden
heR elemre teljesiiljon az

8.3) i ﬂ(’t)ﬂl .

0
Seltétel.
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3. Ha a (8.1) feltételeket a 8.2. lemmanak megfeleléen interpretaljuk, akkor
a kovetkezo tételhez jutunk.

_ VL. TéreL. Ahhoz, hogy az A hermitikus operdtor A énadjungalt folytatdsa
(JAll=1) A egyetlen olyan dnadjungdlt folytatdsa legyen, amelynek a normdja =1,
sziikséges és elégséges, hogy minden heM elemre teljesiilienek az

Y A(F()h, h Yd(F(t)h, h
f(() ) _ f()):oo

b4

8.
@4 T+1 J T

feltételek, ahol F(t) (—1=t=1) az A operdtor spektrdlfiiggvénye.

A 8.2. lemma bizonyitisa soran végzett megfontolasok alapjan vildgos, hogy
a (8.4) alatt szerepld elsd, ill. masodik feltétel kiilon-kiilon sziikséges és elégséges
ahhoz, hogy az adott 4 folytatds megegyezzék az A, minimalis, ill. az 4, maximalis
folytatassal.

4. Erdekl8désre tarthatnak szamot olyan kritériumok, amelyek segitségével
magarél az A korlatos hermitikus operatorrél (az A folytatds ismerete nélkiil)
eldonthetd, hogy véaltozatlan norméju 6nadjungélt folytatdsa egyértelmii-e. Meg-
elégsziink azzal, hogy bizonyitas nélkil idézziik a kovetkezd feltételt (lasd [6i],
6. tétel).

_ VI TETEL. Ahhoz, hogy az A korldtos hermitikus operdtornak egyetlen olyan
A Onadjungdlt folytatdsa legyen, amelynek a normdja =1, sziikséges és elégséges,
hogy tetszés szerinti he N elemre (M=H0 D(A)) teljesiilion a
Ag, b
sup I(2g )l2 -
gsena) |81 —14g]
feltétel.

8.1. példa. Az operatoros momentum probléma véges intervallumban.

Legyen € Hilbert-tér, amelyben két elem, x és y skaldris szorzatanak a jele [x, y].

Tegyiik fel, hogy a (véges vagy végtelen) (a, b) zart intervallumhoz tartozd
mindegyik ¢ értéknek megfelel egy az € térben haté F(r) korlatos onadjungalt
operator. Azt fogjuk mondani, hogy F(t) nem-csékkend operdtorfiiggvény, ha

F() = F(ty) (1, <1ty; 1, 1,6, b))

Nem-csokkené F(t) operatorfiiggvényre mindig 1éteznek az F(r—0), F(z+40)
limesz-operatorok abban az értelemben, hogy tetszés szerinti x€€ elemre

F(t—0)x = ]i{l’tl F(7)x, F(t+0)x = li?g F(t)x.
A kovetkezokben
b
(8.5) J = [o@ dF@)

alaku integralokat fogunk vizsgalni, ahol ¢(¢) az (a, b) szamk6zben folytonos fiigg-
vény. Ezért nem jelent majd megszoritast, ha feltessziik, hogy

Fla@g=0 ¢és F(@) = F(t-0) (@a<t<b).
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Az (a, b) szamkdzben folytonos ¢(f) fliggvény esetén tetszés szerinti x€€
elemre az

b
(8.6) [ 0@ dF(t)x

integral er8sen konvergens E-ben. A (8.5) egyenl8ségen azt értjiik, hogy barmelyik
x€E elemre Jx egyenld a (8.6) kifejezéssel. A J operator korlatos. A (8.6) integral
konvergencidja és az F(t) fiiggvény emlitett tulajdonsagai M. A. NAIMARK egyik
altalanos tételébdl ([9]a, b) adddnak.

Az az olvasd, aki nem ismeri ezeket a munkdakat, értelmezze a (8.5) egyenl8séget
agy, hogy tetszés szerinti x, y€€ elemekre

b
x5 = [ @) dIF()x, yl

D. TETEL. Ahhoz, hogy egy korldtos onadjungdlt operdtorokbdl dllé S;, S, ..., S
sorozat elddllithatd legyen
1

(8.7) Se= [H+dF@)  (k=0,1,...,2n)

-1

alakban, sziikséges és elégséges, hogy tetszés szerinti x;€€ (i=0, 1, ..., 2n) elemekre
teljesiiljenek a kovetkezd feltételek :

n—1
L X [Sjsex;x] =0,
J k=0

n—1
IL. o[(Sj+k—Sj+k+2)xj’ xd = 0.

Jrk=

Bizonyitds. A (8.7) 6sszefiiggésbdl

n 1 n N
S [Siaxpxd= [ 3 d+d[F()x;, x] = Jim X4, F®)py, »ls
Jk=0 21 pk=o0 T |

ahol
4,F() = Ft)—F(t,-), y, = 2 Hxj,
j=0

tv=—1+-2ﬁv v=1L42,..,N).
Innen adddik az 1. feltétel sziikségessége.
A II. feltétel sziikségessége az analdg

n—1 N
.kZo [(Sj4x—Sjen+2)X;s %] = lim 2;(1—13)[AvF(t)yv,yv]
5k= v=

egyenlGségbdl kovetkezik.
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Be fogjuk bizonyitani, hogy az I., II. feltételek elégségesek is. Tekintsiik azt
a B linearis halmazt, amely a

P() = 3tx; (x,€€ j=0,1,..,n)

j=0

alaka P(z) ,,polinomokbdl” ail. Definidljunk a ¢ halmazon egy (P, Q) hermitikus
bilinearis funkcionalt a

(P,0) = [Sj+xXis ¥ [Q(’) = k;"(,) *yes ykE(ﬁ]

j k=0
egyenldség segitségével. Az 1. feltétel alapjan
(P,P)=0 (P(HED).

El3szor tegylik fel, hogy az I. forma nem elfajuld, azaz ha P(¢) 20 (nem mind-
egyik x; ,,egyiitthaté” nulla), akkor (P, P)=0.

Ebben az esetben a (P, Q) bilinearis funkcional tekinthet6é skaliris szorzatnak
P-ben. Ha a P halmazt erre a skalaris szorzatra nézve lezarjuk, akkor valamilyen
9 Hilbert-teret kapunk.

Jelsljik D-vel azoknak a Q¢ polinomoknak az Osszességét, amelyek leg-
feljebb (n—1)-edfoktiak:

n—1
Q@) = ZO Hy,; (J’jE(g)-
j=

A D halmazon értelmezziink egy A operatort az

n—1
49() = 10() = 3 41y,
j=
egyenldség segitségével.
Minthogy tetszés szerinti Q,, Q,€D esetén

(101, Q) = (01, 1Qy),

azért az A operator hermitikus.
Ezenkiviil a II. feltétel értelmében

(8.8) (40, 4Q) = (1Q,1Q) = (2, Q) (Q€D).

Ily médon az 4 operator norméja legfeljebb 1: ||4|=1. 5

A IV. tétel szerint A-nak van 1-nél nem nagyobb normajit 4 6nadjungalt foly-
tatdsa.

Legyen A spektralfiiggvénye E(t):

4= f1 tdE(2).

-1
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Ekkor tetszés szerinti x, y€€ elemekre fennall

(89) [Sj+kx, y] = (tjxa tky) = (‘Ijxa /Iky) = (‘Zj-‘-kx’ y) =
1
= [dHd(E@®x,y)  (j+k=0,,..,2n).
-1

Megjegyezziik, hogy az E(t) operatorok a $ térben hatnak és nem E-ben;
ennek ellenére (E(t)x, ») hermitikus bilinearis funkcional €-ben, és az

I(E(t)x7 x)l = (x, x) = [S0x9 x] = “SOH [xa x]

egyenlOtlenségek miatt folytonos is. Riesz tétele szerint ennek a funkcionalnak
megfelel egy az € térben hatd F(¢) korlatos 6nadjungalt operator dgy, hogy

(8.10) (E@®x, ) =[FOx,]  (x,y€€).

Minthogy tetszés szerinti x€€ mellett az (E(¢)x, x) fiiggvény nem-csokkend, azért
F(t) nem-csokkend operatorfiiggvény.

A (8.9), (8.10) Osszefiiggésekbsl kovetkezik (8.7), igy arra az esetre, amikor
az I. forma pozitiv, a tételt bebizonyitottuk.

Abban az esetben, amikor az I. forma elfajuld, két P, Q€P polinomot ekvi-
valensnek fogunk tekinteni, ha

P-Q,P-0)=0.

A (8.8) képlet értelmében az 4 operator ekvivalens polinomokat ekvivalensekbe
visz at. Ezek szerint az ekvivalens polinomokat egymassal azonositva a vizsgalt
eset konnyen visszavezethet6 az el3bbire (lasd az 5. §-t).

A tételt bebizonyitottuk.

Abban az esetben, amikor az € tér egydimenzids, a D tétel a hatvanyokra
vonatkozd véges momentum probléma megoldasat szolgaltatja:

Ahhoz, hogy az s, (k=0, 1, ..., 2n) szdmsorozat elédllithaté legyen

1
8.11) sc= [ thdo(t)  (k=0,1,..,2n)
-1

alakban, ahol o(t)=0(t—0) (6(— 1)=0) valamilyen nem-csokkend fiiggvény, sziikséges
és elégséges, hogy a

n n—1
(8.12) 2 Sj+kfjfka > (Sjre—Sj+r+2) 6k
J k=0 Jsk=0

formdk nem-negativok legyenek.

Ebben az esetben a § tér n-dimenzids, tehat az E(t) spektralfiiggvénynek, és
igy a a(t)=F(t) fiiggvénynek is, legfeljebb n névekedési pontja van.

Felhasznalva azokat a kritériumokat, amelyek a valtozatlan normaju folytatés
egyértelmiiségére vonatkoznak, meg lehet mutatni, hogy a o(z) fiiggvény akkor és
csak akkor van egyértelmlien meghatirozva, ha a (8.12) formak koziil az egyik
elfajuld.
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Ha viszont mindkét forma pozitiv, akkor a (8.11) el6allitast adé a(¢) fliggvények
kozott talalhato lesz két szélsd, amelyek az A operator minimalis, ill. maximalis
folytatasanak felelnek meg. E két fliggvény koziil az egyiknek a A = —1, a masiknak
a A=1 helyen van ndvekedési pontja; ennek az igazolasat az olvasdra bizzuk.

Ha az € tér p-dimenzids, akkor a § tér np-dimenzids, és E(t)-nek, tehat F(¢)-nek
és o(t)-nek is legfeljebb np szamu nodvekedési pontja lehet. Ebben az esetben az
Sos Sy, ... Sy, operatorok hermitikus maétrixoknak tekintheték, €s ha teljesiilnek
az 1., IL. feltételek, akkor érvényes az

Se=2tH;, (m=np; k=0,1,..,2n)

eléallitas, ahol H; (i=1, 2, ..., m) pozitiv hermitikus matrixok.

Az operatoros momentum probléma vizsgilatanal arra az esetre szoritkoztunk,
amikor véges szamu S, (k=0, 1,2, ...,2n) ,,momentum” van megadva, ugyanis
ha mindegyik S, (k=0,1,2,...) ,,momentum” adott, akkor a feladat megoldasa
lényegesen egyszer{ibb.

Végil megemlitjilk, hogy a hatvanyokra vonatkozé klasszikus momentum
probléma a (— oo, «) végtelen alapintervallum (lasd 5. §) esetében is hasonlé mdédon
altalanosithat6 operéatorokra.

9. §. Hézaggal rendelkezé operatorok folytatisa

1. 9.1. LEMMA. Legyen R egy a § térben siirii D(R) halmazon értelmezett hermi-
tikus operdtor, és legyen A az R operdtor linedris tért transzformdltja:

A = (aR+BI) (yR+8171,

ahol a, B, y, 6 valés szdmok és ad—Py#0. Ekkor az A operdtor tetszés szerinti
A dnadjungdlt folytatdsdnak megfelel R-nek egy R onadjungdlt folytatdsa, amelyet az

R = @A-pD (—yA+aD)?
képlet értelmez.

A 3.1. és 4.1. lemma, tovabba a 3. § 2°. allitdsa értelmében elég megmutatni,
hogy yAf—af=0 esetén f=0. Tegyiik fel, hogy yAf—af=0. Ekkor (yAf—af, N)=0
(h€$). Specialisan (YAf—af, ¢)=0 ha ¢ € D(A). Innen(f, yAp —ap)=(f,yAp —op)=
=0, azaz (f, =0 (g€ D(R)). A D(R) halmaz siirii H-ban, tehat f=0.

2. Legyen R olyan hermitikus operator, amelynek a D(R) értelmezési tartoménya
slirli $-ban.
Az (a, b) véges intervallumot az R operator hézagdnak fogjuk nevezni, ha

‘Rf— “;“”f’ =221 (fedw)
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Az R operator hézaga nyilvan R-re nézve regularis tipusu pontokbdl all. Kovet-
kezésképpen az R-re nézve regularis tipusu pontok halmaza Osszefiiggd, és az
I. tétel értelmében az R operator defekt szamai egyenl6k. A II. tétel szerint R-nek
van Onadjungalt folytatdsa.

Ervényes az erdsebb

VIII. TETEL. Az (a, b) hézaggal rendelkezé R hermitikus operdtornak van leg-
alabb egy folytatdsa, amelyre nézve az (a, b) szdmkéz regularitdsi intervallum.

Bizonyitds. Az R operatorrol attérve az

2 atb

operator vizsgalatira, arra az esetre jutunk, amikor a hézag a (—1, 1) szamkéz.

Ezért az altalanossag megszoritasa nélkiil mindjart Ggy vehetjik, hogy e =—1, b=1,
vagyis hogy az R operator eleget tesz az

©.1) Rf | = |f1  (feDW)

feltételnek.

Tekintstiik az R operator linearis tort transzformaltjat:
A=R",

Az A operator a 3. § 2°. allitisa kovetkeztében hermitikus, és (9.1) miatt korlatos:
[A]|=1. Az V. tétel szerint 4-nak van legalabb egy olyan A Onadjungalt folytatasa,
amelynek a normaja |A4|-val egyenl. A 9.1. lemma szerint az

R=41
o6nadjungalt operator R onadjungalt folytatasat szolgaltatja. Minthogy
gl = lgl  (g€D(A)),
Rfl=Ifl  (feDR)).
A tételt bebizonyitottuk.

azért

10. §. Pozitiv operatorok folytatisa
1. Az S hermitikus operatort pozitivnak nevezik (képletben: S=0), ha
(S£L) =0 (feD(S)

és legalabb egy f,€ D(S) elemre (Sf;, f3)=0.
Az utdbbi feltétel azt jelenti, hogy S=0.
Ha S=0, akkor tetszés szerinti a=>0 szamra

|Sf+af 12 = |SfI*+2a(Sf, /) +a2 | f? = a®| f 2.
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Ily modon pozitiv operator Osszes regularis tipust pontjainak a halmaza dssze-
fliggl (tartalmazza az Osszes nem valds és az Gsszes negativ A szamokat); kovetkezés-
képpen defekt szamai egyenlok.

Ha D(S)=$, akkor S-nek vannak 6nadjungilt folytatasai.

M. StoNE [20] és kés6bb K. FrIEDRICHS [17} megmutatta, hogy ezenfeliil az
S pozitiv hermitikus operatornak (D(S)=9) mindig van legalabb egy pozitiv 6n-
adjungalt folytatasa.

Az a mddszer, amellyel ezt a tételt alabb bebizonyitjuk, lehet6vé teszi, hogy meg-
talaljuk az S operator dsszes pozitiv 6nadjungalt folytatasait és kivalasszunk koziiliik
két ,,extremalis” folytatast, amelyeknek az egybeesése fogja megmutatni, hogy
S-nek csak egy pozitiv 6nadjungalt folytatdsa van.

IX. TETEL. Minden a § térben siiri® D(S) értelmezési tartomdnnyal rendelkezd
S pozitiv hermitikus operdtornak van legaldbb egy S pozitiv énadjungdlit folytatdsa.

Bizonyitds.® Tekintsiik az S operator alabbi linearis tort transzformaltjat:
A=I-S)I+S5), S=(I-A)I+4).
Az A operator létezik, mert f+ Sf=0 esetén f=0, ugyanis
(L) = SLNHHSEN =UH+SAS) (fEDO)).

Az A operator a 3. § 2°. allitsa értelmében hermitikus.
A vizsgalt esetben (B=S) a (3.1), (3.2) képletek a kovetkezS alakot oltik:

g=r+S Ag=f-S (f€D(S),geD(4)).
Az S operator pozitivitdsabdl nyerjiik:
(Ag, Ag) = (f=SL /=) = |fP=2(S )+ =

= |fP+2(SAN+ISS P= (f+ S+ 5) = (2 9)

vagyis A korlatos (4] =1).

Az V. tétel szerint az A operatornak van legalabb egy olyan A 6nadjungalt
folytatasa, amelynek a norméja =1. Az el6z6 paragralusban bebizonyitott lemma
alapjan az

(10.1) S=U-A)J+A)

O6nadjungalt operator az S operator 6nadjungalt folytatasa.

5 Az a kikotés, hogy D(S) slrli $H-ban, Iényeges. Legyen példaul $ a haromdimenzids tér
egy e, e, e; ortonormalis bazissal, S pedig az a pozitiv operator, amely az ae, + be, alaka vektorok
halmazan van értelmezve az S(ae,+be,)=ae, + be, egyenlbéség utjan. Ekkor S barmelyik S on-
adjungalt folytatasat valasztjuk is, az nem lesz pozitiv, ugyanis

N 28 - (§(e2—se3), e,—ees) = —2¢+e2(Seg, €3) < 0,
a e<2)(Se,, e5)| 1.

8 A tételre egyszerii bizonyitast adott FREUDENTHAL [18] is; ez FRIEDRICHS Otletein alapszik
és szintén nem teszi lehet6vé pozitiv operator Osszes pozitiv onadjungalt folytatasainak a leirasat,
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Az |4A|=1 egyenlStlenségbdl kovetkezik, hogy S pozmv Valdban, ha f€ D(S),
akkor talalhaté olyan g€ D(A), hogy f=g+ Ag, Sf=g— Ag, és igy

(8/.1) = (g—Ag, g+ Ag) = Ig|*—|4g|* = 0.
A tételt bebizonyitottuk.

2. Legyen A, és Ay az A operator minimalis, illetve maximalis folytatasa. Az
=({—A4) T+A4)7", Sy =T—-Ay) [+A4)™!

operatorokat S durva, ill. finom folytatasanak fogjuk nevezni.
Az (10.1) Osszefiiggés ekvivalens a kovetkezdvel:

=({-S)J+8) 1t =2(/+85)1—
fgy 4,= A=A, miatt
(10.2) (S,+D =S+t s (Sy+D)L.
Meg lehet mutatni (lasd [6i], 11. tétel), hogy tetszés szerinti a=0 mellett
(10.3) (S,+al)™t = (S+al)™ = (Sy +al).

Minthogy az S operator mindegyik S pozitiv onadjungalt folytatisanak meg-
felel A-nak cgy A énadjungalt folytatdsa, amelynek a normaja =1, azért az S foly-
tatas akkor és csak akkor lesz az S operator egyetlen pozitiv onadjungalt folytatasa,
ha az S, durva és az S, finom folytatas egybeesik, vagy ami ugyanaz, ha az 4 ope-
rator A, minimalis és 4, maximalis folytatisa egybeesik.

A VI tételbdl egyszerii atalakitasok 0tjan adddik a kovetkezd.

X. TETEL. Legyen N, az
(10.4) S*e+e =0

egyenlet 6sszes megolddsainak a halmaza, és

=
~

(10.5) § = [ tdEQ)

0

az S pozitiv operdtor S pozitiv énadjungdlt folytatdsinak a spektrdlis felbontdsa.
Ekkor ahhoz, hogy S az S operdtor egyetlen pozitiv onadjungdlt folytatdsa legyen,
szikséges és elégséges, hogy minden @ €N, elemre fenndlljon

oo oo 1
10.6 t dlE@o, ¢)= [ —d(E()o, @) = .
(10.6) 0f (E®)o, o) c'ft(()wq))

Bizonyitds. Tekintsik az A=(I—-S)(I+S8)~1 operatort. A (10.5) képlet értel-
mében

=6[ -}—_—T_—;dE(t) = _[ u dF(u) [u =§—_*__—i—; Fw = E(’)]-
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Az A=(I— SXI+ S)~! operator értelmezési tartomanya a

g = Sf+f (feD(S))
alaku g elemekbdl all. »

Ennélfogva ha egy ¢€$ elem ortogonalis D(A)-ra, akkor (¢, Sf+f)=
=(S*¢+¢, £)=0 (f€D(S)), és minthogy D(S) siirli H-ban, azért

S*p+¢ = 0.

Nyilvanvald, hogy forditva is: ha ¢ a (10.4) egyenlet megoldasa, akkor ¢ orto-
gonalis D(4)-ra. Kovetkezésképpen ml—ﬁeD(A)

gy a VI. tétel szerint 4 akkor és csak akkor lesz az 4 operator egyetlen olyan
6nadjungalt folytatisa, amelynek a norméaja [|4j-val egyenld, ha

Yd(Fwye,0) . fd(Fwe,p)
i el o S

minden @€N, elemre.
Minthogy az F(u)=E(r) (u=(r—1)/(1+1)) egyenlSség alapjan

JUE@oD) L 0L F i e we,0)

a tételt bebizonyitottuk.

3. A kovetkezd kritériumnak (lasd [6i], 9. tétel) az az érdekessége, hogy nem
kivanja meg az S operator egyetlen S pozitiv 6nadjungélt folytatasanak az ismere-
tét sem.

XI. TETEL. Ahhoz, hogy az S pozitiv hermitikus operdtornak (D(S)=$) egyetlen
pozitiv onadjungdlt folytatdsa legyen, sziikséges és elégséges, hogy

.o (SAHS)
8617 9P
legyen az S*p+ =0 egyenlet bdrmelyik ¢ megolddsdra.

=0

A XI. tétel a VII. tételbdl egyszerii atalakitdsok utjan addédik. Ezt nem mutatjuk
meg, mert a VIL tétel bizonyitasat is elhagytuk.

4. A T hermitikus operatort alulrél félig korldtosnak nevezziik, ha

¢ IO
/@(T) (f,f)

Legyen S az S=T —m(T)I pozitiv operdtor valamilyen pozitiv &nadjungalt
folytatasa, és legyen T'=S+m(T)I. Ekkor m(T')=m(T). Ebbédl kovetkezik a

m(T)= 1

XII. TETEL. Minden a § térben siirii értelmezési tartomdnnyal rendelkezé T félig
korldtos hermitikus operatornak van legaldbb egy T félig korlitos onadjungdlt foly-
tatdsa, amelyre m(Ty=m(T).
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Ha az S (= S*) pozitiv operator m(S) alsé hatara nagyobb, mint nulla, akkor
a pozitiv folytatds nyilvan nem lesz egyértelmien meghatdrozva. Azonban az
m(S)=0 feltétel nem elégséges ahhoz, hogy az S operatornak csak egy pozitiv
6nadjungalt folytatasa legyen. Reducibilis S hermitikus operatorokra (olyan
operatorokra, amelyek elBallithaték § két egymasra ortogonalis alterében hatd
két hermitikus operator direkt &sszegeként) ez nyilvanvalo.

Legyen H nem korlatos pozitiv 6nadjungalt operator, amelynek a folytonos
spektruma tartalmazza a 0 pontot, és legyen H spektralis felbontasa

H= f 1 dE(?).

Vegyiink egy ¢ €9 (l¢|=1) elemet, amelyre

o co

(107 [ d(EDo.0)= = [ 1d(ED,¢) <.

0

Jelolje D(S) azoknak az f€ D(H) elemeknek a halmazat, amelyekre

(10.8) (f+Hf, ) =0,
és értelmezziink a T(S) halmazon egy S operatort:

Sf = Hf (feD(S)).

A D(S) halmaz siirii H-ban. Csakugyan, ha a #€$H elem ortogonalis D(S)-re,
akkor a h elemet h=Hy +y (Y € D(H)) alakban elballitva azt kapjuk, hogy ¥ orto-
gonalis a (H+1)D(S) halmazra, vagyis ¥ =co€D(H). Minthogy a (10.7) alatt sze-
repld elsé feltétel értelmében ¢ D(H), azért ¢=0, =0 és h=0.

Most megmutatjuk, hogy m(S)=0. Minthogy a 0 pont a H operator folytonos
spektrumahoz tartozik, tetszés szerinti >0 esetén talalhatd két linearisan fliggetlen
SHED(H) (k=1, 2) elem 1gy, hogy

(10.9) EOf.=f, ha t>=¢ (k=1,2)

Valamilyen a mellett az f=f, cosa+f, sina elem kielégiti a (10.8) feltételt,
azaz feD(S). A (10.9) képlet alapjan

(S = HSS) = [1 dEDLS) = e(f)),

és innen m(S)=0.

Az igy megszerkesztett S operatornak a (10.7) alatt feltlintetett masodik feltétel
koSvetkeztében végtelen sok pozitiv 6nadjungalt folytatasa van.

Ha ezenkiviil a H operatornak egyszerii spektruma’ van, a ¢ elemet pedig Ggy
valasztjuk, hogy az E(t)@ elemek zart linearis burka az egész § tér legyen, akkor,
mint kénnyen lathatd, az S operator is irreducibilis lesz.

5. 10.1. példa. A Stieltjes-integrdlokra vonatkozé operdtoros momentum prob-
léma.

7 Az egyszer(l spektrumu operatorok definicidjat lasd a {19] munkéban.
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Itt F(t) nem-csokkend operatorfliiggvényeket kell majd vizsgalnunk (lasd
a 8.1. példat, ahonnan szamos jel6lést is atvesziink) egy végtelen intervallumban
O=r<oo).

Legyen ¢(t) (0=t<-oo) valamilyen folytonos fiiggvény. Ebben a példaban a

J= [ o@0 dF@)
0

egyenlGségen azt fogjuk érteni, hogy
N

x, 71 = lim [ o) dIF()x,)]  (x, y€E©).
0

E. TEreL. Ahhoz, hogy a korlitos® onadjungdlt operdtorokbdl dllé S,, Sy, ...
sorozat elédllithato legyen
(10.10) Se= [ #dF()  (k=0,1,..)
0

alakban, ahol F(t) (0=t< <o) nem-csokkend operdtorfiiggvény, sziikséges és elégséges,
hogy tetszés szerinti x;C€ (j=0, 1, ...) elemekre teljesiiljenck az

(10.11) L 3 [Sux,ul=0  (=01,.),
Jrk=

(10.12) II. ~k210 [Sj+k+1xi, xk] = 0 (I’l = 0, 1, ...)
k=

Jeltételek.

Bizonyitds. Az 1., 11. feltételek sziikségességét ugyanugy lehet bebizonyitani,
mint a 8.1. példidban. Valdban, a (10.10) dsszefiiggésbdl kdvetkezik, hogy

p

2 [Sjeaxp xd = lim lim 3[4, F(t)y,, ».),
j k=0 TP

v=1

n p
[Sj+k+1xj, xk] = Al,lm hm Z tv[AvF(t)yv: yv]s
Jrk=0 T PTey=1

ahol
vN

t, = > Ztv i 4, F() = F(t,.)—F@) (v=12,..,p).

Mutassuk meg, hogy az 1., IL. feltételek elégségesek abban az esetben, amikor
a (10.11) formak nem elfajuldk (Z[Sﬁkxj,xk] 0 esetén x;=0; j=0,1, ..., ]
Ilyenkor (lasd a 8.1. példat) kepezzuk azt a P halmazt, amely a

P(n) = Z'tjxj (x;€€; n=0,1,...)
=0

8 Ha a tétel megfogalmazasat kissé modositjuk, az operatorok korlatossagara vonatkozd fel-
tételtdl meg lehet szabadulni.
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alakt P(z) ,,polinomokbdl” all, értelmezziik rajta a

(10.13) P, Q) = gj k§[5j+kx,~,yk] Q) = _5 #3e; 7€€)

skalaris szorzatot, és tekintjiik a $ Hilbert-teret, P teljes burkat (B=9).

Ertelmezziink a P halmazon egy H operatort a

HP(t) = tP(r) = 3 t/+1x;
i=0

egyenlOséggel.
A H operator, ugyanigy mint a 8.1. példaban, hermitikus.
A II. feltételbd] kovetkezik, hogy H pozitiv, ugyanis

(HP,P) = (tP,P) = Zo[sj+kxj, Xi-

Jik=
A IX. tétel szerint H-nak van H pozitiv 6nadjungalt folytatasa. Legyen a H ope-
rator spektralfiiggvénye E(t):

H= ftdE(t).

Ekkor tetszés szerinti x, y€€ elemekre fennall (v6. a 8.1. példaval):

©a

(10.14) [Six, 3] = (H*x, ) = [ #d(E@)x,y) (K =0,1,..).

(]

Az E(t) operatorok a $ térben hatnak, de (E(r)x, ) hermitikus bilinearis funkcional
€-ben, és folytonos is, mert

0 = (E()x, x) = (x, x) = [Sox, x] = || S, [x, x].

RiEesz tétele szerint talalhat6 olyan az € térben haté F(¢) korlatos 6nadjungalt
operator, amelyre

(10.15) (EMx,y) =[F)x,3]  (x, y€E).

Az F(t) operatorfiiggvény nem-cstkkend. Ennélfogva a (10.14), (10.15) &sszefiiggeé-
sekbdl kovetkezik (10.10).

Abban az esetben, amikor a (10.11) formak koézétt vannak elfajuldk is, két
P, Q¢B polinomot ekvivalensnek fogunk tekinteni, ha

(P—Q9P_Q) = 09

ahol (P, Q) a (10.13) egyenl&séggel értelmezett bilinearis funkcional.

A t-vel vald szorzas H operatora ekvivalens polinomokat ekvivalensekbe visz at.
Ahhoz, hogy err8l meggy6z6djiink, elég megmutatni, hogy ha (P, P)=0, akkor
(tP, tP)=0. Ez viszont abbodl kovetkezik, hogy

(tP, tP) = (P, 1*P)? = (P, P) (*P, 12 P).
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Az ekvivalens polinomokat azonositva a vizsgalt esetet visszavezethetjik az
el6zdre.

Mint tudjuk, a H pozitiv hermitikus operatornak van két sz€Is6 pozitiv 6nadjun-
galt folytatasa, H, és Hy, és barmely mas H pozitiv Snadjungalt folytatisra tetszés
szerinti a=>0 esetén

(H,+al)™ = (H+al)™ = (Hy +al)™.
Ennek megfeleléen a H,, Hy folytatasok az operatoros momentum probléma

két olyan F,(t), Fy(t) extremalis megoldasat generaljak, hogy az operatoros mo-
mentum probléma barmilyen F(r) megoldasara

i+a

TR R AF() 7 dF(0)
-/ Hlia - f ‘6/ tﬁa '

Ha F,(t) és F),(t) megegyezik, és csak ebben az esetben, a Stieltjes-féle opera-
toros momentum probléma megoldasa egyértelmdi.

A szadmokra vonatkozé momentum probléma (€ egydimenzids) esetére két
ilyen extremalis megoldas l1étezését Stieltjes [15] allapitotta meg.

Az olvasdra hagyjuk annak a bebizonyitasat, hogy ha m(S,)=0, akkor a (10.10)
alatti integralok erds értelemben is konvergilnak.
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