ELLENTMONDO FELTETELRENDSZEREK
KEZELESEROL, IL*

frta: POGANY CSABA

3. Feltételrendszer értelmezése és megoldasa

Feltétel megaddsa — altalanosan — kijelentés formajaban torténhet. (Kijelen-
tésnek tekinthet6k az egyenletek, egyeniGtlenségek és altalaban a relaciok is.) Ha egy
objektumra egy kijelentés igaz, akkor ez az objektum per definitionem kielégiti
a kijelentés altal reprezentalt feltételt.

Feltételrendszeren a gyakorlat egyidejiileg kielégitendd feltételek halmazat (rend-
szerét) szokta érteni. Mas szdval: az egyes kijelentésekbdl logikai ,,ES” miivelettel
képzett egyetlen kijelentés fennallasanak megkdvetelésérdl van szé. (Ez, mint valami-
féle ,,normalforma’ a gyakorlatban egyeduralkoddva is valt.) Nem nehéz azonban
a feltételek (kijelentések) mas logikai miiveletekkel torténd Gsszekapcsolasanak értel-
mezése sem, amint ez a kovetkezd példakbdl is lathato.

Legyen adva a kovetkez3 harom feltétel:

k() =(f,(x)=0),
K, (x) = (fa(x) = 0),
K3 (x) = (f3(x) = 0).

A K, & K, & K, feltétel klasszikus formaja és neve kozismert: az egyenletek
felsorolasa mellett, ,,egyenletrendszer” a neviik.
K, & K, & K; azonban igy is megadhato

A+ LG+ LG =0,

vagy
(LEP+H(AEP+H(HE)2 =0

stb.
(K; v Ky & K; megadhato példaul
|AG) o)+ =0,
(L) - @)+ (LE) =0,
|A() £ +(f() =0

vagy

vagy

stb. modon is.

* E dolgozat a [7] cikk folytatasa, ezért a fejezetszamozas is folytatolagos, tartalmilag a szerzé-
nek a [7)-ben emlitett kollokviumon tartott eldadasa részletesebb kifejtésével foglalkozik.
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K, v (K, & K;) megadasa torténhet a
(Isg (L)) =) - (1) +]f()]) =0

relacidval és szamos mas fomaban is.

Lathat6 a példakbdl az is, hogy egy feltételrendszer feltételeinek szimaval (sza-
mossagaval) kapcsolatban indokolt az dvatossag. (Sajnos az ,,n egyenlet, n isme-
retlen” kezdet{i varazsszovegek és 0kolszabalyok maig is szilardan tartjak magukat
a kéztudatban és — sajnos — szamos tankonyvben is.)

Az el6z0 példakban a ,.feltételek szama csékkent™. Egyszerfien adhaték azonban
példak — a megoldhatdsag valtozatlanul hagyasa mellett — feltételek szimanak néve-
lésére is.

Legyen adva még egy, példaul a

K, (x) = (fi(x) = 0)

feltétel! Klasszikus szohasznalattal az

fi(x) =0,
fo(x) =0,
fs(x)=0
hdrom egyenletbdl dllé egyenletrendszer ,,egyenértékii” a kovetkezd
£ =0,
Sa(x) =0,
S3(x) =0,

£() - (sg (AN +1) - (sg(fa(x)-1) =0

négy egyeletbdl dllé egyenletrendszerrel, vagy az

LH(x) =0,
fax) =0,
fa(x) =0,

(A@P+(LE) =0,
(LGP +(f()) =0

ot egyenletbdl dll6 egyenletrendszerrel stb.

Mint ismeretes, az egyes feltételek kozotti fiiggbség, illetve fiiggetlenség fogalma
elvileg szimos nehézséget képes kikiisz6bolni; ezek targyaldsa azonban nem képezi
e cikk céljat. Erdemes azonban megjegyezni, hogy mig a legutolsé példabdl régton
latszik, hogy elég vagy csak a hirom elsé egyenlettel vagy csak a két utolséval foglal-
kozni, a gyakorlatban egészen méis a helyzet. Meggy526 példat szolgaltat erre az az
eset, amelyben f] (x), f(x), f3(x) rendre példaul masod-, harmad-, illetve negyedfoku
polinom, a negyedik és 6tédik egyenlet bal oldala pedig nem faktorizalt, hatvanysor
formaban van megadva.
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Geometriai interpretacicban a helyzet /ényegesen dttekinthetébb. gy minden
feltétel (kijelentés) valamilyen (esetleg iires) halmaz egy indikatora (lasd [7]), és ez
a kijelentés ugy is felfoghaté mint amely a szoban forgd halmazt generdlja. Igy tehat
az egész problémakér az egyes feltételek (kijelentések) altal generalt halmazokkal
végzett miiveletekre (illetve a kijelentéskalkulusra) vezethetd vissza.

Feltételrendszerek (pontosabban feltételek) megoldisdnak folyamata a feltétel
(ugynevezett ,,megengedett’) atalakitisokkal torténd atalakitisaibdl all. Ezek az at-
alakitasi miiveletek feltételekbdl feltételeket (illetve kijelentésekbdl kijelentéseket)y
képeznek. A ,,megoldas™ valamilyen értelemben a kiinduld (egyenletnél, relaciénal)
feltételnél, kijelentésnél eldnydsebb, haszndlhatobb, egyszeriibb. (Természetesen ha-
sonlo a helyzet t6bb megoldas létezése esetében is.)

4. Ellentmondo feltételek kezelése

Mint mar sz6 volt rdla, feltételrendszerek helyett helyesebb feltételt mondani,
és ésszerli, és sokszor sziikséges is, a feltételrendszert alkotd feltételeket &sszekap-
csolé ,,ES” miivelet helyett mas miiveletek szerepeltetését is megengedni. Mivel
az itteni targyalds bevezetd és illusztrativ céld, a kdvetkez6kben — egyszeriiség ked-
véért — csak a klasszikus ,,ES” miivelettel 6sszekapcsolt feltételekbd! 4ll6 eset szere-
pel, és feltételrendszeren is ilyent kell érteni.

Ellentmondoé feltételrendszerek a gyakorlatban két, egymas hataresetének tekint-
heté6 mddon szoktak felmeriilni. Az egyik esetben statisztikailag kezelhetd véletlen
tomegjelenségekkel, a masikban egyedi helyzetekkel kapcsolatban jelentkezik ,,meg-
oldandé” ellentmondasos feltételrendszer. (A sztochasztikus modellek targyalasa
kiilon tanulmanyt igényel, ezért a kévetkez6kben csak egyedi, determinisztikus esetek
szerepelnek. Ezek az esetek specialis valdszinfiségeloszlasoknak felelnek meg.)

Az itt kovetkezd felsorolas az eljarascsaladoknak csak révid, altalanos jellem-
zését tiizi ki célul, részletes bemutatasuk, 6sszehasonlité és kritikai elemzésiik kiilon
dolgozat feladata.

Hangsitlyozni kell, hogy az emlitésre keriil§ eljarasok — habar linearis esetben
a legegyszer{ibbek — nemcsak linearis egyenletrendszerek esetében alkalmazhatdk.

1. eljardscsalad

A kielégitendd feltételek halmazabdl valamilyen szabaly szerint képzett részhal-
maz valamilyen értelemben vett megoldasa lesz az eredeti feltételrendszer (egy) ,,meg-
oldasa”.

2. eljarascsalad

A kielégitendd feltételek halmazabdl valamilyen szabaly szerint képzett részhal-
mazok (részhalmaz) valamilyen értelemben képzett megoldasaira (megoldasara)
tamaszkodva, valamilyen eljarassal (példaul atlagolassal) képezhetS az eredeti felté-
telrendszer (egy) ,,megoldasa”.

3. eljardscsalad

A feltételrendszer megoldasat a megoldashoz konvergalé sorozat foméajaban els-
allité eljarasok kozil sok (lineéris esetekben lasd példaul [4], [5] és [6]) olyan, hogy
az eljarasok Aaltal szolgaltatott sorozat ellentmondé feltételrendszer esetében is.képez-
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hetd. Ilyen esetekben, ha a széban forgd sorozat konvergens, ennek hatarértéke lesz
az ellentmondé feltételrendszer ,,megoldasa”. Ha az emlitett sorozat nem konvergens,
akkor e sorozatra timaszkodé valamilyen eljaras eredménye definialja az eredeti
ellentmondé rendszer (egy) ,,megoldasat™. (Természetesen az ilyen eljarasok ko-
26tt Kkitlintetett szerepe van a kiilonb6z6 hatarértékképzési mddszereknek. Ezekre
vonatkozéan lasd példaul [3] és [10].)

4.a. eljardscsalad

Ha a feltételrendszer egyes elemei kiilon-kiilon mind kiclégithetdk, akkor az egyes
feltételek (kijelentések) altal generalt halmazok mindegyikében felvehetd egy-egy
elem (pont). Ezeknek az elemeknek a halmaza jellemezhet6 olyan szempontbdl, hogy
az elemek mennyire zsifoltan, mennyire téméren helyezkednek el. (Elhelyezési tdmor-
ség értelmezésére vonatkozdan lasd [1], [2], [8] és [9].) Az egyes feltételek altal generait
halmazbdl ugy valasztva ki egy-egy elemet, hogy az ezekbdl az elemekbdl 4ll6 halmaz
maximalis tomorségii legyen, egy igy keletkezd (vagy az Osszes vagy bizonyos igy
keletkez8) halmaz felhasznalhaté az eredeti ellentmondd feltételrendszer ,,megolda-
sanak” definialasara. Néhany lehetséges mod a kovetkezd.

Legyen a tomorség a GINI-féle mérészammal jellemezve! Legyen egy ,,megol-
das” egy miniméalis GINI-féle sz6rédasi értékil elemrendszer stlypontja.

Legyen a tomdrség a kivalasztott elemrendszer legsziikebb konvex burka térfoga-
taval jellemezve! Definialjon egy ,,megoldast” egy minimalis térfogatot szolgaltaté
elemrendszer silypontja.

Legyen a tomorség a kivalasztott elemrendszer koré irhatd legsziikebb gomb, a
,kiilgdmb” sugaraval jellemezve! Az eredeti rendszer (egy) ,,megoldasat” értelmezi
e gomb kozéppontja.

4.b. eljardscsalad

Feltételrendszerek megoldaséara szolgalS eljarasok egy része a feltételrendszer-
bol szarmaztatott valamilyen szélsGértékfeladatot old meg. Az emlitett szélsoérték-
keresd eljarasok nagy része ellentmondo feltételrendszerek esetében is alkalmazhatd,
és a kapott eredmény segitségével definidlhatdék kiil6nboz6 ,,megoldasok™.

5. eljardscsaldd

Feltételek és feltételrendszerek esetében szamos esetben tobbféleképp is definial-
hato ezek kézotti eltérés, pszeudoszemimetrika, pszeudometrika, szemimetrika, met-
rika vagy valamilyen hasonld, metrika jellegii, azok ,,tdvolsdgdval’’ szorosabb kap-
csolatban levd jellemz6é. Ha ily mdédon definidlhatd az ellentmondé feltételrendszer-
hez egy valamilyen értelemben legkézelebbi, nem ellentmondé rendszer (vagy rend-
szerek), ez utébbi nem ellentmondé rendszer (vagy rendszerek) megoldasa (vagy meg-
oldasai) segitségével értelmezhetd az eredeti ellentmondd rendszer egy megoldasa
(megoldasai). (A képz6do tavolsagok pedig legtobbszor valamilyen modon alkalmaz-
hatok az ellentmondésossig mértékének jellemzésére.) ‘

Ellentmondo feltételrendszer egyes feltételei altal generalt halmazok meghataro-
zott sugardi kodrnyezeteit véve, a sugarértékeket olyan alkalmas médon valtoztatva,
hogy a kornyezethalmazoknak legyen nem iires k6z0s része, az el6zokkel szoros kap-
csolatban levé ,,megoldasok” definialhatdk.
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Megjegyzések

1. Gyakorlati alkalmazisok szempontjabdl nagyon fontos annak allandé figye-
lemmel kisérése és ellendrzése, hogy az egyes altalunk végzett atalakitasok a valdsag-
ban értelmezhetdk-¢, megengedettek-e, illetve a végeredményt hogyan kell helyesen
értelmezni. Sokszor elényds a megoldasi folyamatnak megfelelé gyakorlati folyama-
tok — ha ilyenek vannak — felderitésére torekedni.

2. Nem konvergens sorozatokbol konvergens sorozatok képzése sokszor mar
egészen egyszerlien, példaul csuszdé (mozgd) kozepeléssel vagy kiillonb6zé simitéd
eljarasokkal (egyszerii digitalis sziir6k alkalmazasaval) is kielégitden elvégezhetd.
(Hasonl$ a helyzet a lefedési és a kit6ltési stb. siirliségek egzakt értelmezésénél is.)

3. A feltételrendszer minden egyes feltételének kiilon-kilon megoldhaté volta
sokszor stlyos megkdtés, amit kiilonb6z6 eljardsokkal fel lehet oldani — ha a feladat
gyakorlati természete szempontjabol ez megengedhetd. Egy ilyen ,,6nmagaval is ellent-
mond¢” feltétel valamilyen eljarassal potolhatd példaul két egyenként kielégithetd,
de egyiittesen kielégithetetlen feltétellel. (E feltételek 4altal generalt halmazok metszete
tehat lires lesz.)

(Az 6nmagukban ellentmondo feltételek fellépése esetében gyakran célszeriibb
az egész feltételrendszert egységes egészként fellogva (ij megfeleld rendszerrel potolni
az eldz0t az egyes kielégithetetlen feltételeknek a tobbitdl fiiggetlen titon torténd kicse-
rélése helyett.)

4. Egy ellentmondod feltételrendszer ellentmondésossaganak, kielégithetetlensé-
gének mérése a geometriai interpretacioban nagyon egyszeriien elvégezhetd tomor-
ségi mérSszamokkal is.

Ha a feltételrendszer elemei altal generalt halmazokat vessziik, ezek bizonyos
elhelyezkedési tomorségi mérbszama is alkalmas alapot ad az ellentmondasossag,
kielégithetetlenség mérésére.

5. A 4.b. eljarascsalad a 4.a. eljarascsaladnal bovebb.

A tomorségi mérdszamok felhasznalasaval definidlt megoldasok megkeresése
nyilvan szélséértékprobléma (problémak) megoldasat igényli (igénylik).

Erdemes még megemliteni azt a gyakorlatilag hasznosithaté tényt, hogy bizo-
nyos feltételekkel, szélsGértékkeresd eljarasok birtokaban, gyokok meghatarozésa,
gyOkmeghatarozé eljarasok birtokdban pedig szélséértékkeresési feladatok oldha-
tok meg.

6. Néhany példa az 5. eljarascsaladnal emlitett tavolsagjellemzore:

Ha a feltételrendszer lineéris egyenletekbdl all, ezek egyenként egy-egy vektorral
jellemezhetok. E vektorok valamilyen tavolsagaival definialhatok feltételek tavol-
sagal is.

Az el6z6h6z hasonlé mddon definialhaték tavolsagok polinomok esetében is.

A feltételek altal generalt halmazok szimmetrikus differencidjanak (és még t6bb
mas szarmazék halmazanak) valamilyen mértéke (ha ilyen definialhatd) alkalmas
lehet a feltételek kozotti kiilonbozé jellegii ,,tavolsagok™ mérésére.

Hyen vizsgalatoknal elény6sen hasznalhaték nemcsak objektumparok, hanem
objektumharmasok, objektumnégyesek stb. egymastol vald eltérését jellemzd fiigg-
vények is.

7. Azoknal a médszereknél, amelyeknél a feltételrendszer minden egyes feltételé-
nek kiilon-kilon kielégithetSnek kell lennie, jogosult lehet egy-egy kielégithetetlen
feltételt (egy) 6hozz4 legkozelebbi kielégithetSvel helyettesiteni.
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8. Néhany utalastol eltekintve az itteni vizsgalatokban nem szerepelt a ,,megolda-
sok” halmazdnak szamossaga. Ilyen altalanos targyalasnal erre nincs is mdod. Sok
esetben az eljarasok csak egy lehetséges megoldast szolgaltatnak.

9. A feltételek kiilonb6z6 mdédon szdrmaztatott rendszereivel, valamint a felté-
telek szamaval (egyaltalan az egzisztencidjaval) kapcsolatos megjegyzések szd szerint
alkalmazhatdk feltételes szélsdértékfeladatok esetében is.

10. Az olyan esetekre, amelyeknél a logikai ,,ES” miiveleten kiviil mas miiveletek
(példaul ,,VAGY?”, ,,NEM” stb.) is szerepelnek, az egyes feltételeket Gsszek6td miive-
letként, az itt elmondottak nem mindig vihet8k 4t minden valtoztatas nélkal; ennek
oka f6leg a szimmetria-tulajdonsidgok hidnyaban van. Ahol szimmetria jellegi tu-
lajdonsig, példaul dualitas jelentkezik, a hasonlésdg is nagyobb mértékii.
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