ALAKZATRENDSZEREK TOMORSEGEVEL
KAPCSOLATOS VIZSGALATOK

frta: RUDA MIHALY

1. Bevezetés

Ez a dolgozat olyan geometriai kérdésekkel foglalkozik, amelyek valamilyen
kapcsolatban allnak alakzatok elhelyezésének tomorségével. A szerepld témak széles
teriiletet Olelnek fel, igy ennek a cikknek f6 célja nem részletes elemzés, hanem az
utébbi idében ezen a teriileten felmertilt kérdések és a veliik kapcsolatos fogalmak
osszefoglalasa. Igy a ko6zolt tételeket itt nem bizonyitjuk, és a gyakorlati, illetve elmé-
leti alkalmazasokat sem részletezziik. Hasonldan, az egyes fogalmak és allitasok osz-
szes kézenfekvé altalanositasat sem targyaljuk, hanem Aaltaldban a legegyszeriibb
modelleket alkalmazzuk. (Néhany esetben azonban jelezziik az altalanositas lehetd-
ségeit is.) Kovetkezd dolgozatok feladata lesz a vizsgalt teriiletek részletes feldol-
gozasa.

Az itt targyalt kérdések nemcsak elméleti szempontbdl, hanem gyakorlati fel-
adatokhoz, példaul fizikai, kémiai problémékhoz valé kapcsolodasuk miatt is érdek-
16désre tarthatnak szamot. (Koézvetleniil kapcsolodd fizikai kérdésként anyagszer-
kezeti, kristalykémiai problémékat emlithetiink, errdl 1. példaul a [8] konyvet.)
Tobbek kozdtt ennek, az utdbb emlitett fizikai, kristdlykémiai kapcsolatnak is tulaj-
donithatd, hogy az altalunk vizsgalt elhelyezési problémaknal altalaban nem keriil
eltérbe az egyes elhelyezett elemek alakjanak fontossaga, — példaul egyszeriien
pontelhelyezéseket vizsgalunk, vagy csupan gdmb alakt elemek esetére szoritko-
zunk — hanem egymashoz viszonyitott elhelyezkedésiiket tekintjiik elsdsorban. Ezen
beliil foleg azt vizsgaljuk, hogy az egyes elrendezések elemei valamilyen adott szem-
pont szerint mennyire tdmoéren, illetve mennyire lazan helyezkednek el. A tomorség
(lazasag) mértékét az elhelyezéseken értelmezett fliggvények értékeivel jellemezziik.

A kovetkezSkben elsésorban olyan elrendezésekkel foglalkozunk, melyek elem-
szama végtelen. Itt két esetet kiilonboztethetiink meg. Allhat egy elrendezés eleve
(megszamlalhatd) végtelen sok elembdl, példaul akkor, amikor a teljes sik egy négy-
zetracsanak minden csucspontjaba elemként egy egységkort helyeziink. Hasonlokép-
pen végtelen sok elemi elrendezéshez juthatunk egy véges elemszami elrendezésbol
kiindulva ugy, hogy egy eljarast adunk, melynek segitségével egy »n elemfi elrendezés-
bol egy n+k elemii elrendezésbe juthatunk, tetszSlegesen nagy n értékekre is.
Az utébbi esetben még két lehetdség van. Vagy valtozatlanul hagyjuk a kiindulasként
adott n elemet, és csak a k 1j elemet kell megadni, vagy az eredeti n elem koziil
is megvaltoztatjuk néhanynak a helyzetét, nagysagat, alakjat. Ennek a megk{ilénboz-
tetésnek elsGsorban az egyes problémak megfogalmazasakor van jelent8sége.

Az altalunk vizsgdlt tomorségi fliggvények (véges elemszdmu elrendezéseknél)
nagyrészt szerepelnek BENEDIKTI [1], [2], TAkAcCsY [12], ToLGYEs! [13] dolgozataban.
Az itt targyalt altaldnos problémakra — kiemelve az eloszlisokkal kapcsolatos
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vizsgéalatok fontossigidt — PoGANY CsABa hivta fel a szerz§ figyelmét, ez a dolgozat-
ban szerepl§ specialis kérdések jelent8s részére is vonatkozik.

Bar halmazelrendezések kitoltési, lefedési siirfisége az adott elrendezés témorsé-
gének egy jellemzGje, most itt nem utalunk a széles kérben vizsgalt kitsltési és lefedési
problémdak gazdag irodalmara.

A kovetkez6 szakaszokban a targyalt kérdéseket a szerepld tomorségfiiggvények
tulajdonsagai szerint csoportositjuk.

2. Tavolsagosszeg mérdszam

Halmazelrendezések tomoérségének jellemzésére kézenfekvd az egyes elemek
kozo6tt mérhetd tavolsagokat felhasznalni. Tavolsagként példaul a szokasos halmaz-
tavolsagokat vehetjiik. Ugyanilyen médon jellemezte példaul C. GINI statisztikai
vizsgalatoknal diszkrét pontrendszerek szorodasat, az egyes pontparok tavolsaganak
osszegével (1. példaul [14]). Diszkrét pontrendszerek tavolsagdsszeg minimumat
vizsgalja az [5] dolgozat, hét pontbdl all6 rendszer esetére. A tavolsagosszeg fiiggvény-
nyel, mint halmazrendszerek tomorségének mértékét kifejezd értékkel foglalkozik
[1], [12], {13] dolgozat.

Cikkiinkben egységesen a kdvetkezd jelolést hasznaljuk. Ha ettdl eltériink, kiilon

jelezziik.

Jelolés: Legyenek a h; elemek (i=1, 2, ...) egy sikon elhelyezett zart korleme-
zek, melyeknek legfeljebb hatarpontjaik kézosek. Ezeknek a korlemezeknek kiilon-
féle elrendezésével kiilonféle H halmazokat képeziink. Egy-egy ilyen H elrendezé-
sen értelmeziink kiilonféle s;(H) (j=1, 2, ...) tomorségfiiggvényeket.

Elempdrok tdvolsdgosszege

1. DerINic1é. Rendeljiink egy H elrendezés minden egyes h; eleméhez kol-
csOndsen egyértelmiien egy-egy p; pontot. Legyen.

si(H) = = 3 60 1),

ahol é(p;, pp) a p; és p; pont tavolsaga.

MEGIEGYZESEK. 1. Pontok kozti tavolsdgok helyett tekinthetiink kozvetleniil
a h; elemeken értelmezett tavolsdgokat, példaul a &(h;, h;) tavolsig lehet a két

elem halmaztavolsaga, halmazeltérése vagy az % f 8(p;, p;) df integral (ahol p;€h;,

pjel; i, 0(pi, p;) a p;, p; pontok tavolsaga, g,.,j"a h; és h; elem Descartes-szor-
zata) stb.

2. A fenti definicidban szerepld p; pontok megvalasztasa kiilonféleképpen tor-
ténhet. A p; pontot rogzithetjiik a A;-hez annak belsejében vagy egy kiils6 pontban.
A rogzitést feloldva bizonyos tartomanyokon, példaul 4; belsejében vagy egy adott
kdrnyezetében, tetszGlegesen helyezheté el p;. Ilyenkor, ha extremalitisra torek-
sziink, a p; pontok helyzete fiigg az egész H elrendezéstdl valamint a tébbi p;,
Jj#i pont helyzetétdl, és forditva.

Az [1], [12] és [13] dolgozatban is szerepel a kdvetkezd meghatarozas.
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2. DerNicIO. Az eddigi jelSléseket haszndlva, a h; elemekhez rogzitett p;
pontot ,fix mérépontnak”™, a mozgathatdt ,,lebegd mér8pontnak™ nevezziik. A meg-
felelé extremalis elrendezéseket és a hozzajuk tartozd tomérségfliggvény értékeket
fix, illetve lebegd mérépontos extremumoknak hivjuk.

MEGIEGYZEs. A fix és a lebeg8 mérdpont fogaima nemcsak az s, (H) (tavolsag-
osszeg) fliggvénynél, hanem minden olyan t6moérségfiiggvénynél is értelmezhetd, ahol
a tomorséget (lazasagot) egyes pontok helyzetével jellemezziik. Ugyanigy beszélhe-
tlink fix, illetve lebegd részhalmazokrdl is.

Az [1] dolgozatban szerepel a kovetkezd

1. Kérdés. Milyen kiilonbségek, kapcsolatok vannak a fix és a lebegl mérSpontos
extrémumok kozott? Milyen kapcsolat, illetve kiilonbség van egy adott H elrendezés
fix, illetve lebegd mérSpontos tomdrségértéke k6zott? Adott H elhelyezésnél mi lesz
a lebegd mérépontok extremalis tomorségértéket szolgaltats elhelyezkedése?

Egy specialis tétel kimondhaté arra az esetre, amikor a #; elemek nemcsak
korok, hanem tetszoleges dimenzids gobmbok is lehetnek.

1. TETEL. Legyen a H elrendezés r sugarti kongruens gémbok n elemii halmaza.
Rogzitsiik a p; pontokat a h; elemek (gombok) kiozéppontjgba. Jeldlje ekkor T az

5, (H) értékét. Jelolje tovdbbd T’ a lebegd mérdpontos tdvolsdgdsszeg minimumdt
2
ugyanarra a H elrendezésre, feltéve, hogy p;€h; (i=1, 2, ..., n). Ekkor T’>T—n7 -

Az 1. tétel kiilonféle altalanositésait, illetve specializalasat tartalmazza a

2. TETEL. Megtartvaaz 1. tétel jeloléseit:

a) Egydimenzids esetben (amikor a gombok intervallumok),
2

ha n pdros, T'= T—% r,
nf—1

4
b) Ugyancsak egydimenzios esetben, ha intervallumoknak egy sorozatdt tekintjiik,

ha n pdratlan, T'=T— r.

melyre a h; intervallumok a; dtmérdinek ésszege korldtos: > a;=d, és a H elrende-
i=1
zés olyan, hogy a h; elemeknek egyetlen torléddsi pontja van, akkor lim m——: 1,
n-—+oco —_—— N
2

(ahol n az elemek szdma).

c) Tetszdleges h; tartomdnyokbdl dllé megszdmldlhaté H elrendezésekre igaz
a T'=T reldcié, melyben nem véges elemszdmii elrendezésekre az egyenldség is fel-

léphet.

Lebegd mérdpontos extrémumok vizsgalata mar aranylag egyszerli H elrende-
zések esetén is bonyolult diszkussziét igényel. Ilyen vizsgéalatok szerepelnek az [1],
[12] és [13] dolgozatokban.

A tovabbiakban fix mérépontos tomorségfiiggvényeket tekintiink.
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Egydimenzios elrendezések

Sok érdekes probléma meril fel mar egy egyenesen elhelyezett intervallumsoro-
zatra vonatkozé s, (H) fliggvény vizsgalatakor is. Tekintsiink most ilyen kérdéseket!
Altalaban az s;(H) minimumét keressiik, tehat a H elrendezés feltétleniil Ossze-
fliggd. (A h; zart intervallumok végpontjaikban érintkeznek.) Elegendd tehat egy
szakasz — példaul egységszakasz — kiil6nb6zd véges vagy végtelen felbontdsait
vizsgalni.

Végtelen sok elembdl allé felosztast (mint ahogy a bevezetésben emlitettiik)
kétféleképpen is nyerhetiink. Vagy tgy osztjuk fel az intervallumot, hogy az egyes

részintervallumok hossza egy el6re adott a; sorozat: > a;=1, példaul g =2
i=1

vagy egy olyan eljarist alkalmazunk, mely egy minden hataron tul névekvd elemsza-

mu felbontéds sorozatot hataroz meg, példaul az i-edik lépésben i egyenld részre

osztjuk az egységszakaszt.

3. DerINicIO. Az els§ esetben azt mondjuk, hogy a h; elemeket ,,sorozatban”
adjuk meg, mig a masodikban ,,iteralt’”” megadasi modrol beszéliink.

Minden hatéron til névekvo elemszamu felosztasnal az s, (H) érték nem marad-
hat korlatos. llyenkor csak a végtelenhez tarté r felosztasszdmhoz viszonyitott nagy-
sagrendet figyeljiik. A kovetkezGkben f6leg az utobbi problémaval foglalkozunk, bar
specialis esetekben véges elemszamu elrendezésekre is meghatarozzuk az s,(H)
fliggvény értékeét.

3. TETEL. Legyenek adva az egységintervallum H, n elemil felosztdsai. Annak,
hogy a

(1) tim 2

egyenlitlenség teljesiilion, ahol o alkalmasan vdlasztott rigzitett, korldtos, pozitiv
érték, szitkséges és elégséges feltétele a
n
lim > i-a,=c
n>e o1
egyenlbség teljesiilése, ahol ¢ korlditos, a;, a H, elrendezés i-edik eleme. Ha a h;
elemek nagysdg szerint monoton csckkend sorrendben kivetik egymdst, akkor az (1)

, I & . L,
egyenlotlenségben ha o =c— 2 a (egysegszakasz Sfelbontdsdndl a= c—§] az egyen-
i=1
16ség teljesiil.

MEGIEGYZESEK. 1. Nem korldtos intervallumnak a felosztdsandl az (1) egyen-
16tlenség nyilvan nem teljesiilhet.

2. A 3. tételben adott feltétel teljesiilésének sziikséges feltétele, hogy a A; rész-
intervallumoknak egyetlen torlddasi pontja legyen — ez azonban nem elégséges felté-
tel. Egy olyan sorozatra, melyre teljestil a 3. tétel feltétele, példa az a h; sorozat,

melynek elemhosszai: a,=(1 —g)q'~! mértani sorozat ( 2;=1,0<g< 1] . Ekkor
=1

t

1 C o .
a=1—i—%. Olyan elemsorozatra, mely az egységszakaszt t6lti ki, egyetlen torlédasi
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pontja van, melyre azonban az s,(H) érték mégsem aranyos az elrendezés n elem-
szdmaval, példa az olyan /; elemekbdl all6 felbontas, ahol a 4; elemek a; hosszara

aizé% (i=1,2,...,n), hiszen van olyan pozitiv c¢ érték, melyre ekkor

=W
”lim 5, (H)/log (n)-n>c.

Erdemes megvizsgalni, hogy egy H elrendezés elemeinek megvaltoztatasaval
hogyan valtozik H tomorsége, példaul s,(H). Ilyen kérdésekkel foglalkozik a [2]
dolgozat is. Altalaban az egyes H elrendezéseken, illetve a #; elemsorozatokon
értelmezett miiveleteket vizsgalunk a kovetkezd szakaszban.

Miweletek a H elrendezéseken

Egy intervallum végtelen sok részintervallumra valé felbontasanal, ha a részin-
tervallumoknak egyetlen torlédasi pontja van, a kGvetkezd két modon indexezhetjiik
a h; elemeket: 1. ha a torlédasi pont a H szakasz belsejében van, vagy a H véges
elemszamu, a h; elemeket (i=1,2,...) a H szakasz két szélétdl indulva, befelé
haladva egyesével valtogatva indexezzik, (1. abra),

H

1. abra 2. abra

2. haa h; elemek torlddasi pontja a H egyik végpontjaban van, akkor a méasik
végpontbdl indulva kettesével indexezziik az egymas utan koévetkezd részintervallu-
mokat. Az ellenkezd paritdsi indexeket a torlédasi ponthoz rendeljiik (2. 4bra).

Ez az indexezési eljaras a kovetkezd kérdések és allitisok megfogalmazasat
konnyiti. Tébb torlédasi pont esetén az elemek indexezése bonyolultabb.

3. DeriNicié. A H intervallumfelbontdsokon a kdvetkezd miiveleteket vizs-
galjuk:

a) Felcseréljiik a h; és h; elemeket ugy, hogy az indexezést meghagyjuk, vagy
ugy, hogy az indexeket is felcseréljiik.

b) Egy vagy tobb intervallum hosszanak névelése mellett mas részintervallumok
hosszat csokkentjiik.

c) Specialisan, két szomszédos /;, ;. intervallum k&zos hatarpontjat mozgat-
juk a h; és h;,, egyesitésén beliil.

MEGIEGYZES. A h; részintervallumokat mindig gy véltoztatjuk, hogy a teljes
H szakasz véltozatlan marad.

4. TETEL. Ha egy H, és egy H, felbontds azonos elemszdmii, vagy végtelen
sok elemii, de mindkét rendszer egyetlen torloddsi ponttal rendelkezik, akkor a 3. defini-
cioban adott a) és c) miiveletek ismételt alkalmazdsdval H,-bél H,-be juthatunk (és
Sforditva). Ugyanezt elérhetjiik a b) miivelet ismételt alkalmazdsdval is.
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Ez utdbbi allitas véges elemszdmi H felbontidsoknal, vagy ha megengedjiik,
hogy egy [épésben megszamlalhatéan végtelen sok elemet is megvaltoztassunk, trivi-
alisan igaz.

5. TETEL. A szakasz elején leirt indexelési mddot alkalmazva (legfeljebb egy
torléddsi pontot tartalmazé H elrendezésekre) a kévetkezé miiveletek novelik az
s, (H) értéket:

a) Felcseréliink két olyan h; és h; részintervallumot, melyekre, ha j pdros,
J=i+1, ha j pdratlan, j=i+1 és h; hosszab mint h;.

b) Egy vagy tobb h; elemet néveliink, és a H szakasz hosszdnak vdltozatlanul
hagydsdval olyan i indexii h; részintervallumokat csékkentiink, hogy min (j)=
>max (i{)+1, illetve ha min (j) pdratlan, akkor min (j)=>max (i).

¢) A b) pont dllitdasa specidlisan, szomszédos részintervallumok kozds hatdrpont-
Jjanak mozgatdsdra is igaz.

A fenti pontoknak megfelelden megadhatok azok a feltételek is, melyek az s, (H)
értékének csokkenését vagy valtozatlanul maradasat biztositjak az egyes h; elemek
cseréje vagy masfajta valtoztatasa kézben.

4. DerNicIO. A szakaszcsere (I. 3. definicié a) pont) ismétlésével — de koz-
vetleniil is — megadhatjuk a H elrendezések kiilonféle Atrendezéseit. Ilyenkor
a h; elemek valtozatlanok, csak indexezéslik (sorrendjiik a H elrendezésben) val-
tozik meg.

Az 5. tétel kovetkezménye a kovetkezd

6. TETEL. Egy adott h; elemekbdl dllo intervallumfelosztds killonbozé dtrendezései
kozil minimdlis s,(H) filiggvényértéket ad, vagyis ,legtomirebb” elrendezésii az,
melyben a szakasz elején leirt indexezést alkalmazva h;=h;, ha j=i+1, illetve ha j
pdratlan, akkor j=i+1 esetén is. llyen elrendezéshez 1ugy jutunk, hogy a H inter-
vallum két végpontjabd! indulva nagysdg szerint monoton csékkend sorrendben egyesével
vdltogatva helyezziik el az intervallumfelbontds h; elemeit. A leglazabb felbontdst
(H 0Jsszefiiggd), vagyis amikor s,(H) maximdlis, az az elrendezés adja, melyben
hy=h;, ha j=i+1, ha j pdratlan, akkor j=i+1 esetén is.

Az el6z8 két tétel utin azonnal lathato, hogy adott /; elemek mellett legtémo-
rebb, leglazabb, illetve tetsz8leges rogzitett tomorségl intervallumfelosztast kilonféle
elrendezések is adhatnak.

5. DeriNic16. Egy H szakasz felbontdsit szimmetrikusnak neveziink, ha
minden pératlan i indexre a h; és h;,, elemek hossza egyenld. Azt mondjuk, hogy
szimmetrizalunk egy felosztast, ha minden pératlan i indexre a A; és h;,, elemeket
olyan részintervallumokkal helyettesitjiik, melyek hossza az el6z6 kett6 hosszanak
szamtani kdzepe.

7. TETEL. Tetszdleges H intervallumfelosztds szimmetrizdlasa vdltozatlanul
hagyja s,(H) értékét.

8. TETEL. Megszdmldlhato végtelen sok elemii, egyik végpontjdban egyetlen
torlédasi ponttal rendelkezd H intervallumfelbontds szimmetrizdltja az eredeti elrende-
zés 1/2 ardnyi kicsinyitésének és a kicsinyitett példinynak a torléddsi pontra valé
tiikrozésének egyesitése.
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Egy iranyban monoton fogyd hosszisagi #4; elemekbdl allé H elrendezés
— nevezziik ezt réviden monoton rendezésiinek — szimmetrizaltja olyan, hogy az 6t
alkoté h; részintervallumok egy legtomorebb elrendezését adja, az s,(H) mérd-
szamra vonatkozoan (l. a 6. tételt). Erdekes Osszehasonlitas addédik egy #; szakasz-
sorozat legtomorebb rendezésére és monoton rendezettjének szimmetrizaltjara adédo
s, (H) érték kozott.

Kiilonb6z6 H intervallumfelosztasok szimmetrizaltja is lehet azonos. A 8. tétel
kovetkezményeként kimondhaté azonban a kovetkezd

9. TETEL. Minden hatdron ril novekvd elemszdmu, azonos szimmetrizdltat ado
rendszerek monoton rendezésii hatdrhelyzete egyértelmil.

2. Kérdés. Hogyan adhaté meg nem egyetlen torlddasi ponttal rendelkezé vég-
telen sok elemii rendszerek szimmetrizaltja? Hogyan hatarozhat6 meg ,,iteralt” meg-
adasi moddal (3. definicid) nyert rendszerek szimmetrizaltja? Ez utdbbi kérdés altala-
nosabb formaban is felmeriil, mivel az elrendezés egyes elemeit csak mint hatarhely-
zetet ismerjlk, ezért a veliik valo barmely operacié definicios problémékat vet fel.

10. TETEL. Legyen adott a H, elrendezések egy olyan sorozata, melynek létezik
egy H hatdrhelyzete. Ekkor a H, elrendezések szimmetrizdltjainak sorozata rendelke-
zik hatdrelrendezéssel, mely éppen a H szimmetrizdltja.

6. DeriNfcié. Egy H elrendezésen beliili dtlagolasnak nevezziik azt a milveletet,
amikor — a szakasz elején leirt indexezési mdédot alkalmazva — a szomszédos #;,
h;,, elemeket, melyek hossza q;, illetve a4;,.,, az a;—a+-A és a;, ,+a+A hosszu-
sagu elemekkel helyettesitjiik, ahol A=a;—a;,,, & rdgzitett érték, melyre O<a<1.
Az o értékét az atlagolas sulyanak nevezziik.

7. DerFNic16. n kiilonboz8 H; (i=1,2, ..., n) elrendezés «; silyokkal vett

n
atlaganak nevezzitk az a;= J a;a; ; hosszusagu elemekbdl all6 elrendezést, ahol
i=1

a;,; a H; elrendezés h; ; elemének hossza, > a;=1 és az elemek sorrendjét a j
i=1
index hatarozza meg.
A kovetkezd tételben az el6z0 definicidkkal kapcsolatos néhany egyszer( allitast
sorolunk fel.

11. TETEL. a) Monoton sorozaton belilli dtlagolis megtartjia a monotonitdst.

b) Véges elemszdmu intervallumfelbontdson az dtlagoldst minden szomszédos elem-
pdrra tetszblegesen sokszor ismételten alkalmazva, intervallumfelosztdsok egyenlfkozii
Jfelosztdshoz tarté sorozatdt kapjuk.

c) Kiilonboz4, monoton rendezésii intervallumfelosztdasok dtlaga megtartja a mono-
tonitdst.

3. Kérdés. A tétel b) allitasa altalanosithaté-e (és ha igen, akkor hogyan) végte-
len sok elemii intervallumfelbontas esetére?

A kovetkezSkben a kiilénb6z0 intervallumfelosztasok geometriai tulajdonsagai
és a rajtuk értelmezett s,(H) tomorségérték kozti kapcsolatokkal foglalkozunk.
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Az s,(H) fiiggvényérték nagysdgrendjének vizsgdlata
Tekintsiik egységintervallumok kiilonféle felbontasait.

12. TETEL. Azoknak az n elemii h; (i=1,2, ..., n) részintervallum sorozatok-
nak, melyekre teljesiil a 3. tétel feltétele (a h; elemek szdmdval ardnvos nagysdgrendii
s (H) fiiggvényértéket szolgdltats elrendezés dllithatd elé beldlik), legtomdorebb H,
elrendezéseire (1. a 6. tétel) igaz a

lim s, (H)/o-n=1

oo

.1 . , .
reldcio, ahol a= D) (1—5] (agi_1+as), (a; a h; elem hossza, az indexezés az el6z6
i=1

szakaszban adott médon tirténik).

Specidlisan, ha példaul a #; elemek a; hossza: a;=(1—¢q)g¢'~!, akkor a=
_l+q*
~2(—¢9)

vallumfelosztasra adédé a= ; -{__Z
sl( ) 1.
n?

(0<g<1). Ez az érték mindig kisebb, mint 2 monoton rendezésii inter-

érték. A leglazibb elrendezésben (1. 6. tétel)

viszont lim ———=~

sy
13. TETEL. Az egységintervallum tetszoleges n elemii H, felbontdsaira

4-5,(H,) =1= 2.5:(H,) )

n? - n

A jobboldali egyenldtlenségben az a;=1, a;=0 (i=2, 3, ...) elfajult elemsorozat leg-
tomdrebb elrendezésére, illetve az n=2 esetre teljesiil az egyenldség. A baloldali egyen-
IGtlenségben az egyenldség minden ,,sorozatban’ megadott (1d. 3. definicid) végtelen
elemszdmu h; elemsorozat leglazdbb elrendezésére teljesiil.

Tobbdimenzids elrendezéseknél, ha a p; mérépontok konvex burka egységat-
mérdjl, s;(H,)=c-n% ahol ¢ a dimenzidszam fiiggvénye.

4. Kérdés. A ¢ érték monoton cs6kkend fliggvénye a dimenzidszamnak, vagy
sem? Adott dimenzidszim esetén milyen korlat adhaté ¢ értékére?

5. Kérdés. Milyen kozbeesd s, (H,) értékek realizalodhatnak a 13. tételben adott
hatarok ko6z6tt? Milyen elrendezések tartoznak ezekhez a kozbeesd értékekhez?

14. TETEL. Az egységintervallumon minden ,.sorozatban” adott, végtelenhez
1
tarté elemszamu felbontdsbdl bdrmely c¢-n® [O<c<z] nagysdgrend elérheté egy

megfeleld dtrendezéssel. Ennél kisebb nagysdgrend érték nem mindig érheté el (errdl
1. még a 15. tételt). 4 3. tétel feltételét kielégité h; elemsorozatokra viszont mindig

van olyan elrendezés, melyre lim %: 1, ahol f(n) bdrmely olyan fiiggvény lehet,
melyre hm f (n)=c, de f(n)<n és 11m f(f( ) k)=1 minden régzitett pozitiv egész
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k-ra. Ez utobbi feltétel, a fent adott kikdtések mellett, szitkséges és elégséges a
5,(H,)
lim —222r
wrw - f(n) ,
Az s,(H,) fliggvény nagysagrendjének egy maésfajta valtoztatasara ad példat
a kovetkezd tétel.

=1 teljesiiléséhez.

15. TETEL. Legyen a h; elemek a; hossza a;=(1—q)g'~* (i=1,2, ... mértani
sorozat). Ekkor, ha a h; elemeket monoton csékkend sorrendben helyezziik el, a q

(O<g=<1) fiiggvényében tetszdleges, az el6zd tételben leirt f(n) fiiggvényt megadha-
tunk ugy, hogy

: Sl(Hn) —
Lim n gy 1,

a —;—<f(n)<% n. Az f(n)=%n, illetve az f(n)=% hatdreset a q=1, illetve
a q=0 hatdresetben lép fel. Ha q értékével tartunk az 1 felé, akkor egy ,iterdltan”
megadhaté intervallumfelosztdshoz tartunk.

Tekintslink most ,,iteraltan” megadott elrendezéseket!

16. TETeL. Legyen H, az egységintervallum n elemii egyenlékozii felosztdsa.
Ekkor

. 6-5(H,)
2) Iim ———~ "> = 1.

n-—>oco

Ha a H, elrendezés h; elemeinek a; dtmérdi szdmtani sorozatot alkotnak, vagyis
megfelelén vdlasztott ay és d értékre a;=ay+(—1)d (i=1, 2, ..., n), akkor mono-
ton rendezésben teljesiil a (2) egyenldség. Legtomdirebb elrendezésben

11 8 Sl( ) l,
nwe  p?
leglazdbb elrendezésnél (H dsszefiiggs)
lim 245s1(H,,) 1.

MEGIEGYZESEK. 1. Véges n-re a mértani sorozat, szimtani sorozat és egyenlS-
kozil felosztas esetén az s,(H,) érték pontosan ismert. (Ezeket a képleteket itt nem
kozoljiik.)

2. Erdekes, hogy az egyenletes feloszt4s és a monoton rendezésii szamtani sorozat
esetén s;(H,) asszimptotikusan azonos.

3. Véges sok, véges indexli /; elem cseréje monoton rendezésli felosztdsoknal
a llm s,(H,) értéket nem valtoztatja meg.

6. Kérdés. Melyek azok az n elem intervallumfelosztasok, amelyekre }im s(H,)

mindenfajta atrendezéssel szemben invaridns? Triviadlis példaként az egyenldkézii
felosztas adhaté.
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17. TEteL. Ha monoton rendezésii, n elemii H, elrendezések sorozatdra

3) lim 1) _

n+roo CeHN

1,

ahol ¢ egy tetszbleges, korldtos pozitiv érték, akkor a H, felosztdsok minden dtrende-
zésére teljesiil a (3) egyenlség, természetesen a ¢ értéke kizben megvdltozhat.

Kiilénboz6 intervallumfelosztisok 4tlagaval (1. 7. definicio) kapcsolatban
mondjuk ki a kovetkezd tételt.

18. TETEL. Legyenek adva H; elrendezések (i=1,2,...,n) h; (j=1,2,...)
elemei. Ezeknek az elrendezéseknek o, sullyal vett H dtlagdban a h, és hy elemek
tdvolsdga (a kdzéppontok tdvolsdga) egyenld a h;, és h;; (i=1,...,n) elempdrok
tavolsagainak o, sulyu dtlagdval. Kévetkezésképpen, intervallumfelosztdsok dtlagdn
nyert s,(H) fiiggvény az egyes felosztdsok s,(H)) fiiggvényeinek «; sulyi dtlagdval
egyenld.

MEGIEGYZES. Megszamldlhatdan végtelen sok elrendezés atlaga is értelmezhetd,
ekkor azonban kérdéses az atlagelrendezés egyes elemeinek létezése.

Tdvolsdgeloszlds fiiggvények

8. DeriNic16. Egy tetsz8leges H elrendezés h; elemeihez rendelt p; ,,mérd-
pontok” kozott mért tavolsdgok Osszességét a H elrendezésen értelmezett tdvolsag-
eloszlasnak nevezziik.

7. Kérdés. Milyen tavolsigeloszlasokhoz taldlhaté megfelelé H elrendezés?

Ez a kérdés altalanosabb esetekben is felvethetd. Tekinthetiink példaul tetszole-
ges metrikus teret. A haromszog egyenlétlenség még ebben az esetben is bizonyos
megkotéseket ad a tavolsageloszlasra, ketténél tébb pont esetén. Euklideszi-térben
levé n elemil pontelrendezést egybevagdsag erejéig egyértelmiien meghatirozza

n p .
az ( 2) tavolsag.

Egydimenziés elrendezéseknél maradva, a tavolsageloszlas fogalma tovabbi
altalanositast is kinal. Megszamlalhatd elemszami elrendezéseken til vizsgalhatjuk,
hogy egy szakasz valamennyi pontparjin értelmezett folytonos tavolsageloszlas mi-

lyen. Ebbd! a tavolsageloszlasbol integralassal nyerhetiink az s, (H)-hoz hasonld
téomorségfiiggvényeket.

9. DerINiCIO. Az egyenes egy d atmérdjii H tartomanyén értelmezett f(r) tavol-
sageloszlas fiiggvény legyen

fin= [ax
R

ahol 0=r=d, R pedig olyan x pontoknak a halmaza, melyekre x és x+r is
pontja a H-nak.
Példaul, ha H az egységintervallum, akkor f(r)=1—r.
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MEGIEGYZES. Ez és a kovetkezd definicié kozvetleniil dltaldnosithaté magasabb
dimenzios terekre.

Sulyfiiggvények alkalmazasival a tavolsageloszlds altaldnosabb formaban is
megadhato.

10. DerFINic1O. Az egydimenziés H tartomdnyon értelmezett f(r) tdvolsag-
eloszlés legyen

f(n= _/s(x+r) - s(x)dx,
A

ahol s(x) a H-n értelmezett pontsiiriiség fliggvény, melyre s(x)=0, ha x¢ H.
A 9. definicioban s(x) a H karakterisztikus fiiggvénye.

8. Kérdés. Véges vagy megszamlalhatéan végtelen sok elemi{i H elrendezések-
hez hasonléan folytonos tavolsageloszlas esetén is kérdés: mikor létezik egy f(r)
figgvényhez egy H elrendezés és egy azon értelmezett nem negativ s(x) pontsi-
riiség.

A tovabbiakban folytonos pontelhelyezés kérdéseivel — példaul azzal, hogy
hogyan valdsithaté meg diszkrét, asszimptotikusan végtelen elemszimu elrendezé-
sekrdl folytonos rendszerekre vald attérés — itt nem foglalkozunk.

Az eddigiekhez hasonldan a tovabbiakban is els6sorban egydimenzids elrende-
zéseket vizsgalunk. :

Intervallumfelosztdsok tulajdonsdgai és tomérségiik kapcsolata
A kovetkezd tételben néhany egyszerii allitast foglalunk Gssze.

19. TETEL. a) Az egységintervallum n elemii felosztdsai koziil a monoton ren-
dezéstiek, az s,(H) fiiggvény szerint témorebbek, mint az egyenlkézii felosztds.

b) Ha két azonos elemszamu felosztds kéziil monoton rendezésben az egyik tomo-
rebb mint a mdsik, akkor ezeknek egy legtomorebb, illetve leglazdbb dtrendezésében
(1. 6. tétel) is ugyanaz az elrendezés lesz témdrebb, illetve lazdbb. A forditott dllitds is
igaz, legtomdirebb elrendezések tomaorségértéke kizti egyenldtlenség monoton rendezés-
ben megmarad, a leglazdbb elrendezésben megfordul.

c) A tétel a) dllitdsa dltaldnosabb formdban is kimondhaté. Ha két n elemil, mono-
ton rendezési H, és H, felosztds hy; és hy,; elemeinek a,; és a,; hosszdra tel-
Jesiil a

@ ig"; 4, =< Z"' as,;

i=j
egyenlGtlenség minden j-re, (j=2,3, ...,n), akkor s;(H))<s(H,).

A b) 4llitas alapjan ugyanigy kapunk egyenl8tlenségeket a H, és H, legtomo-
rebb, illetve leglazabb elrendezésein fellépd s, (H) fiiggvényértékek kézott. Ha az n
elemszdm minden hataron til névekszik, akkor a (4) egyenlGtlenség teljesiilését
elegendd egy tetszOleges véges j érték felett megk&vetelni.

11. DeFINiciO. a) Egy intervallum egy H felosztasat alulrél konvexnek nevez-
ziik, ha a felosztasban szomszédos #; elemek §; differenciaja, 6,=h;,,—h; (az in-
dexezéssel most egy irdnyban haladunk!) monoton névekszik. Ez a feltétel végtelen
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sok elemii felosztasnal a differencia sorozat abszolit értékének és a /; elemek hosz-
szanak monoton cs6kkenését jelenti. Végtelen sorozat tehat csak akkor lehet konvex,
ha monoton rendezésii, de ez nem elégséges feltétel.

b) Egy véges h; sorozatot alulrél konkavnak mondunk, ha a J; sorozat mono-
ton fogy. Ilyen felosztas nem lehet tetszGlegesen névekvd elemszamu, ,,sorozatban™
adott elrendezés, hanem csak ,,iteraltan” megadott (I. 3. definicid) végtelen sorozat.

12. DEeFiNic1O. A konvex és konkav sorozatokat monoton differenciasorozatu
felosztasoknak nevezziik.

20. TETEL. Konvex intervallumfelosztdsok az s,(H) fiiggvény szerint mindig
tomorebbek mint az azonos elemszdmu egyenlékozii felosztds, a konkdv elrendezések
viszont lazabbak mint az egyenldkozii.

21, TETEL. A szimmetrizdlds (5. definicid) meghagyja a konvexitdst és konkdvitdst.

Ez utdbbi tétel alapjan a monoton differenciasorozati elrendezések osztilyokba
sorolhatdk. Egy osztalyba soroljuk a k6zos szimmetrizalttal rendelkez6 felosztasokat.
Az egyes osztalyokat éppen a k6z0s szimmetrizalt reprezentalhatja.

A szimmetrizalas folytonos halmazokon is értelmezhetd. Legyen az [a, b] inter-
vallumon értelmezett f(x) fliggvénynek az [a, b] intervallumra vonatkozd szimmet-

rizaltja az a g(x) fliggvény, melyre g(x)-——% (fx)+f(b—x+a)). Ilyen médon

folytonos pontsiirliség fliggvényeket is szimmetrizalhatunk. A szimmetrizalas meg-
tartja a folytonossagot, konvexitast, konkavitast, integralhatdsagot és integralhatd

b b
fliggvényekre teljesiil az f Sx)dx= f g(x) dx egyenldség.

Tobbdimenzids vizsgdlatok

Az s,(H) fliggvény (1. 1. definicié) barmely olyan elrendezésen értelmezhetd,
melynek elemei k6z6tt valamilyen tavolsagérték van adva. A tavolsagérték példaul
az elempéarokon értelmezett tetszSleges valds fiiggvény is lehet (1. az 1. definicid
utani megjegyzést). Igy az egyenesen elhelyezkedd elrendezések vizsgalata utan most
masfajta térben adott halmazokat is tekintiink.

Elsésorban olyan H elrendezésekkel foglalkozunk, melyekben a #; elemekhez
rendelt p; pontok egy euklideszi tér egy racsanak csucspontjai. Kiilonféle racsokban
elhelyezett rendszerek kapcsolatarél mondhatd ki a

22. TETEL. Affinitdssal egymdsba vihetd {p}, illetve {r} (i=1,2, ..., n) pont-
rendszereken adott s, fiiggvényre s;({p:})=c-s,({r;}), ahol ¢ az adott affinitdstol
Sfiiggd, n-tél fiiggetlen korldtok kizé esik, 1/K<c<K. Kovetkezésképpen, kiilonboza,
de egymdsba affinitdssal dtvihet$ asszimptotikusan végtelen elemszdmii pontrendszere-
ken adods s, fiiggvényériékek csak konstans szorzoban térhetnek el egymdstol. (Még
akkor is, ha az elrendezések nem korldtosak.) Rdcsosan elhelyezkedi elemek elrende-
zésein adodo s,(H) értékek nagysdgrendi vizsgdlatat elegendé tehdt egyfajta rdcson,
példdul négyzetrdacson (kockardcson) elvégezni.
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Jelolje G(n,d) a d dimenzios euklideszi tér egy (egységélii) kockaricsanak
n kildnb6zé csucsiba helyezett {p;} (i=1,2,...,n) pontrendszeren az s,({p;})
fiiggvény minimumat a {p;} rendszer kiilonboz8 elhelyezésein. G(n, d) tehat a leg-
tomorebb n elemil kockaracsos elrendezés tomorségértéke.

23. TETEL. Tetszdleges n-re (n=1,2,...) és tetszéleges d dimenzidértékre
d=12,...)

n(n—1)

- =G(n d) = (n—l)n(n+1).

6

A baloldali egyenldtlenségben egyenléség csak az n=2 esetben, a jobboldalon a d=1
dimenziéban teljesiil.

Bonyolultabb meggondolasokkal egy nagysigrendben pontos becslés is adhato.
24. TETEL.
im 2(d+1)G(n, d)

:!Loa d‘/j n2ta/d

4(d+1)G(n, d)

A

1 = lim

A d dimenziészdm névekedésével a G(n, d)-re a fenti egyenlotlenséggel adott
korlatok nagyon eltdvolodnak egymdstol.
Az alsé korlat tovabb élesithetd.

25. TETEL.

i 2(:1“) Vz=Gmd) _
(d/2)| n2+(1/d)

A d értékével is végtelenhez tartva (a Stirling formuldt alkalmazva),

... VexG(n d)
Iim flim ——| =1
n—+oo (d-+oo ]/2(1 n2+@sd)

Az ¢l3z6 két (24., 25.) tétel nem csak racsos, hanem altaldban egyenletes siirfi-
séggel elhelyezkedd pontrendszerekre is alkalmazhaté. Természetesen eldbb defini-
alni kell egy pontelrendezés egyenletességét. A késGbbiekben, az 5. szakaszban ilyen
kérdésekrdl lesz még sz4.

Az el6zbkben adott becslések a d dimenziészdm szigorian monoton csdkkend
fliggvényei. Maga G (n, d) nyilvanvaldan szigortian monoton fogyé fiiggvénye d-nek
(adott n érték mellett).

Nem csak racsos elrendezéseknél, hanem altaliban t6bbdimenziés halmazok
esetén meriil fel a

9. Kérdés. Milyen alaki tulajdonsigokkal rendelkeznek az s,(H) fiiggvény
szerint extremalis elrendezések? Specilisan, négyzetracsban milyenek a legtomdorebb
(leglazibb) p; pontelhelyezések?

A kérdés utobbi része és a kovetkezd 10. kérdés az [1] dolgozatban szerepel, egy
hasonlé forméban.
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Legyenek a H elrendezés h; elemei d dimenzids egységkockak. A p; mérd-
pontok, melyek a kockak koézéppontjai, legyenek egy egységélii kockaracs cstics-
pontjai.

10. Kérdés. Az ilyen elrendezésekben, ha adott »n elemszamra s,(H,) minimalis,

a) H, egyszeresen Osszefiiggd-e (a kockak hatarpontjait is H,-hez szamitjuk),

b) H, konvex burkan belill elhelyezheté-e egy Gjabb n+1-edik egységkocka
(amelynek p,., kozéppontja racspont),

¢) igaz-e, hogy a legtdmorebb elrendezés, az n elemszam minden hataron tul
val6 novekedésével, gomb alakhoz tart?

Az a) pontot Osszefiiggdségi, a b)-t lyukmentességi, a c)-t kikerekedési (kigom-
bolyddési) problémanak nevezziik.

MEGIEGYZESEK. 1. A Steiner-féle szimmetrizalds alkalmazisaval LUKS GABOR
mutatta meg, hogy az a) és ¢) pontra igenld felelet adhato. A kikerekedés feltételének
teljesiilésébdl asszimptotikusan végtelen elemszamu elrendezéseknél becslés is ad-
haté G(n, d) értékére. A 23—25. tételben adott becslések ettdl abban kiillonb6znek,
hogy véges elemszam esetén is érvényesek.

2. Véges elemszam esetén kiil6nféleképpen jellemezhetjik egy elrendezésnek
gémbhoz vald legjobb kozelitését. Jellemzd lehet az s,(H) fliggvény minimalitdsa
(1. az €l6z0 megjegyzést), esetleg mas, a kovetkezOkben definialt s;(H) fliggvény
extremalitasa. Figyelembe vehetjiik a kikerekedés jellemzésekor a o(p;, p;) tavolsa-
gok eloszlasanak valamilyen specidlis tulajdonsagat, példaul a maximalis tavolsag
(az 4tmérd) minimalitasat.

A 10. kérdéshez hasonléan, specialisan felvethetd a kovetkezd probléma.

11. Kérdés. Téglatestbe rendezett egységkockak n elemii H, rendszere — mely-
ben a p; pontok négyzetracsot alkotnak — adott n elemszam mellett akkor szolgal-
tatja-e a minimalis s;(H,) értéket, ha a téglatest kocka, és a kiilonbozd téglatestek
koziil a kockahoz kozelebb allo téglatesten lesz-e s;(H,) kisebb?

Négyzetracsos elrendezések tomorségének vizsgilataval kapcsolatban elsésorban
az [1] dolgozatra hivjuk fel a figyelmet.

Egyéb, tdvolsdgdsszeg tipusi témdirségfiiggvények

13. DEriNic16. Jeldlje s,(H) a H elrendezés h; elemeihez rendelt p; pontok-
nak a H sulypontjatdl vett tavolsagainak Gsszegét. H sulypontjat kilonféleképpen
definialhatjuk. Vehetjiik a p; pontok sulypontjat, a A; elemek (vagyis H) szokasos
értelemben vett silypontjat, vagy valamilyen més sulyozott atlagként adodé suly-
pontot.

Stlypont helyett tekinthetiink valamilyen mas szempontbdl kitiintetett pontot is.

14. DErINic16

s3(H,) = igf 21 o(x, p),

ahol x a H elrendezést tartalmazo tér egy kijelolt pontja, ¢ az adott térben értel-
mezett tavolsidg, p, az n elemli H, elrendezés /;; eleméhez rendelt mérbpont.
Az s;(H) értékét a H elrendezés x pontra vonatkozd tomorségének nevezziik.
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Természetesen, az x pont elhelyezkedésével kapcsolatban kilénféle megkotéseket
is tehetlink.
Ugyanezeket a jeloléseket alkalmazva:

15. DEerINiCIO.
54(Hn) = 2 mln Q(pia pj)’
i=1 J#i

a legkozelebbi méréponttdl vett tavolsigok dsszege.

16. DErFINICIO.

SS(Hn) = ;]'.m?‘x Q(pb pj)9

a legtavolabbi mér&ponttdl vett tivolsagok Gsszege.

12. Kérdés. Adott H elrendezésekre milyen 6sszefiiggések talalhatok az
sy (H), ..., s5(H) fiiggvények k6z6tt?

26. TETEL. Ha egy H elrendezés h; elemei szigorian konvex (diszkjunkt,
legfeljebb hatdrukon kézds ponttal rendelkezd) zdrt tartomdnyok, akkor a p;€h;
Seltétel mellett a ,,lebegd mérdpontos” (1. 2. definicid) s,(H), ..., s5(H) fiiggvények
minimumdt szolgdltaté p; pontok elhelyezkedése mind a négy fiiggvény esetén egyér-
telmi.

Az s,(H) fliggvényhez adhato olyan clrendezés, ahol a minimélis fiiggvényérté-
ket (lebegdé mérépontoknal) nem egyértelm{i p; pontrendszer adja — még szigoriian
konvex h; elemek esetén is.

Az s5,(H), ..., s;(H) fiiggvényekkel kapcsolatban még elmondhatjuk a kovetke-
z0ket: Az s;(H) érték az n elemfi H elrendezés Atmér6jének n-szeresével aranyos.
s4(H) tetszblegesen nagy elemszam esetén is korlatos marad, ha H korlatos. Ha az x
vonatkoztatasi pont a H elrendezés konvex burkanak belsejében van, akkor s;(H)
is az elrendezés atmérGjének n-szeresével aranyos.

A 23, 24,, 25, tételben adott becslésekhez hasonléan altalaban nem racsos elren-
dezésckre is adhatdk korlatok az s;(H) (j=1, ..., 5) fiiggvényekre. Ha az n elemii
H, clrendezés h; elemei r; sugari, d dimenzids gdmbdk, akkor egy trivialis alsé
becslést ad az

1 & ..
sU) =5 3 (etn) i#]

L=

egyenlStlenség. Az egyenlGtlenség esetenként éles, ugyanis az n elemszamot, a d
dimenzidszamot és az r; értékeket megfelelGen kivalasztva egyenlGség is felléphet,
példaul, ha d=2 és n=3.

Altalaban az s,(H), ..., ss(H) értékek fiiggnek a #; elemsorozattdl, illetve
az elemek elhelyezésétdl, igy szoros kapcsolatban allnak az elrendezések mas t6mor-
ségi jellemzdivel, példaul a kitoltési slirliséggel.
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Alaki kérdések

Olyan halmazelrendezéseknél, melyekre a szokdsos alakjellemzd tulajdonsagok,
példaul konvexitas, Osszefiiggdség nem értelmezhetok, mivel példaul diszjunkt ele-
mekbdl allnak, felmeriilhet az igény az elrendezés alakjanak valamilyen jellemzésére.
Ilyenkor kozvetett mddszereket alkalmazhatunk. Jellemzi egy halmazelrendezés
alaki tulajdonsagait az elrendezés elempArjain értelmezett tavolsageloszlas.

27. TETEL. Euklideszi térben dsszefiiggd T tartomdny pontpdrjain értelmezett
tavolsdgeloszids (1. 9., 10. definicid) folytonos és pozitiv a [0, d) intervallumon, ahol
d a T tartomdny dtmérdje.

A folytonossag és pozitivitas elég kozeli komponensekbdl all6, nem Gsszefiiggd
tartomanyokon is megmarad.

3. Halmazrendszerek elhelyezési siirfiségének vizsgalata

Legsiiriibb korelhelyezések

Alakzatok legs{irlibb kitoltést szolgaltato elhelyezése, illetve a legritkdbb lefedés
probléméaja, ma mar klasszikus feladatkornek szamit. Adott alakzat, példaul a sik,
egy gombfeliilet, a tér egy rétege stb. kitoltésénél altalanosabb kérdés az, ha a kitol-
tendd alakzatnak csak a tipusat rogzitjik — példaul csak azt koveteljik meg, hogy
téglalap legyen —, és az adott tipusu, de kiilonb6z6 alakd tartomanyok legsliriibb
kitoltését vizsgaljuk. Ilyen feladat megoldasara példa a kovetkezd tétel is.

28. TETeL. Téglalap n (n=10) kongruens kérrel akkor télthetd ki a legstiriibben
(adott n esetén), ha a kitélté korck négyzetrdcsos elrendezést alkotnak 1ugy, hogy
a téglalap belsejébe esé minden rdcspont korkézéppont (n==6-1al. pl. a 3. abrat). Termé-
szetesen a téglalap mindig a kérdket tartalmazd legszitkebb téglalap. A kitéltési siiriiség
ekkor w/4.

000000

3. abra

29. TETEL. n=11 vagy n=14 esetén a legsiiriibb kitoltést nem négyzetrdcsos
elrendezések adjdk.

A 28. és 29. tételr6l 1. a [11] dolgozatot.

13. Kérdés. n=12 és n=13 esetén a négyzetracsos rendszerek adjak-e a legsii-
riibb kitoltést, vagy sem?

14. Kérdés. Mely elrendezések lesznek extremalisak, ha n=10?
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15. Kérdés. Az olyan téglalapokon, melyek nem tolthetdk ki a legsiiriibben egy
négyzetracsot add, n kongruens elembdl allé korelrendezéssel, mi lesz a legsiirtibb
kitoltést adS korelhelyezés? (Ha n=10, akkor az n flggvényében nyilvin nem itt
lesz a slirliség maximuma, 1. a 28. tételt.)

MEGIEGYZES. A 15. kérdésre néhdny esetben ismert a vélasz (1. [11]). Péld4ul,

2 _a
ha n=6 és a téglalap a és b oldalainak aranya olyan, hogy —-=—= 5
y Y3023
akkor a legstirlibb kitoltést a 4. abran lathaté elrendezés adja.

b

4, abra

Hasonldan igaz a kovetkezd tétel is (1. [11]).

30. TéteL. Ha n=14 ¢és a téglalap rovidebbik a oldala olyan, hogy
2r=a=(2+ V3)r, ahol r a kitéltd kirdk sugara, akkor a legsiirtibb kitéltést szabdlyos
hdromszogrdcsos elhelyezés adja (1. 5. abra), vagyis ha a=02+ V3)r.

A 30. tétel kévetkezménye: Végtelenbe nyuld s szélességli sikbeli savok r sugard
korokkel val6 kitdltésénél, ha 2r=s=(2+ ¥3)r,alegsfiriibbelhelyezés az s=(2+ V3) r
értéknél adodik (1. 5. abra).

5. abra

16. Kérdés. Mi lesz az extremalis elrendezés, ha s=>(2+13)r? Specialisan, tér-
beli gémbkitéltések vizsgalatanal, érdekes a (2+ V3 )r<s—<4r eset.

Téglalapok korokkel vald kitoltéséhez hasonléan mas, egy vagy tobb paraméter-
tdl fiiggd alakzatok kitoltését is vizsgalhatjuk. Ilyenkor a kitoltési siirliség elérhetd
maximuma ezektdl a paraméterektdl is fiigg.

Ilyen feladat péld4ul egy csonkakup palast (specialisan: henger, kiip, korgyiirii)
kongruens korokkel torténd legritkabb lefedése. Ennek megoldasa mar 3—4 lefedd
kor esetén is elég bonyolult, s&t egy vagy két kor elhelyezésére is igen valtozatos meg-
oldasok adddnak a kupfeliilet alakjanak fliggvényében. Ez utébbi emlitett, specialis-
nak t{iné kérdéskornek gyakorlati, példaul méréstechnikai szempontbdl van nagy
jelentdsége. :

Természetesen nem csak a tartalmazé alakzat valtozhat egy vagy tobb paramé-
ter fiiggvényében, hanem a kitoltd (lefedd) alakzatok is.
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17. Kérdés. Melyek azok a téglalapok, amelyek n (nem feltétleniil kongruens)
korrel legsfiriibben kitoltheték? Hogyan kell ehhez a legsiiriibb kitoltéshez a korok
sugararanyat megvalasztani?

18. Kérdés. Hogyan kell megvalasztani » kor sugarat (legalabb az egyik sugar-
érték hatarozottan pozitiv), hogy a legkisebb tartalmazé téglalapon beliili kitoltési
slriiség az adott n-re minimalis legyen? Létezik-e a minimum?

Az elhelyezett alakzatok megvalasztasi lehet8ségét korlatozva, kikothetjiik pél-
daul azt, hogy az alakzatokat egy el6re adott készletbdl valasztjuk ki.

A feladat egy tovabbi altalanositasa az, amikor nem adunk meg elSre egy tartal-
mazd alakzatot (alakzat tipust). Az elhelyezés a sikon (a térben) tetszblegesen tortén-
het. A kitoltési siriiséget az elhelyezés altal meghatarozott tartomanyra vonatkoztat-
juk, vagy altalaban valamilyen, az elhelyezésen értelmezett fiiggvénnyel (tGmorség-
fiiggvény) jellemezziik az adott elhelyezés siirliségét. Ilyen fiiggvények szerepeltek
az el6z6, 2. szakaszban is (s, (H), ..., ss(H)).

A kovetkezbkben ilyen tipust kérdésekkel foglalkozunk. Az egyszeriiség kedvé-
ért altalaban csak kérok vagy pontok elhelyezéseit vizsgaljuk. Az elhelyezési siiriisé-
get a tovibbiakban egy ijabb tomorségi jellemznek tekintjiik.

Kitoltési siiriiséggel kapcsolatos tomorségfiiggvények

El6szoér néhany definiciot adunk meg, melyek korlatos elrendezések kitoltési
slirliségét jellemzd tomorségfliggvényeit irjak le. A szerepld H elrendezések #;
korok (pontok) sikbeli korlatos halmazai.

17. DerFINiCIO. 54 (H) a H konvex burkanak teriilete.

18. DerINiCIO. s,(H) a H konvex burkanak keriilete.

19. DEFINIiCI6. s3(H) a H koré irhaté legkisebb kor, azaz a koriilirt kér (kiilkor)
teriilete.

20. DEFINICIO. s,(H) a H koriilirt kérének keriilete.

21. DerINiCIO. s,0(H) a H-nak sajit konvex burkdra vonatkozé kitSltési
stirtisége.

22. DeFINicIO. 5, (H) a H koriilirt korére vonatkozd kitoltési siiriiség.

23. DEFINICIO. 51,(H) a H atmér&jének hossza.

Az s5,,(H) érték nyilvin egyenld a konvex burok adtméréjének hosszaval. A ko-
riilirt kor atmérdje azonban hosszabb is lehet. Igy egy uj fliiggvényt ad a

24. DEFINICIO. s,3(H) a H kiilk6rének atmér8hossza.

Természetesen sy3, S5, 5, egymassal aranyos érickek: s,=s137, s5=(5y/2)?7.
A H halmaz szerkezetével szorosabb kapcsolatban alt a

25. DepNic1O. s,(H) a H halmaznak stlypontjatol valbé eltérése (vagyis
a sulypont és a t6le legmesszebb esS pont tavolsaga).

A sulyponttal kapcsolatban a 13. definicional tett megjegyzések itt is értelmezhe-
ték. Stlypont helyett més, kitiintetett pontjat is tekinthetjiik a H-nak.

A 17—25. definicidk kozil a 17., 18., 21., 23., 24. és 25. definicidhoz hasonld
meghatarozasok szerepelnek a [2] dolgozatban.
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A konvex burok teriiletének nagysaga, a konvex burokra vonatkozd kitoltési
slirliség sokszor nem eléggé jellemzé az illets elrendezés tomorségére. Példaul, a 6. ab-
ran lathatd korrendszer legalabb olyan tomornek — ha nem témorebbnek — tekin-
hetd, mint a 7. abra szerinti elrendezés. A konvex burok teriilete az utdbbi esetben
mégis lényegesen kisebb. Indokolt tehat kimondani a kovetkezS definicidt.

o 00° o

. 6. abra 7. abra

26. DerINicIO. Jelolje s;;(H) a H elrendezés ¢ korkonvex burkanak terii-
letét. A o esetenként egy rogzitett pozitiv érték. (1. 8. abra.)

A o korkonvexitds fogalmaval a [7] dolgozat foglalkozik. A ¢ korkonvex
burok helyett mas, a H elrendezéshez hasonldan jdl illeszkedd tartomany is szerepel-
tethetd. Ilyen tartomanyokkal a késObbiekben, az 5. szakaszban, foglalkozunk még.

8. abra

27. DEeriNicIO. Jelolje s,4(H) a H ¢ korkonvex burkédnak keriiletét!
28. DErINicIO. Jeldlje s,,(H) a H g korkonvex burkdra vonatkozé kitoltési

stiriiséget!
MEGIEGYZES. Egy elrendezés anndl tomorebbnek tekinthet3, minél nagyobb
egy adott ¢ értékre vonatkozé korkonvex burka.

31. TéteL. Egy adott H elrendezésre az sg(H), ..., s;;(H) fiiggvényértékek
kozott a kovetkezd egyenldtlenségek érvényesek :

(1) Siz =5 = 85, lehdt sy = 8= i,
(2) 813 = 513 = 28y,
(3) 53 =S e Sp=5.
Ha H véges sok h elembdl dll, de nem egyetlen kir, akkor
(4) s6 <55, S7<S9, S <510 €5 Spp < Sys.
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Haa H o kiorkonvex burka nem egy dsszefiiggé konvex halmaz, akkor

(5) $15 <S¢, S10 < S175 S7 < Sp-

Az elhelyezési sliriiséget jellemzi a tomorségfiiggvények kévetkezd két csoportja
(185 +--» Sop €S Sa1, ..., Spq) 18. JelOlje 8 (H, x) a sik (a tér) egy x pontjanak a H hal-
maztol mért tavolsigat!

29. DEeFINiCIO.
sw(H) = [8(H, x)df,
M

ahol M-mel a H konvex burkat jeldljik.

30. DErINicIO.
sw(H) = [8(H,x)df,
R

ahol R a H ¢ kérkonvex burka.

31. DeriNicIO.
sw(H) = [8(H,x)df,
K

ahol X a H-hoz tartozo kiilkor.

Rendeljiink a H elrendezés minden egyes h; eleméhez egy-egy p; pontot!
Jelolje A(x, ;) az x pontnak a A; elemtdl vett tavolsagfiiggvény értékét a p; pontra
vonatkozéan. A(x, ;) infimuma azoknak a 4, értékeknek, amelyekre A,(p—p;)=x,
ha p€h;. A 1 tavolsagfiiggvényrdl részletesebben 1. [6].

Jelolje A(x, H) az ir,;f A(x, b)) értéket!

32. DEFINICIO.

su(H)= [ A(x, H)df.
33. Dernicio. "

su(H) = [ A(x, H)df.
34. DEeFINICI6. *

sua(H) = Kf A(x, H) df.

Az el6z8khoz hasonldan igazak a kdvetkezd egyenlStlenségek:
32. TETEL.

(1) 519 = 518 = Sp9,  Se2 = Sp1 = o3,
ha H véges elemszamu, de nem egyetlen kor, akkor

(2) S15=<Ssp €5 Sy < Sa3,
ha pedig H ¢ kérkonvex burka nem egyezik a H konvex burkdval,

(3) 19 < S15 €S Sy < Sy.

A fenti egyenlGtlenségek egy adott H rendszerre vonatkoznak. Kiilonboz6 H
elrendezéseknél az sg(H), ..., sp5(H) fiiggvények (az s,(H), ..., s;(H) fiiggvények-
hez hasonléan) igen valtozatos médon viselkednek, igy ezeknek a fiiggvényeknek
pontos és részletes leirasa altalaban igen nehéz feladat. Itt most el8szdr néhany alta-
lanos tulajdonsagot vizsgilunk, melyek inkdbb kozés vonasokat €s nem annyira
kiilonbségeket emelnek ki.
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Korlatossdgi kérdések

Az sg(H), ..., s,3(H) fliggvényértékek korlatossig szempontjabdl nem mutat-
nak lényeges eltérést, a kovetkezd értelemben.

33. TETEL. Egy adott H elrendezésnél az sq(H), ..., Sq(H), $15(H), ..., S16(H)
Sfiiggvények korldatossdgdnak szitkséges és elégséges feltétele ezek bdarmelyikének korld-
tossdga. Ha magdnak a H rendszernek a teriilete (térfogata) korldtos, akkor s,(H),
s (H) és so(H) nulldtdl valo kiilonbozdsége és az s14(H), ..., So5(H) korldtossiga
is ekvivalens a fenti kilenc fiiggvény korldtossdgdval.

Ezutan az s¢(H), ..., se3(H) fiiggvények kozil csak a kitoltési stirliséget koz-
vetleniil jellemzd fiiggvényekkel foglalkozunk. (Ez a fenti tétel alapjan jogosnak
mondhatd. Tovabbra is sikbeli korelrendezéseket vizsgalunk.)

Korlatos osszteriiletli H rendszer esetén a siiriiség pozitivitasat az elrendezés
korlatossaga biztositja. Természetesen véges elemszAmi rendszereknél, ha a #;
elemek korlatosak, automatikusan teljesiil a korlatossag.

34. TETEL. Annak szitkséges és elégséges feltétele, hogy egy megszdmldlhatéan

végtelen elemszdmi H elrendezés korldtos lehessen, a D, a? korldtossdga, vagyis a H
i=1

ossztertiletének korldtossdga. Az a; a h; kor dtmérdjének hosszat jeloli. A feltétel

teljesiilésekor a kériilirt kor sugdrhosszdnak R minimumdra teljesil az R<~2—+

+V a} egyenlBtlenség, ahol a=maxa;, i=1,2, ....
i=1

MEGIEGYZESEK. 1. A tétel 4llitdsa nem trividlis. Megadhaté olyan korltos
teriiletsszegii H elrendezés (mely természetesen nem korokbdl all), amely egyetlen
elrendezésében sem korlatos (a H Ah; elemei diszjunktak). Létezik viszont sikbeli
konvex tartomanyoknak olyan rendszere is, melyben a h; elemek a; atméréinek
négyzetdsszege nem korlatos, de maga a H elrendezés véges.

2. A tétel nem csak korokbdl allé H elrendezésekre igaz, hanem tetszdleges
olyan H-ra is, amelynek h; elemeire az a; atmér8k korlatosak és h; teriilete ara-

nyos a?-tel. Ugyanigy tetszbleges véges dimenzids euklideszi térben is > af sziik-
i=1
séges és elégséges feltétele a H korlatossdginak (a; a h; d dimenzids gémb at-
mérdje).
A 34, tétel konstrukcidval bizonyithatd, melybdl a kovetkezd, tobbet mondé
tétel is nyerhetd.

35. TETeL. Korldtos teriiletosszegii korok végtelen sorozata elhelyezhetd egy
korldtos sugari kéron beliil ugy, hogy a kérkozéppontok halmazdnak egyetlen torloddsi
pontja van. Elédllithatdé olyan elrendezés is, amikor ez a torloddsi pont a legsziikebb
tartalmazo kor kozéppontja.

19. Kérdés. Milyen mads, meghatarozott tipusu korlatos elrendezés allithaté el6?
Péidaul elballithato-e két vagy tobb (esetleg megszamlalhatd), a korilirt kor adott
pontjaiban levd torlédasi pontot tartalmazé elrendezés? Hogyan valtozik a kiilon-
b6z6 konstrukciokban H atmérdje?
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Az el6bb emlitett konstrukciobdl egy felsé korlat adhato a H koré irt legsziikebb
kor sugarara. Ez egy also becslést ad a kiilkorben elérhet6 kitoltési siirtiségre.

36. TETeL. Korldtos terilletdsszegii H={h;} megszdmlilhato kdérrendszer el-

helyezhetd ugy, hogy
1
S (H) > e da
44— =
Sa V24
i=1

MEeGieGyzEsek. 1. Ez a korlat lényegesen javithatd, ha figyelembe vesszitk
az a, ..., 4a,, ... atmér8sorozat sajatossagait.

2. n-féle korrel konvex, illetve g korkonvex tartomanyon elérhetd kitoltési
slirliségre ismertek felsé korlatok. Ilyen eredmények taldlhaték a [7] dolgozatban.

3. Az elrendezés atméréjére adott korlatokkal az el6z6 szakaszban szerepld
s5,(H), ..., s;(H) fliggvények értékeit is jellemezziik.

Kiilonféle stiriiségii rendszerek

Korlatos teriiletésszegli H elrendezéseknél az atmérS korlatossaga a kitoltési
siirliség (példaul s,o(H), s11(H), s3,(H)) pozitivitasat biztositja csak. Ezen beliil
lehetnek kozel nulla siiriségil elhelyezések is, de konstrualhatok olyan rendszerek is,
melyekben a kitoltési slirliség 1-hez konvergal. (Tovabbra is korelhelyezéseket vizs-
galunk.)

20. Kérdés. Kiilonb6z6 «; atmérGsorozatokhoz milyen s,4(H), s13(H), 517 (H)
értéket adé H elrendezések konstrualhatok?

21. Kérdés. Milyen korsorozatokbdl épithetd olyan elrendezés, melynek siirlisége
az elemszam novekedésével 1-hez konvergal? Mi a konvergencia sebessége?

Jelolje H, (m=1,2,..) az UJ Lj h; ; korrendszert. A h; ; korsorozat elem-
i=1j=1

-
szamat lépésenként egyszerre n;-vel néveljiik. A H,, sorozat |J | A;; hatarhely-
i=1j=1

zetét jeloljik H-val.
37. TETEL. Legyen egy, az el6zkben leirt H,, sorozat olyan, hogy lim s,0(H,,) =

oo n
=s5,0H)=1, és H—H,=|J Lj h;, ; striisége a H kiilkorére vonatkoztatva legyen
i=m j=1
a™-nel ardnyos (az a egy rogzitett érték, O<a<1), akkor lim supm;=-o. Ha tehdt
i-—+oco
n; wjabb kér elhelyezésével a H kiilkorére vonatkozo kitéltési siiriiség exponencidlis
sebességgel tart 1-hez, akkor ez tetszélegesen sok kor elhelyezése utdn mdr csak ugy
érhetd el, hogy az m-medik lépésben elhelyezett korok szdmdnak lim superiorja

végtelen.

KOVETKEZMENY. Egy kor (koérokkel vald) egységsiiriiségli kitoItéséhez exponen-
cidlis sebességgel konvergald rendszer lépéseként véges sok ujabb kitoltd kor el-
helyezésével, példaul egyenkénti elhelyezéssel, nem épithetd fel.
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38. TETEL. Egy K kor kitéltheté egy minden hatdron til ndvekvl elemszdmu
kérrendszerrel gy, hogy taldlhaté olyan a és b pozitiv, korldtos konstans, melyre
a K kérben az m-edik lépésben elért kitéliési siiriiség, az el6zd tétel jeloléseit alkal-
mazva, olyan, hogy a kordk egyenkénti elhelyezésekor (a 37. tétel jelolésével n;=1)

t(H-H,) b
1K) ~—m’

O<a=<l1,

ahol t(H--H,), illetve t(K) a H—H, halmaz, illetve a K kor teriiletét jeloli.
Ugyanakkor bdrmely kitéltéshez adhaté olyan (korldtos) pozitiv ¢ konstans, hogy

t(H—H,) c

PR I L —

1(K) me’

Az egységsiiriiségi, illetve mas, adott siirtiségil kitoltés (kitoltési siiriség alatt
példaul az s,0(H) értékét értjiik) elérésének elégséges feltételeit altalaban nehéz
megadni, hiszen nem csak egy elemsorozatot, hanem az elemek egy megfelel6 elhe-
Iyezését is meg kell adni. Sziikséges feltételek konnyen nyerhetSk. A 38. tétel kovet-
kezménye a

39. TETEL. A lim $30(H,) =s10(H) =1 egyenlfség teljesiilésének sziikséges
Jeltétele (H = hi], hogy minden m-re (m=1,2,..) teljesiilion a %-t(H)é
=1

= > t(h) egyenlbtlenség, ahol a és b alkalmasan vdlasztott régzitett pozitiv érték
i=m
(O<a=<1; t a teriiletet jeloli).

A 38. tétel alapjan egy felsé korlat is adhaté m kor éltal elérheté maximalis
s10(H,,) kitoltési siirliségre.

40. TETEL. Tetszbleges m elemii H,, kdrelrendezéshez taldlhatd olyan pozitiv

a é b érték, O<a<1), hogy sm(Hm)é(l—r:a]_

MEeGieGyzEs. Ha m végtelenhez tart, akkor ez a korl4t élesebb, mint az m-féle
korrel elérhetd kitsltési slirliségre ismert 1—¢™ korlat.

22. Kérdés. Adott h; korsorozatnil milyen a, bés ¢ értékek adhatdk a fenti
tételekben.

23. Kérdés. Milyen elégséges feltételek adhatok az s,4,(H)=4, 0<d=1 relacid
teljesiilésére (adott & értékre)?

Egységsliriiség, illetve bizonyos J,0<d6=1 slirlségek elérésére konstrukcidk
konnyen adhatdk. Egy elégséges feltételt ad a kovetkezd tétel.
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41. TéteL. Ha a h; elemeket egy divergens teriiletosszegii, monoton nulldhoz
tarté h; sorozatbol vdlogatjuk, akkor az s,,(H) fiiggvény tetszileges & értéket
(0<6=1) felvehet. (Ugyanez elmondhaté a t6bbi, kitéltési siirtiséget jellemzd méré-
szdmrdl is.)

Ilyen sorozatbdl ugyanis tetszOleges sordsszegii konvergens sor valogathaté ki, még
akkor is, ha az n-edikként valasztott elem nagysagara az €l6z6 n—1 elem fiiggvényé-
ben fels korlatot adunk.

24. Kérdés. Adott ¢ kitoltési siirliséghez (0<d=1) van-e olyan nem divergens
teriiletosszegli korsorozat, melybdl szintén valogathaté § siiriiséget adé h; sorozat?
Ha van, akkor milyen tulajdonsagokkal rendelkezik?

Altalaban kérdéses, hogy mely tulajdonsagaikkal jellemezziik a h; sorozatokat.
Milyen tulajdonsadgokat hozzunk kapcsolatba az elérhetd maximalis tomorségérték-
kel — nem csak a kitoltési slirtiség, de mas tomorségfiiggvények esetén is. Egy ilyen

jol hasznélhato tulajdonsag az () A; maradék sorozat teriiletosszegének tulajdonsa-

i=m
ga (1. példaul a 37. tételt). Ugyanezt fejezheti ki — a A; elemek nagysag szerint mono-
ton rendezésében — a szomszédos elemek teriiletaranya is. Altalaban megmarad
azonban a

25. Kérdés. A h; sorozat mely jellemzdi allnak kapcsolatban az elérhetd maxi-
malis tomorséggel — példaul a kitoltési siirliséggel? Nevezetes atmérGsorozatok
esetén, példaul, ha a A; elemek teriiletei mértani sorozatot alkotnak, milyen tomorsé-
gek érhetdk el?

A legegyszeriibb eset az, ha véges sok féle 4; elem adott.

26. Kérdés. n-féle korrel milyen tomorségii elrendezések allithatok el6? Hogyan
fligg az elérhetd tomorség (példaul a kitdltési slirliség maximuma) a sugarhosszak
aranyaitol és az n-féle kér darabszam aranyaitol?

A maximalis kitoltési slirliség felsd korlatja n-féle korre ismert. Ld. [7]. Ez a kor-
lat végtelenhez tartd elemszam esetén pontos.

Kiilonféle elhelyezési eljarasok realizalasakor, illetve adott, konkrét elhelyezések
vizsgalatakor, probléma adddhat az egyes elemek nagysdganak és helyének pontos
meghatarozasanal. Ilyen kérdések altaldban minden numerikus feladatnal fel-
meriilnek.

27. Kérdés. Milyen pontossaggal becsiilheté egy adott H korelrendezésen egy
tomorségi mérdszam — példaul s,4(H) — vagy barmely mas, a H halmazon értel-
mezett fliggvény, ha a H korelhelyezésben a sugarértékek és a kézéppontok koordi-
natai korlatozott pontossaggal adhatok meg? Hogyan valtozik egy #h; korsorozattal
elérhet6 maximalis kitoltési siiriség, példaul s,,(H) maximuma, ha a A; kordk r;
sugarait A; értékekkel megvaltoztatjuk?

Kiilénféle lehetdségek vannak: Véges sok fajta kérnél minden sugarértéket egy
A (4>0) értékkel noveljiik vagy csokkentjiik (az utobbi esetben 4<min (r;)).
TetszOlegesen valtoztatjuk a sugarakat az eredeti érték koriili 4 sugara intervallum-
ban. Az r; sugarakat egy i-t8l fiiggé 4; értékkel valtoztatjuk.
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Egy adott tartomanyra vonatkozé kitoltési stirliség, példaul s,,(H), valtozasara
adhatd egy becslés.

42. TEveL. Ha egy H, maximadlis tomorségii elrendezésben a kordk sugara
r; (ri€la, b]) és a kitoltési siiriiség értéke 6, akkor ha a sugdrértékeket egy A (A<a)
értékkel niveljitk, és az ri+A sugaru kérékkel elérheté maximdlis kitéliési shiriiséget
d’-vel jeloljitk, akkor
o 1
5 T T+2x+x

ahol x=%. Ha a sugdrértékeket A-val csokkentjitk, akkor

%— > 1-2x4x2

A tétel bizonyitasa egyszeri nagyitas, illetve kicsinyités felhasznalasaval nyerhets.
Valamivel bonyolultabb mdédon egy élesebb becslés is adhato. Az el6z6 tétel jeloléseit
alkalmazva:

43. TETEL. Ha A-val noveljiik az eredeti sugarakat, akkor

L S
0 1+x+x%
ha csokkentjiik, akkor
& 1-2x+x*
3T 12y 4y’
4
ahol y=v- :

Egyéb elhelyezés siirliségi vizsgdlatok

Az elhelyezési tomorséget jellemzd kitOltési slirliség vizsgalatakor kildnféle
altalanositasok is adhaték.

28. Kérdés. Mi lesz adott kéroknek sikbeli legtomorebb (leglazabb) elhelyezése,
ha a korok teriiletGsszege helyett egy a sikon értelmezett fliggvénynek (sulyfiiggvény-
nek) a korokre vonatkoz6 integraljainak Gsszegét tekintjik, vagy példaul a korkozép-
pontokon vett fliiggvényértékek Osszegét, és ezek maximumat (minimumat) keressiik.

29. Kérdés. A sllyfiiggvény tulajdonsigai hogyan befolyasoljak az elhelyezés
tulajdonsagait, ha extremalitasra toreksziink? Példaul, szimmetrikus sulyfiiggvény
esetén milyen szimmetria tulajdonsagokkal rendelkeznek az extremalis elrendezések?

Egy példa: olyan sulyfiiggvénynél, melynek tobb lokalis maximuma is van, nem
feltétlentil sszefiiggdk a ,,legsiliribb” elrendezések, még olyankor is, ha ez egyébként
természetes lenne. A 9. abran egydimenzids 4 intervallumoknak egy f sulyfiiggvény
alatti legsiirlibb, nem Osszefiiggd elrendezése lathato.
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9. abra

30. Kérdés. Hogyan hatarozzuk meg az extremalis elrendezéseket, ha az elhelye-
zett elemek tulajdonsagai attdl is fiiggnek, hogy hova helyezziik 6ket. Példaul, az elhe-
lyezett korok sugara a korkozéppont koordinatainak is fliggvénye.

4. Erintkezd halmazparok

Halmazelrendezések érintkezé elempdrjainak szdma

A kovetkezd problémakdr, bar csak euklideszi terekben elhelyezkedd halmazok
vizsgalataval foglalkozunk, természeténél fogva altalanosabb, példaul topologiai
tulajdonsagokra épiil.

35. DeriNiciO. Legyen a H elrendezés minden h; eleme paronként kozos
belsd ponttal nem rendelkezd 6sszefliggd tartomany. Jelolje s.,(H) azoknak a #4;,
h;, i#j elemparoknak a szdmét, melyek halmaza k6lcsdndsen €s egyértelmiien meg-
feleltethetd k6z0s hatdrpontjaikbdl kivalasztott p; ; ponthalmaznak. s, (H) értékét
nevezzik az ,,érintkez6 halmazparok szamanak™.

Az s,,(H) tomorségfiiggvény az elhelyezési siirliséget jellemz6 fiiggvények egy
részéhez hasonléan (l. az el6z8 szakaszt) csak lokalisan jellemzi a H elrendezést.
Az s,y (H) értékét nem az egymastdl tdvolesd elemek viszonya és nem az egész elren-
dezés alakja befolyasolja, hanem az egymashoz kozel esé elemek kiilcsonos elhelyez-
kedése. Ez azzal a ténnyel 4ll kapcsolatban, hogy s.,,(H) értékét elsdsorban topolé-
giai jellegii tulajdonsagok hatarozzak meg. Természetesen egy adott 4; elemkészlet
€s egy adott tér s,,(H) lehetséges értékeit korlatozza.

31. Kérdés. d dimenzios euklideszi térben adott »n elemli %; sorozattal milyen
S04 (H) értékeket nyerhetiink? Melyek lesznek az extremalis elrendezések ?

44. TEtEL. Egy d dimenzids euklideszi térben levd tetszéleges n elemii, pdron-
ként diszjunkt, dsszefiiggd tartomdnyokbdl dllo H elrendezéshez hozzdrendelhetd
egy ugyanabban a térben levd n szogpontu grdf. A grdf csucsai kélcsondsen egyértel-
miien megfeleltetheték a H h; elemeinek, élei pedig a p; ; kézds hatdrpontoknak.
A csucsok a h; elemek belsejében vannak. Két csiucsot akkor és csak akkor kétiink
ossze, ha az ket tartalmazé h;, h; elemekhez tartozik p; ; kozds hatdrpont (a 35.
definicid jelolésével).
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Két csicsot tehat csak egy él kot §ssze, az élek nem metszik egymast. Az utdbbi
feltétel teljesiilése kétdimenzids térben lényeges. A megforditott allitas is igaz. Bdr-
mely n szdgponti grafhoz (euklideszi térben) hozzdrendelheté h; tartomdnyrendszer
a fent leirt médon.

Ha az élek és cstcsok rendszerére semmiféle metrikus kikodtést nem tesziink,
e ; p . . ooz . - ny ., .,
akkor az el6z6kben leirt grafban az élek szama nyilvan elérheti az (2) értéket,

ha d=3. A d<3 esetben mar maga a dimenzidszam is megkotést ad (ha n>2,
illetve n=4).
A 44. tételben szerepld graffal kapcsolatban adjuk meg a kévetkezd definiciét.

36. DeriNici6. A h; elemrendszerhez rendelt grafot ,.érintkezési grafnak”,
a graf altal adott relaciok (érintkezések) rendszerét ,érintkezési rendszernek’ ne-
vezziik.

32. Kérdés. Milyen feltételek korlatozzak harom vagy annal magasabb dimen-
zi0s euklideszi térben az s,,(H) fliggvény maximalis értékét? Kétdimenzids euklide-
szi térben milyen s,,(H) értékek érhetdk el?

A kovetkezOkben elsGsorban asszimptotikusan végtelen elemszamu elrendezé-
sekkel foglalkozunk.

45. TETEL. Ha csak azt kotjikk ki, hogy a H elrendezés h; elemei konvex
tartomdnyok legyenek, akkor ezzel nem csékken az adott térben maximalisan elérhetd
Sps (H) érték. (Megadhat6é maximalis érintkezési szamu konvex elemekbdl alié rend-
szer.)

37. DeriNic1O. Egy h; konvex tartomanysorozatot nem elfajulénak neveziink,
ha a %; elemek koré irt korok R; és a maximalis beirhaté koérok r; sugarainak

arinyahoz talalhatd olyan K korlat, hogy &<K minden i-re. Ha lim sup&.:oo

i ivo T

H4

a sorozat elfajulo.

46. TETEL. A d-dimenzids euklideszi-térben, ha egy konvex h; elemekbdl dllé
n elemszamu H,={h;} (i=1,2,...,n) elrendezésre lim sup s,,(H,)=f(n)-n, ahol

S (n) olyan fiiggvény melyre lim sup f(n)=oo, akkor a'Hhi elemek sorozata elfajulé.

n--oo

A 46. tétel egy kovetkezménye a

47. TeteL. El nem fajulé h; elemsorozatbol dllc H elrendezés esetén a H n
elemii H, részrendszereire

lim 22 _
n-o  CeH

ahol ¢ a h; elemsorozattdl, illetve a dimenziészdmitdl fiiggd korldtos pozitiv érték.
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48. TETEL. Kétdimenzids euklideszi-térben minden n elemii H, tartomdny-
rendszerre S, (H,)=3-n—6, ha n=>2. Az egyenléség is elérhetd, specidlisan kordkkel
is (n=6 esetén 1. pl. a 10. abrat).

10. abra

g ’ . r - ; : H,

Minden hataron tul novekvd elemszami elrendezésekre a lim -——szé;( n) =1
egyenl@ség teljesiilése kiilonféle konstrukcidkkal elérhetd, példaul kongruens korok
szabalyos haromszogracsos elhelyezésével. Elérheté még az egyenlGség teljesiilése
a 10. 4bran adotthoz hasonld konstrukcidkkal is (monoton csékkend vagy monoton
novekvd sugarsorozatokat képezdé h; elemekkel). Kiilonféle konstrukcidok adhatdk

) ) . Seq(H,) o 45 S0
olyan elrendezésekre is, melyekre lim —=2—"2=1, ahol f(n)<3-nés lim =1
Y Y2 T () 4 we= F(n+ k)

minden pozitiv egész k-ra.

49. TETEL. Tetszdleges, sikbeli konvex tartomdnyokbdl allé n elemii H, elem-
sorozat elrendezheté ugy, hogy S, (H,)=2-n—3.

33. Kérdés. Specialisan korelhelyezéseket tekintve, milyen /7; korsorozatokkal
épithetdk olyan elrendezések, melyekre 3 -n=sy,(H,)=2-n?
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50. TETEL. Ha a h; korok r; sugarainak sorozata tul gyorsan csokken, neve-
zetesen, ha egy minden hatdron tul névekvé elemszamu kérelrendezés elemeinek r;
sugaraira legfeljebb véges sok i index kivételével

r; 2
5 Rk RS
©) r; V3

akkor nem érhetd el a lim 2‘35("5"—)—>1 egyenlGtlenség teljesiilése. Ha (5) minden i

n—+co

indexre teljesiil, akkor egyetlen véges n-re sem lehet s,,(H,)=>2+n.

MEGIEGYZESEK. 1. Hasonld tételek mondhaték ki masfajta konvex elemekbd]
allé h; elemsorozatokra is.

2. Figyelemre mélt6 ennek a tételnek és a 39. tételnek a kapcsolata. Mindkét
esetben a tilsagosan gyorsan cs6kkend nagysagi h; elemsorozatokkal nem érhetd el
a tomorség (s,0(H), illetve s,,(H)) egy maximalis értéke. Ezzel szemben megadhaté
azonban olyan korrendszer is, melyre s,,(H) értéke kozel 1, de s,,(H)=0.

24( )

51. TéteL. Ha n elemii H, elrendezések egy sorozatira lim ——=

(x egy rogzitett érték), akkor az ilyen elrendezések elemeibl bdrmely f (0< B=<oa)
Sua (H n) — 1
“n )

értékre alkothaté olyan elrendezéssorozat, melyre lim

n—+co

A kovetkezd tétel mar magasabb dimenzids elrendezésekkel kapcsolatos.

52. TETEL. A d-dimenzids euklideszi-tér konvex, (nem elfajulé sorozatot ado)

n; (i=1,2, ..., n) tartomdnyaibol elédllithato olyan H, elrendezés, melyre s,,(H,)=
d-(d+1)

én . d_T

Egy példa: Kongruens gombok végtelen elemszdmi H sorozataval elérhetd

24( n)

(a 49. tétel ennek specialis esete).

=1 egyenldség teljesiilése (H= lim H,).

n-»oo

Néhdny hasonlo jellegii fiiggvény

Az sy, (H) tomorségértékhez hasonld fliggvényeket nem csak euklideszi-térben,
hanem tetszéleges olyan térben értelmezhetiink, ahol definidlni tudjuk diszjunkt
halmazok érintkezését. Példaul vizsgalhatjuk, hogy valés fiiggvények valahany osz-
talyabdl hany olyan osztalypart valaszthatunk ki, melyek rendelkeznek k6zos elem-
mel. Ilyen két €rintkezd osztaly lehet az y=c-x és az y=x°, —oo<c=<oo fligg-
vénysokasag, melyek a ¢=1 pontban érintkeznek.

A tartalmazé tér kiilonféle megvalasztasa mellett kiilonféleképpen definialhat-
juk az érintkezés mértékét is.

38. DerinNiciO. Egy d-dimenzids euklideszi-tér h; tartomanyaibdl allé H
halmazara (H={h;}) jeldlje s,s(H) a h; tartomanyok kozds hatirpontjai halma-
zanak d—1 dimenzids mértékét.
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34. Kérdés. Mely elrendezésekre Iétezik s,5(H), és hogyan fligg értéke az elren-
dezés tulajdonsagaitol?

MEGIEGYZESEK. 1. Konvex h; elemek esetén s,,(H) mindig létezik. Ha a &;
elemek szigoruan konvexek s,5(H)=0 (ha d=1).

2. Egy dimenzidban sy,(H)=s,;(H), ¢&s intervallumokbdl all6 n elemii elren-
dezéseknél so4(H)=5.5(H)=n—1.

3. Az érintkezés mértékét ugyanigy definidlhatjuk a #; elemek k6z6s hatarpont-
jaibdl alkotott halmaz komponenseinek szamdaval. Szigoruan konvex tartomanyok-
nal ez az érték is egyenld s,,(H)-val.

4. Egy hasonld definicié szerepel [2]-ben és [12]-ben. A tomorség (lazasag)
mértékét ezek a dolgozatok altaldban az elemparokon értelmezett fiiggvényekkel
definialjak.

Ismert fogalom a ,szoliditds™ (I. pl. [3]). Egy sikbeli korkitoltést szolidnak
neveziink, ha elemei nem mozgathatok ugy, hogy egy masik elemet részben at ne
fedjenek. Ez a kiko6tés szigorubb mint az érintkezés feltétele. Ennek ellenére adhatd
olyan H szolid tartomanyelrendezés, melyben s,,(H) kozel sem maximalis.

39. DErINICIO. s,(H) az n elemii H elrendezés rogzitett elemeinek szdma.

Kis elemszama rendszereknél, vagy ha megengedjlik, hogy az egyes elemek at-
fedjék egymast, a korlatos H elrendezés lazasagat jellemezheti a k6z0s belsé vagy
hatarponttal nem rendelkez6 elemparok szama.

40. DEFINICIO. $o;(H) az n elemii H elrendezés olyan hy, h; (i) elem-
parjainak a szama, amelyek egy d;; tavolsignal kozelebb vannak egyméshoz.
A d, ; lehet konstans, vagy az i és j fiiggvénye.

Ez a definicié mar nem topoldgiai jellegii, mint s,,(H), hiszen tavolsagértékeket
is figyelembe vesz. Lényeges tulajdonsaga az s,,(H) fiiggvénynek, hogy a H elren-
dezés egy elég kicsiny megvaltozasaval szemben invarians. A d; ; tivolsag mérésekor
is tehetiink altalanositasokat. Tavolsagként hasznalhatjuk péidaul a 4 tavolsag-
fiiggvényt is (1. a 32. definicié el6tt).

Ugyancsak halmazelrendezések elemeinek kiilonallosagat, lazasagat fejezi ki
a ,,szeparalhatdsag” fogalma (errdl 1. pl. [3]).

5. Egyéb mériszamok, altalinos kérdések

Az ¢l6z8 pontokban tbbszor szerepeltek kiilonféle tavolsagfogalmak. Erdemes
ezek koziil részletesebben foglalkozni a 32. definicio eldtt bevezetett A tavolsag-
fliggvénnyel.

A A(x) tdvolsdgfiiggvény

A 1 tavolsagfuggvény bevezetésével tobbféle altalanositasra nyilik lehetdség.
Elofordulhat, hogy diszkrét rendszereket olyan tulajdonsdgokkal kivanunk jelle-
mezni, melyek eredetileg folytonos halmazokra vonatkoztak (l. példaul a 11. kér-
dést vagy a 27. tételt).

41. DeriNic1O. Diszkrét tartoméanyokbol alldé H rendszert A Osszefiiggbnek
nevezziik, ha
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a) egy A tavolsagu parhuzamos tartomanyrendszere (paralleltartomanya) Gssze-
figgd (A=0),

b) ha minden #4; elemen beliil van olyan p; pont melybdl a megfeleld 4; ele-
mek A-szoros nagyitasainak egyesitése Osszefiliggd (A=1).

MEGIEGYZESEK. 1. A 41. definicié a) és b) pontjaban adott meghatirozdsok
nem ckvivalensek — néhany kivételtdl eltekintve, példiul amikor a A; elemek korok,
a p; pontok a kérkozéppontok.

2. Az egyszeres Osszefliggést ugyanigy definialhatjuk.

3. A p; pontok (nagyitasi centrumok) a H elrendezés nevezetes pontjai is
lehetnek, a kiilénb6z6 p; pontok helyett egyetlen vetitési centrumot is kijellhetiink.

4. Mozaikoknal a A=0, illetve a A=1 érték is elég az egyszeres Osszefliggdség
teljestiléséhez. Lefedést adod rendszereknél a A<, illetve a A<1 értékekre is lehet
/. Osszefiiggd az elrendezés.

42. DeriNici6. Egy H tartomdanyrendszer A konvex, ha

a) A tavolsagh paralleltartomanya, vagy

b) 4 mértékl nagyitasa (egy vagy tobb centrumbdl) tartalmazza a H konvex
burkat.

MEGIEGYZESEK. 1. Bdrmely korlatos tartomdnyrendszerhez talalhaté olyan
A érték, hogy az A Osszefliggd (egyszeresen Osszefiiggd), A konvex legyen (mindkét
elébb definialt értelemben).

2. Erdekes a o korkonvexitas és a A konvexitds Osszehasonlitasa. Az elsd
a konkavitas mértékét korlatozza lokélisan, mig a masodik a konvex buroktdl vald
halmazeltérés maximumat szoritja egy érték ala.

3. A 42. definicidban a konvex burok helyett gyengébb feltételnek eleget tevd
halmazokat is valaszthatunk, példaul a ¢ kérkonvex burkot, vagy specialisabb alak-
zatokat, példaul a H kiilkorét. Ennek megfelelén egy tagabb értelemben vett ¢
konvexitasrol, illetve kor alakrdl beszélhetiink.

A 1 tavolsagfiiggvény fogalmat, mely eredetileg konvex tartomanyokon értel-
mezett, nem konvex halmazokra is kiterjeszthetjiik.

43. DeriNiciO. Egy adott T tartomdanyra és egy adott o pontra, a tér egy
x pontjanak a 7 halmazra és a o origora vonatkozé A, tavolsagfiiggvénye:

Iu(T, 0, %) = inf A,

ahol A olyan, hogy létezik y pont (y€T), melyre A-(y—o)=x, de A=1, ha
x¢T.

Ugyanigy kapjuk a kovetkezd definicidkat.
44. DEFINIcIO. Az el6z6 definicio feltételetvel,
(T, 0,x) = inf A,
de most A értéke minden esetben kisebb lehet 1-nél.
Ha a ¢ pontot nem rogzitjiik ;
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45. DEFINICIO.
Ac(T, x) = ileng_lA.

46. DEFINICIO.
Ap(T, x) = 1r€1t; Ag.

Természetesen (a 45., 46. definicioban) mas korlatos tartomanyt is kijelolhet-
nénk ¢ mozgasteréil, nem csak magat a T tartomanyt.

53. TEtEL. Legyen ¢ a T tartomdny belsd pontja, és T legyen a o-ra nézve
konvex. Ekkor 1,(T, o, x)=25(T, 0, x). Jeloljitk ezt a kozos értéket most A(T, x)-
szel. Ilyen feltétel mellett teljesiil a

©) S M0 df =—— 1 w(T)

x€T

egyenldség, ahol u(T) a T térfogata,d a T tartomdnyt tartalmazo euklideszi-tér dimenzid-
szdma. Ha T bdrmely belsé pontjabél nézve konvex, akkor a (6) egyenliség a Ao (T, x) és
Ap(T, x) fiiggvényekre is igaz. (Komvex T tartomdnyokra Ac(T, x)=4p(T, x).)

34. TETeL. Ha egy d dimenzios T tartomdny egy o pontjdra nézve nem konvex,
akkor az ilyen ¢ pontokra az a-u(T)= f AT, 6, x)df egyenletben az o érték

xeT
d
olyan, hogy d—<a<oo Ha az egyenletben a Ay fiiggvényt szerepeltetjik, akkor
O<a<o. Ha a o pont nem tartozik a T-hez, akkor f A (T, 0, x) df>dL+1 és
T

le(T 0, %) df = ——— d+1

MEGIEGYZES. A fent definialt A fiiggvények, ha sem o, sem x nem eleme
T-nek, csak olyan x, o pontparra léteznek, melyhez taldlhaté u és v valds szam
(u+v=1), hogy az y=u-x+v-0 ponteleme T-nek.

Arnyékoltsdg és tomorség

A fenti megjegyzéshez kapcsolddva, ha a T tartomany elvalasztia a ¢ pontot
az x pontok egy halmazatol, mas széval, T arnyékolja a ¢ pontot, akkor a 2
figgvények az adott x pontok halmazan értelmezhetdk.

Vizsgalhatjuk, hogy egy pontot milyen szégben arnyékol egy T tartomany,
mekkora hinyadat arnyékolja a térnek egy 7' tartomany (végtelen tartomanyrend-
szer). Milyenek azok a tartomanyrendszerek amelyek egy adott R tavolsagon beliil
elhomalyosulnak: a tér barmely x pontjabol, barmely iranyba hiizott R hosszusagi
szakasz tartalmaz a T-hez tartozé pontot. Végtelen rendszereknél van értelme 6nma-
gat arnyékolo, illetve egymast kiilcsondsen arnyékold halmazokrdl beszélni. Meg-
vizsgalhatjuk példaul, hogy melyek a leglazdbb (legkisebb kitoltési siirliséget ado),
R tavolsagon beliil elhoméalyosulé koérrendszerek.
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Egyenletesség

Megfigyelhetd, hogy bizonyos alakzatok legtomorebb elhelyezéseinél szabalyos-
sagok mutatkoznak. Ez tapasztalhaté példaul az ismert, legsiliribb gombfeliletkitsl-
tést ado kongruens elemii korrendszereknél, vagy az extremalis téglalapkitoltést add
kongruens elemii korrendszereknél is (1. 28. tétel). Az esetenként fellépd, kiillonbozd
jelleg{i szabalyossagoknal Altalanosabb tulajdonsag egy elhelyezés egyenletessége.

Az el6z6kbol, de egyes miiszaki problémakbdl kiindulva is felmeriil az igény,
hogy egy pont- vagy mas alakzatrendszert a lehet6 legegyenletesebben helyezziink el.

47. Derinicio. Egy T tartomanyon elhelyezett n elemii pontrendszerre akkor
mondjuk, hogy a legegyenletesebb elhelyezkedésii, ha (az adott T-re és az adott
n pontszam mellett) a pontrendszer és a T halmazeltérése a minimalis.

48. Derinic1d. Egy konvex T tartomdnyon elhelyezett véges elemszamu
pontrendszert akkor mondunk legegyenletesebbnek, ha a pontok kdzt mért tavol-
sdgoknak a minimuma maximdlis. (l. példdul a klasszikus gombfelillet kitoltési
problémat, [3].)

Egy dimenzidéban a 47. és 48. definicié ekvivalens, (magasabb dimenziéban
azonban mar nem). A 47. definicié nem csak pontrendszerekre, de mas tartomany-
rendszerekre is atvihetd.

Jellemezheti egy elrendezés egyenletességét az elhelyezett pontokhoz, illetve tar-
tomanyokhoz rendelt fiiggvények, példaul a karakterisztikus fliggvények, Osszege-
ként nyert fiiggvény egyenletessége (konstans értékhez vald kozelsége) is (1. [4]).

34. Kérdés. Van-e kapcsolat egy H elrendezésnek az el6z6kben definialt vala-
melyik egyenletességi mértéke és az el6z6 szakaszokban szerepld s;(H) fiiggvények
értékei kozott?

Halmazelrendezéseken értelmezett eljdrdsok

Az ¢eldz6 szakaszokban a H elrendezéseken értelmezett transzformacidkat,
miiveleteket vizsgaltunk (. pl. az 5., 6., 7. definicidt). Ilyen kérdésekre tériink most
vissza.

35. Kérdés. Milyen hatéssal van az egyes s;(H) tomorségfiiggvényekre a H
elrendezés elemeinek (meghatirozott modon toérténd) apritisa, bizonyos alakvalto-
zasa, példaul lapitasa? Mely s;(H) fliggvények invaridnsok adott transzformaciok-
kal szemben? Példaul a konvex burokra vonatkozé kitéltési siirliség affin invarians.
Nem mondhaté el ugyanez példaul a ¢ korkonvex burokra vonatkozd kitdltési
striiségrol.

Eljarasok iterdlt alkalmazasakor mindig kérdéses az eljaras konvergenciaja.
Ilyen kérdésekkel foglalkozik példaul a [10] dolgozat is.

Kapcesolatok, kiilonbségek a témorségfiiggvények kozott,
legtomorebben tovdbbépitett rendszerek, ldncok

Az s;(H) tomorségfiiggvények kozti kapesolatok vizsgalata szamos 1j problé-
mat vet fel. Ilyen kérdések szerepeltek a 31., 32. tételben is. Hasonldéan, bizonyos
tomorségfiiggvények kozti kiilonboz8ségeket mutat ki a [2] dolgozat.
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Az extremalis tomdorségli halmazrendszereken kiviil beszélhetlink legtémdorebbe
tovabbépitett elrendezésekrdl is. Ennek meghatarozéasa az [1] dolgozatban talalhatd.
Legtomorebben tovabbépitettnek neveziink egy n elemfi elrendezést akkor, ha i-edik
elemei (a tovabbépitési sorrendet tekintve) az elsé i—1 elemb8l all6 rendszert
az adott s;(H) fiiggvényre vonatkozdan extremalisan egészitik ki, minden i-re
(i=1,2, ..., n). Ezameghatarozas barmely s;(H) témorségfiiggvényre értelmezhetd.

49. DEeriNic1io. Nevezziink egy H elrendezést ,,ldncnak”, ha az elrendezés
h; elemeinek van olyan indexezése, hogy a h; és h;,, elemek minden i-re érintkez-
nek (vagy altalanosabban, valamilyen mas, példaul geometriai relacié teljesiil koztiik).

Vizsgalhat6 egy adott #; elemkészletre és egy adott s;(H) tomorségfiiggvényre
a legtdmorebb, a legtdmdorebben tovabbépitett és a legtdmorebb lancot add elrende-
zések kozti kapcsolat.

Egyéb dltalinos megjegyzések

Az el6z0 szakaszokban elsésorban a legegyszeriibb modelleket (pont vagy kor-
elhelyezéseket) vizsgaltunk. A targyalt kérdéseknek egyrészt magasabb dimenzids,
illetve nem euklideszi térre, masrészt korelhelyezéseken 1Gl mas alakzattipusokra
valé altalanositasa johet elsGsorban szoba (néhany ilyen altalanositisra az el6z6kben
mar sor kertlt).

Az elért eredmények Kkiterjesztésekor a tomorségfiiggvények értelmezése okoz-
hat problémat. Kitoltési siiriséggel kapcsolatos vizsgalataink példaul korlatos
elrendezésekre vonatkoznak. Kérdéses, hogy példaul a korlatos elrendezéseken értel-
mezett tomorségfiiggvények koziil melyek terjeszthetdk ki kézvetlentil nem korlatos
elrendezésekre. Most nem tériink ki a siirliség fogalmaval kapcsolatos értelmezhets-
ségi nehézségekre ([9]). Véges esetekben ezek a problémak megkeriilhetOk.

Kiilénbo6zb elemekbdl alld alakzatrendszerek tomorségét elsGsorban az elrende-
zést alkotd elemek eloszlasa befolydsolja. Az, hogy melyik fajta elembdl (példaul
korelhelyezéseknél a kisebb vagy nagyobb korokbdl) van tébb vagy kevesebb, donti
el az elérhetd tomorség mértékét.

Tomérségfiiggvények vizsgalatakor tehat elsGdleges szerepet jatszik az alakzat-
rendszer — melyen a vizsgalt tomorségfiiggvényt értelmezziik — és az alakzatrend-
szer elemei geometriai jellemzGinek (pl. atmérd) eloszlasa. Az ilyen eloszlasok, az alak-
zatrendszer lehetséges geometriai ethelyezései és ezeken az elhelyezéseken értelmezett
tomorségfiiggvények értékei kozotti kapesolat jOl jellemzi a vizsgalt alakzatrendszert.

Egyes tartoméanyok elhelyezésén tdl adott szerkezetii tartoméanycsoportokbol
allo elrendezéseket is vizsgalhatunk. (Példaul érintkezé korharmasok elrendezéseit.)
Tovabblépve, valamilyen szerkezet szerint, tobbszérdsen egymadsra épiilé tartomany-
szerkezetek felépitése is lehetséges. Egybevagd elemekbdl épithetd nem homeomorf
rendszereket vizsgal a [13] dolgozat.

MEGJEGYZES A KORREKTURANAL. Az arnyékolassal kapcsolatban (Id. 234. old.) ér-
telmezhetd az egyes (pl. radidaktiv) sugaraknak az egyes arnyékolo tartomanyok belsejébe esé da-
rabjainak § O0sszhosszusaga. Az arnyékolt tartomdny pontjain 4thaladé sugarakhoz tartoz6 S ér-
tékek infimuma jellemzi az arnyékolas ,,josagat”. Az arnyékolas mértékének ilyen modon torténd
értelmezésével az arnyékol6 halmazok elrendezésének egyfajta (az arnyékolt halmazra vonatkozd)
tomorségét is definialhatjuk.

A kitdltési és lefedési feladatokkal kapcsolatban (Id. pl. 204. old.) megjegyezhets, hogy ezek
a kitolto és lefed6 tartomanyok karakterisztikus fiiggvényeinek 0sszegével torténd also, illetve felsé
approximaciot jelentenek ([9]).
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