VIZSGALATOK AZ EMPIRIKUS
ELOSZLASFUGGVENYROL*

frta: CSAKI ENDRE

Bevezetés

A matematikai statisztika alapvetd feladata a mintabol az alapsokasagra, elmé-
leti eloszlasra valé megbizhatd kovetkeztetések vizsgalata. Fontos szerepet jatszik itt,
kiilénosen a nemparaméteres modszereknél az empirikus eloszlasfiiggvény, amely
az elméleti eloszlasfiiggvénynek sok szempontbdl joé (torzitatlan, konzisztens stb.)
becslése.

Az empirikus eloszlasfiiggvénynek egy rogzitett x pontban vald viselkedése
a valdszinliségszamitas klasszikus eredményeivel, a Bernoulli (binomidlis) — szkéma
segitségével targyalhat6. A statisztika szempontjabdl nagyobb jelentdségliek azok
az eredmények, melyek az empirikus eloszlasfiiggvénynek x-ben egyenletes tulaj-
donsigaira vonatkoznak. E téren alapvet6 KoLMOGOROV [64] és GLIVENKO [54]
munkdija 1933-bél. Azéta e kérdéskorben szdmos dolgozat latott napvildgot, melyet
még csak felsorolni is lehetetlen vallalkozas lenne. A rendkiviil kiterjedt irodalom
jelzi a téma fontossdgat mind elméleti, mind gyakorlati szempontbdl. Irodalom-
jegyzékiink az értekezés végén igyekszik felsorolni azokat a fontosabb irodalmi
forrasokat, melyek az értekezés témajaval és targyaldsmodjaval kapcesolatban allnak.

Az értekezésben egymintds, egyoldali eltérésekkel kapcsolatos kérdések egységes
targyaldsat igyeksziink megadni. A targyalas egy igen elemi kombinatorikus mod-
szeren, az un. ballot-lemméan alapszik, amely lényegében TAKAcstél szarmazik.

Az 1. §-ban pontos formulakat adunk annak valészin{iségére, hogy egy (0, 1)-ben
egyenletes eloszlasbol vett minta empirikus eloszlasfiiggvénye egy adott tértvonal
felett halad. Ezek specidlis esetként tartalmazzak az altalunk ismert, egyoldali elté-
résre és relativ eltérésre vonatkozo formulakat, a pontos irodalmi hivatkozasokkal
egyiitt.

A 2.§-ban a pontos eloszlasokbdl szarmaztatunk hatareloszlisokat, ill, hatarér-
ték tételeket.

A 3.§ban erdfiiggvényeket vizsgilunk. Pontos és aszimptotikus formulakat
egyarant adunk bizonyos alternativak esetére, és targyaljuk az efficiencia kiilénb6z6
értelmezéseit.

A 4. §-ban empirikus eloszlasfiiggvényre vonatkoz¢ iteralt logaritmus tételekkel
foglalkozunk.

Az 5. §-ban néhany kiegészits jellegli targyalas keril sorra. Itt vizsgaljuk pl.
a maximalis eltéréssel kapcsolatos egyéb statisztikdk, mint pl. max hely eloszlasat.

* Kandidatusi értekezés, Budapest, 1974, majus
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240 CSAKI ENDRE

Targyaljuk a véletlen mintaelemszam esetét, valamint bizonyos kétdimenziés prob-
Iémakat.

Szeretnék koszonetet mondani REvEsz PALnak, TusNADY GABORnak és VINCZE
IstvANnak probléma-felvetéseikért és értékes tanacsaikért.

1.§. VEGES ELOSZLASTETELEK
1.1. A Ballot-lemma

Mint a Bevezetés-ben is emlitettilk, az empirikus eloszlasfiiggvény viselkedése
altaldban nem csupan egy rogzitett x pontban érdekes, hanem egy halmazon,
rendszerint intervallumon vagy ezek egyesitésén. Frdekes, hogy erre vonatkozd
elsd eredmények hatarértéktételek (KoLMoGORoOv [64], GLIVENKO [54]) véges el-
oszlastételeket csak joval késGbb adtak meg. Az elsS ilyen eredmény SzMIRNOV
nevéhez flizddik, aki megadta D;} és D, pontos eloszlasat [92]. KésGbb 6 maga
is, majd mésok végeztek pontos eloszlasra vonatkozé vizsgédlatokat. Ennek irodalma
ma madr olyan nagy, hogy a munkdakat teljességében felsorolni lehetetlen, a fontosabb
és érdekesebb cikkek, ill. kdnyvek koziil megemlitjiik a kovetkezSket: BARTON—
MaLLows [8], DARLING [37], GUPTA—PANCHAPAKESAN [55], HAJEK—SIDAK [56],
KARLIN [61], SaAHLER [82], SuzUKI [89], TakAcs [97], Vincze [104], [105].

Disszertaciénkban egy elemi, kombinatorikus mddszert kivinunk bemutatni,
amely az un. ballot (szavazatszamlalasi) lemmaén, ill. annak egy modositdsan alapul.
Ez a modszer 1ényegében TakAcstol szarmazik [94].

A ballot lemma eredeti formija a kovetkezS (BERTRAND [10]): Egy vdlasztds
sordn, ahol 2 jellt verseng egymdssal, a gydztes végeredményben a, a vesztes b szava-
zatot kapott (a=b). Annak valésziniisége, hogy a gydztes a szavazatok sszeszamldldsa

f e g a—b
sordn végig elényben volt, P

Koénnyen lathatd, hogy TakAcs kévetkezs tétele [97] a ballot lemma 4ltaldnosi-
tasa: legyenek k., k,, ..., k, nem-negativ egész szdmok, melyekre k,+ko+...+k,=
=k=n. Ekkor a ki, ks, ..., k, szdmok (xy, X, ..., x,) ciklikus permutdciéi koziil
pontosan n—k olyan van, melyre teljesiilnek az aldbbi egyenlétlenségek :

i<l xj+x, <2, .., x5+x+...+x, <n.

TakAcs nyoman ballot tételeknek fogjuk nevezni azokat a tételeket, melyek
a fenti egyenl6tlenségek egyide;jil teljesiilésének valdsziniiségét adjak meg, bér a fel-
tételeket kissé modositani fogjuk.

Az alabbi ballot tétel, melyre a tovdbbiakban sziikségiink lesz, ekvivalens
DaNIELS egy tételével [36], melyet kés6bb masok is felfedeztek, ill. bizonyitottak.
(Lasd pl. Rossins [80], CHAPMAN [23], RENYI [79], VINCczE [104], SARKADI [83]).
Tekintettel arra, hogy ez a tétel képezi az e paragrafusban leirt vizsgalatok alapjat,
mi is adunk egy egyszerii bizonyit4st (14sd CsAki—TuUsNADY [32]).

1.1. TETEL. Legyen Ay, Ay, ..., A, teljes eseményrendszer, melyre P(A,)=
=p=0, P(4)=q=0 (i=1,2,...,n). Természetesen p-+nq=1. Végezziink n fiig-
getlen kisérletet, melynek sordn az A; esemény v;-szer kivetkezett be, (j=0,1,2, ...
ooy 1)
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VIZSGALATOK AZ EMPIRIKUS ELOSZLASFUGGVENYROL 241

Ekkor
(1.1) Pvi<1, i+va<2,...,vi+Vo+...+Vv, < n) = p.

Bizonyitds. A tételt teljes indukcidval bizonyitjuk. n=1-re nyilvan P(v,<1)=
=P(vo=1)=p. Tegyiik fel, hogy az allitast n<N-re, tetszéleges p, g-ra mar belat-
tuk. Ekkor

Plvp<1,...,vi+v+...+vy < Ny =

=Plvi<1, .., v+vet. Fvy_yy < N—vglv) =

v
=Py <1y, v+ Vat . +Vy_yy < N—=vglvy+ .. vy = N—v) = 7\0/,—

Itt az utolsd lépés v,=0 esetén nyilvanvald, v,=>0 ecsetén pedig az indukcids feltevés
miatt igaz. Igy a teljes valoszinliség tétele szerint

Pvi<Livi+ve <2, ...,vi+v+...4+vw<N) = E[%] =p,

ami a tétel Allitasa.

1.2. Pontos eloszlastételek

A tovabbiakban vizsgaljuk az X, X,, ..., X, valoszin{iségi valtozék empirikus
eloszlasfiiggvényét, azaz

(1.2) F(x) = -’ll-x}i’x 1.

Feltételezziik, hogy az X, X, ..., X, valtozdk fiiggetlenek és egyenletes el-
oszlasuak a (0, 1) intervallumban. A folytonos eloszlidsok alkalmas transzforma-
cidval nyilvan erre az esetre visszavezethetGk, de a nem folytonos alapeloszlasokat
is visszavezetjiik a fenti esetre (lasd 1.4 pont, ill. NOETHER [72], ScHMID [85], VINCZE
[104]).

Az alabbi tétel TakAcs [97], ill. Eicker [50] tételének specidlis esete, de a for-
mula az altalanos esethez képest lényegesen egyszer{isddik. a=1-re 1lasd DEMPSTER
[40] és Dwass [48].

1.2. TETEL. Legyen O<a=1,0<b,0<c¢,0<ca—b<1. Ekkor
(1.3) P(F,(x)>cx—b,0=x=a)=

[n(ca—b)] i) 1 AL
~1-52"% ['f][ﬁ+i] [l—ﬁ—i] .
¢ = U)le ne ¢ nc
Bizonyitds. Az (1.3) formula annak az eseménynek a valdsziniliségét adja, hogy

F,(x) az y=cx—b egyenes felett halad, azaz az egyenest nem metszi a (0, a] inter-
vallum egyetlen pontjaban sem. Hatarozzuk meg e helyett annak valdsziniiségét,

hogy F,(x) metszi az egyenest valamilyen x pontban, ahol O<x=a. Ez egy %
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242 CSAKI ENDRE

magassigon torténhet, ahol 0=j=[n(ca—-b)]. Jeldlje tehat B; azt az eseményt,

hogy F,(x) atmetszi az y=cx—b egyenest a % magassagon, tehat létezik olyan

x; (0=x;=a), hogy —i—=F,,(xj)=cxj—b. Ez azt jelenti, hogy a (0, x;) intervallum-

ban, ahol x-=——+-1—, pontosan j mintaelem van. Ennek valdsziniisége nyilvan
7 ¢ " ne

n . .
(1.9 P(B)) = [j)xj(l —x;d
. [n(ca—b)] A ..
Mia B= 2 B; esemény valdsziniiségét keressiik. A B; események termé-

j=o
szetesen nem diszjunktak, ezért

[n(ca—b)] [n(ca=b)] _ _ _
P(B)=P 2(; B_,' =P Pa BOBI...Bj_]_Bj =
Jj= Jj=
[n(ca—b)] o _
= Z(') P(BOBI N B]—IIB])P(B_]' .
j=

A P(B)) val6sziniiséget az (1.4) formula adja, mig a P(B,B;...B;_,|B)) felté-
teles valosziniiséget az 1.1. Tételbdl hatarozhatjuk meg. Jeldlje ui. vy, a (0, x;)
intervallumba esé mintaelemek szamat, v; pedig az (x;_;, x;_;4,) intervallumba
esd mintaclemek szamat (i=1,2,...,j). Ekkor a B; esemény ekvivalens a

{vo+vi+...+v;=j} eseménnyel, a B,B,...B;_, esemény pedig a

vi<1,vi+va <2, ., v+vt+. ;<]

egyenlGtlenségek egyidejii teljesiilésével. igy alkalmazhaté az 1.1. Tétel n=j, p=§-
vel, tehat !

— — = X
1.5) P(ByB, ... B;_4|B) = x—°
J
azaz

[n(ca—-0) [ u X X
PB)=x, 2> ; XTI —xp)"

i=0
Ezzel bizonyitottuk az 1.2. Tételt, hiszen az ott szerepld valdsziniliség a B ese-
mény kiegészitd eseményének valosziniisége.

MEeGIEGYZES. Az 1.2. Tételnél feltételeztiik, hogy ca—b<1. Ha ui. ca—b=1,
akkor F,(x) a (0, @] intervallumon biztosan atmetszi a cx—b egyenest, ha mashol
nem, az 1 magassagon, ill. az x, pontban, ahol cx,—b=1 és most x,=a. Tekint-
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VIZSGALATOK AZ EMPIRIKUS ELOSZLASFUGGVENYROL 243

siik annak valdszintiségét, hogy csak itt térténjék metszés. Ez kétféleképpen is megha-
tarozhaté. Alkalmazzuk el8szér az 1.2. Tétel mddszerét. Ekkor az I—P(Z Bj}
valoszin{iséget kell meghatiroznunk, igy kapjuk -

(1.6) P[F,,(x)>cx—b,o§x<#] -

e

Masrészt pedig itt a P(B,B;...B,_,B,)=P(B,B,...B,_,|B,) P(B,) val6sziniiség-
r8l van sz4, tehat

1+b] b [1 +b]"‘1 _ b(+b?
— — = —_

. PlF, - =
(1.7) [,,(x)>cx h0=x< e =

A két valdsziniiség természetesen azonos, ami pl. az Abel-azonossagbdl is belat-.
hato.
Az Abel-féle

(1.8) g( ]A(A+JB)J 11—A—jBy—i =1

azonossagot felhasznalva bizonyos esetekben az 1.2. Tétel (1.3) formulaja is egysze-
riisithetd. Igaz ui., hogy

[n(ca—b)] .)Jj-1 . \n—j
1_1)_ 2’ [n] [£+L] [ _E_L] =
¢ j=o \jJ\lec nc ¢ nc

I

) —
Ebbdl pl. a=1, b__l_ [I—XJ, =
kezd formulajat (lasd [93], ill. RENYI [79D

_ b i [n
C j=[n(ca—bl+1 \ J

-re megkaphatjuk SzMIRNOV kovet-

(1.9) [F ) > [1_1] 0=x= 1] =p[1+,11%11’]"_,

Ez a formula egyébként ekvivalens a kovetkezd ballot-lemmaval:
Legyen n=2 és Ay, Ay, ..., A,_1 egy teljes eseményrendszer, melyre
PA)=p, P4)=¢q (=12,....,n—1).
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244 CSAKI ENDRE

Természetesen p+n—1)q=1. Legyen v; (i=0,1,2,...,n—1) az A; esemény
gyakorisdga n fiiggetlen kisérlet sordn. Ekkor

(1.10) Pv,=1, w+v,=2, ... ,vi+vet...+v, 1 =n—1)=p(+gq) L

A tovabbiakban vizsgaljunk egy G(x), a [0, 1] intervallumban értelmezett
nem-csOkkend fliggvényt, mely szakaszonként linearis és G(0)=0, G(1)=1. Aza fel-
tétel, hogy G(x) szakaszonként linedris, tulajdonképpen nem jelenti az altalanossag
megszoritasat, tetsz8leges mas fiiggvény is visszavezethetd erre az esetre. Altaldban
azonban a szakaszok szama fiigghet a mintaelemszamtél. Az érdekes eset nyilvany az,
amikor a szakaszok szama nem nagy, €s nem fiigg a mintaelemszamtol. Ezeket
a késGbbiekben részletesen targyaljuk.

Tekintsik a P(F,(x)>G(x), 0=x=1) valésziniiséget. A fenti valdsziniiség
egyéb elGallitdsaira (pl. n-valtozds integral, rekurziés formula, determinans) a ko-
vetkez8 dolgozatokra utalunk: WALD—WorrowiTz [106], DANIELS [36], WHITTLE
[108], Suzuki [89], DURBIN [44], NoE—VANDEWIELE [71], STECK [87], SARKADI [84].
Az 1.3. Tételben erre egy annyi viltozos Osszeget adunk meg, ahany szakaszbdl
G (x) 4all. Bizonyos esetekben 2, vagy 3 szakasz Gssze is vonhat6é (mint pl. az 1.2.
Tételnél, és igy az 6sszegben szerepld valtozok szama csdkken.

Legyen tehat G(x) adva a kovetkezd formulaval:

(1.11) G(x):Cix+bi, ai_1<x§ai, i=1,2,...,k,
ahol

ay=0<ag<ay<..<g.,<ag=1,
=0, ca;+b,=cq1a;+b1,, ct+b =1,
valamint vagy b,<0, vagy b,=0, ¢;=0.
1.3. TETEL. A fenti feltétel mellett

(1.12) P(F,()=G(x),0=x=1)=
k (a;—a;_))% oyt o
= n! %'1 akZ)' i]=]1 (—a;!“‘}l—l’n [Ci(ai_ai—l), L —b;—c;a;_4; ai] »
ahol
[a(u—2)] iyi—-1 iYe—J
l—ia 2> “Nz+L u—z—L u=z
pn(u3 z, 0() = U j=o J n n ’
1, U<z

65 az 0sszegzés Qzon oy, Os, ..., & nem-negativ egész szamokra terjed ki, melyekre
Otl+0t2+...+ock = n,
a1+0(2+...+06,~ = n(ci+1ai+bi+l), i: 1,2,...,k—1.
Bizonyitds. Legyen v; az (a;_,,a;) intervallumba esé mintaelemek szima.
A {n=0, ..., =0} esemény valdszinlisége a polinomidlis eloszlasbdl adddik,
ezen feltétel mellett az {F,(x)=G(x), g;_;=x=a;} események kiilénbsz6 i-re
nyilvan fiiggetlenek. Tekintsik tehat az {F,(x)=G(x), ;-1 =x=aq;}, azaz az
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VIZSGALATOK AZ EMPIRIKUS ELOSZLASFUGGVENYROL 245

{F,()=c;x+b;, a;_y=x=a;} eseményt a v;=04, Va=0,, ..., V,=a, feltétel mellett.
Ekkor F,(a;_,) :w és F,,(ai)=w. Alkalmazzuk az 1.2
Tétel bizonyitadsinal kifejtett gondolatmenetet. Ekkor annak valdsziniisége, hogy
oy +... o 1+j
n
G+t bi+ac
nei(a;— a;_q) ci(a;—a;-y)

” . X0 £ gk
ez legyen az elsé metszés, x—" Igy annak valdsziniisége, hogy F,(x) az egyenest

F(x)az y=c;x+b;egyenestaz magassagon messe, [O;_i ] xh(1—x;)m,

. Annak valészinlisége pedig, hogy

ahol most x;=

ne messe, a tételben szerepll('i D, Az o-kra vonatkozd egyenlétlenség biztositja,
hogy F,(x) az ay, a,, ..., a, pontokban a G(x), szakaszonként linearis fiiggvény
felett legyen. Ezzel az 1.3. Tételt bizonyitottuk.

Az 1.3. Tétel t6bb fontos statisztika eloszlasat specidlis esetként tartalmazza.
Ezeket kivanjuk részletezni a tovabbiakban. Mint jeleztiik, bizonyos esetekben
2 vagy 3 szakasz Gssze is vonhatd, ami 4ltal a formula egyszerfisddik. Ezeket kiilén
tételként mondjuk ki.

Az alabbi, 1.4. Tétel a P(F,(x)>cx+b, a,=x=a,) valdsziniiséget adja meg.
Ezzel ekvivalens formulakat ad meg EICKER [50], de véleményiink szerint az alabbi
tétel mind modszerében, mind formulajaban egyszer(ibb, a speciilis esetre vonatkozo
legegyszeriibb formuldk azonnal kiadédnak.

1.4. TETEL. Legyen O0=a,<a,=1,¢=>0, ca,+b=1. Ekkor

(1.13) PF,()z=cx+bay=x=a,) =
(= (1 ]a:(l—al)"-’—
a>n(ca1+b)
| ) [n(ca,2+, b)l—« n! .
—a — Ay g VU — N —a—]
i a>n(ca1+b) 1 5 a!j!(n__a_])!al(xj ay (1 x_]) , ha
['l(caz+b)] ca;+b=>0
ll—z0 P j Zi7A—=z)*J, ha ca+b=0,

a+j b R b

7 ne ¢

1 ne ¢’
Bizonyitds. Ha ca,+b=0, legyen v a (0, a;) intervallumban levé mintaclemek
szama. A {v=a} esemény valdsziniisége nyilvan [Z)a:(l —a,)" %, ezen feltétel

mellett az {F,(x)>cx+b, a;=x=a,} esemény valdszinliségét az 1.2. Tétel médszeré-
vel, az 1.3. Tételnél eszko6zolt modositast alkalmazva hatarozhatjuk meg. Eszerint

P(F,(x)=cx+b, ey =x=afv=0a)=

j-1 1 n—a—j
_ I_Z[n—a][xj—al] [ —xj] Xo— &y
(W)} J l—a, l—a I—a
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feltéve, hogy a=>n(ca,+b). i
P(F,(x) = cx+b, ay, =x = a,) =

= 3 PFM®=zcx+ba=x=ap=aP=0)=

a=>n{ca,+b)

j-1 n—a—j
— PR n—allx;j—a 1—x; Xo— &y
%[ ]"“1 @ [1 (2)[ j ][l—al] [l—aI] 1—al]’

ami adja az allitast, ha ca;+b=>0. (Megjegyezziik, hogy a formula a,=0, 56=0
esetén O-t ad, aminek igy is kell lenni.)
Ha ca;+b=0, akkor az allitas kozvetleniil az 1.2. Tételbdl adédik. Ekkor ui.

P(F,(x) Zcx+b, ay = x=a)) = P(F,(x) = ex+b, 0= x = ay).

Az 1.4. Tétel kdvetkezményeként megadjuk néhany (egyoldali) statisztika pontos
eloszlasat. Ezek egyike-masika természetesen nem 1j, az irodalomban mar megtalal-
hatd, ismert formula. Ezeknél megjeloljiik azt a forrast, ahol az illeté formula tudo-
masunk szerint el8szor meg van adva (helyesen). Megjegyezziik, hogy BIRNBAUM és
LiENTZ [12] egy formulagyiijteményt bizonyitassal vélnek megadni, de csaknem
minden eredményitk — egy-két kivétellel — hibas. Az alabbiakban elvégezziik e
formulagyiijtemény korrekcidjat is.

Elébb kimondunk még egy lemmat, amely lehetdvé teszi, hogy {F,(x)=...}
események valdsziniiségét visszavezessilk {F,(x)=...} események valdsziniiségére.

1.1. LEMMA. Legyen G(x) a [0, 1] intervallumban értelmezett fiiggvény. Ekkor
P(F,(x)z2G(x), 0=x=1)=P(F(x) =1-G(1—-x), 0 =x=1).

Bizonyitds. Végezziik el az X® =1—X; transzformaciét. Ekkor (X, X2, ...
, X)) ugyancsak a (0,1)-ben egyenletes eloszlasbdl vett véletlen minta és az
{F (x)=G(x)} esemény minden x-re ekvivalens az {F’(x)=1-G(1—x)} ese-

ménnyel, ahol F{(x) az XV, ..., X, mintaelemek empirikus eloszlasfiggvénye.
1.4.1. KOROLLARIUM. Tekintsik a sup (x—F,(x)),ill.a  sup  (F,(x)—x)
ay=x=a, l—ay=sxsl—a;

statisztikdkat, melyeknek az 1.1. Lemma értelmében azonos az eloszldsuk. Ekkor

(1.14) P( sup (x—F,(x))<e) =P( sup (F,(x)—x)<¢g)=

a)=x=ag l—ay=x=1-aq;

> (b)aa—ar--

a>n(a;—¢&)

[n(a,—e)]—a ' . j-1 . n—a—j
L

@=>n(a;—¢) = alji(n—a—j)! !
frtezs ol =t .] i Q<eg< a.
I—e 2 j +£ 1*7—8 , a=¢g=<1l.

Jj=0
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Bizonyitds.

P(sup (x—F,(x))<¢) =P(x—F,(x)<¢, ay=x=a,) =

ay=x=a,

= P(F,(x)> x—¢, a, = X = a,),

igy alkalmazhaté az 1.4. Tétel b= —¢, c=1-gyel.

Az a,=0, a,=1 eset felel meg az egyoldali Kolmogorov—Szmirnov statisztika
eloszlasinak. Tudomasunk szerint ez volt az elsé pontos eloszlds, melyet meg-
hatiroztak, mégpedig SzmrNov [92]. Kés8bb BirNBAUM és TINGEY [15] is meg-
adtdk ugyanezt a formulat, néhol — tévesen — a formula meghatdrozisit nekik
tulajdonitjak. Az a,=0, a, tetsz8leges, ill. a, tetszdbleges, a,=1 esetet G. IsHI
[58], majd kés6bb SzmirNov [93] vizsgilta. Lisd még Csorcd [33]). Az 4ltaldnos
esetet TAKACs [94] adja meg, nem a fenti formaban. BIRNBAUM és LiENTZ formulai
[12] hibasak.

1.4.2. KOROLLARIUM. Tekintsiik a N

sup [_x —F, (x)] , il a sup {—F" () — x]

a;=x=a, I—x l-ay=x=1-ay X

statisztikdkat, melycknek az 1.1. Lemma értelmében azonos az eloszldsuk. Ekkor

(1.15) P[ sup [ﬂ(ﬁ]<s]=P[ sup [@]<s}=

ay=x=a, 1—x l—ag;=x=1—a,
|
n o & ‘
£l —aype )X
¢>"(1%')01—3 ( a) 1( 1) a>n(1%;)al—e (n(l + 8) 1+e !

><[n((l+&:)az—.‘:)]—a n!a-iz Ot+] £ _a)f—l(l_ (Z+_] _ e )n—a—f

_4 = oc!j!(n—oz—j)!(n(l—}-e) 1+e & n(l+e) 1+e ’

O<eg=< 4 ,

I_al

[n((1+2)a;—¢)] ; j-1 . n—j
R | B e
1+e¢ S j/ln(l+e) " 1+e n(l+e) 1+e —a

a,=1 esetén a formula tovdbb egyszeriisitheti:

(1.16) P[ sup [x—F,,(x)] <8] _
ay=x=1 1—x
n a & a
a*(1 — n—ax—1 _ , 0 A
a>n((1%;)al—a)[a) 1( al) [n(1+8)+ 1—+8 (11] < & < l—al
° ’ 4 =e.
I+e 1—a,
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Bizonyitds.
P[ sup [x—_F,,(x)]<£] :P[x—_f"(—i)<e, aléxéaz] =
a=x=a, 1—x 1—x
= P(F,(x) > (1+e)x—¢, a; = x = a,),

igy alkalmazhatd az 1.4. Tétel b= —g, c=1+¢-nal. a,=1 esetén a {v=a} feltétel
a4

mellett, ill. =¢ esetén kozvetleniil az 1.1. Tétel alkalmazhatd.

Az a,=0, a,=1 esetben az allitas ekvivalens az 1.1. Tétellel, tehat DANIELStS]
szarmazik [36]. Az a,=0, a, tetsz8leges esetet G. IsHu [59], a; tetszlleges, a,=1
esetet CHANG [20] vizsgalta. Mind a két eset megtalalhaté SzmirNovnal [93] is.
Lasd még CsORGO [34]. Az altalanos esetet TAKAcS [94] adja, de nem a fenti formaban.
BIRNBAUM ¢€s LiEnTZ formulai [12] hibasak.

1.4.3. KOoROLLARIUM. Tekintsiik a
sup [Lw] , il a sup [M]
aG=EX=a, X l—a;=x=l-a) 1—x

statisztikdakat, melyeknek az 1.1. Lemma érielmében azonos az eloszldsuk. Ekkor
a, >0 esetén

(1.17) P[ sup [x——i’,,(x)] < a] = P[ sup [F,,_(xx)—_x] < 8] =

O EXZay l—ay=x=l—a

[n
a=n(l—ea, &

Jext-ar-o-

o [n(1—g)ay)—a n |ac{
a>n(12—1e>a1[n(1—8)_ 1] j;; OC!J'!(n—Ot—j)!><

. ji-1 . n—a—j
X[ at al] [1 ot ] , ha & 1<a<1.

n(l—g) " n(l—¢) a,
Bizonyitds.
P[ sup [x_—j‘,,_(i)]<£] = P[ZCL"(X)<8, aléxéaz] =
a)Sx=a, X X

= P(F,(x) > (1—9)x, a; = x = a,),
igy alkalmazhatd az 1.4. Tétel b=0,c=1—e¢-nal. Itt az o,=0 eset értelmetlen,

hiszen 1 valdszin{iséggel fennall sup [x;iw]=l, azaz konstans.

O0sx=a,

BirNBAUM és LIENTZ formulai [12] hibasak.
Tudomasunk szerint az (1.17) formula explicite még specialis esetben sem talal-
haté meg az irodalomban.
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1.4.4. KOROLLARIUM. Tekintsiik a
sup  (x—F,(x)), ill. a sup (Fo(x)—x)

A SF ()= A, 1—A,=F,(x)=1—4,

statisztikdkat, melyek eloszldsa az 1.1. Lemma értelmében azonos. Ekkor

(1.18) P(A SsFug)SA(x—F,,(x)) <g) = P( sup (F(x)—x)<e¢) =1,

1—AySF()=1—4,

ha ¢=1—4,

2 (Z] (A, +ey(1—A4,—e—

a>nA,

[nAs]—a 1 o . j=1 . n—g—j
l—z[ﬁ—Al] L R i R [ [

= oljin—a—j)\ n
ha _Al =g < l_Al.

Bizonyitds. Kénnyen lathatd, hogy
P( sup (x—F,(x))<g)=P(sup (x—F,(x)) <¢),

A =F, (x)=A4, ay=x=a,

ahol a;=min (4,+¢, 1) és a,=min (4,+¢, 1), igy a fenti formulat az 1.4.1. Korolla-
riumbdl kaphatjuk. 4,=0-ra a formula a k&vetkez8képpen egyszeriisithetd:

[nAs) . j-1 . n—j
P( _sup (x—F,.<x>)<e)=1-822[7][i+8] [‘“L‘S] '
0=F, (x)=A, i=0 \J n n

A;=0-ra, ill. A,=1-re CsORGG [33] hatirozta meg az eloszlist. A,=0-ra BIRNBAUM
¢és Lientz formulaja [12] korrekt, mig az ltaldnos eset tudomasunk szerint az iro-
dalomban nem talalhato.

1.4.5. KOROLLARIUM. Tekintsiik a
x—F, (x)] . [F (x)— x]
su 2 dlla su LA WA
AléF..(Jrc))éAz [1 —F(x) 1—A2§F,,(E)§1—A1 F,(x)
statisztikdkat, melyeknek eloszldsa az 1.1. Lemma értelmében azonos. Ekkor

(1.19) P[ sup ["'F"(x)]<e] :P[ sup [F(—x)__’_‘ <s] -

A=F, =4, | = F,(x) 1-4,=F,(Ds1-4, \ £,(X)

= 3 (2 ena-arera—ara-ay--

a>nA;

o [nAz]—an!(A1(1_£)+s)a e a+j j-1 (Z+] n—a—j
~.2 [__Al] 5 i n—a—j)! -y | === |l-— ,

a>nAd,

A

1‘—A1

<& =< 1.
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Ha A,=0, akkor
x— F,,(x)] ]

P su — el =
[ogl?,.(xl))é,l2 [1 —F,(x) =

—1—¢ Eﬂ("] [i a —£)+8]J— (l—s)"“f[l—%]"_l, 0O<eg<1.

= P p
Ha A,=1, akkor
x—F,(x) ]
P A )4 =
[Aléi‘j&g[l—m(x) =°
= [n](A1(1—8)+8)¢(1—8)"_a(1 e [ﬁ"f‘h]; - L-<e<l.
a>nd, L & n 1-4,

Ha A,=0, A,=1, akkor
[’ﬁi(x)]<8]:£, O<e=<l,

P[ P U=F.(0

0=F, (x)s1

azaz az eloszlds egyenletes.
Bizonyitds. Kénnyen lathatd, hogy

o ) - o 50 < ).

A=F =4, \1 = F,(x) (Sx=a,

ahol a;=4,(1—¢)+e és a,=A,(1—¢)+s&. fgy a formulat az 1.4.2. Korollariumbél

kaphatjuk.
Az A,=0 eset CsORGOS] szarmazik [34). BIRNBAUM és LiENTZ formuldja {12]

hibis. Az 4ltaldnos eset tudomdasunk szerint az irodalomban nem talalhaté.

1.4.6. KorOLLARIUM. Tekintsiik a
x—F, (x)] , [F,, () —x]

su , il a su —_

A1§F"(S§Az [ ! 1—A2§F,,(E)§1—A1 1= F,(x)

statisztikdkat, melyeknek eloszldsa az 1.1. Lemma értelmében azonos. Ekkor A,=0-ra

(B4 -

F,(x)

x—F,,(x)] ] [
1.20) P su —_— el=P su —_
(120 [AléFn(géA,[ F )= 1-4,5&(8)51—,41 1—F,(x)

a;%, [Z]((1+£)A1)a(1—(1+e)A1)"‘F_
e !A%(l + )a+j +j j-1 +7 n—a-—j
T [%_Al] j=o ocn!j!(n—;—j)g[anj—Al] [l_anj (1+8)} ,

a>nd,

—1<a<1;:11.
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Bizonyitds. Konnyen lathaté, hogy

P[ sup {)-C-——F”(i)]<s]=}’[ sup [x—F,,(x)]< & ],
A4,sF,ms4, | Fr(x) aysx=a, x l+¢

ahol q,=(1+¢&)4, és a,=(1+¢)4,, igy a formulat az 1.4.3. Korollariumbél kap-

hatjuk.
Tovabbi, hasonlo statisztikak eloszlisa, mint pl.

sup (F,(x)—7x), ill. sup [_F_(.’.‘lﬂ]

a,SxSa, a;Sxsa, X

(TAKACS [94]) stb. is meghatirozhat6 a fenti médszerrel, ezek részletezésérdl azonban

eltekintiink.
A kovetkez8kben két linearis szakaszbdl allo G(x) esetével foglalkozunk.

1.5. TETEL. Legyen O<a,=a,<l1, ¢,=0, ¢,>0, b;<0, c;a,+b,>0, c,a,+b,=
=c,a,+by, co+by=1.
Ekkor

(1.21)  P(F,(x)>cx+b, 0=x=a; F,(X)>cx+b, a,=x<1)=

n

() st —ar-ex
a>n(ceag+by) o

. Jj-1 . a—j
L _p I _p
b, IMerytdl (o n 1 n 1
X b1+ . 1-— X
a¢; j=o J asCy 3¢y
o b, . ati by -1 1 ati by )"
w |1_ree_ca Pieatdl-afp—og) | ne, ¢ nc, | ¢y
l—a, i=0 i 1—a, l1—a,

Bizonyitds. Legyen v a (0, a;) intervallumba esé mintaelemek szdma. A {v=uo}
Ct e g n ‘ .
esemény valosziniisége (a] a3(1—ay)"~%, ezen feltétel mellett a=>n(c,a,+b,) esetén

az {F,(x)>c,x+by,0=x=a,} é {F,(x)>c;x+b,, a,=x<1} események fligget-
lenek. A valdszinfiségeket éppen ugy kaphatjuk mint az 1.4. Tételben, amivel az 1.5.
Tételt bizonyitottuk.

Az 1.5. Tétel folyomanyaként megkaphatjuk néhany jabb statisztika eloszlasat.

1.5.1. KOROLLARIUM. Vizsgdljuk a

sup(x—F,(x)), ill. a sup (F,(x)—x)
xX=ay ;51—03
ag=Ex —a; =X
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statisztikakat, melyeknek eloszldsa az 1.1. Lemma értelmében azonos. Ekkor

(1.22) P(sup(x—F,(x)) <¢e) = P( sup (F,(x)—x)<¢)=
et 1oa=t
n n—a
= 3 (Maa-ar-x
a>n{ay—¢) o
[n(ay—¢)] . Jj-1 . a—j
B ) )
a j=o \J h a, n a
. i—-1 n—ax—i
o o+t a+i
% 1_7-}-8—(12 mG--afy__ o n te—a, _ n te—a,
l—a, i=o i l—a, l—a,

Bizonyitds. Alkalmazzuk az 1.5. Tételt ¢;=c,=1, b;=b,= —e-nal.

1.5.2. KOROLLARIUM. Tekintsiik a

—F —
sup [L'(_x)] , ill. a sup [M]
x=ay l—x x=1—a, X
ag=x 1-a;sx
statisztikdkat, melyeknek eloszldsa az 1.1. Lemma értelmében azonos. Ekkor
— F (x)—
(1.23) P[ sup [x—F,,(x)] <g|= P{ sup [_,ix)_x] < s] =
x=ay 1—x x=1-—a, X
ag=x l—ag;=x

n

o &
&(l—-ag)y 1| — 4~ __a }
a>n((1+a)az—e)[a] a( 2) (n(1+8)+ 1+e ¢ X

j ji-1 j a—j
1 g M@aEn-ol [ oc] e 1 wte
“'"avo 4 i) @i+ 4, (1+2)

Bizonyitds. Alkalmazzuk az 1.5, Tételt ¢;,=c,=1+¢, b,=b,= —e¢-nal, a masodik
részre azonban, azaz az {F,(x)>(1+e)x—¢, a,=x-<1} esemény valdszinliségének
meghatarozasanal az 1.4.2. Korollariumnal a,=1 esetén alkalmazott egyszeriisités
Iehetséges.

1.5.3. KOROLLARIUM. Tekintsiik a

sup (x—F,(x)), ill. a sup  (F,(x)—x)
F(x)=A4, F(x)=1—A,
Ay=F,(x) 1-A4;=F,(x)

MTA III. Osztdly Kozleményel 23 (1974)




VIZSGALATOK AZ EMPIRIKUS ELOSZLASFUGGVENYROL 253.

statisztikdakat, melyeknek eloszldsa az 1.1. Lemma értelmében azonos. Ekkor

(1.24) P(F(S‘)‘f 1(’5 F(0)=<¢)=P( Su (F,(x)—x) <¢) =

F ()= A, F (x)Zl Al

- > [ZJ(A2+3)“(1—-A2—8)"'“><

a>nd,

. ji-1 . a—j

4 i+8 .‘_]__*_8
w|1— € ["1][a] n [t
As+e S0 \j) \A,+¢ Ay+e
. i-1 L\ n—a-i

2ty oo Ry I PP S

1— n M- ln—qa n n

X 1-4,—¢ S [ i] 1—A4,—¢ 1—-4,—¢

Bizonyitds. Kénnyen lathatd, hogy
P( sup (x—F,(x))<¢) = P(sup(x—F,(x)) <¢),
xX=a,

Fp(x)=A,
Ay=F,(x) xXZa,

ahol a;=A,+¢, a,=A,+e, igy a formulat az 1.5.1. Korollariumbdl kaphatjuk..
\ 1.5.4. KOROLLARIUM. Tekintsiik a

| sup [i,,(x)]’ ill. a sup [F—"(M]

Fu=a, \1 = F,(x) FAZ1 Ay F,(x)

‘ Ay=F,(x) 1=-A;=F,(x
|

statisztikdkat, melyek eloszldsa az 1.1. Lemma értelmében azonos. Ekkor
x—F, (x)] [F,, (x)—- x]
1.25 P| su — <]l =P su | <¢g|=
‘ ( ) [F"(x)gAl [1 —F,(x) = ] [F,,(x)é?—A2 F,(x)
F(x)= A, F(x)=1—A;

= {Z](A2(1~8)+£)“(1—8)"‘°‘(1—Az)'““‘l[%—AZ]X

a=>nAy
Jj-1

. Mﬂ[a] L (e e [Az—%](l—e)
4Li-n+e 2 ) @i+ A0-97

a-j
X 1—
Bizonyitds. Kénnyen lathato, hogy
x—F,(x) x—F,,(x)] €
=P ,
Pl RG] < = oo [ <+
ay=x

ahol a,=A4;(1—¢&)+¢ és a,=A,(1—¢)+e, igy az eloszlast az 1.5.2. Korollariumbél
kozvetlenil megkaphatjuk.
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1.5.5. KoroLLARIUM. Tekintsiik a

max [ sup . [x___—l f"x(x)] . sup [—x — f" (x)]] ,

Oéxé-é- ?éxgl
il. a
F.(x)— —
max[ sup [%C], sup [M]]
Oéxé-;— * —;-EX.S_I x

statisztikdkat, melyeknek eloszldsa az 1.1. Lemma értelmében azonos. Ekkor

(1.26) p [max[ sup [ii"(x)] s,  sup [)i,,(x)]] < s] =

1—x x
0§x§? ;-éxél
1 1—x 1 X
Oéxé? —2—§x§1
' 2j j~1 2j a—j
["(1_")] —+2¢ =42
_ b s n] 1— 2¢ 22, o n 10 v
- 2% a>n(1_¢) o 1+8 j=0 _] 1+¢ 1+¢

2

200 hi—el-a(p_qg 2((Z+l) i-1 2((X+l) n—-a—i
X[l_["(l—a)—I] ig(: [ i ][n(l—s)— [Z_HI_:};_)] ]

Bizonyitds. Alkalmazzuk az 1.5. Tételt a,=a,=1/2, ¢;=1+¢, c,=1—¢, b;= —¢,
by=0-val.

Tudomasunk szerint a fenti statisztikAknak csupan hatéreloszlasival foglalkoz-
tak eddig (lasd 2.2. pont), a pontos eloszlasok az irodalomban nem taldlhatok.

—

1.3. A Ballot-lemma egy Kkiterjesztése

Az elSz6kben olyan statisztikakkal foglalkoztunk, melyek fiiggvények suprému-

Fy(x)
<F,(x)Zc/n X
statisztika pontos elosziasat. Az eloszlas meghatarozasa természetesen az 1.2. pont-
ban leirt médszerrel is megy, de az nem adja meg kozvetleniil a legegyszeriibb formu-
14t. Az eloszlas meghatirozasara egyszeriibb ut kinalkozik az 1.1. Tétel egy kiter-
jesztésével. El6szor ezt adjuk meg.

manak eloszlasat adjak meg. CHANG [20] és TANG [99] megadta az .

1.2. LEMMA. Legyen (mint 1.1. Tételnél) A,, 4,, ..., A, teljes eseményrendszer,
melyre P(Ag)=p, P(4)=q (i=1,2,...,n). Természetesen p-+nq=1. Végezziink
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n+k figgetlen kisérletet, melynek sordn az A; esemény v-szer kovetkezett be
(j=0,1,2,...,n). Ekkor

(1.27) Pvy<1, v+vo<2, ..., F+Vot...+v,<n) =
p—kq, ha k=-1,-2,.., —n,

k—1

p—kq+kq > [n-i__k)pi(l—p)"“‘"l“i, ha k=0,1,2, ...
i=0

Bizonyitds. A bizonyitas az 1.1. Tételen, ill. az ott alkalmazott médszeren alap-
szik. (Egyébként az 1.2. Lemma k=0-ra az 1.1. Tételt adja.) Vizsgaljuk a fenti
esemény feltételes valdsziniiségét v, rogzitett értéke mellett.

Pyvi<1,...,vi+...+v, < nlv) =
=Pi< L, ,viF . Vg, < BHE—V|vy) =

=Pvi< 1, i+ Vppmy, < bk —vo|vi+ . Vv, = ntk—v) =

VO-—k
n >

feltéve, hogy v,=k. Igy k=0 esetén

Plvy<1,...,ni+..+v,<n=

ntk v _k ntk oy _f k k=1
= S ——Pw)= 3 ——P)+— 3 P(v) =
vo=k N =0 N n

vo=0

E(vy)—k Kk *d k
sk g
0

v, 1_ n+-k—-vy —
" 7o ]po( pyrrro

kt(n+ kY . .
= p—kgtkg 3 ("TK) pa—pyr-i-t

i=0
Ha pedig —n=k <0, akkor
n+k vo____k

Pwy<1,.,nt+..tv,<n= 2

vg=0 n

P(vo) = W#:p

—kq.

Ha k=1 és p=¢q= akkor az 1.2. Lemma a kovetkez6t adja:

n+l1’

1 1) n"
Pvi<l,..,vyt+..+v,<n)= P [l_n—H] = CEEEE

Ebbd] megkaphatdé CHANG formuldja [20] (14sd még TANG [99]):
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1.6. TETEL.
(1.28) P [0<F"(x)§(6/n) F"SC) = 8] -
e S Ut s
e (e

Az g¢=1, c=n eset kdzvetleniil az 1.2. Lemmabdl adodik, » helyett n—1-gyel:

P[ inf F"—(x)>1] Gl i

0<F (x)s1 X n
. iy . F,(x 1 c
Bizonyitas. { n n )<s =1 F,(x)<éex vmely x-re, —=x=—, azaz
0<F, (x)=(c/m) X ne ne

1
vagy F, (E) =0, vagy van olyan x, melyre ex=F,(x). Az {F,, [—1] =0} ese-
. e 1 ]"
mény valoszinlisége [1 —e)

1 ,
Ha F[ ]>0 legyen x——-é az elsé olyan x, melyre ex=F,(x). Annak

. . £ N s \n—j
valdsziniisége, hogy {F,, (L] :i} , nyilvan (n) [L) (1 —L] . Ezen feltétel
ne n j/ \ne ne

mellett tekintsiikk annak valdsziniiségét, hogy {F (x) = ex, —lzs x <L } Ha v;

ne
— —i  j—i+1). o o gl .

jeloli a (Jn—gl, %} intervallumba esé mintaelemek szdmat (i =1, 2, ..., j—1),
akkor itt éppen a {v,<I1, ..., vi+...+v;_ 1<] 1} eseményr6l van sz6, melynek

valdszinlisége az 1.2. Lemma szerint . Annak valdszinlisége tehat, hogy

(-nt
7’

S magassagon torténjék az elsé metszés,
n

[n] [L]"[I_L]""'(j—l)j: _ [n](j—l)f-l(ne—j)"-"
Jj ) \ne ne i J (ney"

és ezek j-re vonatkozod Gsszegezésébdl adddik (1.28).

1.4. Nem folytonos alapeloszlas esete

Az 1.3. Tétel szamos speciilis esetei koziil megemlitiink még egyet, ti. a nem
folytonos alapeloszlas esetét. Ebben az esetben ScuMID [85] hatdrozta meg a hatér-
eloszlasokat, mig ConNover [30], ill. CoBERLY—LEwis [29] rekurziés formuldkat
adtak meg a pontos eloszldsra. VINCZE [104] vizsgélta a kétmintas esetet. Az alabbi-
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akban megadjuk az egyoldali Kolmogorov-eltérés pontos eloszlasat, explicit alakban,
egymintds esetben. Mds statisztikdk (pl. relativ eltérés stb.) eloszldsa is hasonlo-
képpen adhato6 meg, ezek felsoroldsatdl azonban eltekintiink.

Legyen tehat F(x) egy eloszlasfiiggvény, melynek az x;, x,, .... x, pontban
vannak szakadasai, ahol —oeo<x;<x,<...<Xx,<e, minden mas pontban legyen
F(x) folytonos.

Legyen
0i=F(x)—F(x;-1,+0) =0, i=12,...,r+1
q; = F(x;+0)— F(x)), i=12,...,r
Igaz, hogy
r+1 ’
;1' Pi+_§ g; = 1.

Jeldlje F,(x) az ebbdl az eloszlasbdl vett n elemii minta empirikus eloszlas-
fiiggvényét, és vizsgalijuka sup (F(x)— F,(x)) statisztikat. Ekkor igaz a kovet-

— 00 < X << 00

kezd

1.3. Lemma. P( sup (F(x)—F,(x))<g)=P(F,(x)>x—¢,0=x=p,, p,+q,=

=x=p,+q,+pD,, ),_ ahol F,(x) egy (0, 1)-ben egyenletes eloszldsbol vett minta
empirikus eloszldsfiiggvénye.

Bizonyitdsit 14sd NOETHER [72], ScumiD [85], ViNcze [104], WaLsH [107].
A fenti lemmabol kovetkezik, hogy

P( sup (F(x)—F,(x))<e)z=P(F,(x)>x—¢0=x=1)=

-~ 00 < X << 00

n(1—g)] n _] ]f—l [ j]n-j
=1-—¢ A=+ l—e—=— .
1‘;(’) [J] [" n

Az 1.3. lemmat felhasznalva kapjuk a kovetkez tételt:

1.7. TETEL.
(1.29) P( sup (F(x)—F,(x))<¢)=
r+1 i+ iai .
= n! 22 ]] g—p—fllpn [pi’ U ﬂ 1+8_ai—1;ai’]’
{a1+...+ar+1=n}i=l ;. n
By>n(a;—¢)
ahol
[n(uy ~2)] AVES] iyx—J
1——2; 2> o,‘ z+L u—z—2L , U =z,
pn(ula u2, Z; d)= u j=0 ] n hn
1 kiilonben,

u=u+u, a =0, B=0, ¢, =0,
a; = 2(1’1‘"“1;‘)’ Bi=ao+... o, i=12,..,r+L
i=1
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Bizonyitds. Legyen v; az (a;-,,q;) intervallumba esd mintaelemek széma,
i=1,2,..,r+1. A {vy=0, vo=0tp, ..., V,41 =01} esemény valdsziniiségét a poli-
nomialis eloszlasbél kaphatjuk. Ezen feltétel mellett az {F,(x)>x—¢, a;_y<
<x<a;_;+p;} események i=1,2, ..., r+1-re flggetlenek.

Nyilvan F,'(ai_1)=ﬁ—in‘—1 és annak valésziniisége, hogy F,(x) a B'_T’-H

, , R I Ney—j hol =
magassigon A4tmesse az y=x—¢ egyenest, ; xi(l—x)nu—4, ahol x;
Bi—1tj

= . Annak valdszinlisége, hogy itt legyen az elsé metszés az
a;—ai

(a;-1, a)) intervallumban, az 1.1. Tételbdl % fgy az xo[;i)xf‘l(l—xj)ﬂa—f

J
valoszinfiségeket kell 6sszegezni olyan j-kre, melyre B—"—;i!- =a;_y+p;i—¢ és 1-bdl

levonni. Ezzel kapjuk az 1.7. Tétel allitasat.

Amennyiben az 1.3, tételt kdzvetleniil akarjuk alkalmazni, a (0, 1) intervallumot
nem r+1, hanem 2r+1 részre kell bontanunk, igy 2r+1 valtozds Gsszeget kapunk.
Ezt a formulat is megadjuk, ui. céiszerlibb ennek alapjan szdmitani a hatareloszlést.

(1.30) P( sup (F(x)—F,(x)<¢)=
n!

¥ Y, [ 3
1 pll "'Pr'-‘i-\*llql1 Qr'x
e

{71+...+y,_+1+61+...+6,.=n} Pl P!yl é
y1+01+..+y+6;>nla;—8)

il [p Pi+oi+ .. 4y +6i

X IT p. +8—ai-1§7i]-
i=1 n

1.5. A Pyke-féle empirikus eloszlasfiiggvény

Legyen, mint az 1.2. pontban Xi, X, ..., X, egy n-elemii véletlen minta a
(0, 1) intervallumban egyenletes eloszlasbol. Legyen tovabba Xy =0<Xy <X; <...
e <XF<X} ,=1 a megfelelS rendezett minta. PYKE [74] vezette be a kovetkezs,
moddositott empirikus eloszlasfiiggvényt:

(1.31) Ff(x) =

—Xr
n_li_l[;* Xl_*l +i_1], X,*_1§x§ Xi* i=1,2,...,71+1,
i T A

Ez az F[(x) fliggvény egy folytonos térétt vonal, amely az (Xi*, n_-lij] pon-

tokat koti Ossze.

A Pyke-féle empirikus eloszlasfiiggvényre vonatkozé egyoldali eltérések vissza-
vezethet6k a kozonséges empirikus eloszlasfliggvényre vonatkozé egyoldali eltéré-
sekre. Igaz ui. a kovetkezS lemma:
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1.4. LeMMA. Legyen G(x) monoton ndvekvd, alulrél konvex fiiggvény a (0, 1}
intervallumban. Ekkor

n+1
n

(1.32)P(FF(x) > G(x),0=x=1)=P [F,,(x) > G(x)—%, 0=x= 1].

Bizonyitds. Legyen tehat G(x) monoton ndvekvd, alulrdl konvex fiiggvény.
Ekkor az F*(x)>G(x) egyenlStlenség teljesiilését elég megkdvetelni az x=X;*
pontokban, ez mar maga utin vonja az egyenlStlenség teljesiilését az egész (0, 1)

intervallumon. Mivel F}(X;*)=

4 .
, ezert
n+1

P(Ff(x)=G(x),0=x=1)= P[n_+l—1- =G(X",i=01,..., n+1] =
= P[—l:—l— ="leoxy-L izo1,.., n+1] =
n n n

= P[F,,(X,-*) - # G(X,.*)—%, i=0,1,.., n-l—l] =

n+l1
n

= P[F,,(x) > G(x)——’l?, O=x= 1].

E lemmat felhasznilva, megadjuk néhany legfontosabb eltérés eloszlasat.
A részletes felsorolastdl itt is eltekintiink.

(1.33) P(sup (x—F}(x) <e) =

1 tesngco-t(p) (i1 )7 j+1]"‘f
“1_[8+n+1] jgo [j][n+l+8] b=e—51)

(Lasd PYKE[74], BRUNK [16]).

x—FF(x) I 1
(134 P[oiﬂil[ T—x <8]‘1+e+(n+1)<1+s)'
(1.35) p[sup x_—@]q]:
0sx=1 X
! lnﬂ-e)-el[n[ j+1 ]’ [— Jjt1 ]""
O (+D-e) S )+ DA—e) (n+D(A—g))
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2.§. HATARELOSZLAS TETELEK
2.1. Néhany segédtétel

Az 1. §-ban megadott véges eloszlastételekhez szorosan kapcsolédnak a hatar-
eloszlas tételek, midén a mintaelemszam, n a végtelenhez tart.

Mint a Bevezet&ben is emlitettiik, az irodalomban a hatareloszlas tételek meg-
adésa torténetileg megel6zte a véges eloszlastételek megaddsit. KoLMOGOROV [64]
uttérd jellegli munkéjaban a  sup |F,(x)— F(x)| statisztika hatdreloszlasat

—o0 < X <00

adja meg. A késGbbiekben sokan foglalkoztak hatdreloszldsok meghatirozaséaval,
ezek kozill a legfontosabb és legérdekesebb cikkek: Szmirnov [91], FELLER [51],
RENYI [77]), ANDERSON—DARLING [5], DooB [43], DoNskeR [41], ScuMmiD [85], LAu-
WERIER [66].

E cikkekben kiilonféle mddszereket dolgoztak ki a hatareloszldsok meghatiro-
zasdra. Viszonylag kevés azon cikkek szdma, melyekben a hatareloszlasokat a véges
eloszlastételek folyomanyaként, hatirdtmenettel nyerték. Ezek koziil elsGsorban
SzMirNov [92], [93], cikkeit kell emliteniink. Disszertaciénkban ezt az utat kdvetjiik,
azaz az 1.§-ban nyert véges eloszlastételekbSl szdrmaztatunk hatdreloszlds té-
teleket.

Sziikségiink lesz az alabbi lemmakra :

2.1. LEMMA. Ha 0<K=1,0<B,0<A4+ B, akkor

_1(4z+B)y®
e 2 21-2) Jz =

1 B
@) V2r (;[ zVz(1—-2)

AK—B+2BK] 1-@[ AK+B ]
VK(1=K) VKA1=K) )’

ahol itt és a tovabbiakban mindeniitt

— e—2B(A+B)(p [

o (u) = e 2 dv.

l/n_w

MEGIEGYZES. A K=0 eset érdektelen (bar a formula ebben az esetben is igaz),
K=1-re (2.1)a kovetkezSt adja:

{1 1 B 1 (Az+B)?
__ f e 2 20-2) [z — g~2B(A+B)
Vor s sz(l —2)

Bizonyitds. Legyen '
[ 4

2.2)

1 K(A+B)z+B(1—7) -Utbrtsa—sr
V2n J z(1 _Z))s/z 2z(1—z) dz =

1

X (4+B)z+B(1—2) _W?—_—Bz(l—ilz
2(z(1—-2))" nA=D  dz,

— e—zB(A+B) f
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(A+B)z—B(1—2z)

Elvégezve az =u helyettesitést, kapjuk

Vz(1-z)
(4+B)K—BU—K)
YKG-K) 2
I, = ¢~ 2B(4+B) l—e_12 du = e~ B4+B) ¢ A—K_—B;ﬂ] .
. Y2r VK(1 - K)

Legyen most

L=

1 f(4+B)z—B(1—z) -14tB:z+Ba-aFF
2z(1—z)
l/2_7t(;/' 2(z(1—2z)p'? dz.

Elvégezve az (A+B)z+B(1-2)

=v helyettesitést, kapjuk

Vz(1-2)
(4+B)K+B(1-K) AK+B
1 YKQ-K) _t Yka-6y | _»
IL=— e *dv=—|1— —e %dv| =
? V2 .;[ [ —£ V2n ]

_fi—e[A4XEB ).
VK(1— K)
1(Az+B)z
T g =L, =

A Kkeresett integrél‘

}/Z_n f zl/z(l —2z)
AK—B+2BK AK+ B
VK(1- K) VK(1 - K)
A hatareloszlasok meghatirozisihoz a tovabbiakban el3szér
BVpn [oc][ +BV_]’ ’[ +BV_]
a—AVpn LJ —AVpn a—AVpn

alaku kifejezések aszimptotikus értékét kell megadnunk, ahol 4, B, p konstansok
és a=np, j=oz. Erre vonatkozik a kdvetkez6 lemma.

= e—2B(A+B) b [

2.2, LEMMA. Legyenek A, B, p, z n-tdl fiiggetlen konstansok, a~np, j=uz.
Ekkor n—o esetén

23) _BVpn_ [']{]+BV—] [1J+B@]“"

a—A l/pn A l/— a—A }/p_n
1 (4z+B)?
1 B ——2-2—(1 z)

T V27 zVz(1—2)

MEGIEGYZES. A fenti aszimptotikus érték a 2.1. Lemmaban szerepl8 integran-
dus, ;xdz, fgy a fenti alakd Osszegek a 2.1. Lemmdaban kiszdmitott integralba

mennek at.
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A baloldalon 4ll6 valdszinliséget a kovetkez6 abraval szemléltetjiik:
A fenti kifejezés annak valdsziniisége, hogy ha F,(x) a P és Q pontokon
keresztiil megy, az R pontban messe el8szér az [ egyenest.

<

1. abra

Bizonyitds. A de Moivre—Laplace-tétel értelmében

(j—Neo)?
J V2nNo(1—0)
Alkalmazzuk ezt N=a=np, ¢ =!.j# ~z-re. Koénnyen lathatd, hogy
a—AVpn

[Boz m+Aa2 Vﬁ]z
(o _\ a—AVpn J _ pn(dz+B)* (Az+B)
ag(l—@) ag(l—o) az(l—2) z(1-2)”’

BV;’; [“] j-101_ a—j=_£m [“] J(1=0)~-J ~
__—a_AVp_an (1-o) B Vont] | /(1—0)

J
]/ (Az+ B)? (Az+B)?
~ B pn 1 e— 22(1-2) A, ___B e_ 2z(1—z)

J V2maz(1—2) azy2nz(l—z)

2.2. Hatéireloszlas tételek

A tovabbiakban megadjuk az 1.§ tételeinek megfelelé hatareloszlas tételeket.
A sort azonban nem az 1.1., hanem az 1.2. Tétellet kezdjiik.

2.1, TETEL. Legyen O<a=1,v>0,v—ua=0. Ekkor

[IA

N u v _
2.4) 3152P{Fn(x) - [HV_FJ x—= 0=x a] =

_ (p[ v—ua_]_e_zv(v_u)qj[Zav—v—ua].

Va(l —a) Ya(l1—a)

MTA III. Osztdly Kozleményei 23 (1974)




VIZSGALATOK AZ EMPIRIKUS ELOSZLASFUGGVENYROL 263

MEGIEGYZES. a=1-re kapjuk

(2.5) lim P [F ()= [1+—= 0=x= 1] =1 —e2o-u,

B

Bizonyitds. Alkalmazzuk az 1.2. Tételt c=1+—u—, b= -el majd a 2.2, Lem-
Vo' Vn

mat a=n, p=1, B=v, A= —u értékekkel. E szerint az integrandus a kovetkezd lesz:

_ (v—uz)®
e 2z(1—2)

v
V2r zVz(1-2) ) |

Az Osszegzésben jre a fels6 hatar [n(ca—b)], igy a z-re vonatkozé felsd hatart
a kovetkez8képpen kapjuk: |

J = n(ca—>b) |
|
e[ 3]
au—v
zZ=a+ ~ a.

Vn

Alkalmazzuk tehat a 2.1. Lemmat K=a-val, igy kapjuk a tétel allitasat.
Az 1.3. Tételnek megfelelGen tekintsiink most egy szakaszonként linearis G,(x)
figgvényt, amely tartson az y=x egyeneshez. Legyen tehat

G,(x) = i=1,2,..,k,

y; U;

+—=|X—=, ¢_<x=a,
Vn Vn

ahol g,=0<a,<a,<...<a,_,<a,=1, u; és v; rogzitettek. 1

2.2, TETEL. A fenti feltételek mellett igaz a kévetkezd hatdrérték reldcio:
(2.6) lim P(F,(x) = G,(x), 0=x=1)=
1
- k-1
= S

{;é JV——"4+1“: ”ul} (2775) 2 Pe

i=1 k=1

1k
'—-E'E)'?
5177

e

ﬁl-

i-1 — i
2 (p,—uiai_1+1§1 ¥, Vp,] ("a—"e“i*‘j?l ] V‘TJ)

k
X __Hl'(l—e P )d)’1d.V2--- dyi-1»
ahol
k—1
% Vi VITJ
W =— V]T—, p;=a;—a;_y
&
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Bizonyitds. Alkalmazzuk az 1.3. Tételt ¢; —1+ b= —ﬂ-nel, majd helyet-
VF Vn
tesitsiink o;=n(a;—a;_)+y; Vn(a;—a;-y); j = ¢;2;-t. Ekkor n—oo hataratmenet
esetén a polinomialis valdszinliség tobbvaltozés normalis siirliségfiiggvénybe,
a p,() figgvény pedig a 2.2. és 2.1. Lemma szerint az

i—1 i
-2 [Ui— ua; 1+ 2; Vi Vaj"aj—l] [”i—uiai+ Z; ;i Vaj_aj—ll
j= j=

a;—a;-

1—exp

fiiggvénybe, az 6sszeg pedig integralba megy at.

Az alabbi tételek a 2.2. Tétel specidlis esetei, de — mint az 1. §-ban — kiilén
tételként mondjuk ki.

2.3. TETEL. Legyen O0=a,<a,=1 rogzitett, v=0, v—u=0.

Ekkor
Q@7 lim P[F,,(x)> [1+7"7]x—7/%, G=x= 02] =
1 y y—[ [ V_a— [ alu—v]l/ 1——a2]
e 2|l |lv—w)l) ————— _
V27C ua;[v ( ) ( al)(l _a" ‘ V——l Vl —a; a,—a,
Ya,(i—ay)

o))

a,—a, au—v l—a, i
Xd’[(‘"”w (1—a1>(1-a2)‘[y‘[““ 1_a1” ]] .

Bizonyitds. Legyen b=— v_, c—1+—:, és alkalmazzuk az 1.4. Tétel elsé

Vn Vn

felét, tekintve, hogy most ca,+b= 1+— LA elég nagy n-re, feltéve,
yn) ~ Vn

hogy a,;=0. Ha a,=0, akkor kozvetleniil a 2.1. Tételt alkalmazhatjuk.

a,—

frjuk 4t az (1.13) formulat a kovetkez8képpen :

—_ [n(cas+b)]—a n—o
2 a“(l—al)" - 2 X
a>n(ca; +b) 1 _al i=0 J

«[Fi=a I —x, )
1—a, l—a ’

ahol
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Legyen a=na,+y Vna,(1—a,), ekkor az ( Z ] ai(1—a,)"~* binomialis valdszinii-

y2

ségbdl ——V;;— e 2 dy lesz, mikor is az a=>n(ca;+b) egyenltlenség atmegy az
71
= ua, —
Val(l —ay)
A belsd zardjelben levd kifejezés hatarértékének meghatarozasihoz pedig alkal-
mazzuk a 2.2. Lemmat, o helyett n—a-val (n—a=x~n(l—a)),p=1—a,, B=

=y l/a—1+ ! , A=—y Va, —u V1 —a, helyettesitéssel. Végiil a 2.1. Lemma adja
—a
a tétel allltasat

egyenlétlenségbe.

2.3.1. KOROLLARIUM.

(2.8) lim P[ sup (x—F,(x)) < —] = hm P[ sup  (F(®)—x) < Vt——;] =
n

n—oo aySx=a, Vn l—gg=x=1—a,

R e e e e
=—— e ? (AT =N a;+ -
2 / oyt ) ama

Ya,(1—ay)

—2 yY;;+—1:'a— 11—0 1_a2
- s - praslia=t))e

Ha a,=0, akkor

o {03

mig ha a,=1, akkor

@10 1m 7 s (=0 < ) = (i) e ()

végiil ha @,=0 és a,=1, akkor

n-»oco

t
2.11 lim P| su ~F, —|=1—e2, =0
@11 : [@él (= £, () = v;] g

Bizonyitds. Helyettesitsiink a 2.3. Tétel (2.7) képletébe u=0, v=t¢-t.
Az a,=0, a,=1 eset SzMIRNOVtOl [91] szdrmazik, mig az 4ltalanos esetben
ekvivalens formulat adott meg MANDA [68].
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2.3.2. KOROLLARIUM.
(2.12)

lim P[ sup [x Ey (x)] V = lim P[ sup [M] < L] =
n

n->co gy =x=a, 1—x n->co l-agy=x=l—a, X yn

1 ]" -’—;X
= —_— e
}/271: _1V1_;—:_1

x[e(ovar ) 2] -o[-orarTa) 2| o

a,=1 esetén a jobboldal 0, mig a,=0-ra

(2.13) limP[ sup [X;M]<_t=]=¢[t 1—a, _¢[_tV1~a2 .
neco \0=x=a, 1—x V" a, a,

Bizonyitds. Helyettesitsiink a 2.3. Tétel képletébe u=v=t¢-t.

Ezt a hatéareloszlast el3sz6r RéNy1 [77] hatdrozta meg. Lasd még CsorGO {35],
SAHLER [82].

2.3.3. KOROLLARIUM.
(2.14)

o (5 )l (25
n-rco gy =x=a, n-roo l—-gg=x=l—a;

1 P i at 1—a,
= Vom Vf_e [ ” (1~a1)(1~a2) [y'/“_‘+y—1~a1” aral)‘

2 y"a—ﬁ- axt t_ a,— Vl—az ]
—e [ yl_al]}/l—al Q[t (_m [yVa—1+V1_aI] a,—a, dy,

az a;=0 eset értelmetlen, mig a,=1 esetén

. x—F,(x)| _ a
(213) lim P [i“‘l(_:?_“} ]/n] ¢[V1 aI] [“’V al]

Bizonyitds. Helyettesitsiink a 2.3. Tétel képletébe v=0, u= —¢-t.

Ez a hatireloszlas ugyancsak RENYItS] [77] szdrmazik. Lasd még CsOrGO [35],
SAHLER [82].
Itt nem tériink ki a  sup  (x—F,(x)), stb. statisztikdk hatéreloszlasaira
A)=F, (x)=A4,
(lasd 1.4.4.—14.6. Korollarlumok), mert ezek megegyeznek a mar targyalt
sup (x—F,(x)) stb. statisztikdk hatareloszlasaival.

a =x=ay

Most vizsgaljuk az 1.5, Tételnek megfelelé hatareloszlasokat.
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2.4, TETEL. Legyen O<a,=a, <1, ekkor

2.16)
11m P[F (x)>[1+Vn]x V;’O =xX=a,; F(x)>[l+]/n ;2 a2§x§1]=
oo 2 _ rmﬂla—“z"z J va—us
=V% I e—’?(l_e dl Vi-a )(n-—]]x
T ugag—vy
Vas(1—ay)

vy —-agu yVay(A—as)+vy—aqu
X[(p[}’aﬂ1_a2+az(l’1—azu1)]_e_2(‘y;;“][ : ;;7—2 ; “)X

V‘haa(az —ay)

X ® [yal V1—a,+ (20, — ap) (v, — apuy) ]]
Valaz(az ay)

Bizonyitds. Alkalmazzuk az 1.5. Tételt és a szokdsos hatdrdtmeneti eljarast.
A részleteket mellGzziik. Specialis esetben (a,=a,=1/2) MaLMQUIST [67] adott meg
ekvivalens formulat.

2.4.1. KOROLLARIUM.

217 lim P[sup(x F(x))<-—]=
oo |xza; Vn
=X
1 o ¥ —2 ty Vﬂa(l_—aa) +1)
oS AU (L b
" Yagi—ap

X[(p[yal}/l a2+ta2] o M [ya1V1—a2+t(2a1 az)]]
Va1a2(112 ay) Vaiax(a,—ay)

Bizonyitds. Helyettesitsiink a 2.4, Tétel (2.16) képletébe u;=u,=0, v, =v,=1¢-t.

2.4.2. KOROLLARIUM.

(2.18) lim P[max[ sup [x—_F,,(x)], sup [x—__F,,(x)]] < —t-] =
n->co 0=x=1/2 1—x 1/2=x=1 X V;

= i pfmax[ s (B3, wp (B <)
n—oco 0=x=1/2 l—x 1/2=x=1 X Vn

=3P(t)—2+e*P(=3t), t=0.

MTA III. Osztdly Kozleményei 23 (1974)




268 CSAKI ENDRE

Bizonyitas. Helyettesitslink a 2.4. Tétel (2.16) képletébe a,=a,=1/2, u;=v,=t,
u,= —t, v,=0-t. Kapjuk a kévetkezd integralt:

0o y2
—1: [T (1—emmos)(1 —e~2040) dy =
2n %

1 el o (y+20)? 1 o (y+4)?
e 2 d 2—- e 2 dyte¥ _—— e ? dy=
27r ‘[ - 2% _‘[ Y V2= _‘[ 4

= 1-0(—1)=2(1—2(1))+e** (1 -2 (31)),

ahonnan adddik az eredmény.
A (2.18) formula egyébként MALMQUIST [67] eredményébdl kévetkezik.

2.3. Nem folytonos alapeloszlis esete

Tekintsiik most a nem folytonos alapeloszlds esetét. Mint emlitettiik, a hatar-
eloszlast ScamiD [85] hatarozta meg eldszor. Lisd még CARNAL [18]. Az aldbbi
eredményiink azonban inkdbb VINCzE [104] kétmintas eredményével analdg.

Tekintsiik az 1.4. pontban adott F(x) eloszlasfiiggvényt.

2.5. TETEL.
2.19) lim P [_fl‘f« (F(x)—F,(x)) < VLZ] =
-1 r. fe'%(é"“wf”-%]x
QY Vpria
Xrﬁl(l—e bi (+ 4 ij—+ 2 w,Vq,](t+ Z'y,}[—+ E w"yq—j)) dy,...dy,dw, ... dw,,
ahol

1 r r
ra ==y 33,V 50,77
VPr+1 j=1 j=1

és T az (Y1, c-s Vrs Wis ooy W,) 2r-dimenziés tér azon tartomdnya, melyre

I+2yJVp—J+2 sz>0

i=12,..,r.
i -1
H-.Z;.VJVPJ""_Z; wjﬁj>0
j= i=
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Bizonyitds. A hatareloszlast az 1.7. Tétel (1.29) formul4jabdl is megkaphatnank,
ekkor azonban a 2.1. Lemmat K<1l-re kellene alkalmaznunk. Egyszeriibbnek l4t-
szik az (1.30) formulabdl kiindulni.

Az n—oo hatiratmenetnél legyen

Yvi=np;+y;¥Vnp;,, i=12,..,r+1
5i=nq,—+wivnqi, l=1, 2, vens I
J=mz

Ekkor a polinomialis valdszinliség tobbvaltozds normalis sliriiségfiiggvénybe,
az 1—- 2 ... pedig (rogzitett i-re) a szokasos gondolatmenetet (2.2. és 2.1. Lemmat

6)]
K=1-gyel) alkalmazva az
2 i-1 i-1 i i-1
P o RN DU AN S RN DU AR D)

fiiggvénybe, az §sszeg pedig integralba megy at.

2.4, A ,,nem standard” esetekre vonatkozo hatareloszlas tételek

A Chang-féle inf fi')fi) statisztika hatéreloszlasa a kovetkez8 (lasd

0<F (x)=c/n
CHANG [20], ill. RENY1 [79]):
(1Y L
PR El O
limP[ inf F"—(x)<s]=e5+2c' ,8 .
nwoo \0<F()S(cm) X = j!

Itt lehet c rogzitett, vagy n-tdl fliggden oo-hez tarthat. Ez utdbbi esetben az sszeg-
z¢s felsd hatara természetesen oo,

Masrészt Dwass [48] bizonyitotta a kovetkez8vel ekvivalens formulat:

lim P[F,,(x)>cx+1—c—%, O0=x= 1] =

1) @1 (i-d) &
—[1 c],-g(',i![ ¢ ]e ’
ahol c¢=>1, d=0 rogzitett.
Mint latjuk, ezek a hatareloszlasok merSben kiilénbéznek az el6z8 ,,standard”
hatareloszlasoktdl, melyek mind Vn-rendiiek.
Ezzel kapcsolatban felmeriil az a kérdés, hogy milyen esetekben kapunk nem-
trivialis hatarértéket a P(F,, x)=>G,(x), 0=x= 1) valdszintiségre.
A Glivenko—Cantelli-tételbdl nyilvanvalé, hogy G,(x) nem lehet tal tavol
x-t6l. Ha pl. G,(x)=x—¢ minden x-re elég nagy n esetén, g rogzitett, akkor
a fenti valdszinliség nyilvan 1-hez tart.

Ha G,(x)—x, VL_ rendben, a megfelelS intervallum pontjaiban, akkor kapjuk
n

a ,,standard” hatareloszlastételeket.
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A Chang-féle, ill. Dwass-féle hatireloszlasokat abban az esetben kapjuk, ha
G,(x) csak bizonyos x-re, vagy x-ekre tart x-hez (—’12— rendben], de egyébként
a max (x—G,(x))nek pozitiv als6 korlatja van.

Tovabbi vizsgalatok lehetségesek arra az esetre is, mikor x—G,(x) nagysag-

SR TR . . . . .« ,,
rendje 7—_ és — kozo6tt van. Tudomasunk szerint az ilyen kozbensd esetekkel
n
az irodalomban egyaltalan nem foglalkoztak.
Foglalkozzunk el3szor a P(F,(x)>cx—b,0=x=a) valdsziniiség kiilonbsz5
hatarértékeivel, azaz az 1.2. Tételben szerepld formula limeszével.
Sziikségiink lesz a kévetkezd lemmara:

2.3. LeEMMA. Legyen B=0, A=0, akkor

1 co B _(A;Z-FB)Z
(2.20) — [ —=e F dz=e P

V2r § z}/;

Bizonyitds. Visszavezethetd a 2.1. Lemma (2.2) formulajaraa 1=

zZ
152 helyette-
sitéssel.
2.6. TETEL. (i) Legyen b,>0, b, Vn -0, byn—~co és nb,(1—c,)~w=>0, middn
n— oo, ekkor

2.21) lim P(F,(x) > ¢,x—b,, 0 =x=a)=1-¢"2

(ii) Ha b,,=—”n->0, O<c<1 rogzitett, akkor

: 3@ +J )’ P
2.22) lim P(F(x)>cx—b,, 0=x=a)=1—v Z .
Bizonyitds. Alkalmazzuk az 1.2. Tétel (1.3) formulajat és vegezzunk hataratme-

netet a tétel feltételeinek megfeleléen és (i)-nél legyen j= lnf"c z. Ekkor

a de Moivre—Laplace-tétel értelmében és némi szamolassal adddik:

<\ S \n=Jj
(e -2
J )\, nc, ¢, nc,

(( ((&=+:5)-)

5, (bt (1—c) N2
~ 1 e Cn +"cn) ~ ———-—1—— e— 2-i ~
[ (ba, 7)
l/ 2nn (ﬁ+i] 2nn——2z
¢, N, 1—c,
1 _w+zyw)?
2z
~ b e N
2nn—=
l—c,
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igy az (1.3) formulaban szerepld 6sszeg Az= 1;0" 1évén, az alabbi integral kézelitd
Osszege lesz: ’
o Yw+zVw)?
f _L_-e— 2z dz,
Py V27r z l/z
ami a 2.3. Lemma értelmében e—2*,
.. ., . n n b jyI _eti L.
(ii) esetben rogzitett jre | . |~—r, |1 ———— ~e ¢, igyadddik (2.22).
J ! ¢ nc

Mint latjuk, az eredmény a-tdl fiiggetlen. Ennek igy is kell lenni, hiszen a (cx—b)
egyenes olyan, hogy F,(x)-nek az (g, 1) intervallumban valé viselkedése az atmetszés
szempontjabol mar nem sokat szamit. Eppen igy a kovetkezs tételnél a

P(F,(x) > cpx—b,,a=x=1)

valosziniiség hatarértéke fiiggetlen lesz a-tol, ezért egyszeriiség kedvéért a=0-t
valasszunk.

2.7. TéteL. (i) Legyen b,=0, c,>1, 1—c,+b,>0, Yn(1—c,+5,)—~0,
n(l—c,+b)—> és n(1—c,+5,) (c,—1)>w=0 midén n—, ekkor

(2.23) lim P(F,(x)> ¢,x—b, 0=x=1)=1—e"2.

(i) Ha 1—c,,+b,,=%>0, b>0 rogzitett, akkor

: b 1 (k—v)* =X
— = = =] —— —_ 1+b

(2.24) 31113: P(F(x)>cx—b,0=x=1)=1 l+bk§: i [H—b] e

Bizonyitds. Hasonld, mint a 2.6. Tételé, csak j és n—j szerepét fel kell cserélni.

1:c—"__*_lb"z-t valasztva a 2.6. Tételnél kovetett gondolat-

menettel adddik (2.23), mig (it) esetben n—j=k-t 16gzitjiik, és tagonként végziink

hataritmenetet.

E tetel (ii) része analég Dwass [48] eredményével.

[x - 1;,. >

fgy (i) esetben n—j=n

A tovabbiakban vizsgiljuk a sup

a=x=1
értelmetlen. Tekintsiink azonban egy a, sorozatot, amely 0-hoz tart. Ekkor a kévet-
kez$ hatareloszlasokat kapjuk:

]statisztikét, mely a=0 esetén

2.8. TEérEL. Legyen a,>0 és a,~0 midén n—oo,
(i) Ha lim na,= <o, akkor

(2.25) lim P[ sup

=
a,=x=1

x—F,(x) -t B -
[ o ] Vna..] O(t)—Pd(—1), t=0.

n—oo
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.. v .
(it) Ha @=—, £=>0 régzitett, akkor

(2.26) lim P[ sup [x———‘ F "(")] < s] =
n--oco a,=x=1 X
o+ i1
e T 5 =
az=v(l—¢) o! 1—¢ j=0 ]'
Bizonyitds. Kiindulunk a
P[ sup [x——F,,(x)] < g = [n] aa(l_a)n—ux
a=x=1 X a>n(l—e)a L &
(X-I-j . j-1 . “‘l‘j n—a—j
% 1_[ « ., 1 al~a(p—g ] | n(l—g) n(l—g)
n(l—e¢) =0 J l—a l—a

képletbdl (lasd 1.4.3. Korollarium).
el
(i) esetben az [Z] &%(1 —a,)"* binomialis valészin(iség 1 e 2 dy-nal aszimp-

V2r

totikusan egyenld, ahol a=na,+y Vra,. A j-re vonatkozd Gsszeg pedig e=

t
Vna, ’
=na,z-t behelyettesitve, a de Moivre—Laplace lokalis tételt alkalmazva, a kdvetkezd
integral kozelitd osszege lesz:

(y+t+2z1)2

t
y+ e 2z dz,

~ 1
=

ami a 2.3. Lemma értelmében e~20+9.vel egyenld. Igy

lim P| sup et 160) [ _
n—co a,=x=1 X Vna,

=f Vl_—e'y?(l—e-2'<v+f>) dy = &(t)—P(—1).

27

Az (ii) esetben a hataratmenetet rogzitett o-ra, ill. j-re tagonként végezve adé-
dik (2.26).

Hasonldoképpen adddik  sup [

0=x=a,

x'_Fn(x)

—x ] hatareloszlasa, midén n-— e, @,—1.
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2.9. TETEL. Legyen O0<a,<1 és lim a,=1.

n—oco

(i) Ha lim n(1 —a,)= <, akkor

. x— F,(x) - t _ sl -
2.27) r}ir?op[ogs:?_s?an[ - ] ]/n(l——a,,—)]—(p(t) &d(—1t), t=0.

(ii) Ha l—a,,=% =0, £=0, rdgzitett, akkor

. x—F, (x)] ] & = k* S
228) lim P — £ - LA
(2.28) lirm [oifé)a,[ —x )= °¢ T2 ogrey (LR ©

n—oo

Bizonyitds. Kiindulunk a

P[ sup [)i,,(x)] < e] =

0=x=ag l—x

[n(a(L+2)—e)] ; j-1 . n—j
=1-L 2 n #_{._8__ |——J __&
1+¢ <o J) n(l+¢)  1+¢ n(l+e) l+¢

formulabdl (lasd 1.4.2. Korollarium). A j-re vonatkozd Osszegzésben n—j=k-t
helyettesitiink, igy

e R ERE E W 14 e (B
P a4 =1- —— | - )
[oi‘i‘;a[ -x J=° ESR NN 1| P rars) B T e

t

Y¥n(l—a,)
szokasos — a de Moivre— Laplace lokalis tételt. Konnyen lathatd, hogy az &sszeg
a kovetkezd integral kozelitd Gsszege:

zt2 p) u?
T

sz = —;—e—? du
I

Az (i) esetben legyen ¢= , k=n(l—a,)z és alkalmazzuk — mint

>
—e
lf V2rnz
(az u=1Vz helyettesitéssel), amibdl adédik a tétel llitasa az (i) esetben.
A (ii) esetben a hataridtmenet az dsszegben tagonként végezhetd.
A hatarérték tételekkel kapcsolatban még egy problémat vizsgaljunk. Legyen
- —F,
a rogzitett, és tekintsiik a P,,=P( sup [x_,,(x)

a=x=1 1 —X
g,—~0 esetén 0-hoz tart (lasd 1.4.2. Korollarium). A kovetkez8 tételben vizsgaljuk
P, nagysagrendjét.

2.10. TETEL.

]<s,,] valgsziniiséget, mely

(1) Ha ¢,=¢=>0 rogzitett, akkor

. €
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(i) Ha &,>0, ¢,~0, de Vne,~oo, midén n—oo, akkor

(2.30) fim 22 = 1.

n—+co gn

(i) Ha e,=—=, akkor

ol

[ ) 0 9)

. 1
(2.31) lim YnP,= Vﬁ} —

(iv) Ha ﬁe,,—»O, midén n—o, akkor

. 1 a
2.32 lim YnP, = — |/ ——.
(2.32) nr Var | T=a

Bizonyitds. Az 1.4.2. Korollariumbdl

Lt
n(l+e¢) 1+¢
I—a

o 3 (1) -
@ \&
Legyen a=na+yVna(l—a), ekkor

(2] o
aA(l—a)y %~ —e 2 d
o (I—a) or 'y

és
@ L&
n(l+eg) 1+¢ _ yVna(l—a)+ne(1—a)
l1—a - n(l+&)(1—a) ’
igy .
b’y ¥ —_— —
P~ f 1 o yVna(l—a)+ne(l—a) ,
i Vr n(l+¢)(l—a)
ahol

A=_1/1;“ tim (¢, V7).

Az (i) és (ii) esetben A= — e, igy kapjuk
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A (i) esetben A= —¢

p - y]/a(l—a)+t(1—a)

= f
T = 1

- e 2 e [fVlz"]]’

mig a (iv) eset a (iii)-nak felel meg 7=0-val.

Py =1 adédik.

Végiil megjegyezziik, hogy a Pyke-féle empirikus eloszlasfuggvenyre (1.5. pont)
vonatkozd hatareloszlas tételek megegyeznek a kézdnséges empirikus eloszlasfiigg-
vényre vonatkozd hatareloszlas tételekkel, hiszen a kétféle empirikus eloszlasfiigg-

Megjegyezziik még, hogy a=0

vény # rendben kiilonbdzik egymastol.

3.§. EROFUGGVENYEK VIZSGALATA
3.1. Pontos eloszlasok alternativik esetén

3.1.1. Bevezetés

Ebben a paragrafusban erdfiiggvényeket vizsgilunk, szakaszonként linedris
alternativdra, azaz VINCzE [103] modszerét kovetjilk. Az erSfiiggvény meg van ha-
tdrozva, ha megadjuk az egyes statisztikdk eloszlisat az alternativa esetén.

Tekintettel arra, hogy a Kolmogorov—Szmirnov-féle statisztikak monoton sta-
tisztikak (14sd CHAPMAN [22)), tetszBleges alternativa esetére az erdfiiggvény alulrél
és feliilr8l becsiilthetd az in. minimum és maximum alternativikhoz tartozé erd-
fiiggvények segitségével. Ezen szélsd alternativak szakaszonként linearisak, igy
tehat vizsgalatainkbodl ezek a becslések is megkaphatok. (Lasd még BirnBaum [11],
CHAPMAN [22], Massey [69], ROSsENBLATT [81]). Normalis eloszldsra lasd Van Der
WAERDEN [101], KNoTT [63], mig exponenciilis eloszldsra lasd DuURrBIN [46].

A jelen paragrafusban a véges eloszlasokbdl levezethetd aszimptotikus formu-
lakat is adunk meg az erSfiiggvényre. Egyéb aszimptotikus vizsgilatokra vonatko-
z6an lasd ABRAHAMSON [1], ANDEL [4], QUADE [75] stb.

Egyszerliség kedvéért csupan a kovetkez$ statisztikdkkal foglalkozunk:

() sup (x—F,(x)

[X-—F;Cﬂ
X

(ii) sup =

0=x=a

(iii) sup [x——i(x)] 0<a<l.

a=x=1

], O<a<l1

A t6bbi statisztikdra az erdfliggvény hasonldképpen vizsgalhato.

MTA 1II. Osztdly Kdzleményei 23 (1974)



276 CSAKI ENDRE

A null-hipotézisiink mindig

0 ha x<0,
@G.1 Hy: F(x)=3x ha 0=x=1
1 ha 1<x

€s az alternativa:
Hy: F(x)=G(x),

melyre G(0)=0, G(1+)=1 és G(x) szakaszonként linearis, azaz

0, x=0
3.2 G(x) =4¢x+b;, a,<x=a,i=1,..,k
1, 1l<x

ahol gy=0=<ag;<...<g=1.

Ha G(x) folytonos, akkor ezen alternativa esetén G(X;), G(Xy), ..., G(X,)
a (0, 1)-ben egyenletes eloszlasbdl vett minta, melynek empirikus eloszlasfiiggvénye
F,(G-1(x)). Igy az {F,(x)=>H(x),0=x=1} esemény ekvivalens az {F,(G~*(x))>
>H(G~*(x)), 0=x=1} eseménnyel. Nyerjiik tehat a kovetkez6 lemmat:

3.1. LemMAa. A G(x) alternativa esetén
(33) P(F(x)>H(x), 0=x=1)=P(F,(x)> H(G'(x)), 0=x=1)

ahol F,(x) egy (0,1)-ben egyenletes eloszldsbdl veit minta empirikus eloszldsfiigg-
vénye.

Koénnyen lathatd, hogy a lemma nem folytonos G(x)-re is fennéll, ekkor inver-
talasnal a fliggbleges szakaszokbol (ugrasokbdl) vizszintes, a vizszintesekbdl pedig
fuggbleges szakaszok (ugrasok) lesznek, azaz G~'-t ugy értelmezziik, mint G
tiikérképét a 45°-0s egyenesre.

Tegyiik fel még a tovabbiakban, hogy G(x)=x, tekintve, hogy egyoldali
statisztikdkat vizsgalunk, ezért az alternativa is legyen egyoldali.

3.1.2. 4 sup (x—F,(x)) statisztika

0=x=1

3.1. TéreL. Legyen G(x) a (3.2) formuldval adott.
3.4 P (sup (x—F,(x))<¢lHy)=
0=x=1

E(a;—a;_1)%cf o+ oy
=nt2..2 .]le—m_:p" a;— a1, l—n'l—l‘i‘ﬁ—ai-—ﬁ %) s

1
Ayyeeny g 8= a;:

ahol p,( ) definicidjat ldsd (1.12) és az Osszegzés azon oy, 0, ..., &, hnem-negativ
egész szdmokra terjed ki, melyekre

gt ... 4oy =1,

oy o+ ... oy = n[m—s], i=1,2, .., k-1

Civ1
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Bizonyitds. A 3.1. Lemma szerint
P(sup (x—F,(x)) <¢elH) = P(F,(x)> x—¢, 0 <x < 1|H,)) =
0=x=1
= P(F,(x) > G™'(x)—¢, 0 < x < 1),
ahol

b,
G—l(x)=£'_"—l, Ciai_1+bi§x<0'a'+b-.
C: C [t 3 i

i i
Az 1.3. Tételt alkalmazva adddik az allitas.
Vizsgaljunk most specialis alternativakat.
Rogzitsika sup (x—G(x))=4>0-t és legyen x, az a pont, melyre x, — G (x,) =
0

=x=1

=4. Legyen tovabba

X, O=x=x,—4
3.5) Gi(x) =31x—4, x,—4=x=x,
X, Xo<x=1
x—4, 4=x=1

Ekkor igaz az, hogy G,(x)=G(x)=G,(x), &s rogzitett 4, x, esetén az ers-
figgvény G,(x)-re minimalis, G,(x)-re maximalis. Ezért G,(x) az un. ,,minimum
alternativa”, mig G,(x) az un. ,,maximum alternativa®. (CHAPMAN [22]).

Tekintsiikk még a két egyenes szakaszbol all6 alternativat (Vincze [103]):

XO—A
Xy
1 —xy+4

3.7 Gi(x) =

O0=x=x,

4

=

l_xO

Xx=x=1,

1—x,’

tovabba a (4, 1) intervallumban egyenletes eloszlast:
x—A4

(3.8)

Gy(x) = 1=

A=x=1.

Ezekre igazak a kévetkezd eloszlastételek:

3.1.1. KOROLLARIUM.

n
G9) P(sup (—E@)<elG@) = 3 (4] =270 -x+dr-x
=x= azn(xy—e
. j-1 . a—j
[n(xo—A—2)] Lis Ly
& o ay | n _n %
X Xe—4 <6 (1] xo— 4 xo— 4
. -1 . —a—i
£+8 {nl—g)l—a a+l+8 ‘ a+l+8 l
1" > [n—oc — ll__n_
X l—x,+4 &% i l—x,+4 l—xq+4 J
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’

Bizonyitds. A 3.1. Lemmat alkalmazva
P( sup (x—F,(x)) < &|lG,(x)) = P(F,(x) > x—¢, 0 = x = 1|G,(x)) =
0=x=1

P(F,(x)>x—¢ 0=x=xo—4, xg = x = 1; F(x) > x,—¢, Xo—4 = x = x).

Ez utébbi valdszinliség az 1.5. Tételnél alkalmazott gondolatmenettel adédik.
Legyen ui. v a (0, xo—4) intervallumba es6 pontok szima. A {v=oa} ese-

mény valészintisége Z] (xo—A4)*(1 —xo+4)"~* és nyilvan % = x;—¢& kell legyen.

A {v=a} feltétel mellett az {F,(x)>x—¢ 0=x=x,—4} éaz {F,(x)>x—s,
xe=x=1} események fiiggetlenek, valészinliségeik meghatarozasara az 1. § modsze-
rét alkalmazva, adédik az allitas.

3.1.2. KOROLLARIUM.
(3.10) P( sup (x—F,(x)) < &|G,(x)) =
[} 1

=x=

. 4 - ( 5 4 jY™! ) 4 iy
=1—(e—4) j;o j e— +7 —e+ - , &> 4.
Bizonyitds. A 3.1. Lemma szerint
P(osupl(x-—F,,(x)) < g|Gy(x)) =

= (PF,(x) > x—¢, 0 = x = 1|G,(x)) = P(F,(x) > x—¢+4, 0 = x = 1-4),
ez utobbi valoszinliség pedig azonnal adddik az 1.2, tételbdl.

3.1.3. KOROLLARIUM.

@3.11) P(oiggl(x—Fn(x))<sIG3(x))= 2 (Z)(xo—A)“(l—xoM)"‘“x

a=n(xqg—¢)
g =l (o) ([ j i-1 j n—j
25 )
[ Xo ,é:) jJUn 0 n 0
. i-1 . n-a-i
o+ a1
',','+8_x0[n(1—e)1—a "o T-{-s—xo 1— .
X |1— > .
1—x, i=0 [ ! ) 1—x, 1—x,

Bizonyitds. A 3.1. Lemma értelmében
P(sup (x—F,(x)) < &|Gs(x)) = P(F,(x) > x—¢, 0 = x = 1|Gy(x)) =
0=x=1

= P(F,(x)> Gs'(x)~¢, 0 =x=1),
ahol
Xo
Xxo— 4
1 —’xo x+ A
I—x,+4 1—xo+4’
ez a valoszin(iség pedig az 1.5. Tételbdl azonnal adédik.

x, O0sx=x,—-4
Gyl(x) =

xg—4d=x=1,
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3.1.4. KOROLLARIUM.

(3.12) P( sup (x—F,(x)) < &lG,(x)) =
0=x=1
J
= . , &> A.
I—A =0 J

Bizonyitds. A 3.1. Lemma szerint
P( sup (x—F,(x)) <e|G,(x)) = P(Fy(x) > (1—A)x+4~¢, 0=x=1),
0=x=1
ez pedig az 1.2. Tételbd! azonnal adédik.
313, 4 sup [L,,(x)) statisztika
0=x=a 1—x

A G(x) figgvény definicidjanal (3.2) legyen most g;_,=a.

3.2. TETEL.
(3.13) P[ sup [Lm] < E!H] = n'Z’ Z(I—G)ak(:k
o=x=al 1—X LT
i ———————a"’) D p((1+8)(@—a;_), &#14‘3—(”8)““1;“"]’
=1

ahol p,( ) definicidjat ldsd (1.12), és az Osszegzés azon o, &y, ..., 0 nem-negativ
egész szamokra terjed ki, melyekre

aytogt+...t+a,=n,

utogt...Fo = n[l+e (c;ai+b,—be)—€| i=1,2,...,,k—1.

i+1
Bizonyitds. A 3.1. Lemma szerint
P[ sup [x—l-—F.x(x)]< slHl] = P(F,(x) > (1+&)x—¢, 0 = x = alH,) =
0=x:=gqg -
= P(F,(x) > (1+8)G1(x)—¢, 0 = x = ¢,_,a+b;_,).

Ez a valésziniiség pedig az 1.3. Tételbdl adédik.
Itt is vizsgaljunk specialis alternativakat. A minimum alternativa most

x, Oéxéxo‘—d(l ‘_'xo)
(3.]4) G5(x) = xO"‘A(l —xo)) xo—A(l —x°) <X = xo
X, Xo<x=l1,
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a maximum alternativa pedig

(A

(3.15) Ge(x) = (1 +4)x—4, x=1

4

1+4

Legyen tovabba

[1+A—A]x, 0=x=x,
X

0
(1+4)x—4, Xp=x=1

G, (x) =

és
Go() = {T_A(l_“)’ A(1-a)=x=1

1 <ux,

ahol A_S_—a-.
1—a

Igazak a kovetkezé eloszlastételek:

3.2.1. KOROLLARIUM.

(3.16) P[ sup [iIf—f‘)] - a|G5(x)] _

0=x=a

&
U (re—d0—xg) *

[ Lo | T |7

j)l(l-l—e)(xo—A(l _xo))J ll_(l +8)(xo_A(1 _xo))’

= e (:]("0“‘(1*xo))"(l—xo)"-“(1+A)"'“[1

azn(xo—e(l—xp))

[n((1+&)(x— 4)(1—xq))~&)] [ o
X

i=0

i-1

a+i

o
—+e& +¢

(I+e)(1+4)(1 —xp)

n—-a—i

X1

(1 +e)a—e)]—a (n —CX]
X

T+ (1+ (0 —xp) “ i

a+i

+&

X~ aarai=-x)

Bizonyitds. A 3.1. lemmabdl
x—F,(x
Pl [752) < doun) -
F,(x)> (14+e)x—e 0= x=x—A4(1 —x;), Xo = x = qa;
T ONF, () = (A +exs—s, xp—A(1 —xp) = x = X,. )

Ezt a valdsziniiséget a 3.1.1. Korollariumhoz hasonléan az 1.5. Tétel gondolatmene-
tével kaphatjuk meg.
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3.2.2. KOROLLARIUM.

(3.17) P[ sup [x——F,,(x)] < aIGs(x)) =
O=x=a l_x
j j-1 j n—j
[na1+8)~2) ; 7(1+A)+3“A 1 -;(1+A)+8—A .y )
- (1) 1+e B 1+e I+e’ 74
Bizonyitds. A 3.1. Lemma szerint
P[ sup [x-——F,,(x)] < sIGs(x)] =
0=x=gq 1—x
— 1+¢ &e—4 -
—P[F,,(x)>x1+A—-1—+A—-, 0§x=a(1+A)—A).
Ez a valdszinliség az 1.2. Tételbdl adddik.
3.2.3. KOROLLARIUM.
(3.18) P[ sup ["_—F(")] < a]G,(x)] -
0sx=g I—x
n
= [ ] (A +A)xy— AP (L —x)**(1+ 4" -= X
azn((1+e)xy—) \ &
. j-1 . a=j
J J
e [n{(1 +£)x,—&)] o 7+8 7+8
N [ — [ ] 2| 2= |x
(1+e)x, i=0 J (1+e)x, (1+¢)x,
i_}_e—A at+i e—A4) a+i +8—A noesi
sli—_n 1+4 ["((1+‘)“‘”)1‘“(n—cx) n i+4 _n_ 144
(I+e)(1~x) & i J(1+e)(1—x) (1+&)(1 —xp) ’

Bizonyitds. A 3.1. Lemma szerint

P[ sup [x—TF,,x(x)) < 8{G,(x)] =

= (14-8)x, .
, F,,(x)>(—l—mx &g, O§X§(1+A)x0 A,
Fu)= 85 874 (i Ayxg—a = x = (1+4)a—4

T R T
Ez a valésziniiség az 1.5. Tételnél alkalmazott gondolatmenettel adédik.
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3.2.4. KOROLLARIUM. Ha A= li akkor
(3.19) P[ sup [)i"(x)]<e|68(x)] =
O0=x=a 1—x
. ji-1
J
| [ e ][n«1+e)a—e)1 N "
I T 9 j;t') (J) e
. n—j
‘ J
n A(l—a)
X |1 =7 +40-a) T T—A(i—a)

Bizonyitds. A 3.1. Lemma szerint

P[ sup [’%‘éﬂ] < e|G8(x)] =

0=x=ag
= P(F,(x) > (1+&)(x+4(1 —a))—¢, 0 = x = a(1+4)—A4).

Ez a valdsziniiség az 1.2. Tételbdl kdzvetleniil adodik.

3.14. A sup (x——i?,,(x)) statisztika

a=x=1
Legyen most a;=a.
3.3. TEtEL.
— as
(3.20) P[ sup [J%”(X)] < ng] = n! 2’ 2 et
a=x=1 Far e e
x [ A=, [(a a-)(1—¢), ﬁ%—(l—s)ai-l;ai],

ahol p,() definicidjdt ldsd (1.12), és az isszegzés azon oy, %, ..., %, Hem-negativ
egész szdmokra terjed ki, melyekre

oy +0gt... o, =n,

ooyt ...+ = n (ca +b,—b;y), i=1,2,..k.

i+1

Bizonyitds. A 3.1. Lemma értelmében

P[ sup [x——TF,,(x)] < £|H1) = P(F,(x)>(1—¢)x, a=x=1|H) =

a=x=1
= P(F,(x) > (1-8)G7(x), ca+b, =x =1).
Ez a valdszintliség az 1.3. Tételbdl adodik.
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Tekintsiink most is specialis alternativakat, de egyszer{iség kedvéért csak a szélsd
alternativakkal foglalkozzunk.
A minimum alternativa:

X, a=x=x,(1—-4)
Gy(x) =1x,(1—=4), x(1-4)=x=x,
X, Xo<x=1,
a maximum alternativa:
x(1-4) 0=x=1
GIO (x) { 1 <X.
Ezekre igazak a kovetkezd eloszlastételek:
3.3.1. KOROLLARIUM.
(3.21) P[ sup [{#,,(x)] < aIG,,(x)] =
a=x=1
n!

= 3. —A)—afa(l — xo(1 —A)r—a—o
112>(1—‘e)2a 0611052!(}1—-0(1—“2)! a’x(xo(l A) a) 2(1 xo( A)) 17X
ay +ap>(1—e)x,

oy +Jj ] [ o +j —a rz—i

o
| % (1 _ n(l—¢) ¢ - Hrd-e n(l—g) n(l—e) %
| l xo(1—4)—a <o ( ] x(l—4)—a T x(1—4)— aJ
| . i-1
| atd g autopti o
‘ 1 B n(l — 8) xO(l A) [n(1—g)}—a;—ay n—oy—0os n(l —'8) xO(l A) %
‘ [—x(1—4) “ ( i J [—x,(1—4)
‘ [ oc1+oz2+z By —dy—i
| 1—
‘ % “n(l—e)

‘ 1 —x,(1—4) )

Bizonyitds. A 3.1. Lemmabdl

P[ sup [X;F"—(i)] < e|G9(x)] =
as=x=1 X
F,(x)>({l—8x, a=x=x,(1-4), x,=x = 1;]
F,(x) > (1—8)x,, x,(1 —4) = x = x,.
Ezt a valSszinliséget pedig az 1.3. Tételb6l kaphatjuk meg.
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3.3.2. KOROLLARIUM

(3.22) P [ sup [%(_")] < sle(x)] =

a=x=1

= > (Z] (a(1 —A))*(1— a(1 - A))=*x

a=>a(l—¢e)
atj "‘1(1_ oatj ]""“"'
n(l—e) n(l—e)

1

a
% (1 _n(1 —8)_a Q- i-« [n—rx)

1—a =S 1—a

Bizonyitds. A 3.1. Lemma szerint

P[ sup [x—TF,,(x)} = sle(x)] =

=x=1
- 1—¢
=P F,,(x)>mx, a(l—-A=x=1-4].

Ez a valészinfiség az 1.4.3. Korollariumbdl adédik.

3.2. Erdfiiggvények aszimptotikus vizsgalata

3.2.1. Bevezetés

Ismeretes (lasd pl. Massey [69]), hogy az egyoldali Kolmogorov—Szmirnov-
proba konzisztens minden régzitett alternativadra, melyre 4=0. Hasonldképpen
x“fﬂ(xﬂ]

belathaté, hogy az altalunk vizsgalt tovabbi statisztikan (sup [ —=
0 =

=x=a

sup [Zc—*—ii(i)] , stb.) alapuld prébak is konzisztensek minden régzitett alternati-

a=x=1
- ~F
vara, melyre A4=0. Belathaté viszont, hogy a sup [x 1 nx(x)
0=x=1 -

pulé préba nem konzisztens. Ennek oka az, hogy a statisztika az el6z6ekkel ellentét-
ben még nullhipotézis esetén sem tart sztochasztikusan 0-hoz, hiszen (lasd 1.1. Tétel
vagy 1.4.2, Korollarium)

(3.23) P[ sup [ﬂ-@] - s] -

0=x=1 I—x I+¢’

] statisztikan ala-

n-tdl fiiggetleniil. fgy rogzitve az l-ll-s =7y els6faju hibat és a Gg(x)=(1+4)x—4
%Zéxél alternativat (amely pedig maximum alternativa), a 3.1. Lemma alapjan
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lathato, hogy

(3.29) P[ sup [x——F,,(x)] > s|GG(x)] =
0=x=1 1—x
= 1+ e—4 e—4
azaz az er6fliggvény nem tart 1-hez, midén n—<-. Itt fennall tehit az a paradox
helyzet, hogy ha a sup [x—TE,x(x)] statisztikan alapuld prébat akarunk konstrualni,

az alternativak egy igen nagy osztalyara jobb prébat kapunk, ha ezt nem az egész
(0, 1) intervallumon, hanem csak egy részén, a (0, a) intervallumon vizsgaljuk,
azaz informaciot vesztiink.

x—F n (x)

A (5

lesz konzisztens, melyekre G(x)=x, a [0, a] intervallumban és csak az (a, 1] inter-
vallumban G(x)zx. Konnyen tudunk azonban minden rogzitett G(x)=x, G(x)Z x
alternativara konzisztens prdébat konstrualni, ha a=a,-et vesziink ugy, hogy
lim a,=1. A 2.9. Tételbdl kovetkezik ui., hogy ha még Jim n(l —a,)= <, akkor

n—oco

minden rogzitett e=>0-ra H, esetén

) statisztikan alapuld préba azon G(x) alternativikra nem

(3.25) lim P[Ossusp [X_“r}jT(")} <£] —0,

‘ x—F,(x) - S . .

igy a sup |————| statisztika nullhipotézis esetén sztochasztikusan O0-hoz,
O=x=a, I-x

(x—G(x)

T—x ):A >0-hoz tart, amib6l mar (lasd FRrASER [53])

alternativa esetén sup
0=x=1

a konzisztencia kovetkezik.

e, (=)

tett G(X)=x,G(x)Zx alternativara konzisztens, ahol O<a,<l,

Hasonldképpen a  sup statisztikan alapulé préba minden roégzi-

lim @, =0, de lim na, = .

n--oo n-»oo

E r6vid kitérd utan azonban térjiink vissza régzitett g-ra és vizsgaljuk a targyalt
statisztikik hatareloszlasat alternativa esetén, ill. az efficiencia kiilénb6z6 értelmezé-
seit a mi esetiinkben.

3.2.2. Hatdreloszlds tételek alternativa esetén

RAGHAVACHARI [76] megadta a Kolmogorov—Szmirnov-tipusti statisztikdk
hatéareloszlasit rogzitett alternativara, Wiener-folyamat bizonyos funkcionaljainak
eloszlasaval. Mi explicite megadjuk a hatareloszlasokat az 4ltalunk vizsgalt sta-
tisztik4kra és alternativakra.
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3.4. TETEL.
(3.26) lim P [02221 (x—Fy(x)—4 < V%‘G‘(x)] _
t .
=¢ , i=13.
[V(xo_A)(l ”“xo+A)]
(3.27) k’ri P [Oilirs)l (x—F,(x))—4 <— 7 Gz(x)]
3 t _ (1-24)
B ¢[VA(1_A)) < Q[VA(I—A)]
{3.28) lim P[ sup (x—F,x)—4 <— G4(x)]
oy S A
BRI 7

Bizonyitds. A G,(x) és Gy(x) alternativanal a sup (x—G(x))=4 csakaz x=x,
pontban éretik el, ezért azonos a hatareloszlas.
A 3.1.1. és 3.1.3. Korollariumbdl lathaté ui., hogy mindkét esetben a dominéld

taga > ( ) (xo—A)*(1 —x,+ A4)"~* binomialis valdsziniiség, amely — mint ismere-

tes — a normalis eloszlasfiiggvényhez tart. A zardjelben levd tobbi Gsszeg — a 2. §
mdodszerét alkalmazva (lasd 2.4, pont) 0-hoz tart.

G,(x) esetén a hatareloszlas a 2.3.1. Korollariumbdl, a,=0, a,=1—4 helyette-
sitéssel adodik.

G,(x) esetén a sup (x—G,(x)) az x=4 pontban éretik el, és itt G,(4)=0.
Igy itt a standard, Vn-rendl hataratmenet l-et ad minden rogzitett t-re (1asd
(3.26) x,=4-val). Ezért ez az esct a 2.6. Tétel (ii) részébdl adodik ¢=1—4 helyette-
sitéssel.

3.5. TETEL.
. x— F,(x) t _ —Xp
(3.29) lim P [2“2[ T—x ]“' ~Vn Gs(")] = Q[’V(HA)(xo—A(l—xo))J'
(3.30) lim P[ogga ["_TfT(x)] A< V% Ge(x)] -

=¢[t (1+4)(a— A(l—a))J [ (1+4)(a— A(l—a))]
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(3.31) lim p[ sup

n--co 0=x=a

x— F,(x) t
(=577

- Il i
o V2 A+ 4)(xo—4(1 —xp))
~V ara-da—so

y (1—a)(xo—A(1—x,)) _(p[_[yHV 1—x, ]

a—xo+4(1—x) 1+ 4)(x,— 41 —x,))

G, (x)] =

X

(1 —a)(xo—4(1 —x)) ]] P
a—xy+A4(1 —x,)

n—co

(3.32) lim P[ogga (’—E_;f—';c(x)]——d VL_

G“(x)] [V( (1+A) I EZIIL

Bizonyitds. A 3.2.1. Korollariumnal a dominalé tag a > [Z] (3o — A(1 —xg))* X

X (1 —xo)"~*(1 + 4)"~* binomialis valdsziniiség. A zardjelben levS Gsszegek ui. 0-hoz
tartanak (lasd 2.4. pont). A binomialis Osszegekre vonatkozo standard mdédszereket
alkalmazva kapjuk (3.29)-et.

Gq(x) esetén a 3.2.2. Korollarium szerint a

O0=x= a(1+A)—A]

_ t t
P[F"(x)>[1+(1+A)VE]x A+d)¥n’

val6sziniiség hatarértékét kell meghataroznunk, ami kézvetlenil adodik a 2.1. Té-
telbdl.
G,(x) esetén a 3.2.3. Korolldriumn4l csupan a j-re vonatkozé Osszegzés hanya-

golhatd el. A
P| sup il 1 04 Fy(x) <L
0=x=a 1—x V;

valosziniiség igy aszimptotikusan egyenld a

G, (x)]

— t t
P(F,,(x) > [1+(1+A) V;] x—(1+A) 7 , (I+MDxpg—A4=x= (1+A)a—A]

valosziniiséggel, amelynek hatarértéke kozvetleniil adodik a 2.3, Tételbdl.
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Gg(x) esetén induljunk ki a 3.2.4. Korollarium képletébdl, és legyen =4 +—}-/t—_,
n

%:(1 +e)a—e +-Z—, és alkalmazzuk a 2. § standard mddszerét. E szerint

Vn

. Jj-1 . n—j
: N I ]
[H—s _a)][j] e 44-9) |l-qp+4d-a) =
. J . \n—j
1+ n %-H: %+e
=— [] L ——4(1-a) - ~
%+s J
l1+e¢ —4(-9
A 1 _(’l]z?—j)z
N ——— @ npq s
Les
ahol p= 14z —A(1—a) és g=1-p.

Némi szamolassal adddik:
p~a—A+d4a, np—j~ Vn|t(l —a)-—iz
> 1+A ’
igy

A 2
(np—Jj)? [H—AZ"“*“)]
npqg  (a—A+da)(l+4)(1—a)"

A keresett valosziniiség aszimptotikus értékére adodik tehat

1 (l—f—A z- t(l—a))

1— e 20e—A4+4a)1+4)1-a) y —
_£ 1+4 yY2n(a— A4+ 4a)(1+4)(1 —a)

1—
=1-° [ V(a A+Aa)(1+A) (D[t (a—A+Aa)(1+A)J'
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3.6. TETEL.
. x—F,,(x)] _L ] _ [ Xo }
(3.33) lim P [2“2[ x ) =y =Y aeha—ma=a) )
. X — Fn(x) 4 —
(3.34) ,E.T, P [ailigl [T] -4 < ﬁ Glo(x)] =

—
A—-HA—a(1—4)

1 F -2 ad ad+i—a
YV S [(p[yVl—-a_l_tVA(l——A)(l—a)]—

—z(yya(1—4)+

—e

at t
o) = ..yV a4 +,V ad+1—a ]dy,
1—a A0 =21 —a)

csak az

Bizonyitds. (3.33) 1ényegében abbol koévetkezik, hogy az jad _is(x)

x=x, pontban veszi fel a maximumat, igy G,(x), G;(x), G;(x)-hez hasonldan,
F,(x) viselkedése a t6bbi pontban elhanyagolhatd.

(334) rész a P|F,(=x[1——"—_), a(l—dy=x=1—-4| valészintiség
(1—4) ¥

hatarértéke, ami a 2.3. Tételbdl kézvetlentil adédik.

3.2.3. A Chernoff-féle efficiencia

Rogzitett elsSfajii valdsziniiség és rogzitett alternativa esetén a mdasodfaji
hibavalésziniiség altalaban kb. ¢", azaz exponencidlisan tart 0-hoz. ¢ természe-
tesen fiigg az alkalmazott prébatdl és az alternativatol. Egy rogzitett alternativara
a legkisebb ¢ a Neyman—Pearson (likelihood-hdnyados) -préba esetén adodik,

log 0,
g

hiszen az a legjobb proba. CHERNOFF [26] javasolta a o mennyiséget efficiencia-

2
nak. SzaNov [90] tételébsl kovetkezik azonban, hogy a Kolmogorov—Szmirnov-

probandl is elérhetd a legjobb g, ilyen értelemben tehat a Kolmogorov—Szmirnov-
proba relativ efficiencidja a Neyman—Pearson-prébara vonatkozoélag 1. Erdemes
idézni SzANov emlitett tételét:

Legyen F,(x) az F(x) eloszlisbol vett minta empirikus eloszldsfiiggvénye és

dG (x)

G(x) egy mdsik -eloszldsfiiggvény, melyre f log —— aF()

dG(x) (I-divergencia)

létezik és véges. Ekkor

T dG(x)
n(— Jlog dG(x)+7,+8,, )
(335) P(sup IFn(x)-G(X)I< 8) —e ( _.!; dF (x) ? )
(x)

ahol 11m y. =0, lim lim &, , = 0.

e—+0 n+roo
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Egy madsik cikkében CHERNOFF [25] a kovetkez8 modositast vezette be: Tartson
a 7 elsSfaji hiba is alkalmas moédon 0-hoz, mégpedig azonos rendben mint a ma-
sodfaji hiba. Altalaban elérhetd, hogy ez a nagysdgrend exponencialis legyen, azaz

(3.36) lim V5 = lim VB = o,

valamilyen g-val. (Ez a ¢ természetesen nem azonos az el6zé g-val). CHERNOFF

az e=ig§—zl mennyiséget nevezi relativ efficiencidinak. A Neyman—Pearson-
2

probara (lasd CHERNOFF [25])

(3.37) e = inf [(A@Y(HE)Ndv(x)

ahol v() mind a nullhipotézist, mind az alternativit dominalé mérték, f;(x)
és fi(x) az erre vonatkozé siirliségfiiggvény nullhipotézis, ill. alternativa esetén.
A ¢ meghatdrozasdhoz sziikségiink lesz ABRAHAMSON [1] kdvetkezs§ tételére:

Legyen K, ,= sup ((x—F,(x))¥(x)), ahol Y (x)=0 folytonos sulyfiiggvény,
v 0<x~<1

melyre
lir}l_ (1=xW(x) =0, }ir(1)1+ xf(x) =0.

Ekkor
1 €
3.38 lim —log P(K, , = &) =suplo [x,——],
( ) naeo T g ( W, ) (x)p g e l/I(x)
ahol
(x 8) _ l—x 1-x+e x x—e N l
X8 =T x+e x—¢ ’ ’

Hatirozzuk meg tehit p-t az altalunk vizsgalt esetekben. Nem mindig van
azonban értelme a Chernoff-efficiencidnak. A sup (x—F,(x)) statisztika és Gy(x)

0=x=1
alternativa esetén ui. a 3.1.2. Korollariumbdl lathatd, hogy rogzitett ¢ esetén
(3.39) B = P( sup (x—F,(x)) < &|G,(x)) =0,
0=x=1

ha e<d, mig lim =1, ha &>A. Ugyanez a helyzet a G,(x) alternativinil,
valamint a Gg(x), Gg(x), G1o(x) alternativanal is. A t5bbi esetet vegylik most egybe:
3.7. TETEL.

(i) A sup (x—F,(x)) statisztika, G,(x) és Gy(x) alternativik esetén
O0=x=1

B xo__A xp—e 1——x0+A 1—Xxg4+e
(3.40) e= [xo—e] [ 1—x0+a] ’

ahol ¢ a
l—x l—x+e x X—& x —A Xg—2 l_x +A 1—-x9+s
sup ||———— = |- 0
g<x<l1 1—x+8 X—& xo—s l_xo+8
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egyenlet megolddsa.
(x — F,(x)
—x

] ] statisztika esetén a G;(x) alternativindl

(ii) 4 sup

0=x=gq

xo~A(1—x0)]"°“ [ (1-xp)(1 +A)]1"‘°“

Xo—¢& 1—-x,+¢

(3.41) 0= [

ahol ¢ az

[ 1 ](1+a)(1—a)[ a ]a(1+z)«—a _ [XO_A(I_xO)]xO—s [(I—XO)(I-}'A)]I_ID-“:

1+¢ a(l+e¢e)—e Xg—E& 1—x,+¢

egyenlet megolddsa.

x—F,(x . s L
(iii) 4 sup (—"()] statisztika esetén a Gy(x) alternativéndl
asx=1 X

e = )1 —xp+ Ax, ) T
(3.42) Q - [ xO_8 1“x0+8 ’

ahol ¢ az

1) 1—a )77 (%= 7 (1 —xp+Ax, | 75"
1—¢ I —a+ae T xp—e 1—x,+¢

egyenlet megolddsa.

Bizonyitds. Az (i) esetben Abrahamson idézett tétele szerint rogzitett e-ra

llm 'i/" _w l—x 1~x+e x X=—¢
o tr = (x)p 1—x+e¢ x—¢ )
A 3.1.1. és 3.1.3. Korollariumbol
B=P(sup (x—F()G) =

> )(Z](xo—d)“(l — X+ A)ye, i=1,3

az=n(xy—e

&s itt a jobboldal a pontos nagysigrendet is megadja. (lisd 3.2.2. pont). fgy (l4sd

CHERNOFF [25])
o [xg— AV [1—xg - 4) T
-!Lrgﬁ_ [xo—a] [l—xo-H:] ’

e-t megvalasztva ugy, hogy lim Vy=1lim VB legyen, kapjuk a tétel Aallitasat.

Az (ii) esetben ABRAHAMSON tétele szerint

n A+e)(1-x) x(1+2)—2
lim Yy = sup [[ ! ] [;] ]=

B+co 0=x=a 1+e¢ IX(1+8)—8

1 (A+e)1-a) a a(l+e)—e
Tl 14e a(l+e)—e
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&s (CHERNOFF [25])
lim 'i/ﬁ = [xO_A (1 _xO)]xo—e [ (1 "XO)(I +A) ]1_"0‘H

Xo—E 1—x,+¢

amibd] kovetkezik az allitas.
Az (iii) esetben ABRAHAMSON szerint

n _ 1-x+ex x(1-2)
lim ¥y = sup [[_l—x] [ I ] =

oo asx=1 4\l | —x+ex 1—e¢

1 a(l-g) l1—a l—a+ea
=[1—s] [1——a+aa] ?
mig (CHERNOFF [25])

n _ Xo—¢ _ 1—xp+e
1im1/73‘=["°(1 A)] [1 x0+Ax0] ’

nsoo Xo—¢& 1—xy+¢

amibdl kodvetkezik az Allitas.

3.2.4. A Bahadur-féle efficiencia

A Bahadur-féle efficiencia [6] el6nye a kénnyebb kezelhetdsége.
Legyen T, (n=1,2,...) statisztikdk egy végtelen sorozata, melyre
(i) nullhipotézis esetén

1(3.43) lim P(T, < t) = H(t),
folytonos eloszlasfliggvény,
2
(3.44) (i) log(1—H(t)) = —izt—(l +0(1)), t— oo,
(iii) A P, ellenhipotézis esetén
(3.45) P[lim Tl = b(B)] =1
n—c VR
Ekkor a c(0)=A(b(0))* jeloléssel a Bahadur-efficiencia az
c,(8)
3.46 e(0) =2
(3.46) O =25

mennyiség, ahol ¢;(0) és c¢,(6) a két Osszehasonlitandé statisztika-sorozathoz

tartozo c(0)-€rték.

Hatéarozzuk meg a tovabbiakban c(¢) értékét az Altalunk vizsgalt esetekben.
Megjegyezziik, hogy ABRAHAMSON [1] nem a fenti efficienciat vizsgdlja, hanem
egy mddositott formdjat, az Gn. egzakt Bahadur-efficienciat. Ez a médosit4s azonban
nehezebben kezelhetd, mint az eredeti definicié. A Chernoff- és Bahadur-efficiencia

részletes targyalasat 1asd BAHADUR [7].
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3.8. TETEL.

() 4 sup (x—F,(x)) statisztika esetén minden sup(x—G(x)) = A alterna-
0=x=1 =)

tivira c=442.

. —F, L -G
(i) A sup [x_,,(x_)] statisztika esetén minden sup [i——(ﬁ] = A alter-
o=x=al\ 1—Xx 0sx=a 1-x
nativdéra c= ;a 42,
—F, Lo -G
(ii)) 4 sup (x_ﬁ] statisztika esetén minden sup (x__ﬁ] = A alter-
asx=1 X asx=s1 x
nativira c=-—2— 4¢.
l—a

Bizonyitds. Legyen (i)mél T,=Vn sup (x—F,(x)). Ekkor nullhipotézis
0=x=1
esetén (2.3.1. Korollarium)

lim P(T, <t) =1—e2", =0,

igy A=4. A Glivenko—Cantelli-tétel szerint alternativa esetén

7,
n

— A 1 valdsziniiséggel,
tehat c=442.
(i)-nél legyen T,=Vn sup

0=x=a

lim P(T, <t) = ¢[zV1_“l—¢ [—tVl_“],
n—oo a a

és tekintve, hogy 1—&(x)=

(X—If"x(x)). Nullhipotézis esetén (2.3.2. Korolla-

rium)

Vil?zx e *(1+o(l)), x—-e (l&sd pl. Rénv [78)),

. l—a C ; ; " .
ezért A=T. Ellenhipotézis esetén a Glivenko—Cantelli-tétel szerint

Tl — 4 1 valésziniiséggel,
n
igy ¢= 1—a 42
i, x— F,(x) e .
(iii)-nal legyen T,=Vn sup =% ) Nullhipotézis esetén (2.3.3. Koroll4-
asx=1 -

rium)

. a a
1!{13°P(Tn<t)——d5[t l_a]—¢[-—t l—a]’

7 MTA III. Osztdly Kdézleményei 23 (1974)




294 CSAKI ENDRE

igy A=1—i;. Ellenhipotézis esetén ugyancsak

7,

Yn

— A4 1 valbszintiséggel,

tehdt ¢ = A2,

l-—-a

Ismerve a ¢ értékét a fenti esetekre, meghatarozhatjuk az egyes prébak Baha-
dur-efficienciajat egy masik probahoz viszonyitva.
G,(x) és Gs(x) alternativak esetén pl. tekintsiik az x, pontban alkalmazott
binomialis prébat, azaz az F,(x,) statisztikdn alapulé prébat. Konnyidi 1atni, hogy
2

az erre vonatkozd c-érték c= , igy a Kolmogorov—Szmirnov-proba

xo(1—2x0)
efficiencidja G,(x) és Gy(x) esetén e=4x,(1—x,). Ha tehat x,=1/2, akkor e=1.

Gy(x) és G,(x) alternativak esetén a legjobb préba Xi-on alapul, és ez nem
elégiti ki a Bahadur-efficiencia definicidjanal eldirt feltételeket. Ui. nXf-nak van
hatareloszlasa, de alternativa esetén X{ —A4, igy azt is mondhatnank, hogy.a Baha-
dur-efficiencia 0. A legjobb préba ezekben az esetekben lényegesen jobb, mint a Kol-
mogorov— Szmirnov-proba. Hasonld a helyzet Gg(x), Gg(x) és Gio(x) alternativa
esetén.

G5(x) és G,(x) lényegében azonos a G;(x) és G,(x) alternativaval, csak 4
helyébe A(1—xg)-at kell tenni. fgy az F,(x))-on alapulé binomialis prébara

c=1—_—)&A2, tehat erre e=£1———9—)f9. Ha xy,=a, akkor e=1.
Xo a(1—xo)
Az el6z6khoz hasonléan Gy(x)-re a binomidlis prébanadl ¢ = lxox 4%, igy
— A0
_a{l—xp)
T(-a)x, "

3.2.5. A Pitman-féle efficiencia

Az el8z8kben az alternativikat rogzitettitk, abban az értelemben, hogy hatar-
4tmenetnél nem fiiggtek a mintaelemszdmtol. Egy préba érzékenységét azonban
tulajdonképpen az méri, hogy a nullhipotézishez kozeli alternativdkat is minél
jobban meg tud kiilonboztetni. Ha rogzitjitkk a y els6faji hibavaldszintiséget, az
alternativdt a nullhipotézishez tartatjuk, (4,—0, ha n--), az erSfiiggvénynek
Altaldban valamilyen y és 1 kozé es§ hatarértéke lesz. Erre az esetre vonatkozik
az efficiencia legrégibb, PITMANtG] szarmazo6 definicidja (lasd pl. FrAsSer [53]).

Tekintsiink két prébat (statisztika-sorozatot) és az alternativa fliggjon egy 4,
paramétertdl, melyre A4,=>0, }u’g A,=0 (nullhipotézis). Jelolje fS,(4) az egyik,

Br(4) a masik prébahoz tartozé masodfaja hibavaldsziniiséget, n, illetve m minta-
elemszam, A alternativa esetén. Tegyiik fel, hogy az n; és m; részsorozatok olya-
nok, hogy

(3.47) lim f,,(4) = lim B, (4),
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ahol ez a hatarérték 0 és 1 —y kozé esik, de azoktdl kiilonb6z6. Ha lim % Jétezik

i-com
és azonos minden, a fenti feltételnek eleget tevd részsorozatra, akkor ezt nevezziik
a két proba relativ efficiencidjanak.

Valdjaban a Pitman-féle efficiencia akkor kezelhet8 j6l, ha a szdban forgd
hatéreloszldsok normaélisak. Az erre vonatkozo tételek megtaldlhatok FrASErR [53]
konyvében. Esetiinkben azonban nem ez a helyzet.

Meg kell hatdroznunk tehat a masodfaji hibavaldsziniiség hatarértékét régzitett
els6faji hibavaldsziniiség és 4,—0 esetén. De csak akkor kapunk 0-t6l és 1—y-tdl

kilénb6z6 hatarértékeket, ha 4,=——. Ennél tavolabbi alternativa esetén ui.
n

az erOfiiggvény 1-hez tart, k6zelebbi alternativa esetén pedig y-hoz tart.
Megadjuk a hatareloszlasokat az altalunk vizsgélt statisztikdk és alternativak
w

el

esetén, ahol legyen mindeniitt A=4,=

3.9. TéTEL.
(3.48) lim P[ sup (x—F,(x)) < —

O0=x=1

Gl(x)]

n—-co

N T T A
- [on(l —xo)] e {on(l —xo)]

. 1(1—2x0) +w 1(1=2x)—w
e +o :
‘ [ [ on(l—xo) ] [ Vel — ) ]]

(3.49) lim P[ sup (x—F,(x)) < -—= Gz(x)] =1—e 2% y<r,

O=x=1 V

n—sco

n—-co

(3.50) lim P[ sup (x—F,(x)) < —=

0=x=1 y

—ol =Y '_xo(zltfx.,) Y AL |

¢[Vx0(l—xo)]+e [1 ? on(l—xo)]]

e —o2 2 [t(2xo—l) w] Bt = il Q[t(l——2x0) W]
Vxo(l —x;) Vxo(1 —xo)

3.5 lim P[ sup (x—F,(x)) < -Vt—_ G4(x)] =1—e ™, w<t
n

0=sx=1

Gs(x>]

n-soco

Bizonyitds. A 2. § modszereinek alkalmazasaval kaphatjuk a fenti hatareloszla-
sokat, a megfelelS véges eloszlasokbdl. A részleteket egyszeriiség kedvéért elhagyjuk.

A fenti formuldk megadjak a méasodfaju hibavaldsziniiségek hatarértékét. Ui. az
elfogadasi tartomany

{0 il:[s) . (x—F,(x)) <¢},
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s . . log 1 ,
és rogzitett y els6fajii hiba azt jelenti, hogy sNV—I: ng [r . (A (2.3.1) Korolla-
n
riumbdl ui.
‘/log I/y .
A _ log1/y
lim P | sup (x—F,,(x))>—V,2_— = 2“ P ) =7y.
n-—oo 0=x=1 n

A masodfaju hibavalésziniiségek hatarértékét tehat
;= V log t/y
- 2
helyettesitéssel kaphatjuk.
3.10. TeTEL.

(3.52) lim P[ sup [i(")] -t

p=x=al|l 1—X V;
L f e—!;’(l_e_m [’Vl_::—o“%)) %

2 rp—
‘"‘”Vx—o

(o) 2L oimr i) o[-} 2L 0vm TR

a— a—x,

Gs (x)] =

n—oo

x_Fn(x)

)i

1;(1 '—é[—(z—w)l/—l—_—_a—ﬂ, W<t

n—»oo 0=x=a

-

(3.53) lim P[ sup [

Gy (x)] -

. x— F,(x) t
3.54 lim P| sup |———= —|G,(x)| =
( ) niao [Oéxga[ l'—x ] = Vn 7( )]
= 2 'm . 1-—x
b )

(w—1) —xo—°
x(e()/ L OV armiTR) o[-} 2 0¥Rra-w =)

a—xO a_xo
. x— F,(x) t
3.55 lim P| sup |———2~ — |G ()| =
(359 lim [05,};,,[ i ]< Ea )]

=@ [(t_ W)Vl ;a l_e2W(1—a><t-W+“w)<p[(w—t—ZaW)Vl—;—a], w(l—a) <t

A bizonyitast itt is mellézziik.
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Megjegyezziik, hogy a masodfaji hibavaldsziniiségek hatarértékének meghata-
rozasahoz most r értékét a

AU e R s R

egyenlet gyokeként kell meghatarozni.

3.11. TétEL.

@59 i [ e, (=5 = o) -
- v_;‘" / T30 bR
T
w—1) if—"x‘,
X[@[Vx za V1 =x,+1¢ }/x_g)]—tb[-—l/ x%i (yVl—-xo+t V@]] dy.
0 1]

o i 5 < o) -

= ¢[(t——w) I/ l—f——‘—z]—cp[—(t—w) I/ &1]’ w=<t

A bizonyitast mell6zzik.
A masodfaji hibavaldszinlségeket a fenti formulakbdl kaphatjuk, ahol most ¢ a

o= o=

egyenlet megoldasa.

A fenti hatarértékek lehetOséget adnak a vizsglt prébak 6sszehasonlitasdhoz
a Pitman-efficiencia alapjan — legalabbis elvileg. Gyakorlatilag azonban a formulak
nehezen kezethetdk.

Megjegyezzitk még, hogy nullhipotézishez 1/Vn-rendben tarté alternativik
esetén erdfiiggvények hatarértéke a Doob-moédszerrel, Wiener-folyamatra vonatkozd
megfelel6 valésziniiségek meghatdrozisdval is kaphatd. Ezt az utat kGvette QUADE
[75).

4.§. AZ ITERALT LOGARITMUS TETEL EMPIRIKUS
ELOSZLASFUGGVENYRE

4.1. Torténeti attekintés és néhany segédtétel

Az F,(x) empirikus eloszlasfiiggvény binomialis eloszlasu fiiggetlen valdszinti-
ségi valtozok atlaga, s mint ilyen, igaz ra a nagy szamok erds torvénye, azaz

@.n P(lim F,(x) =x) = 1.
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A Glivenko—Cantelli-tétel kimondja, (lasd [54]), hogy ez a konvergencia x-ben
egyenletes, azaz

“.2) P(lim sup |x—F,(x)]=0)=1.

n—woo 0=x=x1

E tétel altalanositasara és egyéb Kkiterjesztéseire vonatkozdlag utalunk a [88],
{100] dolgozatokra.

Fiiggetlen valtozOk Osszegére azonban — a szérds létezésének feltételezése
mellett — tobb is igaz, nevezetesen fenndll az iteralt logaritmus tétel (1dsd pl. HART-
MAN—WINTNER [57]). EbbS1 kovetkezik, hogy

SzmirNov [92] bizonyitotta, hogy az iterdlt logaritmus tétel fennall az eltérés
maximumara is, azaz

n 1
a2 () e s, e R = ) =

Itt az L konstans onnan adédik, hogy x=-—1—-re V2x(1—x)=

V2 2

természetesen ¥2x(1 —x)< —1; . Lasd még Cuunac [28].

V2

CassELs [19] bizonyitotta, hogy (4.3) egyenletesen all fenn:

4.5) P[ﬁEooiugl [|/ o logn |x—F, (x)[—VZx(l—x)] = o] =1.

CassEeLs valamivel tobbet is bizonyitott, nevezetesen, hogy

, mas x-ekre

5

(4.6)
P[Eosfffsl[ Wlx y—F,x)+F,(»)|—V2(x— y)(l—x+y)] ] 1.

CasseLs (4.5) eredményébsl kovetkezik SzmirNov (4.4) eredménye, de forditva
nem.

Az iterdlt log tétel funkciondlis (Strassen-féle) verzidjara vonatkozdlag utalunk
FINKELSTEIN [52] és WICHURA [109] dolgozataira.

Felmeriil a kérdés, hogy igaz-¢ az iterélt log tétel az altalanosabb

@7 K, = sup (x—E,@[()
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statisztikara, ahol t(x) alkalmas sulyfiiggvény. Rogzitett x-re nyilvan

4.8) P[ﬁﬁ [l/ Toalonm glogn |x—F,()lt(x) =1(x) V2x(1—x ] =1,

igy

(4.9) P|lim V—-—”-— K|=4|=1,
oo loglogn
ahol
A= sup (z(x) V2x(1 —x)).
0=x=1

(4.5) egyszerii kovetkezményeként belathatd, hogy ez az A konstans alkalmas
sulyfliggvényre el is érhet6. Ez nem lesz igaz azonban minden 7(x)-re, nevezetesen

T(X) =————-te

Vx(1—x)

]/ n Ix—F,.(x)l] _ w] _
(4.10) P[E“i[ loglog n oiligl Vx(—x) L.

El8sz0r egy 10j bizonyitast adunk CasseLs (4.5) tételére a [31] dolgozat mod-
szerével. Ugy gondoljuk, hogy ez a bizonyitas tobb szempontbdl sem érdektelen.
ElGszor is, kimondunk egy iteralt log tételt szemi-martingalokra, ami 6nmagaban
is érdekes lehet és mas esetre is alkalmazhaté. Masrészt belatjuk, hogy az nK,' =
=n sup (x—F,(x))t(x) sorozat szemi-martingal. Tovabba explicit becslést adunk

O<x<l1
K, eloszlasara, ill. momentum generalé fiiggvényére. Ezek a tulajdonsagok alkal-
mazhaték pl. a Darling—Robbins-féle [39] szekvencialis préobak konstrualasara
(l4sd STANLEY [86]).

4.1. LemMmA. Legyen F .CF,C...CF,C... egy névekvd o-algebra sorozat,

L1 Loy oovs Cuy ... valbsziniiségi vdltozok sorozata, {; legyen mérheté #;-re vonat-
kozdlag (i=1,2,...), és
4.11) EC|F-D) =8per, =23, ...

azaz a fenti sorozat alkosson szemi-martingdlt a c-algebra sorozatra vonatkozdlag.
Létezzék a vdltozék E(et*=) momentum generdld fiiggvénye elég nagy n-re és 0=t<t,-
ra, tovdbbd

4.12) E(e) = @W@), 0=t<t,
ahol
Bz
w(t)=1+—2— t12+0(% 0.
Ekkor
(4.13) hmc—”—<B}/5 =1.
n~=}nloglog n
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n <i=n,

Bizonyitds. Legyen P, = P( max (/= (B V§+s) Vm loglogn,). Ekkor a
Borel—Cantelli-lemma értelmébcn elég inzonyltam hogy Z'Pk konvergens egy

alkalmas n, sorozatra és minden ¢=>0-ra.
Az e*%, ... ,e%, ... sorozat ugyancsak szemi-martingdl (Doos [42], 295. o.

1.1. Tétel) és a Kolmogorov-egyenlGtlenséget (Doos [42] 314. o. 3.2. Tétel) és a (4.12)
feltételt alkalmazva, kapjuk

P, =P( max C>(B}/2+s)]/nkloglognk)

e <i=ny
— P( max etCi = et(B}l—+e)ynkloglognk) =
me<i=m g

E(e®ms) N (200)
- e (BY2 +¢) Vn loglogn, et(B Y2 +¢) Y, loglogn, .

loglogn,,+1
Legyen n=[{ ]] egész 1ész est=—V1+ V
gy k B3 ([ 1: eg ) s =
ekkor
B2
M1 10g Y () = myqlog 1+7’2+0(13)] =
B2
=y to() = (427 oglogn o) (o),
és _
t(BY2 +¢) Vn,loglogn, =
l
BYy2 +e loglogn =
( }/— ) BVZ g 108 1y 1y
—-2[1+ V]loglogn“ﬁ-o(l)
Innen

P, = c - c

(o) P (k1) I
Ezzel a 3.1. Lemmat bebizonyitottuk.
Megjegyezziik, hogy a (4.12) feltétel gyengithetd, elegendd ui. egy
4.14) E(e®) = c, (W ()
egyenlGtlenség teljesiilésének megkdvetelése, ahol a ¢,(r) tényezd a %’ P, konver-

genciajat nem befolyasolja. Ilyen tényezd pl. ¢,(t)=(tVn)*, ahol x egy pozitiv
konstans.
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4.2. LemMA. Legyen X, X,, ..., X, ... fiiggetlen, (0,1)-ben egyenletes valészi-
niiségi vdltozdk sorozata, F,(x) az Xi,X,, ..., X, vdltozék empirikus eloszldsfiigg-
vénye, és legyen &, az a oc-algebra, melyet az X, X,, ..., X, vdltozok generdlnak.
Legyen tovdbbd 1(x) szakaszonként folytonos és korldtos fiiggvény. Ekkor a

(4.15) tw=n sup (x—F,x)t(x), n=12, ...

sorozat szemi-martingdl az ¥,, n=1,2,... o-algebra sorozatra vonatkozdan, azaz
(4.16) EllusilF) =L,

Bizonyitds. Legyen @, a maximum hely, amely a tett feltevések mellett 1étezik

és Z,-re mérhetd, azaz
é.n = n(Q,, - Fn (Qn)) T(Qn)'
Nyilvdn

{as1 = (4 1)(0n— Foir(e)) () = Lt ent(e) +(nF,(e,) —(n+ 1) F,11(0.))t(e,)-

Ha most X,,;<g,, amelynek %, feltétel mellett g, a valdsziniisége, akkor
(n+ l)Fn+l(Qn)=nFn(Qn)+ 1’ és igy Cu+1§Cn_(l _Qn)T(Qn)'

Ha pedig X,.;>0,, amelynek &%, feltétel mellett 1—p, a valdszinlisége,
akkor (n+1) F,i(e)=nF,(e,) €sigy {pnr1=(,+0,7(0,). Tehat
P(Cn+1'—Cn = _(1 _Qn)T(Qn)l'q;n) = @n>
P(Cu+1—Cn = Qn‘r(gn)lyn) = I_Qn,

E((ue1—LalFD) = —0,(1—-0,)t(0)+(1—0,) 0,7(e,) = 0.

igy

4.2, Az iteralt log tétel

4.1. TETEL. Legyen 1t(x)=0,0=x=1 korldtos fiiggvény. Legyen tovdbbd
X1, X,y .., X, ... fiiggetlen, (0, 1)-ben egyenletes eloszldsti valésziniiségi vdlrozék
sorozata, és jelolje F,(x) az Xy, X,, ..., X, vdltozék empirikus eloszldsfiiggvényét.
Ekkor

a ([ i e, O Rl < )=

ahol
(4.18) A= sup (t(x) Y2x(1—x)).

Bizonyitds. Tekintsik el8sz6r a

1
cVx(1-x)+b’
sulyfiggvényt, ahol ¢=0, 5>0. Legyen
(4.20) (=n Sup ((x= F(x)) 71 (x)).

4.19) 7 (x) =
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A 4.2. Lemma értelmében {{,} szemi-martingal, igy a 4.1. Lemma alkalmazasihoz
elegendd egy (4.14) egyenlStlenséget bizonyitani.
Konnyti latni, hogy

@.21) E(e) = 1+tE()+t [ (@2 —1)(1—H(2))dz,
ahol

H(z)=P(C,,<z)=P[F,,(x)>x—nz 0§x§1],

7,(%) ’

tehat 1-—H(z) annak valdsziniisége, hogy F,(x) &tmetszi az y=x—m_—(x)=
1

=x——'zl— (c Vx(1—x) +b) gorbét. Erre a valdsziniiségre egy egyszerii becslést nyerhe-

tink a kovetkezOképpen:

dx

2. 4bra

Atmetszés csak — magassigon torténhet, aminek valdsziniisége
n

(F) st —=r-s,
ahol

5 z _k
oty T on”

ek k. . .
Ezen feltétel mellett annak valdsziniisége, hogy - elétt ne legyen Aatmetszés,

feliilr6] becsiilhetd annak valdsziniiségével, hogy F,(x) a PO szakaszt ne messe,
z

nty(x)

az x-tengely kdzé esd szakasza. Ez a valdszinliség az 1.1. Tétel szerint

ahol PQ az y=x—

gorbe Q:(xk, %] pontbeli érintdjének a Q pont és

k
M PRACH)
4.22) .O__P = " [l +7 'c%(x:)] _ (mx—k) (ta(x)+ X7 (x0)
' Xe X T (o) F (i — k)t ()
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Tehét
g (nx—h) (ra () + X1 () c1y ek
@m  1-HE= 2 (&) e ey =,
lgy n/b
[ (@ -D(1-H(z))dz =
7 z gt (nx k)(Tl(xk)+kaI(xk)) -1 nek g
=[@-D2 (0 i Ay dz =

(n—k)/b ,
o n (nxk_k)(Tl(xk)+kaI(xk)) - -
er—1 XU —x ) * dz.
g ( ) f ( ) nt (x)+(nx,—k)t(x) ¢ (=X ~* dz
Helyettesitsiink az integralba x,=y-t, azaz z=nyt,(y)—k7,(y)-t, ekkor %:
=n1y(y)+(ny—k)1i(y) és
n/b

[ (=D -H(2)dz =

= Z"'(Z] f(et(ny—k)n(y)—l_1)(ny—k)(1.'1(y)+y7;;(y))yk-1(1 —y)yk dy.
k=0 k/n

Tekintve, hogy az integrandus minden O<y<I-re nem-negativ, az Gsszeget
noveljiik, ha az integralt 0-tol 1-ig vessziik, majd k szerint Osszegezve a kovetkezbt
kapjuk:

n/b

J @-n-H@)d= > >(3) f( Ydy =
= 6[ (TI(Y)‘I')’T;(}’))";':;(Z) @O —D(ny—kpy* (1 —yy-*dy =
1
= f (‘51(}’)+yri(y))ne‘""x(’)(l '—y)(l -—e"”l()‘))(ye—ttl(y)_’_(l _y))n_ldy =

1
= n(1—e=*) [ (t()+y5())(yeo= 1m0 +(1 — y)eratl) dy,
0

Taylor-sorfejtéssel kapjuk:
yei()'—l)fl()') + (1 _y)ef)'fl()') —_

t3
=1+5 rl(y)y(l P+ 0=1Pyi(n) om0+ y (1 —y) B (y)e0) =

_1
c+2b°

B?r2 td
+

5 W e'/b, ahol B =

=1+
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Innen
n/b

[ @ —D(1-H(z)dz =

Bt ' ,
= n(l—e ") [1+T+W e‘/”] f (0N +y1(») dy =
B%2 1
_ -t/ S DU 7/ 1
=n(l—e )[l+ > 6bset ] =

Végiil felhasznalva az 1 —e **=—- b egyenlStlenséget, (4.21)-bdl kapjuk

nt?
1) = —_ —_—
4.24) E(etsy = 1+tE(C)+ = [1+ 3 + CB°
ami a 4.1. Lemmanal kivant becslés, tekintve, hogy E(()=0(Vn), igy az elsd két

tag a harmadikhoz képest elhanyagolhatd.
Hasonl6képpen vizsgalhaté n S ((Fy(x)=x)11(x)) (vagy azt is mondhat-

nank, hogy az x;=1—ux; transzformacxoval az el8z06 esetre visszavezethetd), igy
kapjuk a tétel allitasat a 7,(x) sulyfliggvényre.
Altalanos esetben legyen 0=1(x)=K,0=x=1; igaz a kovetkezd becslés:

Ix__la(le

(4.25) T(X)|x—F,(x)] =
Y2x(1 —x)+%

(A4+¢), 0=x=1,

igy a mar bizonyitottak szerint

E [I/ EIZE 0;1’1‘};1 (|x-—F,,(x)lt(x))] =
_ ]/ e Fy()]
__(A+8)"En [ loglogn Osxsl }/2—(—1_———4- } (d-+e) [1+ ]

és tekintve, hogy & tetszdleges, igaz a Tétel allitasa.

A 4.1, Tétel 1,(x)-re ekvivalens (4.5)-tel, azaz CASSELS tételét adja.

A 4.1. Tétel bizonyitasaban fontos szerepet jatszott a K.t =n sup (x— F,(x)) 1, (x)
momentumgeneraldé fliggvényének becslése. Ez a P(K;} >z) valoszmusegre adott
becslés segitségével toriént. A momentumgenerald fiiggvényre adott becslés és a
Markov-egyenlGtlenség segitségével viszont megbec iilhetd a P(K, >z) valdszintiség.
7, (x) = 1-re DVORETZKY—KIEFER—WOLFOWITZ [47] bizonyitotta, hogy 1étezik ¢>0,
hogy .

P(sup (x—F,(x)) >¢) <ce >, 0<e=<],
0=x=1
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de ¢ numerikus értékét nem adtak meg. Becsléseikbsl az vilagos, hogy az 8 ¢
értékitk igen messze van a BIRNBAUM—MCCARTY [13] 4ltal sejtett ¢=1 értéktél.
Valamit javitott a becslésen BUTLER—MCcCCARTY [17], de tudomésunk szerint a
c=1 sejtést sem igazolni, sem megcafolni eddig még nem sikeriilt. Tovabbi becslése-
ket DARLING—ROBBINS [39], STANLEY [86], WHITTLE [108] adtak meg.

43. A t(x):—l— silyfiiggvény
x(1—x)
Konnyen lathat, hogy a 4.2. pont médszere nem alkalmazhaté a t(x)=

= L (0<x<1) sulyfiiggvényre, hacsak nem zarunk ki az x=0 és x=1

Vx(1—x)

pont koriil egy kis intervallumot, azaz tekintjik a

0 0=x<aqg
1
Vx(1—x)
0 a<x=1

(4.26) T(x) =

sulyfiiggvényt. A mdodszerbdl ldthatd, hogy a, és 1—a, még — nem til gyorsan —
O-hoz is tarthat. Eicker [49] és Kierer [62] bizonyitotta, hogy ha x, -0, de

nx
T »oo, 1o, akkor

loglogn
4.27) pffm B Vz‘]z 1.
n~ Vx,(1—x,)nloglogn

Felmeriil a kérdés, hogy a, milyen valasztasa mellett igaz még a

up [lx—F.,(x)l]
a,=xsl-a, yx(l—x)

statisztikdra az iteralt log tétel. Kierer [62] cikke nagyon valdsziniisiti azt a sejtést

< a . . 1 (o ox .
(bar eredményeib6l nem kovetkezik), hogy a,,:w még valaszthatd, de
logl . .
a,,:f——o—g;lﬂ tetszbleges c-vel mar nem. Pontosabban szdlva, az iterélt log tétel-

ben el6forduldé nagysagrend még jo lesz, csak a konstans fiiggni fog c-t6l, és elég

kis c-re a szokasos ¥2-nél nagyobb lesz, s6t ¢—+0 esetén oo-hez tart.
Ezt a sejtést azonban a 4.2. pont mddszerével jelenleg nem tudjuk bizonyitani,
de remélhetbleg az ott alkalmazott becslések finomitasaval mar belathato.

1 .
X, =7-re még BAXTER [9] bizonyitotta, hogy

4.28) » [m [M F [i]] _ 1] -1,

n>oo loglogn n
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amibdl mar kévetkezik, hogy
(4.29) P [Hﬁ V———- sp =BG ] =1
oo | loglogn amss=i-am Yx(1—x)
Kierer [62] szerint, ha > a,= oo, akkor min (X, ..., X,)<a, végtelen sokszor

kovetkezik be 1 valdsziniiséggel, igy tehat F,(a,) 5—’17 végtelen sok n-re. Ha tehat

a —o[ ] de 2 a,=e, akkor
lan_Fn(an)l — ¢
Va,(1—a,) — nVa,
1 valdsziniiséggel végtelen sok n-re, azaz
|X*‘Fn(X)I ¢
sup — = .
o<x<1 Jx(l—x) nVa,

Tekintve, hogy minden a, sorozathoz, melyre 2 a,=<o, talalhaté olyan

a .
a,, hogy > a,=co, de a—"—»O, n—oo, azért

n

(e -

R—co O0<x=<1 Vx(l ——x)
Ha viszont mar > b,<<o, be fogjuk bizonyitani, hogy
P[]im [an—,, sup |x—FMJ = 0] =1
e+ co 0<=x<1 Vx(], —x)
Igaz lesz tehat a kévetkezd tétel:
4.2, TETEL.

(4.30) Ha Ja, = o, akkor P [Tl?n_ [n a, Oiggl %l] = oo] =1.

(4.31) Ha b, < o, akkor P|lim |nVB, sup M} =o] =1.
0<x<1 VYx(I—x)

n—+oo

n—-oco

Bizonyitds. A tétel elsé része, mint fentebb lattuk, kovetkezik Kierer [62]
eredményébdl. Itt csupdn a masodik részt bizonyitjuk.
Legyen tehat 3 b,<oo. Elegend6é a sup -al foglalkozni, a sup  hasonld-

0=<x<1/2 1/2<x<1
képpen megy. Tovabba
|x—F,(x)| |x — F, ()]
4.32) SUp  ————e—— ﬁ sup ——t
( 0<x<pl/2 }/x(l —x) 0<x£1/2 }/;

ezért elegendd ez utébbi supremummal foglalkozni.
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F,(x)—xY) , s € .
Legyen U,= su ~———|. éstekintsiik az {U,>——=1 eseményt. Legyen
&y 0<x£1/2 [ Vx ]’ { nyb, } y &
C,= {n az elsG olyan index, hogy U,> ;b . Ekkor a Borel—Cantelli-lemma
n n

értelmében P (lim n Vb, U,=0)=1-hez elegendd bizonyitani, hogy 2 P(C)<oo,

minden e>0-ra. Tekintve, hogy C,c {van olyan O0<x<1/2, hogy

F(x) > x+ Vx, Fp_y(x)<x+

A

& &
nVb, (n—1)Vb,-,

c{van olyan 0<x<%, hogy

[n/2]

f}= S By

k=1

nF,(x) > nx+—Vx, (n—=1)F,_(x) < nx+

VE Ve,

ahol

B, ={van olyan x;_;=x<Xx,, hogy

nF,(x) > nx+—Vx, (n—1)F,_(x) < nx+

i 15},

és x, az nx+-— Vx =k egyenlet megolddsa, azaz

Vb,.

VE;

4k2

X =

- .
ank+2[1+]/1 +4nkb"
b, &2

[n/2] L, /2]
k=1 k=1 k=L,+1
ahol

82

Lo = Gann,
L,
A D> P(B,) Osszeget a kbvetkezbképpen becsiilhetjiik:
k=1

B,={van olyan x;_,=x<x,, hogy

(n—DF,_1(x)=k—-1, X, =x},
igy
n—1 _ k(n
P(B"")é""[k—l]"k" 1=7(k]xk"

_]i (nx)*
n k!

(A
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2k%b,

e

Konnyen lathato, hogy x;<

k (2nkp, )" 1 26, (2nb, )" K
{4.34) P(B..k)ég[ & ]k—'—g—a[ 82] (k=D
Legyen
v = 2nb, )" k*
k= | T *k-Dr’
ekkor
« 2nb, (k+1)%+2 2nb, 1
és igy
U WU ) S ) )
k+1_2 = 2 ak_lz...z 2 >
tehat
L, 2b, Lo(1)"  4p,
(4.35) k=1P(B,,k)=?k=2’1 [5] =z

Az Osszeg masik részére pedig a kovetkezd becslést nyerhetjiik :

B, < {van olyan x;,_; = x < x;, hogy nF,(x) = k),
, . k . . .
¢s tekintve, hogy X< ezért belathatd, hogy
(4.36) P(B,) = (Z] Xkl —x,)" %

A Stirling-formula alkalmazisaval kapjuk

n _l (k—nx,)?
4.37) (k) xk(1—x)*~* <conste 2 *
De ha k=L,, akkor
2 4nkb,
b, by 1+ g2
k—nx, = - >

g2 ]/ 4nkb,
4n+—1?l;[1+ 1+- e ]

§V4nkb,,
- b, g2 _ & k
2 b)) L ‘nb, ’
¢ [1+]/1+ 4n8Lz,,b,,} 34+8Y17

4dn+ b,
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ey 1 (k )? 1 2 1
—nx, £
3 2 > 2 Gars VT T b, > 3logn,
. . s c

ha n elég nagy. [Ux. 2 b,<oo 1évén, b"<nlogn]'

Tehat
(438) P(By) < cedomn < o5, L,<k=g,
és igy

- [n/2] ¢ it
k=é’+1 P(B,) < n_n—3 =2

ha n elég nagy. Osszevetve (4.35)-tel,
(4.39) P(C) < siz bt
azaz D P(C,)<< minden &>0-ra.

Hasonldképpen bizonyithatd, hogy
(4.40) P(lim (nV3,V,) = 0) = 1,

x—F,(x) . v . .

V,= sup |——=—|-re. Valdjaban ez az eset még egyszeriibb, mert belathatd,

0<x<1/2 Vx
hogy

& 2} [ _
4.41 PlV,> ——| = xE(1=x )k,
(4.41) [ =)= (1) e
ahol most _
&2 £ g2 4k

=0t 2w, ayn W

és itt az egész Osszegre alkalmazhatd a fenti, normalis siiriiségfiiggvénnyel torténd
becslés:

n . » _1 (mx—k)?
4.42) X xg(l—x,)""*=conste 2 mu |
De
g2 n £ ]/ &2 n ak)*
(nx,—k)? 2nb,  2yp, ¥ n*b, n g2
= z — = > 6logn,
¥ k+i2_+_.£_l/£_2+ik_ nb"
2nb, ~ 2yp, I n*b, n
igy
(4.43) Plr,-=—2_]=%<_ ¢
. n n Vb_n = < nd nZ *
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Véleményiink szerint V,,-re még sokkal tobb is igaz, valdsziniileg fennall az ite-
ralt log tétel, de ezt nem tudjuk bizonyitani.
A 4.2. Tételt ezzel bizonyitottuk.

A 4.2 Tételt a,= , ill. b,= -ra alkalmazva, kapjuk a kovet-

1
nlogn n(log n)t +¢

kezd korollariumot:

4.2.1. KOROLLARIUM.

(4.44) P[Tﬁ [VE sup w] = VZ] =1

o0<x<1 Jx(1—x)

n—+co

4.4. Tovabbi megjegyzések és problémak

a) A 4.1. és 4.2. pontban ismertetett modszer segitségével aranylag pontos
felsd becslés adhaté atmetszések valdsziniiségére (lasd STANLEY [86]). Ez viszont
alkalmazhatd a Darling—Robbins-féle szekvencialis probak (lasd [38), [39]) konst-
rualasara.

Legyen H,: F(x)=x, O0=x=1

H,: F(x)=G(x),
ahol G(x)=x é sup (G(x)—x)=4>0.
0 1

<Xx<

Definidljuk N-et Ggy, hogy az els6 olyan n=m index, melyre

(4.45) Vn sup (F,()—x) >,

0<x<1
ahol m adott egész szim és s, alkalmas sorozat. A [86] cikk alapjan (amely lénye-
gében a [31] cikk médszerét koveti) megadhaté m és ¥, =0 (Vloglog n) ugy, hogy

(4.46) P(N < Hy) =y

eldre adott y-ra.
A Darling—Robbins-féle (D—R) préba a kovetkez6: elfogadjuk Hy-t, ha
N=oo, elfogadjuk H,-t, ha N<<. Konnyen lathatd, hogy e proba ereje 1.
DARLING—RO0BBINS [39] mddszerét kvetve tovabba beldthatd, hogy H, esetén

(4.47) E(N)=0 [% log log %] ,
ami nagysagrendben a lehetd legjobb és megegyezik egy paraméteres prébara vonat-
kozé nagysagrenddel. Itt nem volna érdektelen nem csak a nagysagrendet, hanem
a pontos konstanst meghatarozni, és ennek alapjan 6sszehasonlitani a D—R probékat
efficiencia szempontjabdél. Ez azonban nem latszik kénnyen keresztiilvihetonek.
Megjegyezziik még, hogy DARLING és RoBBINS [39] csak v, = O(V1log n)-et tudtak
1

valasztani, és ennek megfeleléen E(N)=0 yp

log A] , ami valamivel rosszabb nagy-

sagrend, mint (4.47).
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b) Bar az irodalomban tobbnyire lim sup-ot szoktak vizsgilni, érdekes volna
bizonyos lim inf-re is valamit mondani.
CHUNG [27] vizsgalta S)= max |S;]-t, ahol S; fiiggetlen (azonos eloszlasi)

standard valésziniiségi valtozok részletSsszegei, és bizonyitotta, hogy

. loglogn *] i ] _
4.48 1 —_— =—|=1
@49 d L%“ o) Ty !

srrz

Ennek analdgidjara — tekintve, hogy ¥n sup |x— F,(x)] nagysagrendben
0<x<1

S*/Vn-el azonos hatareloszlassal rendelkezik — azt sejtjiik, hogy

(4.49) P[Iiﬂ (Vnloglogn sup1 Ix —F,(x)]) =

n-»oo Qax=<

Zl=1
7 .
c) FINKELSTEIN [52] bizonyitotta a kovetkezd tételt: Legyen

_ V;(F"(X)—x)
(4.50) G, (x) = ——}/m

és K a [0, 1]-ben értelmezett f(x) fliggvények halmaza, melyre

M) f(0)=f(1)=0,

(i1) f(x) a Lebesgue-mértékre nézve abszolit folytonos,
1

i) [ (fGpdx=1.

0
Ekkor 1 valésziniiséggel fennill, hogy G,(x) torlodas-fliiggvényeinek a hal-
maza K.
Ezt alkalmazva a G,(x)7(x) silyozott eltérésre, ha 7(x) mind alulrél, mind
felilrdl korlatos, O<e =t(x)=c,, kapjuk, hogy G,(x)T(x) torlddasfiiggvényei
J(xX)t(x), ahol f(x)€K.

5. §. NEHANY EGYEB PROBLEMA AZ EMPIRIKUS
ELOSZLASFUGGVENYEKKEL KAPCSOLATBAN

5.1. Az empirikus eloszlasfiiggvénnyel kapcsolatos
egyéb statisztikak

Az egyoldali eltérésekkel kapcsolatban még szAmos egyéb statisztikat vizsgal-
hatunk. Teljességre nem torekedve, felsorolunk néhanyat, melynek eloszlasa a disszer-
tacionkban ismertetett eljarashoz hasonldan, egyszerii kombinatorikus mddszerrel
meghatarozhatd.

a) Ismeretes, hogy (x—F,(x)) a maximumit egy rendezett mintaclemnél,
azaz valamely x=X; pontban veszi fel. BIRNBAUM—PYKE [14], ill. TAKACS [96]
foglalkozott a maximum hely és a k index eloszlisval és egyiittes eloszlasdval.
Lisd még Dempster [40]. (Ok tulajdonképpen (F,(x)—x)-el foglalkoztak, de ez
a fentivel ekvivalens.)
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Legyen O0<X{<Xy<..<XS<1 a (0, 1) intervallumban egyenletes eloszlasbol
vett rendezett minta, F,(x) az empirikus eloszlasfiiggvény és y=cx—b egy tetszd-
leges egyenes, melyre >0, c—b=1. Tekintsiik a kovetkezd eseményt:

AWy ={XF =wu, F,(u) = cu—b; F(x)>cx—b, ha 0=x<u, ill. u<x=1}.

Kapjuk a kévetkezo tételt:
5.1. TéxeL. Legyen 1=k=[n(c—b)],0<u<1. Ekkor

— {n(c—b)]— —
G.1) P(A;'fu)) _ [Z_i] k-2 [nTb(l—u)"-"_% i=Zo, k[n ik]x

. i-1 . n—k—i
X[z+1] [l_k+z__b_] ]
ne nc ¢
Bizonyitas. Az {X{ = u} esemény valdszinlisége, mint ismeretes,
n (Z——ll] w11 —u)""*du. Ezen feltétel mellett az {F,(x)>cx—b,0=x<u} &

az {F,(x)>cx—b,u<=x=1} események fuggetlenek. Az 1.1. TételbSl kdzvetleniil
adodik, hogy

b

P [F,,(x) >cx—b, 0=x < u|F,(u) = ]% = cu—b] = c—bu

mig az 1.2. Tétel alapjan

P[F,,(x) >cx—b, u<x=1|F,(u+)= % = cu—b+%] -

ki _b___ i-1 k+i 2_ n—-k—i£+—_u
_ 1-_[n(c—Zb')]—k n—k ne ¢ 1— ne c nc ¢ _
- i=0 i l_u l_u l_u -

[n(c=b)1—k _ . i—-1 . n—k—i
=1—__1_Tk.i > ”.k i+1 1_k+1_£ ’
(I=uy'=* nc & i ne ne ¢

k—1 b
i h = —.
tekintve, hogy u P + p

Ezek utan kozvetleniil adodik (5.1).
Tekintsiik a sup (x—F,(x)) = max [X,-* —rni} statisztikat. Jelolje x azt
0<x<l =i=n

az indexet, melyre ez a maximum eléretik, és legyen X} =u*. Ekkor az 5.1. Tétel
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folyamanyaként kapjuk c¢=1 és b=u—k_
PyKE [14] és TakAcs [96])

helyettesitéssel, (l4sd BIRNBAUM—

— * — —
Lt ] | (R PRV

n—1 k—1) ,_ -1y fk i+1)? i+
o | Ea i [ G I >

ha nuz=k—1; vagy az Abel-féle azonossigot (lasd (1.8)) alkalmazva

—k i-1 n—k-~i
(1 -+ = 2, n— k] [z—{-l] [1—u—l+1] ’
kapjuk, hogy

(5.2) dP(x=I;;u*< u) [k—l][ __]

n—k _ . 1yi-1 L g yn—k-i _
o0 kot | Rt R PRS2 k=12 ., m =l oyt
n * b b 3

i=[n(1—u)] i n n

(5.2)-b8l k-ra vonatkoz6 Osszegzéssel, ill. u-ra vonatkozé integraldssal nyerhe-
t6k az ismert margindlis eloszldsok (BIRNBAUM—PYKE [14]):

dP(u* < u)

(5.3) -

=1, O<u<l,

(5.4) P(x=k) = é [ )'(n iyl k=1,2,...n

+
,.(

Tekintsiik most az =
x=XS mintaelemnél veszi fel a max1mumat. Legyen % az az index, ahol ez eléretik

és X;=da*. Ekkor az 5.1. Tételben végezziik el a kovetkezd helyettesitéseket:

mennylseget Koénnyen lathatd, hogy ez is egy

Itt még az (5.1) formula némileg egyszeriisithetd, vi. az 1.1. Tételbdl kozvetleniil
adédik, hogy a fenti b és c-vel

k

P[F,,(x)>cx—b, U<x-< 1/F,,(u+)=—;=cu b+ 1] !

ne(l—u)”
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fgy kapjuk (lasd DempsTer [40]) a

(5.5)

dP(% =k, i* <u) n n k-1
. du T on—k+1 k-1

] uk—2(l _u)n—k’

il. a

k-1 n—k+1
P(}? = k, ﬁ* << u) = Wl—{—l [kfl ][[%] [1 —k;l—l] —u"‘l(l —-u)""‘“]

Osszefliggéseket, ha <u<l, k=1,2,...,n.

Az u=1 helyettesitéssel,

. 1 n V(k=1)7'(, k=1)"""

% fenti eloszlasabdl lathatd, hogy az n-hez kozeli értékeket veszi fel nagy valdszinii-
séggel. Nem igaz azonban az, hogy a P(%#=k) értékek monoton sorozatot alkotnak,
mert

P

Xt
I

1
n=—

P(% 2)=—’l1—[l—%) <-’11—, ha n=>2.

A valdsziniiségek el6sz6r monoton fogynak, és csak késdbb novekszenek. A maxi-
mum természetesen k=n-nél van. Igaz tovabbi a ko&vetkezd hatarérték relacio,
mely az (5.6) formulabdl adddik, tagonkénti hataratmenettel.

Legyen s=n—k rogzitett, akkor

s—1
% -G g =0,1,2, ...

(5.7 lim P(%# = n—s) =

b) CHENG [24] és TakAcs [96] foglalkozott az %—X,* (r=1,2,...,n) mennyiségek

koziil a pozitivok szaméaval. Ezzel kapcsolatban felmeriil a kérdés, hogy mi azon
i—1

(Xi*, l—n—] pontok szidmanak az eloszlasa, melyek egy adott y=cx—b egyenes

alatt vannak. Sajnos, az altalanos esetre nem sikeriilt egyszerli formulat talalni,

ezért csak olyan egyenessel foglalkozunk, mely 4tmegy az (1, 1) ponton.

Tekintsik tehat az y=’1‘_1’

egyenest (0<p<1) ésjelolje T azon [Xi*, 1711)

* .
Xi —p>1—1
1-p n

pontok szadmat, melyek a fenti egyenes alatt vannak, azaz melyekre s

i=1,2, ..., n t eloszlasat adja meg a kdvetkezd tétel:
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5.2. TETEL. Legyen q= 1;” , ekkor
(5.8)
= n _ neto1
Pe=i =3 (-} (pra-nay -1y, j=0,12 m
t=

Bizonyités. FEl6szér is megjegyezziik, hogy r=0-nak megfeleld tag

P—-9q"(p—q) Y (n+1yt=g"(n+1)""1, és igy a fenti formula p=g= -re

n+1
a kévetkez6t adja:

(5.9) P(t=j)= i=0,1,2, ..., 1

n+l’

Ez a formula — melyet a tovabbiakban felhaszndlunk — kdvetkezik TakAcs alabbi
lemmijabél [96]:

Ha y,,7,, ..., )8 egész értékeket felvevd felcserélhetd vdltozdk, és Ay jeloli
a yt+...+y; (=1,2,...,N) dsszegek koziil a pozitivok szamat, akkor

. 1 .
PAy =jlyi+...+yww=1)= ¥’ ji=L,2,..,N,

Jeltéve, hogy a feltételes valbsziniiség értelmezhetd.

A bizonyitdsban legyen elészér p=gq. Ekkor tekintsiik az yz—x_l(i ;q) =
x—p 1 . e k .
=1, +7 egyenest. Az empirikus eloszlasfiiggvény ezt valamely —, Tagassagon

feltétleniil metszi (0=k=n). JelSlje ¢ az elsé ilyen k-t, és legyen x,=p +t—;—l— (1—-p)=

=p+(@—1)q. Az F,,(x,)=% esemény akkor és csak akkor kovetkezik be, ha a

(0, x,) intervallumon pontosan ¢ pont van, ennek valdsziniisége

(’:) Xl =)= = (’:)(P‘*‘(t—l)q)'(l—p—(t—l)q)"" -

= ('Z](p+(t—1)q)'q"“(n—t+1)”“'~

t .
Az F,,(x,):; feltétel mellett annak valdsziniisége, hogy elébb nem torténik met-

. . . X pP—q . o gt
szés, az 1.1. Tétel szerint =2 = ——, és annak valdsziniisége, hogy az (x,, 1
X—p

intervallumban éppen j darab pont van az y=1

egyenes alatt, a fent idézett

Takdcs-lemma szerint . (A (0, x,) intervallumban ui. minden pont az egye-

n—t+1
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nes felett van.) f-re vald Osszegzéssel kapjuk a Tétel 4llitdsit a p>q esetben. (¢-re
nyilvan teljesiilnie kell az n—t=j egyenlStlenségnek.)

A p=<gq esetre a fenti okoskodast némileg médositani kell. Tekintsiik a (p—gq, 1)
intervallumot (amely magéban foglalja a (0, 1) intervallumot), és tegyiik fel, hogy
most ezen az intervallumon vesziink # egyenletes eloszlast pontot: Xy <Xy <...<X¥.

—‘2 egyenes alatt

Legyen T azon (X,-*, ——;——1~] pontok szama, melyek az Y=y

vannak. Ekkor a Takéacs-lemma szerint P(T=j)=——, j=0, 1, ..., n. Ezt a valé-

1
n+1
szin{iséget masképpen is elSallithatjuk. Jeldlje u a (p—gq,0) intervallumba esd
mintaelemek szamat. Ekkor

(5.10) PE=j)=Pu=0PE=jlu=0+PE=j p=1).

1 1
Nyilvan P(u=0)= = , s P(T=jlu=0) éppen a keresett valo-
szinliség. Ha j=n, akkor P(T=n, u=1)=0, igy kapjuk

P =nlp=0)=qg"(n+1)*"1,

azaz ebben az esetben igaz a tétel alhtasa Ha ]<n, akkor pu=1 esetén létezik

olyan 1=t¢=n—j, hogy F(x,)-—;- és F(x,)>— i=1,2,...,t—1, ahol x=

t
=p+(i—1)q. Az F,(x) = esemény valdsziniisége most

[n] [.____t_q__]t [1____1_]""1‘ ~ [n] (tq)tq"_t(n—}-l—-t)"—-t
1)\ T¥q=» gy R ol

Ezen feltétel mellett annak valdszinlisége, hogy az (x,, 1) intervallumon j pont

T:p Meg

van az y= egyenes alatt, ugyancsak a Takdcs-lemma szerint

n—t+1’
t
kell hatdroznunk még az F,,(x,):; feltétel mellett annak valdsziniiségét, hogy

. t ,
p=1 és t az elsé olyan index, melyre F,,(x,):;. Az 1.1. Tételt alkalmazva, erre

a valdsziniiségre kapjuk:
t m _ t—m _
2[ ][ p] [l_q p] p+(m=1g _
<1\m tq p+(@—1g
7 2 (-5 T emarm-
p+(t—1)qm1 tq pmawmq

g—p| _(ga—-p)(p+(@—Dg)?
TPt — l)q[(p q)[l_[l_—q-]]+qt q]_ '

4
(tq)
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Innen
PE=jpuz=l)=3 (’t’] (q—p) (P+(f—1)qzl+2"_;;~t+1)

és (5.10)-b8l P(T=j|u=0)-ra éppen a Tétel allitdsat kapjuk. Ezzel az 5.2. Tételt
minden esetre bizonyitottuk.

’
t=1

MEGIEGYZESEK. 1. j=0-ra az 1.1. Tételbdl P(r=0)=p, tehat

G1D é; (p_q)[;l] g" " (p+(—Dg) M (n—1+1y~" "1 = p,

ami egyébként némi szamoléssal az Abel-azonossagbdl is belathatd. Ezt felhasznalva
kaphatjuk az alabbi formulat:

61 Pe=i)=pt % @) -G+Dgrririy

2. p=0-ra kapjuk CHENG [24] eredményét:

(5.13) Pt =j)= jjl[:];fﬁ(sﬂ)s-l[ps:l] o

s=0
3. p>g-ra a valdsziniliségek monoton fogydk:
P(r=0)>Plr=1)>...> P(r = n),
mig p<g-ra a valésziniiségek monoton ndévekednek:
Pt=0)<P(rt=1)<..< P(t =n).

p=g-ra természetesen

P('c=0)=P(‘c=1)=...=P(r=n)=n—_[l_l-.

4. Ha p rogzitett, az 5.2. Tételbdl kozvetleniil adédik, hogy
oo —n)s s—=1
(5.14) lim P(z = j) = p Zu)—ﬁ"ﬁ;) e-A-pE+D j20.1,2, ..
n-—oco s=j !

¢) F,(x) és valamely y=cx—b egyenes idtmetszéseinek szamaval foglalkozott
CHANG [21], NEF [70], TAkAcs [98], CsAkI—TuUsSNADY [32]. Itt csupan ez utobbi
cikkbdl idézziik az eredményeket.

5.3. TETEL: Az 1.1. Tétel feltételei mellett jelolje A azon m indexek szdmadt,
melyekre

s

1l
-

vv=m, m=12,..,n.
1

Ekkor
(5.15) PA=D=nr-1...(n=1+1q', 1=1,2,...,n
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Az 5.3. Tétel egyébként megadja az F,(x) és az y:% metszései szamanak
az eloszlasat. Altalanosabban, tekintsiik az F,(x) és y=cx—b egyenes dtmetszései-
nek szamat, azaz azon x pontok szamat, melyekre F,(x)=cx—b. Jelolje ezt §B.
Az 5.3. Tétel kovetkezményeként kapjuk:

5.4. TETEL.
- _nn=D..(n=1+1) 1 b
(5.16) PB=I+1) = L [m+c]x
[n{c—b)] n—1I k b k—-1-1 k b Bk
X2 h—JE?ﬁJ I————| , 1=0,1,..,[n(c=b)]

Ha c=1+b, akkor az 5.3. Tételbdl kSzvetleniil

PB=1+1)= n(n—l)...(n—l—i—l)(nTl-l*-—g)—),—.
fgy pl. =0, I=2-re

5.17) pp=3p=20"D _,; 1

n2 ! n’
ami annak valdsziniiségét adja, hogy az x=0 és x=1-en kiviil legyen még legalabb
egy olyan x,, (0<x,<1), hogy F,(xs)=x, (lasd az 1970. évi SCHWEITZER MIKLGs
emlékverseny 12. feladatat).

Az emlitett [32] cikkben hatareloszlasok is talalhatok, valamint a véletlen minta-
elemszam esetével is foglalkozunk.

5.2. Véletlen mintaelemszam

Gyakran el6fordul, kiiléndsen élettartam vizsgalatoknal, biolégidban stb. hogy
.a mintaelemszam nem el8re rogzitett, hanem valdsziniiségi valtozd. Sokszor feltehetd,
hogy a mintaelemszam Poisson eloszlasi, és fiiggetlen a mintaclemektdl. Mi csupan
ezzel az esettel foglalkozunk. Tegyiik fel, hogy

{5.18) P(n=i)=%—e“, i=0,1,2, ..
és n fliggetlen az (X, X,, ...) valtozoktol.

KAc [60] ebben az esetben a kovetkezGképpen mddositotta az empirikus elosz-
lasfiiggvényt:

(5.19) FF)=— > 1, ha n=1,
l 1X,.<.::
=i=n

Ff(x)=0, ha n=0.
Fennall a kdvetkez Osszefliggés:

Fi(x) = 7 Fy(2).
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Ff(x)-en alapulé egyoldali eltérések eloszlasdval foglalkozott TAKAcs [95],
ALLEN—BEEKMAN [2], ALvO—CSsORGO [3].

A kovetkez6 tétel — amely formulaikat specialis esetként tartalmazza — az 1.4.
Tételnek megfeleldje.

5.5. TETEL. Legyen 0=a;<a,=1, ¢>0, ekkor

(5.20) P(Ff(x) = cx+b, gy =x=a,) =
_ GOy e 5y Ga) [a—b . ]mmzm]_a 1
a>A(cay +b) a' a>A(cay +b) d! 4 ! j=0 j!

. Jj-1 _atij—2b
X[M—MH] e ° , ca+b=0,

[A(caz+ b)) — j—1 _J—Ab
A Wett (J2Y

1+ c , ca;+b=0.

i=o c] U'
Bizonyitds. Nyilvanvaloan fennall a kévetkez6 Osszefliggés:
(5.21) P(Fi(x) = cx+b, ey =x = a,) =
Z’P[F x) = ch x+l)ni, G =x= azln]%e

Az Osszegzésben szerepld feltételes valdszinliséget az 1.4. Tétel adja. A megfeleld
formulat behelyettesitve, majd az Osszegzést felcserélve és n-re elvégezve kapjuk
a Tétel allitasat.

Az a,=0,a,=1, c=1, b= —¢ esetet lasd TAKACS [95] és ALLEN—BEEKMAN {2].

Aza,=0,c=1,b=—g¢,ill.az a,=0, c=1+¢, b=—¢ esetet lasd ALvO—CsORrGS [3].

Az 1. § tobbi formulainak megfeleljét is hasonléképpen kaphatnank meg.

5.3. Kétdimenzios eset

Ismeretes, hogy tébbdimenzioban a Kolmogorov-statisztika nem eloszldsmentes.
Mindig elérhet6 azonban (lasd pl. DURBIN [45]), hogy az eloszlast az egységnégyzet-
ben (ill. egység kockaban) egyenletes eloszldsba transzformaljuk, igy a feladat arra
redukalodik, hogy ellen6rizziik, hogy az eloszlas az egységnégyzetben egyenletes-e.
Ez a transzformacié azonban nem egyértelmii, mésrészt — az egydimenzids esettel
ellentétben — a Kolmogorov-statisztika erre a transzformaciora nem invarians.
Tovabbi problémat jelent, hogy a kapott eloszlasok nehezen kezelhet8k. A tobb-
dimenzios esetet egyébként részletesen tdrgyalja PURI-SEN [73] konyve.

Itt csupan két problémara kivanunk kitérni. DURBIN [45] vezette be a kovetkez8
statisztikat:

(5.22) G = sup [—’Zi—G,,(x)],

0=x=1
ahol

G.(x) = [ F.(x.)dy,
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F,(x,y) a kétdimenzids empirikus eloszlasfiiggvény. A Doob-féle heurisztikat alkal-
mazva hatarozta meg G, hatareloszlasat. Az alabbiakban meghatarozzuk G,
pontos eloszlasat, amibdl ugyancsak megkaphatd a hatareloszlas.

Legyen (X, YY), ..., (X,, ¥,) a kétdimenziés minta. DURBIN [45] szerint

(523) G =—(r— I ¥)== 3 (-¥) X'<x= X4
n X;<x n X;<x

Jelolje A, az {X}<x=X},} eseményt. [gy nG,(x) az 4, feltétel mellett r darab,
figgetlen, (0, 1)-ben egyenletes eloszlasu valoszinfiségi valtozd Gsszege.
Nyilvan

r
E(Gn (X)IA,) - Z ’
tehat

E(G(x)) = E[é] =5
P(G,(x) > cx—b, 0=x<1)

valészin(iség meghatarozisa az 1.2. Tételnél alkalmazott mddszerrel torténhet. Nem
lényeges, hogy nG,(x) éppen egyenletes eloszlasi valtozék Osszege, tekinthetjiik
altalanosabban:

r

(5.24) G,(x) = % >Z, Xr<x= Xk,

i=1
ahol Z,,7Z,,...,7Z, fiiggetlen azonos eloszlasu, pozitiv valdsziniiségi valtozdk.
Az 1.1, Tétel atvihetd ilyen ,,véletlen ugrasi” empirikus eloszlasfiiggvényre:

i

legyen O<p=<s, Sy=p, S;=p+ > U;,i=1,2,...,n, ahol U, ..., U, fiiggetlen,
Jj=1

azonos eloszlasu, pozitiv valdsziniliségi valtozék. Tekintsiik az {S,=s} feltételt és
vegylink a (0,s) intervallumon egymastél és U;-kt8l fiiggetleniil n egyenletes
eloszlast pontot. Jelolje v; az (S;_4, S;) véletlen intervallumba esé pontok szamat,
i=1, ..., n. Ekkor az 1.1. Tételhez hasonléan

P

(5.25) Pyy<lyy+vy <2, .., n+v+...4+v, < nlS,=5) = p

Az allitds kovetkezik TAakAcs [97] 3. fej. 1. Tételébdl, de kozvetleniil is belat-
haté az 1.1. Tételhez hasonldan. Jelslje v, a (0, p) intervallumba esd pontok szi-
mat, és alkalmazzunk teljes indukciot:

P(vl = 19 v1+v2 = 2’ seey V1+...+V,, < nlSn =5, Vo S"O) = S;o )
, 7 Svo vO 7
Belathatd, hogy E p S,=$, v =-» gy
Vo

Pvi<1,vi+v, <2, ..., vi+...+v, < nlS, =5, v) = Py
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végil

Piyy<1,..,vn+..+v,<nlS,=3)= E[V—}: S, = s] =2,

(5.25) segitségével meghatarozhaté az 1.2. stb. Tételeknél tekintett valoszinii-
ségek megfelelGje a ,,véletlen ugrasu” empirikus eloszlasfiiggvényre. Exponencialis
eloszlasti Uj-kre érdekes, egyszerii formuldkat adott meg LAszLS [65] egy készlet-
gazdalkodasi problémaéval kapcsolatban.

Az alabbi tételiink altalanos eloszlasi U;-kre vonatkozik, mikor is a formula
altalaban valosziniileg nem egyszeriisithet6.

5.6. TETEL. Jeldlje H (u) a D Z; eloszldsfiigguényét, legyen 0<c<1, 0<b=<1.
j=1
Ekkor ’
(5.26) P(G,(x)>cx—b,0<x<1)=

e

0

r—-1 —-r

Xie)

u
P p
1“—5_, dH, ().

4

Bizonyitds. Annak valésziniiségét hatarozzuk meg, hogy G,(x) Aatmetszi az
y=cx—b egyenest. Annak valdszin{isége, hogy ez az »#=0 magassagon tSrténjék,

o bY)” o r . ot
nyilvan [1 —?] . Tekintsiik most a {Z VA jzu} eseményt, melynek valdszinlisége
j=1

Ztb
n

dH,(u), ezen feltétel mellett annak valdsziniisége, hogy {G,, =%], nyilvan

(%)

amelyre igaz a fenti egyenl8ség, (5.25)-6t p=

r n—r

Z+b
n

c

“rb
n

1— p ] , és annak valészinlisége, hogy r az els6 olyan index,

“1b
n
y S

2 -vel alkalmazva b s
¢ Z1b
n
Ezzel szorozva, r-re Osszegezve, és u szerint integralva adddik (5.26).
Visszatérve a Durbin-féle problémara, H,(u) r darab (0, 1)-ben egyenletes
eloszlast valtozé Ssszegének eloszlasfiiggvénye, h,(v)=H/(1); c=1/2, b=¢-nal kap-
juk:

(5.27) P[ sup [%—G,,(x)] <s] = P[G,,(x)>1—s, 0<x=< 1] =

O<x=<1 2

: 12 7y n(1/2—¢) 2u r—1 2u n—r 4
=1-(1-2¢) —28rg1'[ ] f [7-!-28] [l——n—-—Z&‘] h,(u) du.

r) s
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Ebbdl hatareloszlast a kovetkez6képpen szimithatunk:

Legyen ¢=—, r=nz, ¢s helyettesitsiink az integralban u helyére

Vn

r
U——

2
— V12 = o-t.
Vr
Ezzel nyilvan standardizaltuk a valtozdt, és igy a centralis hatareloszlas tétel értelmé-
ben

h(u)du~—ce ? db,
2

és a de Moivre—Laplace-tételt alkalmazva

2
[n] 2—u+28]r[1—2—u—28]n_r~ ! e_l"l{(:_?j_:]_‘
rj{n n

V2rnnz(l—z)

gy v szerint a kovetkezd integralt kell kiszamitani:

2
1 yod _M B ]/3(1_2 _1 e
V: e 2z(1-z) e 2 dU= We 22(4—31).
2n _% -3z

Tekintve, hogy

2 2zt és dz= i,

2u+2£ NZV; "

n

az r-re vonatkozo Gsszegzésbdl hatarértékben a kovetkezd integralt kapjuk:

. 1 122
f 1__ 2t 3(1—2) e 22(-32) gy —
3 V2n ZVZ—(—I——Z) 4-3z

3 3 )
> 2! G 2 o) )
= — —————¢ Y0 dw=¢e 2 QtV3)+1—-D®(2tV3),
g V2n w}/w(l—w)
aw
3
Kapjuk tehat a DursIN altal is nyert hatdreloszlast:

(5.28) lim P[ sup [—;———G,,(x)] <tﬁ] = qs(zﬁt)—e”%’zé(tm, t=>0.

Q<=x<1

ahol kbzben a z= helyettesitést végeztiik el, és a 2.1. Lemmat alkalmaztuk.

n-»co

A miésik probléma, amivel itt roviden kivinunk foglalkozni, Vincze [102]
kétmintds probléméjinak egymintds megfelelGje:
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Mi a valdsziniisége annak, hogy egy véletlenil valasztott y-ra
{Osup1 (xy—F,(x,) < &}?
Ezt adja meg a kovetkezd tétel:

5.7. TETEL.
1

(5.29) Ey(P(OsuE1 (xy—F,(x,») <¢) = f P(Oiligl (xy=Fy(x,») <¢e)dy =

0

(1= ] ]f"l [ j ]n—j+1
=1-¢ l=+e l———¢ .
,.=20 [J] [" n

Bizonyitds. Belathatd, hogy minden régzitett y-ra

(5.30) P(sup (xy—F,(x,y)) <é&) = P( sup (x—F,(x)) <¢),
O<x=<1 O<x<y
igy az 1.2, Tételt alkalmazva, a=y, c=1, b=¢ helyettesitéssel,
(5.31) P(sup (xy—F,(x,y) <¢) =
Q<x-<1

1, ha O<y§ &
= nz=e)l ( p [J ]j'l[ j ]"‘j
1-¢ l=+e l———¢ , ha g<y<l1.
ig:) [J] n n ¥

(5.31)-et y szerint integralva adddik (5.29).
A 2.1. Tételb6l megkaphaté a Vincze [102] Altal is nyert hatarérték:

t

(5.32) lim E, [P[ sup (xy—Fy(x, ) < V—]] _
1 n

B oo J<x<

2y—1

1 P o 1 C2y—1 _
‘of"[vﬂ]"y‘e of‘p[vm:ﬁ’]"y’ =0
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