STABIL INTERPOLACIOROL*

frta: JOO ISTVAN

Bevezetés

A természeti jelenségeket leird fiiggvényeket altalaban nem ismerjiik, legtobb
esetben a fiiggvényértékeket csak diszkrét pontokban tudjuk meghatirozni, ill.
mérni. A diszkrét pontokban nyert fiiggvényérték segitségével kiilonbozd tipusa
interpoléciés polinomokat szerkesztiink (pl. LAGRANGE, HERMITE, HERMITE—FEJER,
stb.), és ezen interpolacidés polinomok konvergencidjat vizsgaljuk, feltéve hogy
a jelenséget pl. folytonos fiiggvény irja le. Ennek a kérdéskornek igen nagy irodalma
van, és ma is sok matematikus foglalkozik kiilonbdz8 interpolédcids eljarasok kon-
vergencia-vizsgilataval.

Nyilvanvald, hogy ugyanazon mérési alappontokban (vagy masképpen inter-
polacids alappontokban) kiilonb6zé mérési adatok (fiiggvényértékek) esetén mas
és mas interpolaciés polinomokat kapunk ugyanazon interpolacids eljaras esetén.
Fontos kérdés annak vizsgalata, hogy ha ugyanazon interpolacios eljaras esetén két
kilonbozé mérési adatsor kevéssé tér el egymastol, akkor az ezek segitségével meg-
konstrualt két interpolacids polinom is kevéssé tér-e el egymastol, nemcsak az alap-
pontokban, hanem az interpoldcié intervallumanak barmely pontjaban. Ha egy
interpolacids eljaras rendelkezik ezzel a tulajdonsaggal, akkor stabilnak nevezziik.

Régen bizonyitott tény, hogy nem minden interpolacids eljaras stabil. Példaul
a Lagrange-féle eljaras semilyen alappontrendszer esetén sem stabil. A Hermite—
Fejér-féle pedig bizonyos alappontrendszerek esetén stabil (normalis alappontrend-
szerek esete) masok esetén nem.

Hyen stabilitasi vizsgalatokkal foglalkoztak FABER, FEJER, EGERVARY, TURAN,
BaLAzs és sokan mdsok.

Jelen dolgozat szintén stabil interpolcids eljarasok meghatirozasaval foglalko-
zik, tovabba ezen vizsgélatokkal kapcsolatban EGERVARY és TURAN altal (1. [3], [4])
felvetett gondolatok néhdny approximdicidelméleti alkalmazasit mutatja be.

Az utdbbi vizsgalatok alapvetd eszkoze a kévetkezd lemma, amelyet az 1. §-ban
fogunk igazolni.

LEMMA: (A. A. Markov—T. J. STIELTJES) Legyen (a, b) véges vagy végtelen
intervallum, és

A=x<Xy<.<X,=b
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330 JOO ISTVAN

n tetszbleges pont, f(x) pedig az (a, b)-ben definidlt valds fiiggvény, tovdbbd P,,_,(x)
olyan legfeljebb 2n—1-edfoki polinom, amelyekre teljesiilnek a kovetkezdk:

fE(x) =0 (a=<x=<b), f(x) = Poy_1(x), [ (x0) = Prn_1(x) (k=1,...,n).
Ekkor
J(x) = Pp,_1(x)  (a<x<D)
Seltéve, hogy valamely x4€(a, b)-re f(xg)= Py, _1(xp)-

Roviden szélva a dolgozat tulajdonképpen ezen lemma' néhiny alkalmazisat
mutatja be. Az alkalmazas lehet3ségeit természetesen ezzel tavolrol sem meritettitk
ki. A 2., 3. és 4. §-ok az altalam elért eredményeket tartalmazzik, az 5. §-ban pedig
BaLAzs és TURAN egy érdekes tételét ismertetjilk. A dolgozatot a Megjegyzések
a tovabbi alkalmazisokrdl cimii résszel zarjuk.

1.§. Az alaplemma bizonyitisa. Néhany dsszefiiggés a Jacobi,
Laguerre és Hermite polinomokra

Eldszor roviden oOsszefoglalunk néhany interpolacidelméleti alapfogalmat.
Legyen (a, b) véges vagy végtelen intervallum és

(1.1) Aa=x<Xp<..<X,=b

n tetszéleges pont, tovabba
Yis Y1y oo yl(al_l)

1.2) Vs Yoy ey pio2~Y
’ (a,—1)
y’l’ yna y "

tetsz6legesen adott szdmok. Megszerkesztendé az a legalacsonyabb foki H(x)
polinom, amelyre

(1.3) HOG) =y (k=1,...ni=0,1,...,a,—1).

Az interpolacidnak ezt a modjat eldszor HERMITE vizsgalta. Ismeretes (1. NATANSZON
[18)]), hogy ennek a feladatnak van megoldasa és csak egy van. Ez q,=1 (k=1, ..., n)
esetben

_ w(x)
(1.4) H(x) = L(x) = 2 J’km kg Yl (%),
ahol
(1.5) 0@ T (x—x).

k=1

1 A lemmaéhoz hasonlé gondolatot elészor MArkov és STIELTIES hasznaltak (1. Freup [10],
26.0.).
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Ez az Gn. Lagrange-féle interpolacié. Konnyi belatni, hogy

1.6 HOAEES

Az a,=2 esetben pedig (k=1, ..., n)

(1.7) H(x)=k§"1yk[1—“’ (( )) =) | B+ 25—l (o).

Ez az Gn. Hermite-féle interpolacid, amit y;=0 (k=1,...,n) esetben Hermite—
Fejer-féle eljarasnak neveznek. Ha

w”(xk)
o’ (%)

akkor FmfRr utin az (1.1) alappontrendszert normalisnak nevezziik. Ekkor az
Hermite—Fejér-féle eljaras a kovetkezd érdekes stabilitasi tulajdonsiggal bir:

x—x)=0 (a=x=bk=1,..,n),

(1.8) Hlkil'l =) = kgl Yihi (%) ‘"kzl Yich(x) = max =¥
figyelembe véve a konnyen lathaté

def
(1.9 2 h ()= 2[ P ( ) ( _xk)] =1

azonossagot. Hasonldképpen koézismert, hogy
(1.10) 2 hx)y=1.
k=1

Egy, az [a, b] intervallumban definiait folytonos f(x) fiiggvény folytonossagi modu-
lusén az

o(f; a,b; 5)~ sup {|S()—fOI}

{x—y|=d
x,y€l[a,b]

figgvényt értjik. JOl ismert, hogy barmely pozitiv J-ra

(1.11) w(f,a,b;20)=(A+Dw(f;a b;d),
(1.12) 1 £ o < max, 7G|

az [a, b]-ben folytonos f(x) fiiggvény norméja.

Ratériink lemmdnk igazoldsdra. Két bizonyitast fogunk adni. Az els§ bizonyitasi
gondolatot mar STIELTIES és MaRrkov ismerték és felhasznaltak nevezetes egyenlGt-
lenségiik igazoldsira (1. FrReup [10], 26. o.). Ennek alapjan lemmankat indirekt
igazoljuk. Nyilvin a V(x)=f(x)— Py,_1(x)-re V(x)=V'(x)=0 (k=1,...,n). Ha
volna olyan £€(a, b) melyre V(£)<O0, akkor feltevéseink alapjan ¥V(x)-nek mul-
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tiplicitassal szamolva legalabb 2n+1 gyoke volna (a, b)-ben, azonban ez VG (x)=
=fC"(x)>0 (a<x=<b>b) miatt lehetetlen. Az ellentmondis igazolja lemmankat.

Ujabb bizonyitashoz jutunk, ha figyelembe vessziik, hogy a lemmabeli P,,_,(x)
az f(x) figgvény x, (k=1, ..., n)y alappontokra vonatkozé Hermite-féle interpola-
cids polinomja. A maradéktagos Hermite-féle interpolacids formula alapjan (1.[18],
377. 0.) lemmankndl altaldnosabb allitist koézvetlenil kapunk. E formula szerint

e :
J(x)=Pp,_1(x)+ @ kHI (x=x)f (x#x;a<¢<Db)
amib8l kovetkezik, hogy lemmank allitdsa akkor is igaz, ha csak a fC"(x)=0
(a<x<b) kikotés szerepel, és nem tesszik fel olyan xy€(a, b) 1étezését, ahol f(xy) >
> Py, _1(x,).- Ennek ellenére az elsé bizonyitas gondolata hasznalhaté gyliméless-
z8bben, amint azt latni fogjuk, mivel az szemléletesebb.
Sziikségiink lesz SzeG6 [21] kdnyvében talalhaté kovetkezd Osszefiiggésekre.

(1L13)  PED) = (=) (40 D (1 ey )
(@pf=—-1;n=0,1,..)
polinomokat Jacobi-polinomoknak nevezziik. J6l ismert, hogy ezek ortogonalis
rendszert alkotnak (—1, 1)-ben az (1—x)*(1+x)? stlyfiiggvényre nézve, tovabba
P8 (x) gyokei egyszeresek, valdsak, (—1, 1)-be esnek. Konnyen lathatd, hogy
(1.13)-nak tetsz8leges komplex o, f szamok esetén is van értelme, igy jutunk az alta-

lanositott Jacobi-polinomokhoz.
Az y,(x)=PP (x) polinomok kielégitik (. [21], (4.2.1)) az

1.149)  A—x)y, () +[B—a—(+B+2)x]y,()+n(n+a+B+1)y,(x) =0

differencialegyenletet, tovabba
1

(1.15) lim n70ns1a;(1 lg,(x)| = const [oc ;—%] (. [21], 169. 0.),
ahol

gt 1 20+1 28+1
g()=—m (=% * (1+x) * P*P(x).
2 2
1

(1.16) max PP (x)] = c(o, pn 2 [a<—%] (1. [21], 168. 0.).

(1.17) PED(x) = (—=1)y'PF?(—x) (1. [21], (4.1.3)).
Az
(1.18) LP(x) = %(e"‘x"*“)(”)e"x‘“ @>—-1,n=0,1,..)

polinomokat Laguerre-polinomoknak nevezziik. Jol ismert, hogy ezek ortogondlis
rendszert alkotnak (0, )-en az x%e~* sulyfiiggvényre nézve, tovabba L& (x)
gyokei egyszeresek, valdsak, pozitivok.
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Az y,(x)=L® (x) polinomok kielégitik (L. [21], (5.1.2)) az

(1.19) xyy () +(@+1=x)y; () +ny,(x) = 0
differencialegyenletet, tovabba
. _(nta
(1.20) L™ (0) —( " ) (1. [21], (5.1.7)),
(1.21) %L},’) (x¥) =—LER(x) (L. [21], (5.1.14)),
Ly (@) _ r DIrim+a+1
(1.22) k;; YLD (x)) 2 = (n?(i+(:1+1;!+ ) (I [21], (14.7.5)),

ahol x, (k=1, ...,n) LI (x) gyokeit jeloli és m olyan egész szam, amelyre 0=m=
=2n—1.

’y I'(n+a+1) .
1.2 Fdx =" x; LW -2 (L .3.5)).
(1.23) (;/'lk(x)x“e dx NS {L9 (x)y~2 (I [211, (15.3.5))
I
(1.29) limn 2 ¢ M,=const. (l. [21], 7.6.5 tétel),
ahol
x a 1
Mnd=°foma;( e_?x?JrT]L,(,“) ), a= —%.

(1.25) L@ (x) =09 [a = max [%a—%, a]; O=x= d] (1. [21], (7.6.11)).

(1.26) H,(%) = (= 1)y'(e=)™ex* (n=0,1, ...

polinomokat Hermite-féle polinomoknak nevezik. J4l ismert, hogy ezek ortogonalis
rendszert alkotnak (—eo, +o)-en az e~** sulyfiiggvényre nézve, tovabba H,(x)
gyokei egyszeresek és valdsak.

A Jacobi-, Laguerre- és Hermite-polinomok alkoyjak az un. klasszikus ortogona-
lis polinomokat. Ezeket szamos szerzé jellemezte kiilonféle kitiintetett tulajdonsaga-
ikkal, azaz igazoltak olyan tételeket, melyek szerint bizonyos dolgok teljesiilnek
akkor és csak akkor, ha a klasszikus ortogonalis polinomokrdl van szd. A kovetkezd
paragrafusban egy interpolacidelméleti jellemzését adjuk meg a klasszikus ortogonalis
polinomoknak, és latni fogjuk, hogy ez hogyan fiigg Gssze a stabil interpolaciéval.

2.§. A stabil interpolacié definicidja.
A Kklasszikus ortogonalis polinomok interpolacioelméleti jellemzése

Az (1.8) alapjan, ha pl. végtelen intervallumon stabil interpolacids eljarashoz
akarunk jutni, kézenfekvd gondolat végtelen intervallumon normalis alappontrend-
szert keresni. Azonban kénny( belatni, hogy ilyen a végtelen intervallumon nem léte-
zik. Tehat célszerii stabil interpoliciét mas médon keresni. A leglijabb ilyen vizsga-
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latoknél a stabilitas fogalmat definialjak alkalmas mddon, és ezutan keresik ezen de-
finicid szerint stabil interpolacidkat.

Altalanosan fogjuk definialni a stabil interpolacié fogalmat oly médon, hogy
ezéltal az eddigi eredményeket konnyen at tudjuk tekinteni. Legyen (a, b) véges vagy
végtelen intervallum és

2.1) Aa=X<Xy<..<X,=b

n tetsz6leges véges szam [a, b]-ben, tovabba az interpoldcié alappolinomjai

(22) rl(x)’ l‘2(X), sy I',,(X),
azaz amelyekre
(2.3) rk(xi) = 5,‘,1’ (k, = 1, srey n).

Legyenek y, (k=1, ..., n) tetszOleges valds szamok, akkor

2.4) R, (< 2 Pere(x)

interpolaciés polinom az adott x, (k=1, ..., n) alappontokon, azaz
2.5) R(x) =y (k=1...,n).
Derinicid. A (2.4) interpoldcids eljarast stabilnak nevezziik (a, b)-ben, az itt

definidlt o(x) sulyfiiggvényre nézve, ha fennall a k6vetkez3 egyenlGtlenség:

26) 0= 0(9) 3 G- 1) = max (—3i) - 0 ()

(a<x<b; y=yi k=1,...,n).

Arra fogunk toérekedni, hogy a (2.4) eljarasra
2.7 Grad R, (x)d=ef > grad r(x) = minimalis
k=1

legyen. Ez a feltétel az eljaras gazdasigossagat jelenti.

A. Az a=-1, b=1, g(x)=1 esetre EGERVARY és TURAN (l. [3]) igazoltdk,
hogy (2.6) és (2.7) egyidejlien akkor és csak akkor teljesiil, ha x,=—1, x,=1,
POO(x)=0 (k=2,...,n—1). Megadtik erre az esetre az egyértelmiien meghataro-
zott (2.4) eljarast, igazoltak, hogy [—1, 1]-ben folytonos f(x) esetén R,(f, x)—~f(x)
egyenletesen [—1, 1]-ben, ahol

@58) R,(f; 9= k=2"1f(xk) ().

Eljarasukat 6sszehasonlitottdk a P®9(x) gyodkeihez tartozd Hermite—Fejér elja-
rassal, s az Egervdary—Turdn-féle, a konvergencia és fokszdm szempontjabol is
eldny6sebbnek mutatkozott.
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B. Az a=0, b=, g(x)=e~* esetre szintén EGERVARY és TURAN (I. [4])
igazoltak, hogy (2. 6) és (2.7) egyidejlien akkor és csak akkor teljesiil, ha x;=0,
L®, (x)=0 (k=2, ...,n). A kapott eljarasra BALAZS és TurAN (1. [5]) bizonyitott
konvergenciatételt.

C. Az a=—oo, b=oo, g(x)=e~* esetre EGERVARY és TURAN igazoltak (L. [4]),
hogy (2.6) és (2.7) egyidejlien akkor és csak akkor teljesiil, ha H,(x,)=0 (k=1, ..., n)
és a kovetkezd eljarashoz jutottak:

2.9) R = 3 [————H (f:)g) xk)]

D. BarAzs (l. [1]) ezen vizsgalatokhoz kapcsolédva az a=—1<x,, x,<b=1,
e(x)=(1—x2*1 (a=>—1) esetre igazolta, hogy (2.6) és (2.7) egyidejlien akkor és
csak akkor teljesiil, ha P&®¥(x,)=0 (k=1,...,n) és

(o, @) 2
(2.10) R (x) = 2 yk[ Pl :(xk)((fc) xk)]

A kapott eljarasra =0 esetben konvergenciatételt is bizonyitott.
Az ismertetett vizsgalatokat egészitik ki a kdvetkez6 eredményeim.

I. TéreL (1. [14]). a=—1=<x, x,<b=1, o(x)=(1—x 11 +x)**! (o, f=—1

rogzitettek) esetén (2.6) és (2.7) egyidejilen akkor és csak akkor teljesiilnek, ha a (2.1)
alappontokra PP (x)=0 (k=1, ...,n) és

PEP(x) )
P,f“’ﬂ"(xk) (x—x) ’

@11) R&O(x) = Z"yk[
k=1

II. TETEL (1. [14]). a=0<x, b=+, p(x)=x"*'e~*(a=>—1 régzitett) esetén
(2.6) és (2.7) egyidejlien akkor és csak akkor teljesiilnek, ha a (2.1) alappontokra
L®(x)=0 (k=1, ...,n) és

@)= 3 [_ﬂ)__]2
@12 BP0 = 2 Lot =)

Megjegyezziik, hogy EGERVARY és TURAN B. alatti eredménye tetszGleges para-
méteril Laguerre-polinom esetére nem latszott 4ltalanosithatonak, s a II. tétel ennek
nem altaldnositdsa. Tételinkben ugyanis a O<ux, feltevés is szerepel. Az 1. tétel
viszont altalanositdsa BALAZs D. alatti eredményének.

A C. alatti eredmény, valamint az 1. és II. tételek a klasszikus ortogonalis poli-
nomok egységes interpolacio-elméleti jellemzését adjak. Az egységes jelzé jogossaga
a bizonyitasbdl ki fog deriilni.

Az imént emlitett harom tétel bizonyitasa egyszerre végezhetd. Ehhez sziikséges
a kovetkezd

MTA III. Osztdly Kozleményei 23 (1974)




336 JOO ISTVAN

2.1. SEGEDTETEL. Fenndllnak a kivetkezd egyenlGtienségek
213) {Q—x)"*1.A+x) Yt =0 (g,f=—-1; —1<x<1; n=0,1,2,..),

2.14) 1) =0 (a=>—-1;x=0; n=0,1,2,...),
(2.15) ) >0 (—e=<x=<o; n=012,..).

Bizonyitds. Eldszor (2.13)-at igazoljuk. Az (1.13) alapjan
(2.16) {(1—x)"*"1(1+x)"F-1}m =

— (—l)"2"n!(1 _x)—n—a—l . (1 -I-x)_"_ﬂ_lp,f_"_“_l’ —n—ﬂ—l(x).

Szec6 [21] 6.72. tétele szerint a

et 0 ha u=0
(2.17) E(u)=<{[u] ha wu=0 ¢és nem egész,
u—1 ha u=1,2,3,..
ef 1
(2.18) X(a, ﬁ)E:E{—2—(|2n+a+ﬁ+1]—]a|—|ﬁ|+1)},
2.19) Ny(a, B)g——e-f PP (x)-nek (—1, 1)-be esd gydkeinek a szdma,

jelolésekkel,ha oo —1, =2, =3, ..; 8= —1,-2, =3, ...;n+a+f=#—1, -2, -3, ...,
akkor

(x(@ f)+1)/2] ha (—1)"[”*’;“][”*’;5]>0
(2.20) Ni(, B) =

2x(x, B)2]+1 ha (—1)" [”“‘] [”*ﬁ] <0.

n n

Jelen esetben ezt P{~"—2—1-3-8-D(x).re alkalmazzuk. A (2.16) alapjin elég meg-
mutatni, hogy P{"-*-1-"=F-D(x)-nek paros n-re (—1, 1)-ben nincs gydke, és

ezen intervallum valamely pontjdban pozitiv. A

@.21) @D (et 1) (e k=1), (= =1 ha a0,
2.22) Pt 1) =

@23) [Z) - a(a_l)'}éga_kﬂ) = kzrlliafklin - (a—/}i!+1),"
02 TR = TGt = T G
225 e by 5 (@ (@) 2

k=0 (bl_)k' '(bq)k H’
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Osszefuggések koziil az elsé négy felhasznalasaval kapjuk paros n-re

2.26) (_1)n[ ) (A1) e P

n! n!
o Tar(—p) . @ DB,
= ey —a—p - Ve O

A (2.18) alapjan
227 X(—n—a—1, —n—-p-1) = E(%{l——oc—ﬁ—ll—|n+a+l[—fn+ﬂ+1]+1}]=

E(%{a-}-ﬁ—{-l—n—oc—l—-n— -—1+1}] ha oa+f=>—1

E(%{—cx—ﬁ—l—n—a—l—n—ﬁ—l-l—l}] ha —2=<a+f<-1

E(%(—M)) =0 ha a+f>-—1

E(—;—(——2—2a—2ﬂ—2n)]=0 ha —2<at+f<-—1,

és igy (2.20) alapjan kapjuk paros n-re
(2.28) Ny(—n—a—-1, —n—f—-1) =0

(@ p=>=—-1; 0,8=—1,=-2,...; n+a+p =—1,-2,.).
Masrészt

(2.29) P@h(1) = ["j’l"‘) (I [20], (4.1.1)),

amibdl (2.21), ..., (2.24) és (2.26) alapjan az o, f=—1, =2, ...; a+f+n=—1, =2, ...
feltevések miatt kapjuk

m—del —me B o —a—1 «+1),
(2.30) P L-n-8-1(]) = [ Y ] i 0.
A (2.28) és (2.30) kiadja (2.13)-at az «, B=>—1,0a, B~ —1, =2, —3, ..., n+a-+B=
#—1, —2, =3, ... esetre. Ebbdl a P®#(x) polinomok gydkeinek az «, f§ para-
méterektsl valé folytonos fiiggése (1. [21]) alapjan kozvetleniil adddik (2.13) az alta-
lanos esetre.

A (2.14) bizonyitdsdhoz nem hasznalhaté koézvetlenil (1.18). Komplex fiigg-
vénytan felhasznalasaval azonban belathatd, hogy az el6z6 esethez teljesen hasonléan
jarhatunk el, azaz (1.18)-bdl megkaphatd a (2.16)-hoz analdg Gsszefiiggés a mostani
esetre is. Most egy mas utat mutatunk a (2.16)-hoz analdg Gsszefliggés igazolasara. A

(2.31) 1Fi(a, b; x) = e, Fi(b—a, b; —x) (1. Snow [23], 393. 0.)
és

.32) L@(x) = (n-:a]lFl(-n,oc-H;x) (L [21], (5.3.3))
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felhasznalasaval kapjuk, hogy
(2.33)

x ) | |
[%] = ké')-ﬁ(x"‘““l)(”) = Z’k—!(k——zx—1)(k—oc—2)...(l’c—oc——n)x"‘"“"‘1 =

> L i =1 Ik
e A i P (k( oca)n) =

1 M- & (=) x* (a+1), . _
T e+l T'(—a—n) k=0(_“_n)kﬁ_ x"““( ' Fi(—a, —¢—n,x) =

_atD, .

& Lr(l—-n—a—l) —x
xn+a+1 ('—l)anl( h, —a— ns_x) ((1-{—1),, xn+¢+1 (_1)" ( )

L= 0)

A (2.33) osszefiiggés felhaszndlasdval a bizonyitds az el6z8hoz teljesen hasonld
szamolassal fejezhets be, csak most SzZeGO [21] 6.73 tételére kell hivatkozni.

A (2.15) osszefiiggés nyilvanvald. Ezzel a 2.1. segédtétel bizonyitasat befejeztiik.

Megjegyezziik, hogy a (2.13) és (2.14)-re két masik bizonyitast is sikeriilt adni,
amelyekben nem kell hivatkozni SzeG6 tételeire. Egyik a Cauchy-féle integralfor-
muldn alapul, a masik pedig valésban maradva igazolja (2.13) és (2.14)-et. Azért
az itteni bizonyitast kozoltilk, mert tanulsdgosabbnak tartjuk ezt. Az itt kozolt
bizonyitdsok a feladat nehézségét a Jacobi- és Laguerre-polinomok gyOkeinek el-
oszlasara vezetik vissza, s ez a mdd maskor is alkalmazhatd esetleg.

2.2. SEGEDTETEL. Fenndlinak a kivetkezé egyenldtlenségek

1 n 1 PP (x) ]2>
@3 TmarT 2 ~xk)“+1(1+xk)ﬂ+l[P;W(xk)(x—xk) =0

('—1<x<1;a,ﬁ>—1)9

(2.35) AN i LY@ ), (x= 00> —1)
' XL AL () (x —x) - - ’
x2 < x,zc Hn(x) ? .
(2.36) ¢ kgl ¢ [Hr: (xk)(x_xk)] =0 { =X <)

ahol x, (k=1,...,n) rendre a P&P(x), LY (x), H,(x) polinomok gydkeit jeldlik.

Bizonyitds. Kozvetlenill adédnak a Bevezetésben kimondott alaplemmaét rendre
az (a=—1, b=1, f(X)=(1—=x)"*"Y (1 +x)"f-1, P&P(x)=0 (k=1, ..., n)); (a=0,
b=oo, () =(x**1e "‘) LLP(x)=0 (k=1,. ,n)), (a=—oo, b=ce, flx)=e",
H,(x)=0 (k=1,...,n) esetekre alkalmazva s kozben figyelembe véve a 2.1. seged-
tételt.

A tovabbiakban csak a II. tétel bizonyitdsdt részletezziik, mivel az I. tételé
(és a C. pontban idézett tételé is) teljesen hasonld.
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Eldszor tegyiik fel, hogy létezik egy, a (2.6) és (2.7)-nek eleget tevd legfeljebb
2n—2-edfoku interpolécios eljaras (hogy ilyen létezik, azt latni fogjuk a bizonyitas
masodik részében). Legyen 1=k=n, és alkalmazzuk a mostani esetre (2.6)-ot az

“_o 1 i=k =1
=0 Y=\ ik G(,k=1,..,n

valasztassal. Ekkor kapjuk, hogy

Xy +1
2.37) Oéee—x—;%rk(x)él (x=0;k=1,..,n)
A (2.3) és (2.37) alapjan
(2.38) nx)=rix)=0 &k, i=1,..,n

2

azaz ri(x) oszthaté (xw(); ] -nek k=1, ..., n esetén, ahol

Ak

def P

(2.39) wx)= [] (x—x}).

Figyelembe véve (2.7)-et is azt kapjuk, hogy

w(x)
o’ (X)) (x — ;)

(2.40) r(x) = [ ] k=1,..,n).

A (2.3) alapjan

%k xa+1
[F'}Frk(x)] =1 (k=1,..,mn,
azaz *
r;i(x,()+°’:crl —1=0.

k
Tekintettel (1.6) és (2.40)-re ez azt jelenti, hogy

o’(x) e+l

=k 1=0,
o’ (x) Xk

azaz
X, (x)+@+1—x)o'(x) =0 (k=1,...,n),
tehat
Xo"(xX)+(+1—x) 0’(x)+ Cw(x) = 0

alkalmas C allandéval. Tekintettel (1.19)-re ez azt jelenti, hogy
w(x) = C,LP (x)

alkalmas C; a4llanddval, amint ez jol ismert. Azt kaptuk tehat, hogy a II. tétel
feltételeibdl
LO () ]

RE@) = 27 [m
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kovetkezik. Az, hogy a kapott R,(x)-re valéban fennall (2.6) a o(x)=x**le~*
valasztassal, egyszerilien adédik (2.35)-6t a kovetkez6 alakjaban hasznalva

n oX,

2

=1 e xa+1

lk(x)Sl xz=0;a=>=—-1;,n=0,1,2,..),

felhasznalva a kévetkezd azonossagot

0= x e 3 (n—yn®) = 3 [~y a*le =] [ ﬁ—i ’k(x)]-
k=1 k=1

Ezzel a II. tétel bizonyitasat befejeztiik. i

Néhany megjegyzést fiiziink az eddigiekhez. Erdekes volna az eddigieket altala-
nos g(x) esetére vizsgalni, azaz - ¢(x)-r6l csupan bizonyos tulajdonsagokat feltéve.
A 1L tétel bizonyitasabdl 1athatd, hogy a bizonyitds menete elvezet benniinket egy,
a @(x)-bdl egyszerien addédo sulyfiiggvényre ortogonalis polinomrendszer diffe-
rencidlegyenletéhez. Ez pedig egy mds, régi probléma szempontjabdl is fontos lehet.
A régi probléma az, hogy adjunk meg sulyfiiggvényeknek egy lehetSleg tig osztalyat,
amelyekre ortogonalis polinomoknak van differencialegyenlete, azaz e polinomok
kielégitenek egy masodrendii differencialegyenletet. Természetesen n-t8l fiiggetlen
egylitthatokkal rendelkezé differencialegyenletr6l van szd, hasonldan (1.14) és
(1.19)-hez.

Nem varhaté még jo p(x)-ek esetében sem, hogy mindig létezik olyan x,
(k=1, ..., n) alappontrendszer, amelyen van (2.6) és (2.7)-nek egyidejiien eleget tevd
interpolacids eljaras.

A kovetkez8kben, az 1. és II. tételekben nyert stabil interpolacids eljardsokra
konvergenciatételeket fogunk bizonyitani. Amint azt mar emlitettiik a (2.9) és (2.10)
eljarasokra BaLAzs és TurAN (L. [1], [5]) igazoltak konvergenciatételeket.

Az 1. § jelolései mellett tekintsiik a kdvetkezd interpolacids eljarast:

@.41) R,(f, 0= kg";f(xk) ().

Lathatd, hogy (2.9), (2.10), (2.11), (2.12) ennek specialis esetei. Roviden §sszefoglal-
juk, hogy milyen eredmények ismertek eddig a (2.41) eljarasra.

E. Az a=-1, b=1, 1—x)HP2Y (x)=0 (k=1,...,n) esetre FexEr (1. [9])
igazolta, hogy [—1, 1]-ben folytonos f(x) fiiggvény esetén R,(f, x)—~f(x) egyen-
letesen [—1, 1}-ben. Ugyanebben a dolgozatdban a P®P (x)=0 (k=1,...,n)
(—1<a, f<0) esetet is vizsgilta és bizonyitotta a kovetkezd limeszrelacidkat:

(_1_ ha x=1
—o

lim SRx)=4 1 ha —l<x<l (=l<a« f<0),

B k=1

l—:I—E ha x=-1

1 ha —l<x<1
{+ (x=p=0).

lim > F(x) = ha x =41

nwes gyl
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F. TetszGleges normalis alappontrendszerre GRUNWALD (1. [8]) igazolta, hogy
[—1, 1]-ben folytonos f(x) esetén R,(f, x)—~f(x) egyenletesen [—1+¢, 1 —¢]-ban.
Megjegyezte, hogy a +1 pontokban altalaban nincs konvergencia, amit az E.-ben
elBszor felirt limeszrelacié mutat (ugyanis kdnnyen belathatd, hogy P*#(x) gydkei
—1<a, B<0 esetben normalis pontrendszert alkotnak [—1, 1]-ben). GRUNWALD té-
telébdl kovetkezik, hogy [—1, 1]-ben normalis pontrendszer esetén is

lim Zn'l,?(x)zl (—-l<=x<1).

n—oo 3’27

Ugyanez a limeszreldcié kovetkezik BavrAzs (1. [1]) tételéb8l a P®%(x) =0
k=1, ...,n) (a=0) esetre is, amikor mar ezen alappontrendszer nem normalis
(kénnyen belathatd). BaLAzs és TURAN egy konvergenciatételébsl (1. [S]) kovet-
kezik az emlitett limeszrelacié a H,(x,)=0 (k=1, ..., n) (—co<x<+ o) esetre is.

A kovetkez8kben a most ismertetett eredményeket kiegészitjiik. Megjegyezziik,
hogy a (2.41) eljarasra a konvergencia altalanos feltételei nincsenek tisztidzva ugy,
mint ahogy megvizsgaltik e kérdést a Lagrange- vagy a Hermite—Fejér-interpolacio-
nil. Hasonldan ahhoz, ahogy BaLAzs és TURAN tették, a 2.2. segédtételben nyert
egyenlGtlenségeket 1ényegesen kihasznaljuk a konvergenciatételeink bizonyitasaban,
s ez lehet8vé teszi, hogy a Jacosl, LAGUERRE és HERMITE polinomokra vonatkozo
legegyszeriibb Osszefiiggéseket haszndljuk csupdn. Nem lesz sziikségiink mélyen
fekv8 asszimptotikus formuldkra.

A kovetkezOkben mindeniitt C-vel x-t8l és n-tdl fliggetlen konstansot fogunk
jeldlni, indexet nem hasznalunk. Ugyanazon formulan belil is kiilonbozhet két C.
Ez a jelolés egyszeriisit. A kévetkezd tételeket fogjuk igazolni.

1. TéreL (1. [12]). Ha o, B> —1, f(x) a [—1, 1]-ben folytonos fiiggvény, akkor
a (2.11) eljdrdsra

IRED (S, =] S Cl fle-n e 172+ Co(f5 =1, 1570

(—l4+e=x=1—-g¢e=>0)
becslés igaz, tovdbbd

L ha —l<a<0,f=>-—1

lim 21,3(1):!—«
k=1 4+ ha a=0,p>-1

KOVETKEZMENYEK. 1. A IIL tétel feltételei mellett R*#( f, x)—f(x) egyenletesen
[—1+¢, 1 —¢)-ban (o, f=—1, e=0).
2. Fennall a kévetkezd limeszrelacio:

lim Y Rx) =1 (@pf>—-1, -1<x<1).
ne-eo 'y
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Ez a konvergencia egyenletes [—1+¢, 1 —g]-ban, tehat

——_lot_ ha x=1,-1l<a<0,=>—~1
. +o ha x=1,a=0,>-1
2.42) nl_{rg Z’l,?(x): 1 ha —-l<x<l1;0,8=>~—1
= —Lﬁ ha x=-1,-1<f<0,a>-1
+e ha x=—1,=0,a>—1.

Ebbdl latszik, hogy +1-ben altaldban nincs konvergencia.

IV. TéteL (l. [15])). Ha o=>—1, f(x) folytonos [0, «<)-en, f(x)=0(e*x~*"%)
(x=1, x—>o0; £>0), akkor a (2.12) eljdrdsra fenndll az

IRO(S ) =10 = €A1 Mg, a+ 11944+ Coo(; 0, 2d5 1%
O<e¢=x=dd=1)

171 =2 sup_(1fCYerx),

becslés, ahol

tovdbbad
1

— ha —1l=<=a=<0

lim 3 12(0) =4 —@
k=1 4+ ha a=0,

KOVETKEZMENYEK. 1. A 1V. tétel feltételei mellett R®(f, x)—~f(x) egyenletesen
[¢’, d)-ben.
2. Fennall a kGvetkezd limeszrelacio:

n
lim 3 Ex)=1 (x=0,a=-—1).
nwoe iy
Ez a konvergencia egyenletes [¢’, d]-ben, tehat

~l— ha x=0,—-1l<a<0

: S 2 —
(2.43) fim 2HE®) =1, ta x=0a=z0
I ha x>0,a>—1.

Ebbdl latszik, hogy 0-ban altalaban nincs konvergencia. A III. tétel bizonyitasdhoz
sziikséges néhany segédtétel.

2.3. SEGEDTETEL.

(2.44)

1-"22"1 1(x)

=C.n2 (—l4e=x=1-¢;0, f>—1).
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Bizonyitds. (1.9) és (1.14)-b6l a kozismert

(2.45) 2"7 [l+ﬂ_a—§a+x€+2)xk (x_xk)] Ikz(x) =1
k=1 Ak

azonossag adodik, amibdl

(2.46) 'x x"'

I—ZIk(x) scz

@) = { 2+ Sk }=

Ix—xkléu'”’ l,_xk|>,,—1/2

= C{4+ B}.
A (2.34) egyenlétlenséget a

n _ a+l g+1
.47 2[1 "] [”"] B =1 (f>—1;—1=x=1)
k

=i ll—x 14 x,
alakban hasznalva, kapjuk, hogy

14x
l+xk

a+l B+1
(2.48) A= Cn-'2 2[ - ] [ J Bx)=Cn V2 (—l+e=x=l—¢).
Ak

Masrészt nyilvanvaldan

1

(249) B= Cn1/2 [W

2
(1 _x)(2a +1)/4 (1 +x)(2ﬂ + 1)/4P,£" B) (x)] X

X 3 (1= H{Pib ()~
SzeG6 ([21] (15.1.6) és (15.3.1)) alapjén
(2.50) ké: (1 —x) PP (xp) 2 =

1 I'(n+DIr(nt+a+p+1)
= e I(n+a+D)I'(n+p+1) _

f (1—xP1+xPdx=C,

s igy (2.49)-b3l (1.15), (1.16), (1.17) alapjén
(2.51) B=Cn12,

(2.46), (2.48) és (2.51) éppen (2.44)-¢t adja.
2.4. SEGEDTETEL.

(2.52) Zlx—xlBx)=Cn2 (q,f>—1; ~1+e=x=1—¢).
k=1
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Bizonyitds. (2.52) kézvetlentil adddik az el3z8 segédtételben végzett becslések
alapjan a

k§|x_xklll?(x)= 2+ 2k éCn""szIIE(xH

|x—x; |=n"1/2 |x—x; |>n~1/2

1 o
+ Cn1/2 [T“’Tm (1 _x)(2a+1)/4(1 —i—x)(zﬂ“)/"P,(""ﬂ)(x)] 2’ (1 - x%)—l{P'(la,ﬂ)’(xk)}—z
k=1

egyenltlenségbdl.

A II1. tétel bizonyitdsdra térve, nyilvanvaléan

=

|IR@H( f, x)—f(x)| = kél‘ (f)=f(x)) B (x)+1(x) [1 —kg'nl l:?(x)]

’

= 2 | FG)—F IR+ 1 F ()] - [1 ’é{ 12(%)

masrészt a folytonossagi modulus (1.11) tulajdonsaga alapjan

1 f@) ()| = o(f; =L 15 x—x]) = o(f; — 1, 1; 073 {n2x —x, [+ 1},
s igy (2.44) és (2.52) miatt

IR&D(f, )—f(0)] = o(f; —1, 1; n72?) {n”th"l Ix—kuIE(X)+k§1' IE(X)}Jr

+C fle—aan™2 = Cl fll -1y 0724+ Co(f; —1, 1; n712).

Ezzel a 111. tétel elsG részét bebizonyitottuk. Ez hasonlo volt ahhoz, ahogy BaLAzs
(. 1) a=p=0 esetre igazolta ugyanezt. Megjegyezziik, hogy [12]-ben élesebb
becslést igazoltunk mint ami a . tételben szerepel, azonban aszimptotikus formula-
kat hasznaltunk, s a bizonyitas bonyolultabb. Ekkor ugyanis a (2.47) egyenlStlenséget
nem sikertilt igazolni. A IIL tételbeli limeszrelacid a0 esetben azonnal kovetkezik
az alabbi, (2.45) és (2.50)-bdl rogtén adodo

e =2 i-ap("H) Sa—mee e -

o n

=_1_{1__(n+a]2 1+8 IT'(n+Dr(n+a+B+1)

a+p+1 F(n+cx+1)1"(n+ﬂ+1) —! (l——x)*"(H-x)l’ dX}

Osszefliggésbol.
Az a=0 eset bizonyitasara tekintsiik a megfelel6 kvadratura-eljarast az

0 ha —-1=x<0
1 14+x
f(X)= Em.l_—-? ha 0=x=1-¢ (8>0)

0 ha l-e=x=1
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fliggvényre, azaz

%ﬁ=émmﬁ zuaﬂwmvwmwégmu

0=x,=1—¢
ahol
A= 28711 =3 HPOP ()} 2 (L [21], (15.3.1))

a Cotes szdmai a kvadratura-eljarisnak az a=0, f>—1 esetre. Mivel SzEGH
(211 15.2.3) tétele alapjan

P11 14x
Q.(f) ~ TR p— (H-X)" dx > c+|logel,

ezért azt kapjuk, hogy
lim 3 R() =+ (@=0,F>—1).
neo k=1

Ezzel a III. tétel bizonyitasat befejeztitk. Megjegyezziik, hogy FEIER (1. [9]) a (2.42)-
nek —1<ua, f<0 specidlis esetét az ittenitdl eltér6 mdédon igazolta, mig az o =0-
nal ugyanezt tettilkk amit FEJER az utobbi hatdrérték o =0, $=0 specialis esetének
bizonyitdsanal.

A IV. tétel bizonyitasihoz sziikséges néhiny segédtétel.
2.5. SEGEDTETEL. Fenndll a

R e*x 1

(2.53) hg; O+ DiFa+e * ka;a)'(xk)z =

_|r x® r'(n+1)
= [6/ (x+1)1+a+s dx] F(n+oz+l) ((Z >—1l,e> 0)
egyenldtlenség, ahol x, (k=1, ...,n) L®(x) gydkeit jeloli ezutdn.

Bizonyitds. A Bevezetésben kimondott lemmat f(x)=e*/(x+1)'**+¢ (£=0),
L®(x)=0 (k=1, ..., n) esetre alkalmazva, (2.13)-alapjan

e 2
G &

+1)1+a+5 h(x)— Z s)x—x )R (x) = 0

(x=0,0 >—1,e>0),
adodik, ahol
d ex n e*x
.d_; (x+1)ttete —kgll (%, + 1)L+a+e lk(x)] .

s(x) =

Az egyenlGtlenség mindkét oldalat x*e—*-szel szorozva, integralva, az L{®(x)-ek
ortogonalitasa és (1.23)-alapjan nyerjiik (2.53)-at.
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Megjegyezziik, hogy ugyanilyen gondolatmenettel nyerheté a

1

m+a+l
2" m— @)’ (x, )}~ I'(n+Dr(m+a+1
=1 xp~rePu L (x)} 2§[I_—] . (n+DHr(m+a+l)

I'(n+a+1)

B
(x> —1, <1, m = 0 egész),

egyenlStlenség is, amely f=0,0=m=2n—1 esetben az (1.22) azonossagba megy at.
Az utdbbi gondolatmenetettel elészor BaLAzs és TURAN ([6]) dolgozatiban talal-
kozunk.

2.6. SEGEDTETEL.

(2.59) 1—- D Rx)|=C-n"V* O<e=x=da>—1).
k=1
Bizonyitds. (1.9) és (1.19)-bdl a kozismert

(2.55) > 1—"";“_1(x—xk)] R(x) = 1

k=1 L Xk
azonossag adodik, amibdl

n o1
eso|Frw-i= 32 E s = 3+ 3 —avn
A (2.35)-6t a
@.57) S py=1 (xz=0;a>—1)
. A x%+l K = xX=Ua
alakban hasznalva, kapjuk, hogy
ek xm+1
(2.58) A= Cn14. Ze— T Bx)=Cn 1 0O<e=x=d).
k=1

Masrészt (1.22), (1.24) és (1.25) alapjan nyilvanvald, hogy

(2.59) B = n"L®(x)? { S (LY () 2+ la+1] 3 xk‘l(L,f’)'(xk))“z} = Cn~V4,
k=1 K=1

Az utébbi két egyenlGtlenség kiadja (2.54)-et, sOt igazolast nyert a

(2.60) S x—xlB(x) =Con O=<¢=x=da=—1)

becslés is.

2.7. SEGEDTETEL.

(2.61) S enxit Tt R x)=ConVE O<ée =x=da>-—1).

x; >2d
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Bizonyitds. (2.61) kozvetleniil adédik (1.24), (1.25) és (2.53) felhasznalasaval
a nyilvanvald

2
x ,
e e xR (x) = L (x)? Zk oﬂ“[ — ] {LP' ()} =
x >2d X =Xy
ek 1
= 4L(a)(x)2 2]{ 2+a+g L(a) (x )2
egyenlGtlenségbdl.

A 1V, tétel bizonyitdsdra térve, nyilvanvaléan

IRO(f; ) —f ()] = 2 Lf () —F Dl B (x) +£(%) [1 -2 lf(x)] =

= 2 | fx)—fxliE(x)+ Zk If(X)|+]f(xk)llf(X)+If(x)l-‘1—kg"l R(x)|,

Xk_

masrészt a folytonossagi modulus (1.11) tulajdonsaga alapjan
(2.62) IS (x| = 0(f;0,2d; |x—x,]) =
= w(f;0,2d; n~V {nV%. |x—x, |+ 1},
s igy (2.54), (2.60), (2.61) miatt a
IR (f, ))—f(0)| = 0(f;0, 2d; n=1%) {nl"‘ kZ"I |x~xk11:?(X)+k2"1 IE(X)} +

+ILAI* Zk ek xi 2T () + 1| flro,ar*

xk>2

| Zlk(x)

egyenlOtlenségbdl kovetkezik a TV. tétel elsé fele. A IV. tételbeli limeszrelacié a0
esetben azonnal kovetkezik az alabbi, (1.22) és (2.55)-bdl rogton addédo

n n l
2'1,‘2(0)=_1_{1_[n+a] Zx_1(L(a) x))~ } {1_[n+oz]}
=1 —a —a n
Osszefiiggésbol. Az a=0 eset bizonyitasara tekintsiik a megfeleld kvadratura-
eljarast az
0 ha O0=sx<¢

1
=41— h =Xx=
J(x) S a e=x=1

0 ha x=>1
fliggvényre, azaz

0.(N) = Zfeoh=_ Sy siHLY' ()= 3RO,

esx, =

A= xpH{LO (0} (L [21], (15.3.5))

ahol
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a Cotes szhmai a kvadratura-eljardsnak az o =0 esetre. Most FReup ([10] I11.1.6(a))

tétele alapjan
1

I
Q.(f) ~ [ —e7*dx> Cllogel,

e
s ezért
n

lim 3 B0) =+ (x=0).

B> p=1
Ezzel a IV. tétel bizonyitasat befejeztiik.

A bizonyitott limeszrelacié most is azt mutatja, hogy az interpolacié intervalluma-
nak végpontjaban, most a 0-ban, altalaban nincs konvergencia.

Néhany megjegyzést fliziink eddigi eredményeinkhez. Szasapos (1. [19], {20])
a Jacobi- és Laguerre-gyokokon készitett Hermite—Fejér-interpolaciot vizsgélta.
Az f(x) fiiggvényre tett alkalmas feltevések mellett konvergenciat bizonyitott
az interpolacié intervallumanak végpontjaiban is, s6t egyenletes konvergenciat az
egész intervallumon. Megadta ennek az f(x)-re vonatkozo sziikséges és elégséges
feltételeit. Amint ezt SzaBADOS [19] megjegyezte, az § vizsgilatinak gyokerei FEJER-
hez és a [3] dolgozat eredményeihez nyulnak vissza. Ezen vizsgilatok kezdeménye-
z8je, ugy tudom, FREUD GEfza volt wjabtan.

SzaBaDOs moddszere alkalmazhat6 a III. és IV. tételek finomitasdra. Példaul
(2.42) és (2.43) felhasznaldsaval ugyanezeket a kovetkez8képpen A4ltalanosithatjuk:

lim 3 fG)RM = ——f() (-1 =a=0,f==1,

lim 37RO =——fO (-1 =x=0)

feltéve, hogy f(x) folytonos [—1, 1]-ben, ill. [0, =)-en, és az utébbi esetben f(x)=
=0(e"™) (x>, y<1). Az elsd Osszefiiggés pl. azt mutatja, hogy —1<a<0 esetén
az 1 pontban a konvergencidnak sziikséges €s elégséges feltétele az, hogy f(1)=0
teljesiiljon. Erdekes, hogy az utébbi feltétel teljesiilése esetén tobbet is allithatunk, ti.
egyenletes konvergencia bizonyithaté tetszéleges —1<a=1 esetén [a, 1]-ben. S&t
ez az utobbi is Altalanosithatd, igaz GRUNVALD [8] utolsé tételének kovetkezd kiegé-
szitése: tetszbleges [—1, 1}-ben @(=0) normalis alappontrendszer esetén, ha a
[—1, 1]-ben folytonos f(x) fliggvényre f(+1)=0, akkor a (2.41) alatti R,(f; x)—~
—f(x) egyenletesen [—1, 1]-ben. Ennek az allitdsnak a bizonyitasa a [15] dolgozat-
ban talalhato.

Megjegyzem, hogy (2.42) és (2.43) a=0 esetének bizonyitasanal kvadratura-
eljarast hasznaltunk, és ennek konvergencidjara hivatkoztunk. Ezek kozvetleniil is
megkaphatok korabbi azonossagainkbdl, figyelembe véve azt, hogy a PP (x) és
L@ (x) gydkei a paramétereknek nagyon ,,jo” fiiggvényei (1. [21]).

Végiil egy jogos kérdés a kovetkez3. Az eddigiekbd! latjuk, hogy a klasszikus
ortogonalis polinomok gyGkeit, vagy egy tetszOleges normalis pontrendszert véve
alapul, a megfelel6 intervallum minden belsé pontjaban

lim 3 2(x) = .

Ll 51
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Vajon egy tetszBleges stlyra ortogondlis polinomok gyokeit tekintve szintén igaz.
ugyanez? Ha nem, akkor a sulyfiiggvényre nézve mi ennek pl. egy elég altalinos
elégséges feltétele? Felhaszndlva FReuD GEza

o'(x) _ _ Aw, x)

o'(x) AW, x)

[w(x) = ﬁ (x—x); o(x) a sﬁlyfﬁggvény]
K=1

Osszefliggését, lehet3ség van ennek a kérdésnek a tanulmanyozasira, ugyanis a bal--
oldal méri az alappontrendszer normalis voltat (L. [8]), viszont a jobboldalra mér igen
j6 becslések ismertek nagyon altalanos sulyfiiggvények esetén is,

Végiil megjegyzem, hogy a (2.41) eljarasnak a tanulmanyozasit a Hermite—
Fejér-interpolacid vizsgilatanal betoltdtt fontos szerepe is indokolttd teszi, amint
erre GRUNWALD [8] is rdmutatott.

3.§. Stabil interpolacio a negativ paraméterii Laguerre polinomok gydkein
Tekintsiik az

L®(x)?

(")

= kgf(xk)-rk<x) (-1<a=0)

3.1 RA(f, %) =£(0) +k§f( k)[ x— a] K(x) =

interpoléciés eljarast, ahol L®(x,)=0 (k=1, ..., n). Nyilvanvaléan

RO(f,ix) =f(x) k=1, ..,n).

Ezt az eljarast az «=0 esetre EGERVARY és TURAN vezették be, s err6l mar
a 2. § B. pontjaban széltunk. Itt azt is emlitettilk, hogy erre az esetre (ti. a=0)
BaLAzs és TURAN igazolt konvergenciatételt.

A (3.1) eljarasra igazolni fogjuk a kovetkez stabilitasi tulajdonsagot.
V. TétEL. (L. [13]).

3.2)

0=e™ 20u=y) n() =maxQu—yi) e (o =y5 e Z=yisk=1,..,m).

Bizonyitani fogjuk a (3.1) eljarasra a kovetkezd konvergenciatételt.
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VI. TeteL. (1. [13]). Ha —1<a=0, f(x) folytonos [0, «)-en, f(x)=0(e*) (x> ),
akkor a (3.1) eljardsra fenndll a

(3.3) IRP(f, ) —f()| =
CUl flo,a+ 1 f1Mn~2+Ce(f;0,2d; n~1%), ha —l<as= ——;—(0 =x=d)

=\ Cllf o, a3+ 04+ CI I {n ™2+ laln*}+ Coo(f; 0, 2d; n ™+ |a|n®),  ha
1

> 0

A

o

[IA

IAF =2 sup |f(x)le™>

O=x<oo

becslés.

KOVETKEZMENY. A 1V. tétel feltételei mellett R® (f, x)—~f(x) egyenletesen
{e, d]-ben.

Megjegyezzitk, hogy SHARMA (L. [24]) szintén Altalanositotta EGERVARY és
TURAN eljirasat, azonban negativ o értékekre SHARMA alappolinomjai nem minden
x=0-ra pozitivok, s igy nem rendelkezik eljirdsa ilyenkor a (3.2)-h6z hasonld
stabilitassal.

A (3.1) eljarast nem sikeriilt ngy karakterizalni, mint ahogy bizonyos eljarasokat
jellemeznek az el6z26 § 1. és 11. tételei. Csupan a (3.2) tulajdonsagot sikerdlt verifikalni.*

Roéviden ismertetjik tételeink bizonyitasa el6tt, hogy milyen meggondolassal
jutottunk a (3.1) eljarashoz. A Bevezetés-ben mondott lemma 1. §-beli elsG bizonyi-
tasahoz hasonléan igazolhato a

n L2 (x)? " 1+o
X Xy [ 2 n \7J Xy o | —— x — 2
V(x)=e [1+ockg,;e lk(O)] (n+oz]2 k;;e [xk x a] Bx)y=0
n
xz=0; -1<a=0)

egyenlbtlenség, figyelembe véve a kénnyen ellendrizhetd ¥V (eo)=oo, V(0)=V(x)=
=V (x)=0 (k=1,...,n) Osszefiiggéscket. Ez az egyenlGtlenség o=0 esetben
az Egervary—Turdn-féle (1. [4]) egyenlOtienségbe megy at, amely lényeges szerepet
jatszott a Baldzs—Turdn-féle (1. [5]) konvergenciatétel bizonyitasaban. Valéjaban ez
az egyenlétlenség motivalta a (3.1) alappolinomok valasztasat, mivel ha ebben el-

hagyjuk e*x-t mindeniitt, akkor a baloldali kifejezés e*— > r.(x)-re redukalédik,
k=1

és ez volt a helyzet az =0 esetben is.

Végiil megjegyzziik, hogy BaLAzs és TuURAN konvergenciatétele [0, oc)-en
folytonos és korlatos fiiggvényekre vonatkozott, s igy a VI. tétel ezt ilyen irdnyban
is 4ltalanositja.

*MEGIJEGYZES A KORREKTURA OLVASASAKOR:

A [13] dolgozat, amely eredetileg jelen cikk 3. §-dnak eredményeit tartalmazta, atirds utan
id6kszben megjelent. Ebben a cikkben ez a kérdés is tisztdzva van, és jelen dolgozat targyat 0j
megvilagitasba helyezi.
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Az V. tétel bizonyitdsihoz alkalmazzuk a Bevezetés-ben kimondott lemmat
fO)=e*, L® (x)=0 (k=1, ..., n) valasztassal. Ekkor kapjuk a

14+«
Xk

e"—zn'exk[ x—a]l,?(x)éo xz0,-1<a=0)
k=1

egyenlGtlenséget, amit

(.4) e* Senr()s1 (x=0, —1 <o =0)
k=1

alakban hasznalva kapjuk az V. tételt a

e"‘k._Z; =y n(x) = e~ ’2,; (e —yi) e ] [er (x)]
azonossag alapjan.
Az V. tétel a=0 esetét EGERVARY és TURAN a kovetkezd élesebb formaban
igazoltak:
0= e"‘k._Zo =y () = max(e—ye)e ™ =y, k=0,1,...,m),
ugyanis ilyenkor
(.5 E—LOE~ > exkxi B(x) =" — Senr () =0 (x=0;x=0)
k=1 k k=0
is igaz. Nalunk viszont szerepel az y,=yp kikotés. Ett6l meg lehetne szabadulni a
e LP ()
")
n

egyenlGtlenség bizonyitasaval, mivel ebbdl és (3.4)-bol

=1l (x=0,-1<a<0)

0=e™ Z(—yn(x) = max (—yi)e™ (n=zyi,k=0,1,..,n —1<a=0)
k=0

kovetkeznék. De ezt nem tudom igazolni. Megjegyzem az el&bbi egyenlGtlenséggel
kapcsolatban, hogy SzeGO (1. [22]) komplex fiiggvénytani eszkozdkkel igazolta a

IL® (x)| = €2 (x=0)

egyenlGtlenséget, amibdl mar nagyon egyszerlien kévetkezett az altalanosabb
. nta) o
(3.6) L2 (x)] = " e*? (xz=0,az=0)

egyenlStlenség. EGERVARY és TURAN (3.5) egyenl6tlenségébdl azonban régton adddik
az a=0 eset, amint ezt [4]-ben meg is jegyezték. Viszont negativ o értékekre tudo-
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masom szerint semmilyen becslés sem ismert. Megjegyzem, hogy SHARMA (1. [24])
egy egyenlGtlenségébsl kozvetleniil adodik a

LW (x)| = nta e O=x=x;-1l<a<0
n

egyenldtlenség, ahol x, az L@ (x) legkisebb gyoke.
A VI. tétel bizonyitasahoz sziikséges néhany segédtétel.

3.1. SEGEDTETEL.

=Cn* O=x=d, —1<a=0).

1— anrk(x)

k=1

3.7

n

Bizonyités. A G(x)=1— > r.(x) fuggvényre (3.1), (1.6), (1.19), (1.20)

k=1
alapjan

GO =Gx)=0 (k=1,...,n),
s igy
(3.8) G(x) = x+ L (x)+ g-1(x),

ahol g,_,(x) olyan legfeljebb n—1 edfoku polinom, amelyre az x;, (k=1,...,n)
alappontokban (3.1) és (3.8) alapjan

14 , 1+ x,—oa—1
=2l (x) = —

G'(x) =—
k Xk Xk Xk

=—1= ka;(.a)'(xk)gn-l(xk)

teljesiil, amibdl
(3.9) G(x) = xLW(x) 2 201 ()1 (0) = XLO(x) 2 — ()~ HLE ()} (x) =

=xLP@{ S+ i }=xLPx{4+B).
lx—xklén'll‘ x—x, [>n"1/4
A (3.4) alapjan nyilvan

@ e 1 25 720y = —1/8 -
(3.10) xLP(x)4| = 1x—xk|2§,’r‘n‘1“|x x| X, Ex)=n 7o kgl' r(x) = TTo

n—1/4

>

O=x=d;, -1 <a=0).
Masrészt (1.22), (1.24), (1.25) alapjan
(3.11) X LO@x)-Bl=n-x-LO(xp 3 wH{LP' ()} 2=

| X=X |>n 1/4

=nx LO(x)? S xi L@ (x)) 2=C-n"* 0=x=d —1<a=0).
k=1
A (3.10) és (3.11) kiadja (3.7)-et.
Megjegyezziik, hogy az a=0 esetre ezt a segédtételt BALAZs és TurAN (L. [S])
igazoltak, de bonyolult mbédon, s ez a mdd nem latszott 4ltaldnosithatonak.
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3.2. SEGEDTETEL.
CnY%* ha —l=<o= ——%

(G12) 3 x—xlrn () = | 0 = x = d).
k=0 Cn~Y4 4+ C(|a)V2n*/?  ha —5=a=0

Bizonyitas. (1.24), (1.25), (1.22), (3.4) alapjan, a Schwarz-egyenlStlenségbdl adédo

{Z(IX ~xi Vre(x) V() } { 2 rk(X)} {(1+d)xL§“’(x)2k§ xi b (L () 72+

+ L () 5 (L.E“"(xk))‘z}
k=1
egyenlGtlenség és
() 2
Lo
[ n+o )
n

éppen (3.12)-t adja.

=Cn 2 O=x=d;—1<a=0)

3.3. SEGEDTETEL.

Cn~ 12 ha —l=<a= —%
(3.13) D exr(x) = ) 0 =x=4d).
= 2d Cn~124 Clajn* ha =a=0

2
Bizonyitds. —1<u0<0 esetben (3.13) rogton kdvetkezik (2.61)-bdl a nyilvanvald

1+a
Xk

0= x—a=1 (—l<a<0,x,>2d,0=x=d)

egyenlGtlenség felhasznalidsaval. Az a=0 esetben ez kovetkezik (1.24) alapjan,
(2.53)-at e=1-nél hasznilva a

Zk e"k— B)=xLOG? 3, & [_x] {LP(x)}* =

x =>2d x> 2d k

1
= 4xLO(x)? Zk x?‘ L(") o

egyenlGtlenségbdl.
A VL. tétel bizonyitdsdra térve, nyilvanvaléan

RS )~ = | 2 [/l () +7 () [1 - rk(x)] =

= 30 1/@—~CInG+ Sy @I+ elnC+ -1 - 2 n),
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masrészt a folytonossagi modulus (1.11) tulajdonsaga alapjan

[ ) =f()| = 0(f;0,2d; [x—x) = 0(f; 0,2d; n=°) {n’|x —x, | +1},
s igy (3.7), (3.12), (3.13) miatt a

IRO(f; ) —f()] = 0(f; 0, 2d;5 n~%) { S x-xln@+ 3 rk(x)}+

n

1= 2 r(x)

k=1

+HIAI® 2k e n(x)+1 fllo,a

x, . >2d

egyenlGtlenségbdl kovetkezik a VI. tétel, a & alkalmas valasztasaval.

4.§. Stabil interpolacié egy pontban eldirt derivaltértékkel

Most olyan stabil interpoldcids eljarast fogunk megadni [0, e=)-en, amely
a fiiggvény derivaltjat megadja a O pontban. A kapott eljarsra konvergenciatételt
is bizonyitunk.

Legyenek
4.1 O=xj<x<Xx3<..<X,<+o

az interpolacié alappontjai, az ezekhez tartozé els6fajii alappolinomok

4.2) ro(x), 11 (%), ..., ra(x),
amelyekre

4.3) nx)=4, Kk i=0,..,n
és derivaltjukra

“4.4) (=0 (k=0,1,...,n).

Bevezetiink egy o(x) un. masodfaju alappolinomot, amelyre

4.5) alx)=0 (k=0,1,...,n)

és derivaltjara

w , 0 ha £#0

(4.6) TCD=\ ha k=o.

Nyilvanvaléan, ha y, (k=0,1,...,n) é y  tetszGleges valés szdmok, akkor
4.7 R,(x) = k_Zo Yeri(¥)+y o (x)

interpolacids eljaras, amelyre

4.8) R(x)=» *k=01,..,n
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és derivaltjara
4.9) R, (x0) = R,(0) = y'".

Keressiik azt a (4.7) interpolacids eljarast, amelyre egyrészt
4.10)

0=e~ {kzo =) rk(x)+(y’—y*’)a(X)} = max {m,?x On—y)e ;¥ =y
x=0yz=0 k=0,1,..,n;y =yv)
egyenlGtlenség teljesiil, azaz stabil az e¢~* sulyra nézve, masrészt

4.11) Grad R,(x) = 2"' grad r (x)+grad 6 (x)
k=0

minimalis. Igazolni fogjuk a kovetkezd tételeket.

VII. TéteL. (L. [11]). (4.10) és (4.11) egyidejiien akkor és csak akkor teljesiilnek
a (4.7) eljardsra, ha a (4.1) alappontokra LY (x)=0 (k=1, ...,n) és

W 2 2 ) 2
@.12) ro(x)=(1+nx)[l;;'+(ic)], rk(x)-—-%[ﬁ%g)__—xk)] C=1,..n),

(4.13) o(x) =x [L—n'('l_)i_(—f)] .

Legyen f(x) a[0, «)-en folytonos fliggvény és y" =y, tetsz8leges valds szamoks
akkor

@.14) R,(f;%) = kg",;f(xk) () + 1,0 (x)

az f(x)-hez tartozd interpoldciés polinom; specialisan y,=f’(0) is lehet, ha ez
létezik.

A VII. tétel azt mutatja, hogy csupan egy alappontban ¢lGirva a derivaltértéket
is, egészen mas alappontrendszer esetén valésul meg a stabil és gazdasagos interpo-
lacids eljaras, mint enélkiil (v6. 2. § B. pontjaval).

VIII. TeéreL. (1. [11]). Ha f(x) folytonos [0, )-en, tovdbbd f(x)=0(e*) (x> o),
akkor az eldzd tételben nyert eljdrdsra

(@.15) |R,(f; 0)=f()| = Cl fllto,a+ 1 fIHn "+ Car(f; 0, 2d; n=Y*) + - Cn~ 12
O=x=d),|fI"= 2 sup [f()]fe*.

LX< oo

KOVETKEZMENY. A VIIL. tétel feltételei mellett y, = o (n'/?) esetén R, (f, x) — f(x)
egyenletesen [0, d]-ben (d=0).
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Ratériink a VIL tétel bizonyitdsdra. Flészdr tegyiik fel, hogy létezik a (4.10) |
és (4.11)-nek eleget tevd legfeljebb 2n+ 1-edfokil polinom. A bizonyitds masodik
részébBl kiderill, hogy ilyen van. Alkalmazzuk (4.10)-et az y,=1, y,=yf=0
k=1, ..., n), yoe=y"=py*=0 valasztassal, ekkor kapjuk

(4.16) O0=e"ry(x)=1 (x=0).
Legyen
0() = [T —x0,
k=1

ekkor (4.3), (4.4), (4.11), (4.16) alapjan ry(x) ilyen alakd

4.17) ro(x) = (ax+b) w(x)?, |
amibdl (4.3) és (4.4) alapjan egyszerii szamolassal adodik, hogy

_ |y _, @0 .
(4.18) ro(x) = [1 2 20) x] w(x)%

Most alkalmazzuk (4.10)-et y'=3y* =0, y,=1, yf =0, y;=yF=0 (i=k,i=0,1, ..., n)
valasztéssal, ekkor kapjuk, hogy

{4.19) O=se>*ur,(x)=1 (x=0,k=1,...,n).

Figyelembe véve (4.3), (4.4), (4.11), (4.19)-et azt kapjuk, hogy egyrészt
X w(x) 2 xR,

(420 n0=% Frsesm) =34

masrészt (4.3) és (4.4) alapjan

(e—x+xk : rk(x))x=xk =1,

és igy
(e 1 (x))z=s, = 0,

azaz (4.20) alapjan
X0 (x)+QR—x)o’(x) =0 (k=1,...,n).
Mivel w(x) n-edfoki polinom, ezért
x0"(x)+(2—x)w’'(x) = Cw(x)

alkalmas C allandévaljamibdl egyiitthat-sszehasonlitassal C=—n, ésigy (1.19)
alapjan, amint az jol ismert,

w(x) = (=1 n! LD (x)

kévetkezik, amibél az adddik (4.18), (4.20) alapjan, hogy a kivant interpolacids poli-
nom csak a tételbeli lehet.

Most igazoljuk, hogy a tételbeli interpolacids polinomra valdban teljesiil a (4.10)
stabilitasi tulajdonsag. Ehhez sziikséges a kovetkezd
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4.1. SEGEDTETEL.

@21)  VEOE e —(1+nx )[Lm(")] é’e"kl,?(x)—x[Ljn_l_(T)] =0

(x=0;n=0,1,..),
ahol LY (x)=0 (k=1,...,n).

Bizonyitds. A 4.1 Segédtétel bizonyitasa teljesen hasonld a Bevezetés-ben kimon-
dott lemma 1. §-beli elsd bizonyitasahoz, figyelembe véve az (1.6), (1.19) alapjan
kénnyen ellendrizhets V0=V (0)=V(x)=V'()=0 (k=1,...,n), V(x)=o
Osszefliggéseket, ezért nem részletezziik.

A (4.21)-b6l azonnal adédnak az alabbi kovetkezmények, amelyek lényeges szere-
pet fognak jatszani a VIIL. tétel bizonyitasaban is.

(4.22) e"‘{ Z"' e"urk(x)+a(x)} =l (x=0;n=0,1,...;x,=0),

n+1
Vit(n+Dx

A 14.10) azonnal adddik (4.22)-b6l az

(4.23) ILP ()] =

——e"? (x=0; LP0) = n+1).

o {kg(') (7 —¥%) rk(X)+(y'—y*)'0(X)} =

e {kgn(; (e =y e =] [exer (O] + (" —y*)’ U(X)}

azonossig alapjan. Ezzel a VII. tételt bebizonyitottuk.
A VIIL tétel bizonyitasdhoz sziikséges néhany segédtétel.

4.2. SEGEDTETEL.

(4.24) 0so(x)=C-n"2 0=x=d n=0,1,...,).
Bizonyitds. A (4.13), (4.23) alapjan 0=x= L esetben
Vn-i— 1
o(x) =x ¢ = ! ev,

[+t Dx = Yuil

az x>

esetben pedig

Vn+1
e - X
1+(n+Dx = Yurl

adddik, amelyek éppen (4.24)-et adjik.

o(x)=x e
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4.3. SEGEDTETEL.

1— 2 ri(x)

(4.25) =C-n”" (0=x=d,n=0,1,..)

Bizonyitds. Hasonld a 3.1. segédtételéhez. A G(x)=1— Zn’rk(x) fliggvényre
k=0
(4.12), (1.6), (1.19), (1.20) alapjan
GO =G0)=Gx)=0 (k=1,...,n),

s igy
(4.26) G(x) = x*L{P(x) * g,-1(x),
ahol g,_;(x) olyan legfeljebb n—1-edfokd polinom, amelyre az x; (k=1,...,n)
alappontokban (4.12) és (4.26) alapjan

, 2 , 2 x—2 .
G’ (x) = —x—k—zlk (x0) = —x—k—"ka'— =-1= xiL,(,l) (%) gn-1(x0),

teljesiil, amibdl
(4.27) G(x) = x:LP(x) 2"’ Gu—1(x) L (x) = 2LV (x) va'—(xk)—z{Lrsl)’(xk)}—llk(x) =
k=1 k=1

LM S+ i }=xLOx){4+B}.

Ix—xklén‘l/‘ Ix—xk|>n'1/‘

il

A (4.22) alapjan nyilvan

2 n
(428) [RLP()-Al=  Si |x—x,‘|%lk2(x)§n‘1’4 S r(x) = efn1,
- k k=1

x—xl=n

O=x=d, n=0,1,..).
A 3 &)= —-{1—["1'“]} formulabol

31 1
= A CALIES BN CES)E
addédik, amit felhasznalva, (1.24) alapjan
(4.29) XL (x)- Bl = n* LB (xP  Z  )THLY ()} =
-1/4

|x—x;|>n
1 1
= p1/451/2,% (43/2, p—xT (1) ()2 L G- o IS 12
= n'/tx12e*{x32. =L (x)}{n+1 (n+1)2}_Cn O=x=d).
A (4.28) és (4.29) a (4.25)-6t adja.
4.4, SEGEDTETEL.
(4.30) Dlx—xlrnx)=C-n""* O0=x=d,n=0,1,..).
k=0
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Bizonyitds. (4.30) bizonyitasa az (1.24), (4.12), (4.13), (4.28), (4.29) 6sszefiiggések
felhasznalasaval a

é{; X — X | (x) = (l+nx)x[ L (x)] + 2k>o/ |x— xkl

l
ntl Lt & (x)+
27 () (x)? LD (x) x2 LW (x)2
i X Em = n n —1/a
+1x ka,Q:%/, XELO (x)? ~ x[ n+1 n+1 +Cn
egyenlotlenségbdl kovetkezik.
4.5. SEGEDTETEL.

4.31) Seexrn(x)=Cn Y2 0=x=d,n=0,1,..).

xk>2d
Bizonyitds. A (4.31) egyenlétlenség (1.24) alapjan, (2.53)-at e=1-re hasznalva, a
3, e ) = X LOGY P ey [;7] AN e
X >2d

1
= 4x? @ (y)2 ,
¥L(x) x,‘z;zk Xk L.fl) (x)?

egyenl6tlenségbdl rogtén adddik.

A VIIL tétel bizonyitdsdra térve, nyilvanvaléan

=

IR, (f; ) —f ()] = 2 LF ()~ Gl () +£(%) [1 —2 " (x)] +,0(%)

Zk [f(x)

xk_

anI' re(x)|[+

+ Iy"a(x)l,
masrészt a folytonossagi modulus (1.11) tulajdonsaga miatt
|G —f)l = 0(f£30,2d; [x—x]) = o(f; 0,2d; 7Y% {nV4|x—x,|+1),
s igy (4.24), (4.25), (4.30), (4.31) alapjan a VIII. tétel az
[R.(f, X)—f(X)| = &(f; 0, 2d; n~1/% {n"“ 2 x=xin(x)+ 2 fk(X)}+
k=0 k=0
+ A1 Zzlcdex“’k(x)+|'f||[o,d]‘ l_kg(; re(x)

|
egyenlétlenségbdl kovetkezik.

A kovetkez6 §-okban ismertetiink néhany olyan eredményt, amelyek bizonyitasa-

ban alapvetd szerepet jatszik a Bevezetés-ben kimondott lemma, vagy annak az 1.§-
ban adott elsé bizonyitasanak a gondolata.

+yncn—1/2
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5.§. A Lagrange-interpolacio atlagkonvergenciaja végtelen intervallumon

Legyen p(x) egy sulyfiiggvény a véges (a,b) intervallumon, azaz legyen
LEBESQUE szerint integralhaté és m.m. pozitiv. Tekintsilk a p(x)-re ortogonailis,
normalt, pozitiv fGegyiitthatés polinomok {w,(x)}; rendszerét. Mint ismeretes
ezek egyértelmilen meg vannak hatarozva, w,(x) gyokei egyszeresek, valdsak,
(a, b)-be esnek. Legyenek w,(x) gyokei

(5.1 a<=x" <x” <=...<x™ < b.

(Tulajdonképpen eddig is két indexet kellett volna hasznalni, de ennek elmulasztasa
nem okozott félreértést.) Az ezekhez tartozd Lagrange-féle alappolinomok

(.2) I (x) = w;(x,i'f;))"((;)—— sy k=1,

tovabba az [a, b]-ben folytonos f(x) fiiggvény Lagrange-féle interpolacios polinomja

3 L(f;x) = g T ().

ERrDGs és TURAN 1937-ben publikaltik a kovetkezG érdekes tételt.
TETEL (ERDGS—TURAN). Bdrmely [a, bl-ben folytonos f(x)-re

4 lim [ p{L,(f, x)—f()} dx = 0.

(L. pl. NaTanszon [18] 410. o.) Kozismert az a szoros kapcsolat, amely a Fourier-
sorok és a Lagrange-interpolicidk ko6zott fennall. Minthogy a Fourier-sorokra
az analdg tétel kozismert, valdszinil, hogy ez vezette a szerz8ket az (5.4) felismeré-
sére. Az (5.4) megfelelGje végtelen intervallumon sokdig ismeretlen volt, egészen
1961-ig, amikor BaLAzs és TurAN (l. [6]) kozOlték a kovetkezd tételt.

TETEL (BALAZS—TURAN). Legyen p(x)=h(x)/g(x) olyan sulyfiiggvény a szdm-
egyenesen, amelyre h(x)=0 és

(5.5 _;'w h(x) dx < oo,

tovdbbd g®(x)=>0 (—oc<x<oo,n=0,1,...) és x=>0-ra logg(x) a logx-nek
konvex fiiggvénye, valamint

7 logg(x)
Ekkor, ha f(x) az egész szdmegyenesen folytonos fiiggvény, amelyre
5.7 lim S ﬂ =0
*t= Y g(x)
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akkor
+ oo
(5.8) lim [ {fG)~Lo(f; )+ p(x) dx = 0.

KOVETKEZMENYEK. 1. Konnyen lathatd, hogy p(x)=e~*"=e—2:x*/e0—20%" = fj/g

eleget tesz a tétel kovetelményeinek ha O0<eg<—-, s igy kapjuk, hogy

3
(5.9) lim f” {(fG)=L,(f, X))2e=* dx = 0.

2. A tételb6l a Schwarz-egyenlbtlenséggel rogton kapjuk, hogy

(5.10) i 170~ L 9l dx =0

3. A tétel felhasznalasaval, a p(x)-re ortogonalis polinomok gydkeire konnyen
bizonyithatdk az alabbi limeszrelaciok:

5.11 i M| = oo
(.11) lim = max 7] = e,

(512) lim max (1 —x") =0 (4= {k: —d=x" <x{ = d}, d>0).

Altalaban eléfordulhat az, hogy x®™=>—K (k=1,...,n; n=1,2,...) valamely
n-tél figgetlen K-val.

Bizonyitds. A g(x)-re és f(x)-re tett feltevésekb8l BERNSTEIN és MANDELBROJT
[6]-ban idézett tétele szerint minden e=0-hoz van olyan P;(x) polinom, amelyre

/=P _,
Ve(x)

(Pr(x) azt jeloli, hogy pontosan k-adfoki a polinom.)
A Bevezetés-ben kimondott lemmat g(x)-re és a p(x) stlyra ortogonalis
polinomok gyokeire alkalmazva kapjuk a

(5.13)

(—oo<x< oo)_

Vix)=g(x)— 5 x I—M —xfM 12 (x) — 5 "IN (x —xfNIHx) = 0
x)=gx) kgl'g(k) w’(x,?'))(x ) (I (x) kgl'g(k)( e E(x)

[(D,,(x) H(X —xM), —o<x =< oc]

egyenlGtlenséget, amelynek mindkét oldalat p(x)-szel szorozva és integralva, figye-
lembe véve az w,(x)-¢k ortogonalitasat,

n t oo e
(5.14) kglg(xk) [ R@pxdx= [ h(x)adx

adodik.
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Ratériink (5.8) bal oldalanak becslésére. Valasszunk egy ¢=>0 szamot tetszblege-
sen, de rogzitsiik. Ehhez (5.13) alapjan vélasszuk meg P;(x) polinomot, majd rogzit-
siink egy olyan nagy n-et, melyre n>k+1. Ekkor, amint ez j6l ismert

Ln(PE’x) = Pi(x)‘
Ezt felhasznalva, nyilvanvaléan
+ oo

+ oo
[ (F@O—P@+P®)~L(f 0Ppx)dx =2 [ {f(x)—Pe®)}p(x)dx+

% »
+2 [ L(Pi—f, %) p(x) dx.
Az (5.13) osszefiiggés alapjan

+oo +oo _ 2 + oo
2 [ {f@-P@Prx)dx=2 [ {_f%’ﬂh(x)dxéza‘z [ h(x)adx,

viszont az w,(x)-ek ortogonalitasa és (5.14) miatt

+oo . +oo
2 [ L(e—f 0@ dx =2 3 (P ~7 R £ [ RpGods =

n b t oo
= 2¢? kgl' g(x) _:./c: B()p(x) dx = 26 _;/; h(x)dx.

Becsléseinket Gsszefoglalva:

[ UO-L(f0Ppx)dx =4 [ hx)dx,

ami éppen a tétel llitasat igazolja.

6.§. Megjegyzések a tovabbi alkalmazasokrol

Amint azt a Bevezetésben emlitettiik, a lemma gondolata a kvadratiira-eljardsok
konvergencidjanak vizsgdlatdnal vet5dott fel talan el8szor. Azéta is szamos eredmény
sziiletett ezzel kapcsolatban a lemma alkalmazasival. Err6l FrReup [10] kényvének
II1. fejezetében tobb igen 4altaldnos eredmény talalhatd, tovabba BALAZS—TURAN
{7)-ben is. Jelen dolgozat IV. Tételének bizonyitdsanal hivatkoztunk egy ilyen tételre.

NEvar [17} dolgozatdban lényegesen kihasznilta BALAzs és TURAN 5. §-ban
ismertetett eredményeit, s igy tulajdonképpen ismét a lemmat alkalmazta.

Végiil megemlitem, hogy a 2.§ eredményeit felhasznélva, sikeriilt [16]-ban
altaldnositanom BaLAzs [2] eredményeit tetszGleges paraméterii Jacobi-polinomok
esetére.

SzAsz PAL felhasznalva EGERVARY és TURAN [3] eredményeit altaldnositotta
az Hermite—Fejér-interpoléciét, és bevezette az in. quasi—Hermite—Fejér-inter-
poléciot, tovabba altalanositotta a normalis és szigorian normaélis alappontrendszer
fogalmat is. Eredményeire az6ta sokan hivatkoztak (pl. SHARMA [24]), és sok ered-
mény sziiletett ezzel kapcsolatban.
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ON STABLBE INTERPOLATION
By L. Job

Summary

In this paper the author’s results published in [11], [12], [13], [14], [15] are summarized. Some
theorems are proved in more general form than in the mentioned papers.
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