_ A NEM-EGESZRENDU DIFFERENCIAL-
ES INTEGRALOPERATOROK ELMELETENEK
UJABB FEJLODESE*

frta: MIKOLAS MIKLOS

1. Bevezetés

Ismeretes, hogy az un. tortrendii integraloknak és derivaltaknak az analizisbe
val6 bevezetése ABEL, LIOUVILLE és RIEMANN egyes munkdiban mér a malt szdzad
elsS felében megtortént, de az altaldnositott differencial- és integraloperatorok hasz-
nalata csak nem sokkal a szizadforduld el6tt kezdett elterjedni a Heaviside-féle
»szimbolikus kalkulus” nyomdn, hogy aztin szdzadunkban olyan matematikusok
eredményei révén nyerjen ,,polgarjogot”, mint HADAMARD, HARDY és LITTLEWOOD,
Riesz MARCELL és H. WEyL. E referatum {8 célja a témakorben az utolsé évtizedek
alatt bekovetkezett fejlédés attekintése, amihez mindenekel6tt az elmélet alap-
problémajival kell foglalkoznunk: ,,megadandé a differencidlas és az integrélas
miiveletének legegyszeriibb kozos altalanositasa a derivalasi, ill. integrdldsi rend-
szdmra (indexre) vonatkozé interpolacid segitségével”. A széban forgd kérdést
tobbféle mddon lehet megkoézeliteni.

Induljunk ki most egy klasszikus Cauchy-féle formulabdl, amely egy [x,, X]
intervallumban folytonos f fiiggvény m-edik iteralt integraljat egyszeres integral
alakjaban fejezi ki, s egyittal az

YMx) =7(x); y(xg) = y'(x0) =...= y" D (xp) =0
kezdetiérték-feladat legegyszeriibb megoldasat szolgaltatja:

4 ymn—1
f f f f(t,,,) di, ... dt, dt, = YT 1), ff(t)(x "1 dr.
Itt az m rendszamra vonatkozd interpolacio kozw:tlenul végrehajthaté azaltal,
hogy m-et egy folytonos v=0 paraméterrel, (m—1)!-t pedig ennek megfeleléen
I'(v)-vel potoljuk; kapjuk a v-edrendii (,,tortrend(i”) integral LioUvILLEtO] és RiE-
MANNtO] ered§ definicidjat:

W WIS =y [ O

Az [ fliggvényre vonatkozé feltétel természetesen enyhithet6: barmely Lebesgue-
integralhatd f és rogzitett v=>0 esetében az (1) integral 1étezése majdnem minden

* A targykorr6l New Havenben (Conn., USA) 1974 juniusaban tartott nemzetkdzi kongresszus
Osszefoglal6 referatuméanak magyar nyelvii valtozata. Angolul megjelent a kongresszus Proceedings-
ében a “Lectures Notes in Mathematics’ sorozat 457. kotetében (Springer-Verlag, Berlin—Heidel-
berg—New York, 1975, edited by Prof. B. Ross, p. 357—375), “On the trends in the development,
theory and applications of fractional calculus’ cimmel.
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374 MIKOLAS MIKLOS

x-re biztositva van; ha f-r6l még azt is kik6tjik, hogy [x,, x]-ben korlatos legyen,
akkor (1) minden v=0 rendszamra létezik, tovabba az , [, operator kielégiti
az Un. indext6érvényt, melyet félcsoport-tulajdonsagnak is szokas nevezni:

@ w3 Goli®) =g L2 (o 17 = [T (1> 0,9, > 05 X < 1 = X).

Megjegyzendd, hogy mindez érvényes tetszlleges olyan komplex v-re is, melyre
Re v=0; ekkor az (1) Riemann—Liouville-féle integral v-nek analitikus fiiggvénye.
(1) Kkiterjesztése v negativ értékeire, azaz ,tértrend{i derivalt”:

3 WD = (v<0)
eldallitasa torténhetik példaul tortrendi integralok megfelel szamu k6zonséges deri-
valasaval, nevezetesen egy Riemann-féle formula alapjan:?

dm
@ xo D5 waolz'c"_"f (u=0),

ahol m a legkisebb u-nél nagyobb egész szamot jeloli. Sajnos azonban, (4) nem
tekinthet az f®(x) (p=0,1,2,...) kézonséges derivaltak ,,igazi” altalanositasa-
nak, mivel f®(x) puszta létezésébdl még nem kovetkezik az , Df f=f P (x) rela-
cid; ehhez a konklizidhoz tovabbi feltételre van sziikségiink: f(” folytonossagara
az x helyen. Igy érthet8, hogy sok olyan probléma van, mellyel kapcsolatban a tort-
rendii derivalt (4) értelmezése nem megfelel6 és finomabb definicidval helyettesitendd.
Az aldbbiakban harom széba jové értelmezési lehetéséget vesziink szamba. 2

1. Gyakran célravezetd a kovetkezd gondolat: tekintjliik az f alapfliggvénynek
egy elemi sor-alakjat, és formalisan tagrdl-tagra képezziik e sor tdrtrendii derivaltjat,
feltéve, hogy az egyes tagok altalanositott derivaltja direkt interpolaciéval nyerhetd.
Analitikus f fliggvény esetében példaul az Hadamard-féle definicié adddik, melyet
6 1892-ben, a Taylor-sorra vonatkozé mély aszimptotikus vizsgilataiban eredménye-
sen alkalmazott:

w  FM(0
&) o DL f = xé;[.({;_—/(‘j_l)f'_" (u tetszlleges).

Kiemeljiik, hogy a jobboldali altalanositott hatvanysor konvergenciatartomanya
Iényegében azonos f Maclaurin-soraéval.
A Fourier-sorok elméletében a tortrendil integral Weyl-féle definicidja (1917)
1

hasznalatos, amely egy 1-periodust f fiiggvény v=0 rendii integraljat f f(t)dt=0
0
esetén a kovetkez6 alakban szolgaltatja:
e v . 4%
celif=2 2 (2nn)~ [cx,, cos [2n7rx— %] + B, sin [2mrx—7)]
n=1
©)
1 1
a,= [ f(t)cos2nnr dt, B,= [ f(@)sin2nnt ar.
[} 0
1 (4)-et nyilvan motivalja (2) és (3).
2 Megemlitjiik, hogy tortrenda derivaltak divergens Riemann— Liouville-integralokbol Hada-

mard-féle értelemben vett ,véges rész’’-képzéssel is szarmaztathatok. (MARCHAUD, 1927).
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Innen az adjungalt tortrendii derivaltakat a klasszikus szummaécids eljarasok vala-
melyikével szarmaztathatjuk, amint a szerzd el6sz6r 1958-ban az edinburghi nem-
zetk6zi matematikai kongresszuson tartott eldadisaban, majd nem sokkal késébb
tobb dolgozataban is megmutatta. 3 _

Az (5)—(6) alatti sorok ,,zart alakja” szintén figyelemre mélté. Ami (5)-6t
illeti, egy Hankel-tipust kontirintegral-el6allitasra jutunk, amely ugy foghato fel,
mint a Cauchy-féle (komplex) integralformulak k6zds ltalanositasa. ¢ (6)-bol pedig
egy (1)-tipusu integral-alak vezethetd le, melyben az x, integraciés kezdSpont
(paraméter) —oo; az utdbbi kénnyen (0, 1) intervallumra vonatkozd integralla
transzformathatd, melynek magfliggvényében a {(s, u) in. Hurwitz-féle zetafiigg-

vény 1ép fel, v6.3. ({(s,u)-t tudvalevBleg Res>1,0<u=1 mellett a > (k+u)~*
k=90
sor sszegeként értelmezziik.)

II. Emlékeztetiink arra a tényre, hogy az (1) integrdl a v rendszamnak mint
komplex véltozénak holomorf fiiggvénye. Ezen az alapon RiEsz MARCELL és t6bb
tanitvanya 1933 és 1949 kozott egy elegdns és hatékony eljarast épitett ki a tortrendi
differencidlas elméletében, nevezetesen a Riemann— Liouville-integrdlnak a rend-
szamra vonatkoz0 analitikus folytatdsdt. A moddszer bizonyos értelemben atvihetd
tobbvaltozos fliggvényekre, pontosabban az euklideszi és mas, a magfizikdban hasz-
nalt metrikus terek pontfiiggvényeire is, ti. bevezethet8k (1)-nek megfelels kiterjesz-
tései, az un, ,,Riesz-potencialok”. E lehetdség azon mulik, hogy az x—¢ kilonbsé-
get az integricids tartomany két pontjanak az illetd tér metrikaja szerinti tdvolsa-
gaval pétoljuk. 8

A Riesz-féle vizsgilatok szinte kizardlag valds derivaldsi rendszamok és foly-
tonos alapfiiggvények esetére vonatkoztak. A szerz6 1958—60-ban targyalta a leg-
altaldnosabb esetet is, azaz a komplex s-rendli deriviltak és integralok egyesitett
elméletét tetszBleges Lebesgue-integralhaté fiiggvényekre, mégpedig a tortrendii
integralds Weyl-féle koncepcidjara épitve. (A periodicitds nyilvin nem jelenti az
altalanossdg tényleges korlatozdsat.) Az analitikus folytatds bizonyos mélyebb —
MITTAG—LEFFLERtS] és RIESZ MARCELLtS! ered — modszerei segitségével sikeriilt
tobbek kozott a kapott tortrendii derivalt s-re vonatkozo egzisztencia-tartomanya-
nak lényegében teljes jellemzése; a (6)-r6l mondottaknak megfelelGen az eredmények
szoros kapcsolatban vannak a zetafiiggvények elméletével. (V6. > 6)

HI. Van még egy harmadik, meglehetSsen elemi ut is tetszGleges nem-egész-

rend{i derivaltak elGéllitisdra, amely — paradox médon — bizonyos értelemben a
leghjabb keletii. A kdvetkez8krSl van szd: tobb korabbi kisérlet utan (pl. GRUNWALD
1867, Post 1930) csak az utolsé két évtizedben sikeriilt teljesen kielégitd, szabatos

3 VO. pl. Abstracts of communications, ICM Edinburgh, 1958, p. 60; tovabba M. MIKOLAS,
,,Differentiation and integration of complex order of functions represented by trigonometric series
and generalized zeta-functions”, Acta Mathematica Acad. Sci. Hung., 10 (1959), 77—124.

4 L. M. BLUMENTHAL, “Note on fractional operators and the theory of composition”, Ameri-
can Journal of Mathematics, 53 (1931), 483—492.

5 M. Riesz, «Lintégrale de Riemann—Liouville et le probléme de Cauchy», Acta Mathe-
matica, 81 (1949), 1—223.

8 Riemann—Liouville-integralokra a Re s=0 eset részletes diszkusszioja talalhaté a kovet-
kezd dolgozatban: E. R. Love, “Fractional derivatives of imaginary order”, Journal of the London
Mathematical Society (11), 3 (1971), 241—259.
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376 MIKOLAS MIKLOS

formaban megadni , D% fnek egy olyan explicit limesz-elGdllitdsdt, amely specialis
x
esetként tartalmazza mind az f f(@)dt Riemann-integralnak (x,, x) ekvidisztans

Xg
felosztasara kimondott definicidjat, mind f® (x) kifejezését az

P —_
A2 ) = 2 (—1F [ 2| flx—k =0
° =0 k n
»p-edik differencia” segitségével, ahol p valamely nem-negativ egész szam.
Az (x,, x)-re vonatkozé tetszOleges p-rendd derivalt definicidja a kévetkezo-
képpen irhaté6:7?

wr v [xmxe | RS ou X—X,
@) DS = llm[ - ] kg‘; (-1 [k]f[x—k—n—].

Vildgos, hogy DS f=f(x) és
®) D8 =P (x) (p=0, egész),

ha f(t) p-szer differencialhaté a t=x pontban; masrészt belathatd, hogy

©) WD = 15 JFOG=0 e 0> 0),

feltéve, hogy a jobboldali integral Riemann-féle értelemben létezik. (V6. (1).) Vegyiik
észre, hogy , D% f akkor és csak akkor fiiggetlen az x, paramétertdl, ha p nem-
negativ egész szam. A (7) limesz szamdara valéban kinalkozik az integroderivdlt
elnevezés, mivel ez u egész értékei esetén iteralt integralok és derivaltak koézos
altalanositasat valdsitja meg. (V6.7)

Megemlitjiik, hogy a (7) el6allitas lehet6vé teszi a

(10) 5o D% G DFY) = 5 DR

kiterjesztett félcsoport-tulajdonsag (v6. (2)) érvényességének behatd vizsgalatat is,
s hogy a tértrend(i derivaltak bevezetésére szolgals dsszes targyalt modszerek ekviva-
lensek az analitikus fliggvények osztalyaban.

Mit mondhatunk a fenti idedk és aspektusok alkalmazdsairdl az Gjabb szakiro-
dalomban?

7 K. F. Moppert, »Uber einen verallgemeinerten Ableitungsoperator«, Commentarii Mathe-
matici Helvetici, 27 (1953), 140—150. — L. tovabba: M. MikoLAs, “Generalized Euler sums and
the semigroup property of integro-differential operators”, Annales Univ. Sci. Budapest, Sectio Mathe-
matica, 6 (1963), 89—101; valamint «Sur la propriété principale des opérateurs différentiels géné-
ralisés», Comptes Rendus Acad. Sci. Paris, 258 (1964), 5315—5317. — Az x,=, x<Xx, specialis
esetet illet3en vO. még N. StuLorr, »Die Differentiation beliebiger reeller Ordnung«, Mathemati-
sche Annalen, 122 (1951), 400—410.
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2. Fiiggvénytan, integrialtranszformaiciok

A III. tipusu altalanositott differencial- és integraloperatorok segitségével erdsen
ki lehet terjeszteni a klasszikus infinitezimalis szamitas formula-apparatusat, mégpe-
dig oly médon, hogy az elemi fliggvények differencidlasara és integralasara vonatkozé
legfontosabb szabalyok péaronként ,,0sszeolvadnak™ altalanosabb szabalyokka.
Bizonyos Uj relacidk is adddnak egyes transzcendens fliggvények kozott; igy a
log I'(x) vagy a ctgx fiiggvény tortrendii derivaltjai kapcsolatba keriilnek a
Hurwitz-féle zetafiiggvénnyel. Néhany konkrét példa:

(11 wDel =T =) (x—x)™* (x> Xy, u tetszbleges)
(12) ~=D51=0 (u=>0)
1

(13) oDiEX® = T(Ea%x‘”‘“ (x=>0; w>—1, —2, ...; u tetszbleges)
(14) —eDhe* =€ ]

i v o ﬁ]
(15) - D5 sin x = sin (x+u 2 (x és p tetszOleges)
(16) — oD cOs X = cos (x+u%)

(11)—(16) mindegyike ,,komplexben” altalanosabb feltételek mellett is érvényes.
(Megfeleld értelemben altalanosithaté a Leibniz-szabaly, a parcialis integralas mod-
szere €s az Osszetett fiiggvény differencialasi szabalya.) Emlitésre érdemes, hogy
az (5)—(6) alatti Hadamard-, ill. Weyl-definicié implicite fligg (13)-t6l, ill. (15)-t6l
és (16)-tol.

Ha komplex paraméterck és meromorf f(x) fliggvény esetén alkalmazzuk az

F(ﬂ+1) (x+)

(17) wDhf = = [ S (w—x)=C+D dw

konturintegral-elfallitast, ahol az integraciés Ut az x, pontbdl indul ki, pozitiv
értelemben megkeriili az x pontot és nem tartalmazza f-nek egyetlen szingularitasat
sem, tovabba a jobboldali komplex kitevdjli hatvanynak a féértéke veendd, akkor
xoDi f értéke meghatarozhaté a Re u=p, félsikbeli p-értékekre reziduumszamitas
segitségével, feltéve, hogy |f| nem ndvekszik tilsdgosan gyorsan, mikor |x|—co.
Mellékeredményként adddik, hogy szamos, a matematikai fizikaban nagy jelent6ségii
specialis fliggvény (Legendre-, Bessel-, hipergeometrikus figgvények stb.) tortrendii
derivaltként foghaté fel, ami Gj tampontot nyijt e fliggvények diszkusszidja sza-
mara. ® Tovabbi eredményeket talalt nemrég a széban forgd irAnyban OSLER, ersen

8 M. MikoLas, »Uber die Begriindung eines einheitlichen und erweiterten Infinitesimalkalkiils
im Komplexen«, 4nnales Univ. Sci. Budapest, Sectio Mathematica, 5 (1962), 69—78. — Az egész
fiiggvények elméletének felhasznalasat illetéen vo. M. GAer—L. A. RuBeL, “The fractional deri-
vative via entire functions”, Journal of Mathematical Analysis and Applications, 34 (1971), 289—301.
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4ltalanositva a Cauchy—Taylor-féle kifejtési tételt és a Leibniz-szabdlyt. Példaul
fennall az

(18) /=3 L3n+y+ 174, D f(x)]c=a(x —a@)*"*79

n=—oco

formula, ahol 7y tetszbleges komplex szdm és 0<39=1. 30 hataratmenetre térve
az emlitett soroknak bizonyos integral-analogonjaihoz jutunk, amelyek a specialis
fliggvények tanulmanyozasinak hasznos segédeszkozei. ®

Az a tény, hogy a (9) integral w=x—1t helyettesités utan gy tekinthetd, mint az

(19) M, f1= [ fwwtdw

Mellin-transzforméltnak specidlis esete, az n. inverziés formula révén a Laurent-
féle kifejtésnek egy érdekes integralpendantjara vezet. (L. a ® labjegyzetet.) Mas
integraltranszformaciok elméletével is fontos kapcsolat 4ll fenn: ERDELYI €s KOBER
1940-ben felfedezte, hogy (9)-nek megfeleléen kiterjesztett varidnsai hasznosak
a Hankel-, a hipergeometrikus és Laplace-transzformaltak vizsgalataban, minthogy
a kérdéses tortrendili operatorok fontos leképezéseket létesitenek a felsorolt transz-
formaciés osztalyok k6z6tt. Tobbek kozott kideriilt, hogy a Hankel-transzformacio
teljes elmélete levezethetd ily médon a Fourier-transzformacioé klasszikus elméleté-
bol. 10

3. Approximaicié- és szummacidelmélet

I. tipust tortrend(i integralok és derivaltak struktaralis és aszimptotikus sajat-
sagait elGszor HARDY és LITTLEWOOD vizsgdlta, akiknek idevagd munkdi mély
fiiggvénytani segédeszkozokre épiilnek.! A Weyl-féle elméletet illetSen ALEXITS
és KrALIK folytatta az emlitett kutatasi irdnyt, felhasznalva bizonyos 14j sorelméleti

szerlibben nyerhetSk és egyuttal altalanosithatdk is. 12

® V6. T. J. OsLER, “Taylor’s series generalized for fractional derivatives and applications”,
SIAM Journal on Mathematical Analysis, 2 (1971), 37—48; valamint “An integral analogue of
Taylor’s series and its use in computing Fourier transforms’’, Mathematics of Computation, 26
(1972), 449—460 és““The integral analogue of the L eibniz rule”, ibid., 903—915.

10 A, ErpELyl—H. KoBer, “Some remarks on Hankel transforms’, Quarterly Journal of
Mathematics (Oxford), 11 (1940), 212—221. Tovabba A. ErpELYI, “A class of hypergeometric
transforms™, Journal of the London Mathematical Society, 15 (1940), 209—212; valamint “On
some functional transforms”, Rendiconti del Seminario Matematico di Torino, 10 (1950—51), 217—
234. — Ujabb idevagd eredmények: T. P. HIGGINs, “An inversion integral for a Gegenbauer trans-
formation”, SIAM Journal on Applied Mathemattcs 11 (1963), 886—893; s ua. szerzotdl: “A
hypergeometric transform’’, SIAM Journal on Applied Mathematics, 12 (1964), 601—612.

11 G. H. HarpY—J. E. LITTLEWOOD, “Some properties of fractional integrals I.—I1.”’, Mathe-
matische Zeitschrift, 27 (1928), 565—606 és ibid. 34 (1932), 403—439.

12 D, KrALIK, »Untersuchung der Integrale und Derivierten gebrochener Ordnung mit den
Methoden der konstruktiven Funktionentheorie«, Acta Mathematica Acad. Sci. Hung., 7 (1956),
48 —64. — Tovabba G. ALeExiTs—D. KRALIK, »Uber die Approximationen mit den arithmetischen
Mitteln allgemeiner Orthogonalreihen«, Acta Mathematica Acad. Sci. Hung., 11 (1960), 387—399.
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Ha az euklideszi terekre vonatkozd Riesz-potencidlok legegyszeriibb specialis
esetével, vagyis az in. Riesz-féle tortrendi integrallal foglalkozunk (v6. II.):

(20) _ALf() = [2r(v)cos %] f fOlx—tP~tdt (v=>0),
akkor a o

()
1) Hifl=7Jim [

alakn Hilbert-transzformaltak elmélete kitiintetett szerepet jatszik.'® Ezen az alapon
BuTzER és munkatirsai a ko6zelmultban tiizetesen tanulmanyoztdk a tortrendi
integralok, derivéltak és bizonyos klasszikus fiiggvényosztalyok (C,, L,, Lipa, ...)
kapcsolatat, és messzemend eredményeket taldltak, melyeknek alkalmazasaik vannak
a matematikai fizikiban. E kutatasok szorosan osszefonddnak a konstruktiv filigg-
vénytan és a harmonikus analizis modern mddszereivel. 4

A hatvanas években a toOrtrendd integralisnak még egy alkalmazasi teriiletét
talalta a szerz$: a szummacioelméletet. Legyen ¢,(x) (n=1,2,...) egy (xy, Xx1)
intervallumban korlatos, integralhaté fiiggvényekbdl allé sorozat, és tegyiik fel,
hogy 2. [Iip, valamely x€(x,,x;) pontban minden pozitiv v-re konvergens.
Akkor a

22) ™ 3 ¢,(x) = lim 3, It0,

limeszt a > ¢, sor (W)-szumméjanak nevezzik, és (22) létezése esetén > ¢,-ct
(W)-szummabilisnek mondjuk az x helyen. Ez az 0j szummacids eljaras éles ered-
ményeket szolgaltat példaul Fourier- és Dirichlet-féle sorokra. Specialisan xy= — o
mellett a Hurwitz-féle zetafiiggvény bizonyos tulajdonsagainak felhasznalasaval
(vo. L) egyszerli, mégpedig sziikséges és elegendd szummabilitasi kritérium nyerhetd
trigonometrikus Fourier-sorokra; tovabba azt talaljuk, hogy a (W)-moddszer lokéalis

13 M. Riesz idézett dolgozataban (vO. ) a (20) integral elGtti tényezd részint a félcsoport-

tulajdonsagbdl, részint a (d2/dx?)_I2*? f(x)=— _. 1% f(x) relacidbol ered. Megjegyezziik, hogy’

(20)-nak egy lényeges kiterjesztését alkalmazza W. FELLER egyik cikkében: “On a generalization
of Marcel Riesz’ potentials and the semigroups generated by them’’, Medd. Lunds Univ. Mat. Sem.,
1952, kieg. kotet, 72—81.

14 p L. Burzer—W. TreBELS, Hilberttransformation, gebrochene Integration und Differen-
tation, Koln—Opladen: Westdeutscher Verlag, 1968, 81. pp. és P. L. Butzer—R. J. NEssEL, Fourier
analysis with approximation, New York: Academic Press, 1971, 400—403. — Tovabba: H. KOBER,
“A modification of Hilbert transforms, the Weyl integral and functional equations™, Journal of
the London Mathematical Society, 42 (1967), 42—50; valamint R. J. NESSeEL—W. TREBELS, »Geb-
rochene Differentiation und Integration und Charakterisierungen von Favard—Klassen«, Proceed-
ings of the Conf. on Constructive Theory of Functions (1969), Budapest: Akad. Kiado, 1972,
331—341.
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»hatékonysaga” a klasszikus, Cesdro-, Holder-, Abel- stb. féle Ssszegezési médszerek
mindegyikénél nagyobb. 1* Uj adalékok remélhet6k hatvanysorok Keriileti aszimpto-
tikdjanak Hadamard-féle problémakorében, nevezetesen az ismert eredmények javi-
tasa, ill. lokalizacidja.

4. Differencial- és integralegyenletek, operatorelmélet

Ez tekinthet6 a legtradicionalisabb alkalmazasi teriiletnek. Az elsé idevagod
példa a hires Abel-féle integralegyenlet (1823), melyet ma ilyen alakban irhatunk:

(23) WD f=0(x) O<p<l),

el6irt fiiggvénnyel a jobb oldalon. HEAVISIDE ““Electromagnetic Theory” c. miivének
megjelenése ota (1893—1912) altalanosan ismeretes, hogy a D=d/dt operatorral
val6 formalis szamolas szamos, a praxisban eléforduld linearis parcialis differencial-
egyenlet esetében D-nek nem-egész kitev6jii hatvanyaira vagy éppen transzcendens
fliggvényeire vezet, ami koénnyll motivaciét jelent nem-egészrendli integralok és
derivaltak definialasara. A Laplace-transzformacio elméletére vagy a kozelmuitban
talalt mas szigori operatormddszerekre tamaszkodva természetesen tagabb aspek-
tusban is vizsgalhatjuk a tortrendii differencialas és integralas egzakt megalapozasa-
nak problémajat, 14

(23) explicit megoldasa azonnal eldallithaté az , D% inverz operitornak az
egyenlet mindkét oldalara valé alkalmazéasa utjan, amennyiben az

xoD‘;(xth—u) = xoD(J]c

operatoregyenlet érvényességi feltételeit elGzetesen tisztaztuk (vo. (10)). Az utolsé
30—40 évben tortrendil operatorok segitségével targyaltak a szakirodalomban sok
olyan specialis differencidl- és integralegyenletet is, amelyekre a széban forgd kal-
kulus felhasznaldsa mar nem ennyire kézenfekvS. Szamos potencialelméleti, elektro-
dinamikai, hidro- és aerodinamikai, kémiai kinetikai stb. példan kiviil 7 kiemeljiik

15 1. a szerzd kovetkezd dolgozatait: I) «Sur la sommation des séries de Fourier au moyen
de lintégration d’ordre fractionnaire», Comptes Rendus Acad. Sci. Paris, 251 (1960), 837—839. —
1I) «Application d’une nouvelle méthode de sommation aux séries trigonométriques et de Dirichlet»
Acta Mathematica Acad. Sci. Hung., 11 (1960), 317—334. — IiI) »Uber die Dirichlet-Summation
Fourierscner Reihen«, Annales Univ. Sci. Budapest, Sectio Mathematica, 3—4 (1960—61), 189—
195. — 1IV) «Procédés de sommation (A4, A4,,) dans I'analyse de Fourier», Communications CIM
Nice, 1970, 132.

16 V6. pl. H. T. Davis, The theory of linear operators, Bloomington (Ind.): The Principle
Press, 1936, p. 64—75 és 276—292.

17 L. pl. S. BocHNER, “Diffusion equation and stochastic processes’’, Proceedings of the National
Acad. Sci., U.S.A., 35 (1949), 368—370. — J. L. LIoNs, «Sur I’existence de solutions des équations
de Navier-Stokes», Comptes Rendus Acad. Sci. Paris, 248 (1959), 2837—2849. — A. ERDELYI,
“An integral equation involving Legendre functions”, SIAM Journal on Applied Mathematics,
12 (1964), 15—30. — E. R. Lovg, “Some integral equations involving hypergeometric functions™,
Proceedings of the Edinburgh Math. Soc. (11), 15 (1967), 169—198. — ’

K. B. OLbHAM—IJ. SpANIER, “The replacement of Fick’s laws by a formulation involving semi-
differentiation’, Journal of Electroanalytical Chemistry, 26 (1970), 331—341; tovabba “A general
solution of the diffusion equation for semiinfinite geometries™, Journal of Mathematical Analysis
and Applications, 39 (1972), 655—669. —

M. SHINBROT, “Fractional derivatives of solutions of Navier-Stokes equations’, Archive for Rational
Mechanics and Analysis, 40 (1971), 139—154.
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*

RiEsz MARCELLnek az m-dimenziés hullimegyenletre vonatkozé fundamentalis
eredményeit (v4. ®), valamint ERDELYI és SNEDDON mély vizsgalatait tin. axidlisan
szimmetrikus potencidlokrol és dudlis integralegyenletekr§l.'® E munkdkban a nem-
egészrendii operdtorok hasznilata nemcsak mintegy ,,gyorsirdsi” mddszerként
jelenik meg, melynek segitségével bizonyos analitikus eljarasok, ill. matematikai
levezetések tomorebb é€s vilagosabb mddon rogzithetSk, hanem ez az apparatus
egyuttal bizonyos lényeges Osszefiiggések fennilldsat is sugallja, midltal a fejlédés
fontos ,katalizatorava” valik.

Az éppen targyalt probléma természetének megfelelen gyakran van sziikség
a legegyszeriibb tortrendii operatorok kisebb-nagyobb mérvii 4ltaldnositasara.
Riesz MARCELL példaul a Cauchy-probléma megoldasat az m-dimenzids Lorentz—
Minkowski-térben (specidlisan a relativisztikus ,,térid6ben”) a kovetkez8 Riemann—
Liouville-tipusu integral segitségével adta meg:

v

ey ey =S [E]F [ ”_ [7@rig do,
SP

ahol P(x;, X3, ..., x,,) €s Q(ty, ta, ..., 1,) a térnek egy fix, ill. valtozé pontja,
rpg €zeknek tavolsiga a megfelelé metrika szerint, tehat az

[ —1)2— kgmz (%, — 12

kifejezést jelenti, dQ rovidités dt,dt,...dt, helyett, végil az S, integracids tar-
tomanyt az t,<x,; egyenlStlenség hatirozza meg. 1?

Mas az igény az ,,Altalanositott axidlisan szimmetrikus potencialok™ Erdélyi—
Weinstein-féle elméletben, mely a (2v+3)-dimenzids térbeli ¢, z hengerkoordina-
takra felirt

v—m
2

0*u  2v+1 ou  Qu
EE—*_Ta_Q-i_W_O (u—u(giz))

parcialis differencidlegyenletbdl indul ki. Ez utébbinak vizsgalatdhoz (1)-nek ilyen
alaku kiterjesztését célszeril bevezetni:

25) LB = [ IO @-P@Or 0 d

18 A, ErpELyi—I. N. SNEDDON, “Fractional integration and dual integral equations”, Cana-
dian Journal of Mathematics, 14 (1962), 685—693. —
1. N. SNEDDON, Mixed boundary value problems in potential theory, New York: Wiley and Sons,
1966,46—52, —
L. tovabba A. ErRDELYI kovetkezd dolgozatait: I) “Some applications of fractional integration’,
Mathematical Notes No. 316, Boeing Scientific Research Laboratories, 1963, 23 pp. — II) “Axially
symmetric potentials and fractional integration’’, SIAM Journal on Applied Mathematics, 13 (1965),
216—228. — 1II) “An application of fractional integrals”, Journal d’Analyse Mathématique, 14
(1965), 113—126.

v v+1

1 Ha m=1, célszer(i rpq értékét [x, —#|-nek venniink. Ezesetben (24)a I (—-2—] r [ 2 ]=
=21-v¥7zI(v) relacié folytan (1)-be megy at xo= —< mellett, ami nem mas, mint a Weyl-
integral. Kiildnben Riesz MARCELL felhasznalta (24)-nek egy Riemann-terekre vonatkozd elég
erbs kiterjesztését is, mégpedig valtozod egyiitthatoja linearis hiperbolikus egyenletek vizsgalataval
kapcsolatban.
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.

ahol W (r)-rol feltessziik, hogy szigorian monoton novekedd és folytonosan diffe-
rencialhaté. (Nyilvan a ¥ (t)=¢* (¢=>0) specialis esetnek van legnagyobb jelen-
t8sége.)

Az a tény, hogy tortrendii derivaltakat bizonyos integralegyenletek invertalasa-
val is definidlhatunk, eltérd jellegli alkalmazasi lehetSségekre vezet; ily médon ti.
érdekes Osszehasonlitasi és jellemzési tételeket kaphatunk, kapcsolatban a Laplace-
transzformacié elméletével. 2° Ami a tortrendi integraloperatoroknak azt az elemi
tulajdonsagat illeti, hogy félcsoportot alkotnak, melynek csoportta bdvitése szolgal-

I6pontjava valt a félcsoport-elmélet egy 0j aganak, nevezetesen a ,,tortkitevds ope-
ratorhatvanyok” elméletének.?! Az idevagd eredmények kapcsolatban vannak
Banach-terekre vonatkozo differencialegyenletek vizsgalataval és a funkcionalanalizis
egyes modern kutatasi témakdareivel, pl. az absztrakt Hilbert-tér bizonyos operatorai-
ra vonatkozolag. 22

A fenti mddszerek egy altalanos ,,iterativ-interpolacids” elvet alapoznak meg
inhomogén differencidlegyenleteknek tortrendii operatorokkal valéd megoldasara,
mely a kévetkezOképpen fogalmazhatd: 23

Tekintsiink egy

(26) Ou=f

alaki egyenletet, ahol @ egy linearis (kozonséges vagy parcialis) differencialopera-
tor, melyre Qu=0, ha u=0 és f ismert fliggvény. A (7) el6allitas felhasznalasaval
(26) bal oldala binomiélis egyiitthatékat tartalmazé limeszkifejezésként irhato.
Iteraljuk marmost az operatort p-szer; a kapott ©@Pu ismét (7)-tipusd limesz lesz.
Kiséreljiik meg az utébbinak kiterjesztését p helyett tetszdleges valds v-re, igyhogy
v-nek folytonos fliggvényére jussunk. Ezek utdn v helyébe (—1)-et téve adddik
a (26) differencialegyenletnek egy partikularis megoldasaként:

@7 u=0-1f,

feltéve, hogy a @~ '@=6° (=identikus operator) operatorrelacié igazolhatd.

20 V6. pl. G. DoetscH, Handbuch der Laplace-Transformation, 111. kotet, Basel: Birkhduser-
Verlag, 1956, 157—169. — Tovabba: H. BERENs—U. WESTPHAL, »Zur Charakterisierung von
Ableitungen nichtganzer Ordnung im Rahmen der Laplace-Transformation«, Mathematische
Nachrichten, 38 (1968), 115—129.

2t V. E. HILLE—R. S. PuiLLIps, Functional analysis and semigroups, Providence, R. 1.: Amer.
Math. Soc. Colloquium Publ. 31 (1957), 808 pp. — U. WEsSTPHAL, »Ein Kalkiil fur gebrochene
Potenzen infinitesimaler Erzeuger von Halbgruppen und Gruppen von Operatoren 1—Ill«, Com-
positio Mathematica 22 (1970), 67—103; 104—136. — H. M. HoveL—U. WESTPHAL, “Fractional
powers of closed operators’ Studia Mathematica, 42 (1972), 177—194. —

U. WESTPHAL, “An approach to fractional powers of operators via fractional differences’’, Arbeits-
bericht T. H. AACHEN, 1973.

22 J. L. Lions, Equations différentielles opérationelles et problémes aux limites, Berlin—Gottin-
gen—Heldelberg Springer-Verlag, 1961. —

B. Sz. NaGY és C. Fouas, Analyse harmonique des opérateurs de I'espace de Hilbert, Budapest—Paris:
Akad. Kiado, 1967, 374. pp. — Ujabban pl. R. K. JuseraG és H. KoBerR is publikalt idevagd ered-
ményeket.

23 M. MIKOLAS »Uber dic explizite Auflosung gewisser Differential- und Integralgleichungen
und Riszsche Potentiale«, Abhandlungen der Deutschen Akademie der Wissenschaften zu Berlin,
Klasse fiir Mathematik, Physik und Technik, 1965/1, 91—93. — Tovabba: M. MikoLAs, Théorie
et application du calcul infinitésimal généralisé, Cours polycopiés a 'université de Montpellier (Fran-
ce), 1964, 65 pp.
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Példaul az v’ +u=f(x) (u=u(x); x,<x=x,) egyenlet esetében a szamitas igy
alakul:

d)’ . [x—xy) 7P 22 P x—x)""" x—x]

Py — —_ — k 0 0],

Ory [l+dx] u 31}2( " ] k=20 (—1) X 1+ - ulx—k el E
innen pedig

_ n—1 _ k-1 _ x
u=0"f=lim>I 2 > [1+x x"] f[x—kM] = [f@e=adr
n k=0 n X

B oo n

a keresett partikularis megoldas.
Megjegyzendd, hogy a széban forgé mddszer — ha egyaltalan alkalmazhaté —
egyulttal a megoldas numerikus approximaciojat is lehet6vé teszi.

5. Szakadasos fiiggvények altalanositott derivaliasa

Sokszor eléfordul a fizikdban és a miiszaki tudoméanyokban, hogy bizonyos
differencialrelacidk ,,derivaltak™ definialasat teszik kivanatossa a fiiggvény torési
pontjaiban vagy éppen szakadasi helyein. J6l ismert példak a villamossiagtanbol:
a Dirac-féle ,delta-figgvény” (6(x)), melyet a Heaviside-féle un. egységugras-
fliggvénybodl:

I (x=0)
@8) Un() —{0 o =0)

»differencialassal” szokds szarmaztatni, tovabba J(x) formadlis derivaltjai; a statika
bizonyos alapfiiggvényei, amelyeket egymashoz globalisan a differencialas miivelete
kot, de a széba jové derivaltak nem léteznek egyes izolalt pontokban, ahol koncent-
ralt er6k 1épnek fel stb.

Az Otvenes évek eleje Sta két teljesen kilonb6z6 utat sikeriilt talalni lokélisan
szakadasos fliggvények ,.derivaltjainak™ korrekt értelmezésére és felhasznalasara.
Ezek egyike a fiiggvényfogalom alkalmas kiterjesztését jelenti és az ditaldnositott
fiiggvények modern elméletében realizalédott (Schwartz-féle ,,disztribuciéelmélet™,
Mikusinski-féle ,,operatorszamitas™). 2 A masik Ut a valds szdm fogalmdnak mddosi-
tdsa annak érdekében, hogy a kdzonséges értelemben vett derivalt egyes szakadasi
helyeken (mint Uy(x)-¢ az x=0 helyen) Iétezzek. »

Néhany évvel ezelbtt a szerzd egy harmadik utat javasolt: tartsuk meg mind
az analizis aritmetikai alapvetését, mind a klasszikus fiiggvényfogalmat, de alkalmas

24 VO. pl. A. ERDELYL, Operational calculus and generalized functions, New York: Holt Rine-
hart and Winston, 1962. —
J. M. GeLFAND—G. E. SHILOV, Generalized functions, New York: Academic Press, vol. 1., 1964, —
Tovabba:
A. ErDELYI—A. C. McBRIDE, “Fractional integrals of distributions’, SIAM Journal for Mathe-
matical Analysis, 4 (1970), 547—557. —
A. ErRDELYI, “Fractional integrals of generalized functions”, Journal of the Australian Mathematical
Society, 14 (1972), 30—37. ’

25 C. ScHMIEDEN—D, Laugwitz, »Eine Erweiterung des Infinitesimalkalkiils«, Mathemati-
sche Zeitschrift, 69 (1958), 1—39.
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médon terjessziik ki a differencidlds miiveletét. gy a szakadasos fiiggvények ,,derivalt-
jai” ujra a szokasos értelemben vett fliggvények lesznek, s megmaradhatunk tovabbra
is a klasszikus analizis keretei k6zo6tt. Az ismertetendd eljaras hatokodre természetesen
sziikebb, mint a disztriblcick vagy a (Mikusinski-féle) ,,konvoltcié-hdnyadosok™
hasznalat4é, mindazon4ltal elég tag ahhoz, hogy a gyakorlatban felléps osszes ese-
teket magaban foglalja. 28

A részletekre térve, tekintsiik a (4) eldallitas kovetkezd ,,bilateralis” variansat:

sgn(x—x,) d™ [ g
T @ J SO

m=—l=u<=mym=1,2,..).

29) x D f(x) =

Célunk, hogy ,,D'~%(x) (¢=0)-bd8l ¢—+0 hataratmenettel szarmaztassuk a kere-
sett altalanositott derivaltat az x, pontban. Ehhez figyelembe kell venniink néhany
elézetes feltételt: 1) a széban forgd limesznek lokdlis jelleglinek kell lennie, azaz
csupan az x, helynek egy tetszblegesen kicsi kérnyezetében felvett fiiggvényértékek-
tol fligghet; 2) igy e¢—+0 mellett még az x—+x, hataratmenetre is sziikségiink van,
s ¢ kettd kombinacidja révén biztositanunk kell az altalanositott derivalt Iétezését
egy elég tag fiiggvényosztalyban; 3) ha f(x,+0) és f(x—0) létezik, akkor a genera-
lizalt derivaltnak kapcsolatban kell lennie az | f(x,+0)—f(x—0)| ugréssal.

A felsorolt el8irasok mind teljesiilnek az alabbi definiciok elfogadasa esetén:

Tegylik fel, hogy az

(30) 20 @ef = Hm [ D= (5o +8) = 1 D~ (o —2)]
(31) - f = lim [Df (=) =, D™*f (xo +8)]

hatarértékek léteznek (végesek), és egymassal egyenlSk. Akkor az f fiiggvényt az x,
pontban @-differencidlhaténak mondjuk, és az

(32) 0D = 520 Dif = 0 D-f

szamot f x,-beli D-derivdltjdnak nevezzik.
gy példaul elemi szamolassal adédik, hogy U,(x) a kezdSpontban Z-differen-
cialhaté; pontosabban:

(33) 2 DUo(x) = {

Altalaban fennall a kovetkezd tétel:

I, ha x,=0,
0, ha x,=0.

Ha f'(x) létezik, és folytonos az x, pontnak kiilon egy jobboldali és egy baloldali
(magdt az x, helyet nem tartalmazdé) kérnyezetében, tovdbbd [ (xy+0)=f"(x,—0)=
=d,,, akkor az f fiiggvény az x, helyen 2-differencidlhatd, és

(34) x2f = diy+[ f(x0+0) —f(x,—0)].
26 1 g szerzd két cikkét: 1) »Die Benutzung verallgemeinerter Funktionen in der Festigkeits-

lehre«, Zeitschrift fiir Angewandte Mathematik und Mechanik, 45 (1965), 130—131. — 1) »Uber
die Beniitzung neuer Operatorenmethoden in den lngemeurw1ssenschaften« Berichte 1V. IKM

Weimar, 2 (1967), 138—140.
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Specialisan d,,=f"(x,), azaz f’(x)-nek x,-ban valé létezése és folytonossiga
esctén fennall az

(35) = 2f =1 (xp)

osszefiiggés.

Kimondhatjuk tehat, hogy (32) ugy tekinthetd, mint a sima fiiggvényekre vonat-
kozé koézonséges derivalt fogalmanak egy erds altalanositasa; megjegyezziik, hogy
hasonlé médon értelmezhetSk a magasabb rendii D-derivdltak is. Természetesen
finomabb derivaltfogalomhoz jutunk, ha (29) helyett a tortrendi derivaltnak valame-
lyik pontosabb (de kevésbé elemi) definicidjat hasznaljuk fel.

Nem bocsatkozhatunk a (30)—(32) tipusa derivaltak elméletének részletes kifej-
tésébe. Hangsulyozzuk azonban, hogy ez az elmélet, melybdl mostaniig csupan
néhiny alaptény publikalasa tortént meg, jél alkalmazhaténak latszik a matematikai
fizika szamos agaban.

6. Zaro észrevételek

Ami a kongresszus eredményeinek 6sszefoglalasat illeti, helyzetem nem k&nnyd.
Egyrészt mindig problematikus dolog tdbbet mondani puszta altalanossagoknal,
amikor egy ilyen attekintésrdl van szo, kiiléndsen, ha az el6adasok témakore annyira
szerteagazo, mint esetlinkben. Masrészt figyelembe véve, hogy a meghivott el6adok
listajan szamos kivalé matematikus neve talalhatd, nem vagyok biztos abban, hogy
kompetens vagyok egy adekvat beszamolo tartasara.

Mindenesetre kétségtelen, hogy ez az els§ nemzetkozi tudomanyos rendezvény,
mely specidlisan a nem-egészrendii differencialds és integralds elméletével, valamint
alkalmazésaival foglalkozik; tovabba éppen a kongresszus idején jelent meg a targy-
kor els8 monografikus feldolgozdsa OLDHAM és SpaNIER tollabdl. Ezek a tények
és a kozlésre benyujtott dolgozatok, a résztvevSk varatlanul magas szama, a jelen-
levd szakemberek élénk érdekl6dése és aktivitasa azt mutatja, hogy az altalanositott
differencial- és integraloperatorok elmélete ma mar a matematika 6nalld (a klasz-
szikus és a modern analizissel egyarint szoros kapcsolatban 4ll6) 4gava fejlédott;
s remélhetd, hogy e tény mind a szakirodalomban, mind a matematikai tudoméanyok
oktatasiban el6bb-utobb éreztetni fogja hatasat.

A kongresszus anyaganak tanulméanyozasa kozvetleniil meggy6z arrél, hogy
a targyalt témak spektruma meglehet8sen kiterjedt. Tobb olyan ismertets elGadas
hangzott el, mely az elmélet megalapozasdval foglalkozott, és ugyancsak szdmos
eldadast hallottunk a kiildnféle fizikai, kémiai, valdsziniiségszamitdsi, miiszaki
alkalmazéasokrol, kiilonds tekintettel differencial- €s integrdlegyenletekre, a legfon-
tosabb integraltranszforméaciok és az altalanositott fiiggvények felhasznalasdra. Igy
megdllapithatjuk, hogy a kongresszus egyik f6 célkitlizését, az alkalmazasi lehets-
ségek elStérbe allitasat, ill. er8sitését sikeriilt elérni; s a hatdst bizonyara tovabb
mélyiti majd a Proceedings mielSbbi publikalasa. Ezen a ponton visszaemlékszem
Arthur ERDELYI professzornak egy régebbi megjegyzésére, hogy az e teriileten dolgozo
matematikusok a multban tobbnyire nem ismerhették kell6képpen mdasoknak a té-
makorben elért eredményeit. Jelen Osszejovetelink és a Proceedings 1épést jelent
a helyzet javitisa felé.
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Napjainkban meglehetésen elterjedt a kiilonb6z6 klasszikus matematikai elmé-
letek mennél nagyobb mérvii altalanositasdnak tendenciaja, s az ilyen irdnyt torek-
vések nem egyszer tisztan formalis absztrakcidkra vezetnek. Ki kell emelniink, hogy
az altalanositott differencial- és integraloperatorok elmélete nem sorolhaté bele ebbe
a fejlédési trendbe. Kiindulépontja olyan természetes és konkrét (eredete majdnem
a differencial- és integralszamitas felfedezéséig nyulik vissza), s alkalmazasi kore
az egzakt megalapozas keresésének hossz( id6szakdban annyira kibdviit, hogy a nem-
egészrendii differencidlds és integrdlds elméletének mint ondllé matematikai diszcip-
lindnak jovdje biztositva van. E jév6hdz kongresszusunk nyilvan tartosan hozzéa fog
jarulni.

Engedjék meg, hogy a kongresszus meghivott vendégei és Osszes résztvevdi
nevében hélamat fejezzem ki a BERTRAM Ross professzor altal vezetett Szervezd
Bizottsdg faradhatatlan, eredményes munkajaért, s kszonetet mondjak a University
of New Haven vezetSinek.

(Beérkezett: 1974, december 20.)
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