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Bevezetés

Napjainkban a lineéris operatorok elméletében végzett legktilonfélébb kutatasok
soran (a Hermite-féle operatorok altalanos elméletében, a szingularis integralegyen-
letek kiilonbsz6 osztalyainak vizsgalatinadl az indefinit metrikaval ellatott terek
operatorainak elméletében, Hermite-féle és nem Hermite-féle Gsszeadandokkal valo
perturbacidjanak elméletében, és igy tovabb) mind nagyobb és nagyobb szerepet
jatszanak a linearis operator defektus-szdma és indexe fogalmak.

Bar ezekkel a fogalmakkal a matematikusoknak legalabb 35 évvel ezel6tt szoros
kapcsolatba kellett keriilniiik, és azutdn a kévetkezdkben szintén nemegyszer, ezen
fogalmak altaldnos alakban valé megfogalmazasa, és a rajuk vonatkozd alapvetd
megallapitisok kialakitidsa aranylag nemrégen tértént meg.

Barmennyire meglepd, a funkcionalanalizisnek ez a fontos fejezete, amelynek
gyokerei a kiilénboz6 klasszikus kutatasokba nyulnak, és amelynek felépitésére
— amint latni fogjuk — nem volt szlikség olyan kiléndsen jelentSs eszkdzokre,
rendkiviil lassan fejl6dott és, végeredményben, nagyon sok matematikus erdfeszitései-
nek eredményeként jott létre.

* U. L. T'oxGepr 1 M. I'. Kpeiin, OcHoBHbIE NOJIOXEHHS O HedEKTHBIX YUCIAaX, KOPHEBBIX
YHCIIAX M MHIEKCAX JTMHEHHBIX ONEpaTopoB, Ycnexu mam. nayk., X1l Boim. 2 (74) (1957), 43—118.

MTA I1II. Osztdly Kozleményei 23 (1974)




388 A KULFOLDI SZAKIRODALOMBOL

Sziikségesnek tartva legalabb réviden ramutatni azon kérdéskorok fejlodésének
a fébb korszakaira, amelyekrdl késGbb szd lesz, legelGszor is a kovetkezd két ered-
ményrol tesziink emlitést.

1921-ben F. NoeTHER [1] észrevette, hogy a szingularis integralegyenletek
bizonyos osztalyainak elméletében lehetséges egy olyan megallapitas, amely kiilonbo-
zik attdl, amihez a Fredholm-féle integralegyenletek elméletében hozzaszoktunk,
nevezetesen, hogy a homogén és transzponalt homogén szingularis egyenletek linea-
risan fliggetlen megoldéasainak a szama kilonbo6zé lehet, ugyanakkor a megfeleld
inhomogén egyenletek megoldhatésaginak Fredholm-féle feltételei érvényben ma-
radnak.

Ha — kovetve a korszerii terminolégiat — a homogén és transzponalt homogén
integralegyenletek megolddsai szimanak a kiilonbségét az egyenlet indexének nevez-
ziik, akkor F. NOETHER eredményeinek a soraban ramutathatunk az altala vizsgalt
egyenlet-osztdly indexének meghatirozasara szolgald szabdlyra.

Maisik eseményként emlékezhetiink meg arrdl, hogy 1923-ban T. CARLEMAN
[2] bizonyos specidlis 4llitdsok soran, hat év malva pedig I. von NEUMANN [3] a
Hermite-féle operatorok altaldnos esetében bevezették és kidolgoztak a Hermite-féle
operatorok defektus-szimainak a fogalmat.

Ebben az id6ben, sét sokkal késdbb is, nem fedeztek fel semmiféle kapcsolatot
és atmenetet a Hermite-féle operatorok defektus-szdmainak elméletébd! a szingularis
integralegyenletek index elméletéhez.

Ezek a kapcsolatok csak akkor tiintek eld, amikor mindkét elméletet tovabb
fejlesztették és altalanositottak.

F. NoeTHER emlitett dolgozata és T. CARLEMAN ismert cikke [4] utin F. D.
GaHov [5] és a tbiliszi matematikusok iskoldja dolgozataikban (ezzel kapcsolatosan
1. N. I. MuszkeLIisviLI [6] és V. D. KUPRADZE [7] monografidjat) a f6érték tipust
maggal rendelkezd szinguldris integralegyenletek elméletének teljes kifejlesztését
adjak.

Sz. G. MiHLIN [8], [9] dolgozataban a szinguldris integralegyenletek elméletének
egész sor megallapitasat és fogdsat dolgozza fel az L, tér operdtorainak altaldnos
nyelvén. Szamunkra az a lényeges, hogy ez a szerz§ el8szor fogalmazza meg az
Altalanos operatorelmélet nyelvén — egyel6re Hilbert-térben — a tételt a korlatos
operator indexének stabilitisarol teljesen folytonos perturbicié mellett.

Meg kell még jegyezni, hogy az absztrakt vizsgalati mddszereknek a tekintett
kérdéskorbe vald behatoldsat jelentSs modon segitette Sz. M. Nikorszkiy {10]
dolgozata és bizonyos mértékig Z. 1. HariLov [11] dolgozata.

A kovetkezd 1épést egymdstol fiiggetleniil (egyidSben tdrtént publikdcioval)
F. V. AtkinszoN [12] és 1. C. GoHBeraG [13], [14], [15] tették meg.

Ha az el6bbi szerzd teljesebb megfogalmazasaibdl indulunk ki, akkor azt mond-
hatjuk, hogy ezekben a dolgozatokban azon korlatos operdtorok indexének stabili-
tasat mutatjak ki, amelyek tetszGleges Banach-térben definidltak, teljesen folytonos
operatorokkal, vagy elég kis normaju korldtos operdtorokkal valé perturbacio
mellett. Ezen kiviil F. V. ATKINSZON altaldnos tételt bizonyitott be a szorzat indexé-
r6l (1. 2.1. tételt).

Ezeket az eredményeket M. G. KrREIN, M. A. KrRASZNOSZELSZKIS [16], B. Sz.
NaGy [17] és 1. G. GouBerG [18] altalanositottak nemkorldtos zart operatorokra.
Uj momentum volt M. G. KrReIN és M. A. KraszNOSZELSZKIJ dolgozatiban a de-
fektus-szamok félstabilitdsdrdl (1. (2.7) a 2.4. tételben) sz6l6 tétel, és arra a kapcsolatra
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valé rdmutatés, amely az indexek elmélete és a defektus-szamok elmélete kozott
fennall.

Ez a dolgozat egyrészt a fent emlitett dolgozat ciklus, masrészt azon vizsgalatok
hatdsara sziiletett, amelyeket annak idején M. G. KReJN, M. A. KRASZNOSZELSZKIJ
és D. P. MILMAN végeztek, a Neumann-féle defektus-szamok elméletének a Hilbert-
és Banach-tér tetsz8leges operatorainak esetére vald dltalanositasa terén. Ugyancsak
helyénvalé megjegyezni, hogy ezekben a vizsgdlatokban, ugyanugy B. Sz. Nacy
[20], [21] dolgozataiban is, az altaldnos Banach-terek esetében két. altér egymastol
valé eltérésének olyan bizonyos mértékeit jelolik meg, amelyek lehet§vé teszik az
alterek dimenzidjanak egyenl6ségére valo kovetkeztetést (1. 1., 6. §). Ezeket az ered-
ményeket a jelen dolgozatban széles korben fogjuk alkalmazni.

A dolgozat nem szoritkozik kizardlag az indexek és defektus-szamok stabilitési
és félstabilitasi tételeinek a leirasara. Néhany altalanos tételt kozliink az operator
spektrumanak a viselkedésérdl annak kiilénbdz6 perturbacidja mellett.

Kiilénds figyelmet szenteliink az operator izolalt sajatértékei 1étezése kérdésé-
nek, amely sajatértékeknek végesdimenzids normadlisan levalaszthaté gyoék-alterek
(a fogalom definicidjat 1. 4. § 66 oldalon) felelnek meg. Emellett az operator indexe
és defektus-szamai stabilitdsardl szol6 alapvetd tételek itt ki vannak egészitve a gydk-
érték stabilitasardl szold tétellel, mely tétel fontos szerepet jatszik az operitorok
perturbacidjanak altalanos elméletében (1. 4.2. tételt).

A gyok-alterek vizsgilata sordn figyelembe vettiik Sz. N. KRrRACSKovszkis
és M. A. GoLDMAN [22], [23], [24], [25] néhany eredményét is.

Az 6nadjungilt operdtorok Onadjungaltakkal valé perturbécidjinak vizsgilata
soran érintjilk a nem Onadjungalt operatorok gyok-vektorai rendszerének teljességi
kérdését, és idézzitk M. V. KELDIs [26] és M. Sz. Livsic [27] néhany viszonylag nem
régi eredményét.

Helyhiany miatt a cikk nem foglalkozik a targyalt altalanos megallapitasoknak
a differencialoperatorok peremfeladatai elméletében valé nagyszamu alkalmazasai-
val. Viszont sziikségesnek tartottuk az utolso fejezetben illusztralni az index stabili-
tasardl szdld altalanos megallapitasokat a félegyenesen argumentumok kiilonbsé-
gétdl fliggd maggal rendelkezd integralegyenleteken, igyszintén ramutatni az alap-
vetSen 10j kovetkeztetésekre, amelyeket az altalanos tételeknek az olyan integral-
egyenlet-rendszerekhez valé alkalmazasaval kapunk, amelyek a félegyenesen adottak
és magjuk az argumentumok kiilonbségétdl fiigg.

Egy sor megallapitas, amelyet a cikk kiilonb6z6 fejezeteiben kifejtiink, valdszi-
niileg 4j.

A cikk végén részletesebb bibliografiat és bizonyos kiegészits torténeti adato-
kat kézliink minden fejezethez kiilon.

A dolgozat Osszeallitasa soran a szerz6k abbdl indulnak ki, hogy az olvasé
ismeri a Hilbert- és Banach-terek linearis operatorai elméletének alapijait.

Szerz8k élnek az alkalommal Bszinte kOszOnetet mondani M. A. KRrRaszNO-
szeLszkunek a sok értékes kritikai megjegyzéséért.
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1.§. Bevezetd tételek két altér nyilasarél

1. Legyen B-komplex Banach-tér. Emlékeztetiink a Banach-tér dimenzidjinak
a definicidjara. Az IR halmazt generdtornak nevezziik, ha az altala generalt linearis
tér stiri B-ben.

A B-t generald I halmazok ay szamossagainak legkisebbikét a B Banach-
tér dimenzidjanak nevezziik. Ezt a kardindlis szamot dim B-vel fogjuk jelSIni.

Véges dimenzids tér esetében a dimenzid fenti definicidja egybeesik a szokasossal,
azaz mondhatjuk, hogy a tér dimenzidja egyenld a tér linedrisan fiiggetlen elemeinek
maximalis szamaval.

Végtelen dimenzidés B tér esetében annak dim B dimenzidja egybeesik a B-
ben siir{i halmazok szamossagai koziil a minimalis szamossaggal. Ez abbdl kovetke-
zik, hogy a B-t generalé halmaz elemeinek racionalis egyiitthatdja linearis kombi-
nicidinak a halmaza sfirli B-ben.

Nyilvénvalé, hogy ha két B, és B, Banach-tér izomorf (azaz egymasra linea-
risan és folytonosan leképezhet8k), akkor dim B,;=dim B,. Az allitds megfordi-
tasa végtelen dimenzids terek esetében nem igaz (1. [28], XI. fejezet).

Allapodjunk meg még a kovetkezGkben: o(x, €) jeldlje az x€B elem tavol-
sagata €cB altértdl, azaz

€) = inf [x—y|.
e(x, ®) = inf|x—y|
Fontos szamunkra a kovetkezd fogalom.

Egy B Banach-tér két €, és @, linearis részhalmaza nyilasanak nevezziik a kovet-
kezd mddon definialt szamot:

1.1 0(C,, €)= maX{sup e(x, Cy), sup Q(y, €)}.
x€€
{x|= IyI

A nyilas kovetkezd két tulajdonséga nyilvénvalé. Eldszor is, mindig igaz

0=6(¢,¢)=00C,,¢)=1,
masrészt

0(€,,C,) = 0(C,, €y,
ahol €, T, megfeleléen a €, és €, lezartjai.
1.1. TETEL. Legyen €, és Q3 a B Banach-tér két linedris halmaza, mégpedig
0(€,,C)=a<1.
Haa dim@; (j=1,2) két szdm egyike véges, akkor
dim €, = dim €,.

Bizonyitds. A tétel ekvivalens azzal az allitassal, hogy ha dim @, =n, dim €,=>n,
akkor 6(C,,E,)=1. Utébbi bizonyitasahoz elegendé megmutatni, hogy €,-ben
Ktezik orty (|y|=1), ,,ortogonalis” €,-hez, azaz olyan, hogy eo(y, €,)=1; mikoz-
ben az altalanossag megszoritasa nélkiil fel lehet tételezni, hogy dim €, =n+1.

t dim G-na dim G-t értjiik.
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Jelolje B, a €, és €, altal generalt linearis teret.

Tételezziik fel eloszor, hogy B,-bena |z|=1 (z€B,) egységgomb felillet szigori-
an konvex, azaz nem tartalmaz szakaszokat. Akkor barmely z€B, elemnek csak
egy ,,projekcioja” van €,-ben, azaz csak egy olyan x€@,, amelyen a z és @,
tavolsaga eléri a ¢(z, €,) értéket. Konnyl belatni, hogy az x=¢(z) (z€9B,)
,»projektilé” operator folytonos és rendelkezik a ¢@(—z)=—¢(z) tulajdonsaggal.
z ,,ortogonalitdsa” €,-hez azt jelenti, hogy o(z, €)=|z—¢(z)|=]|z|, azaz ¢(z)=0
(a projekcio egyetlen volta miatt).

Ha most feltételezziik, hogy a €, tér S, egységgémbjének a feliiletén (|y|=1)
a ¢@(y) operator mindeniitt kiilénbozik 0-tdl, akkor az S, kompaktsdga miatt
allithatjuk, hogy a @(y)=¢(»)/|¢(y)] folytonos S,-n. Ez az operator folytonosan
képezi le az S, n-dimenzids gémbfeliiletet a €, tér (n—1)-dimenzidés &, (|x|=1)
gombfeliiletébe. méghozza ugy, hogy a centralisan szimmetrikus pontok centralisan
szimmetrikusakba mennek at:

Y(=y) =—2(y),

ami viszont lehetetlen K. Borsuk [29]2 ismert tétele miatt.

Tehat a tételt bebizonyitottuk azzal a feltételezéssel, hogy a B; egységgdmb-
felilet szigortan konvex.

Az éltaldnos esetet a vizsgalt esetre fogjuk visszavezetni, megmutatva, hogy bar-
mely £=>0 esetén mindig konstrualhaté B,-ben olyan 0j |z|, norma, amelyre
teljesiil

(1.2) 2] = |zlp = (1+0)|2]  (2€B)

és hogy az 4j |z|,=1 gOmbfeliilet szigortan konvex legyen, vagyis hogy barmely két
2y, Z,€B, kiilonb6z6 iranyu két vektor esetén teljesiiljon

(1.3) |21+ z2lo < |21lo+]22lo-
Valdban, az (1.2) egyenlStlenség nyilvinvalé médon maga utin vonja a
00(Cy, €,) = (1+6)0(C,, )

egyenl6tlenséget, ahol 6,(C€,, €,) a |z|, normanak megfelels nyilds a €, és @,
kozott. Az (1.3) feltétel miatt a tekintett €, és €, esetén a bizonyitottak szerint
0,(€,, €)=1, kovetkezésképp az £=>0 tetszbleges volta miatt 6(C,, €,)=1 is
teljestil.

Most megmutatjuk, hogyan valdsithaté meg a |z|, norma konstrukcidja.

2 Megmagyarazzuk ezt kissé részletesebben. A komplex €, tér S, gombfeliilete homeomorf
modon leképezhetd — centralis szimmetria tartéan — a kozonséges euklideszi-tér 2n-dimenzids
S, gombfeliiletébe. Ezutan az ¢, gombfeliilet homeomorf moédon leképezhetd egy 2(n—1)-
dimenzi6s S, gombfeliiletbe — az S; szabalyos részébe. Ezutin mar a w(y) leképezés természetes
modon generalja az S, gdmbnek sajat S, részébe vald paratlan y leképezését. Mivel S; nem
esik egybe S,-vel, a leképezés foka nulla lesz. Masrészt a gdmbfeliilet barmely paratlan folytonos
leképezésének (6nmagaba, K. Borsuk emlitett tétele miatt) a foka kiilonb6zd kell legyen nullatol.
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Legyen |z;| valamilyen norma B;-ben, amelynek szigorian konvex |z|;=1
gombfeliilet felel meg; példiul ez definialhaté a kovetkezd médon:

|§1e1+"'+6meml = V€¥+~+6ﬁn

ahol {e,, ..., e,} a B, valamely bazisa.
Ha k(=0)-val jeloljik a |[z|, maximumat a |z|=1 egységgémbfelileten,
akkor fel iehet irni, hogy
|z, = k|z|.

Mivel |z|; eleget tesz az (1.3) feltételnek, igy tetszéleges 6=0 esetén ennek
a feltételnek eleget fog tenni a

|2l = 2]+ 4]zl

norma is. Erre a normara teljesiil az (1.2) egyenlGtlenség ¢=0k mellett,
A =0 tetszbleges volta miatt a konstrukcidt befejeztiik, a tétel bizonyitva van.
A bizonyitott tételbdl k6zvetleniil addédik a

KOVETKEZMENY. Legyen C, és €, a B Banach-tér két altere, €, végesdimenzios

srer

hogy '
min lx—y| = |yl

2. A B-ben definidlt valamely P linedris korldtos operdtort projektornak
nevezziik, ha

P2=P.

Mint ismeretes, a P projektor értékeinek a P=PB halmaza mindig zart.
A projektor normaja nem kevesebb egynél. Ha P egy projektor, akkora Q=I—P
is projektor, mivel Q?=I—2P+ P*=]—P=(, méghozzd a P és Q projektorok
ortogonalisak, ugyanis PQ=QP=0.

Barmely P projektor meghatirozza a B felbontisit a kovetkezd direktdsz-
szegre:

B=PiQ (B=PB, Q=0).

Megforditva, ha B-nek létezik két altér direktosszegére valé B =P+ Q felbontisa,
akkor mindig talalhaté egy €s csakis egy olyan P projektor, hogy PB=9 ¢&s
(I-P)B=AQ.

Megjegyezziik, hogy ha € a B valamely végesdimenzids altere, akkor kénnyen
konstrualhaté olyan P operator, amely az egész B teret projektalja G-re. Léteznek
olyan B terek olyan ¢ alteriikkel, amelyekre nem létezik a B-t a C-re projek-
talé operator. llyen tér példaul az L, (p#2).

1.2. TETEL. Legyen P és Q két olyan projektor, amely a B Banach teret

a P=PB, ill. Q=0B altérre projektdilja. Ha |P--Q|<1, akkor a P és Q
alterek izomorfak, és igy dim P=dim Q. .
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Bizonyitds. Ha |P—Q|<1, akkor I—(P—() operator folytonosan invertal-
hato, mivel

(I—P+Q) = I+ é(P—Q)"

és igy, (/—P+Q)B=SB. Innen P{U—-P+Q)B=PB, mivel pedig P2=P, igy
POB = PB, PQ=29.
Ilyen médon a P operator -t leképezi az egész P-re. SO6t barmely x€ Q-re:
|Px] = |0x+(P—Q)x| = |x+(P—Q)x| = |x| - {(P—Q)x| = (1—|P-Q)x],

ahonnan az kovetkezik, hogy a P lineiris folytonos operator leképezi Q-t a P-re
linearisan kolcsondsen egyértelmiien és koélesondsen folytonosan. Ilyen leképezés
létezése éppen azt jelenti, hogy P és Q izomorfak.
Az 1.2. tételt SzOKEFALVI-NAGY B. [20] dolgozatiban el8szor a Hilbert-tér
ortogonalis projektoraira, majd [21]-ben a legaltalinosabb esetre is bebizonyitotta.
Megjegyezziik, hogy mindig teljesiil

(1.4) 0(B, Q) = |P-0|.

Valdéban, ha x€P, |x|=1, akkor |x—Qx|=|Px—Qx|=|P—0Q|, ¢és emiatt
o(x, Q)=|P— Q|. Analég mddon, ha y€RQ,|y|=1, akkor o(y, P)=|P—-0|.
Visszaemlékezve az (1.1) definiciéra, megkapjuk (1.4)-et.

Ilyen médon abban a fontos esetben, amikor a B és LQ terek valamelyike
végesdimenzids, az 1.2. tétel kévetkezménye az 1.1. tétel.

A 9 Hilbert-tér esetén minden nehézség nélkiil bebizonyithaté ([29], 34 §),
hogy $ barmely két €, és €, alterének a nyilasa meghatarozhato a

0(€,, €;) = |Pg, — P,

képlettel, ahol Pg, és Pg, olyan projektorok, amelyek ortogonalisan projektaljak
H-t megfeleléen a €; és €,-re. llyen médon ebben az esetben az 1.1. tétel a végtelen
dimenzids terekre is igaz, és kovetkezménye az 1.2. tételnek.

2.§. A P-operatorok indexének stabilitasarol
és defektus-szamainak félstabilitasarol szolo tételek

1. Elész6r megallapodunk néhany jel6lésben és terminoldgiaban, majd emlékez-
tetlink egy sor eredményre.

Azt mondva, hogy valamely A operator egy B, Banach-térbdl egy B, Banach-
térbe hat, mindGssze azt fogjuk érteni, hogy az A operator értelmezési tartomanya
(amelyet D -val fogunk jelolni) B,-ben van, értékkészlete pedig (amelyet R -val
jeloliink) benne van B,-ben. Ha B,=1B,=B, akkor azt fogjuk mondani, hogy az A
operator a B-ben van értelmezve.

A kovetkezOkben az Osszes tekintett operatorokrodl fel fogjuk tételezni (nagy-
részt nem megfogalmazva ezt), hogy azok linedrisak, azaz hogy azok D, értelme-
z¢si tartomanya linearis, és hogy azok additivak és homogének.
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Ha B valamely Banach-tér, akkor B! a konjugalt Banach-teret fogja jeldlni,
azaz a B-n értelmezett Gssze linearis folytonos funkcionalok terét.

Az Ax=0 egyenlet 6sszes megoldasainak 3, linearis sokasagat az A4 operdtor
zérushelyei linedris sokasdgdnak (alterének), az R, ,-hoz ortogonilis Osszes f€B}
lineéris funkcionalok 3, alterét (azaz olyan funkcionalokét, hogy Sf(»)=0 az §sszes
JER A-ra) pedlg az A operator defektus-alterenek fogjuk nevezni.

A 3, és 3% dimenzidjat megfeleléen a«, és f,-val fogjuk jelolni, azaz

fo———dim3A, ﬁA:dimBL.

A B, szamot az A operator defektus-szdmdnak nevezzik.
Mint ismeretes, a 3%, altér véges dimenzids akkor és csakis akkor, ha a B,/R,
faktortér véges dimenzids, és ebben az esetben

2.0 B4 = dim (B,/9).

Végtelen B, esetén a (2.1) képlet altalaban nem igaz. Ugyanakkor mindaz, amit
a kovetkezdkben bizonyitani fogunk a B, defektus-szamrol, igaz marad akkor is,
ha a B, szam definicidjaként a B,/R, faktortér dimenzidjat fogadjuk el.

A rendezett (oy, B,) szdmpart az A operator d-karakterisztikdjinak nevezzik.

Ha mindkét o, és B, szam véges, akkor az 4 operator d-karakterisztikajat
végesnek nevezzikk, a »,=f,—a, kilonbséget pedig az A operator indexének
nevezzik.?

Ha az a, és f, szamok kozil csak az egyik véges, akkor az A operator d-
karakterisztikajat szeminfinitnek nevezziik.

Ha «,=0, akkor az A operator kolcs6ndsen egyertelmuen képezi le D, -t
R ,-ba. Ebben az esetben létezik R,-n egy A~! inverz operator, amely leképezi
R,-t Dy-ba, ugy hogy

A7 Ax =x (x€D,), AA7ly=y (YER,).

Megjegyezziik, hogy az 4 operatorhoz létezik az R,-n egy korlatos inverz
operator akkor és csakis akkor, ha talalhaté olyan m >0 pozitiv szam, hogy |Ax|=
=mlx| (x€D).

Megallapodunk, hogy azt fogjuk mondani, hogy az A operator folytonosan
invertdlhaté, ha R,=B, és annak létezik korlatos inverze.

Mint ismeretes, az A operatort normadlisan feloldhaténak nevezziik, ha y€B,
esetén az Ax=y egyenlet akkor és csakis akkor megoldhatd, ha f(y)=0 az Gsszes
fe3h-ra.

Utébbi feltétel ekvivalens azzal, hogy az A operator R, értelmezési tartoma-
nya zart.

Most emiékeztetiink arra, hogy az A operatort zdrtnak nevezziik, ha az x,—x
(x,€D,) és Ax,—~y-bol kovetkezik, hogy x€D, és Ax=y.

Ha az A operatorra o,=0, akkor az A operator zartsagabol kovetkezik
az A~! operator zart volta, és megforditva.

BANACH tétele szerint (1. a [28] 35. oldalat) a teljes Banach-térben értelmezett
linedris zdrt operdtor mindig folytonos (korlatos).

3 Eza definicié kiilonbozik az altalanosan elfogadott x,= £, — a 4-tol.
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Ez a tétel lehetSvé teszi azt allitani, hogy ha az 4 operator zart és «,=0,
akkor az normalisan feloldhaté akkor és csakis akkor, ha az 4~! operator korlatos.

Valdban, ha az 4 operator normalisan feloldhatd, akkor az R, zart, és ezért
az A~' zart operator korlatos.

Megforditva, ha az A~! operator korlatos, akkor az y,—»y (,€R,)-bdl kdvet-
kezik, hogy az {y,} sorozattal egyitt az {x,}={A~'y,} sorozat is egy konvergens
sorozat lesz B;-ben valamely x€B, elemhez. Mivel pedig az A operator zart,
ezért Ax=y, ycR,. Ilyen mdédon R, zirt, azaz az A operator normalisan fel-
oldhatd.

2. A tovabbiakban sziikségiink lesz az alabbi tételre:
2.1. LeMMaA. Legyen a B Banach-tér egy R altér és egy végesdimenzios N

altér direkt dsszege:
B=RI+N,

D pedig a B siirii linedris része. Akkor
1) A D,=DNR linedris halmaz sirii R-ben, és
2) a B tér elddllithaté az R és olyan W alterek

B=R+N
direktiosszegeként, ahol W CD.

Bizonyitds. Legyen e, ..., e, az W altér bazisa, az f;, ..., f, pedig olyan B*-
beli linearis funkcionélok, hogy

fi(ek)zéjk (j,k:l,...,n), f;(x):o (xE‘,R,j:.—l,,“’n).

Tehat az R altér az f; (j=1,...,n) funkciondlok koéz0s zérushelyeinek az
Osszessége. Legyenek a D-beli &, (k=1, ..., n) elemek olyan kozeliek a megfeleld
e, (k=1,...,n) elemekhez, hogy a det| f;(é)| determinans nullatél kiildnbozo.

AbbSL, hogy D slirli B-ben, kovetkezik, hogy tetszéleges y€R esetén talal-
hat6 olyan {z,}c®D sorozat, amely konvergal y-hoz:

z, >y (v o)
Képezziik a

n
2y = Zv+ 2 Oy €k
k=1

sorozatot, ahol az o,-k komplex szamok, amelyeket késGbb definidlunk. Nyilvan-
valé, hogy az Gsszes Z,€D.

Kivalasztjuk az a,,-t Ggy, hogy Z,€D,(=RND). Ennek érdekében sziikséges
és elegendd, hogy

[iE)=0 (j=1,...,n;v=1,2,..),
vagyis

Sanfie @) =0 (=1 ..kv=12.)

MTA III. Osztdly Kozleményei 23 (1974)



396 A KULFOLDI SZAKIRODALOMBOL

Ilyen médon az «, (k=1,...,n) szidmok egy olyan egyenletrendszernek
a megoldasai, amelynek a determinansa nullatél kiilonboz6. Azonkivil a

lim fi(z) =£,0) =0 (j=1,....n)
egyenldségbol kovetkezik, hogy
limea,=0 (k=1,..,n), HmZ% = limz, =y.
Ezzel bebizonyitottuk, hogy D, =%R.
A lemma bizonyitasanak befejezéséhez meg kell még jegyezniink, hogy az ¢,

(k=1,...,n) bazisu N altérnek ugyanolyan a dimenzidja, mint az I altéré,
és mivel ezenkivil 'cCD, WNR=0, igy

B=R}N.

A lemmat bebizonyitottuk.

Az egyszeriisités érdekében megéllapodunk @-operdtornak nevezni minden
linearis zart normalisan feloldhaté véges d-karakterisztikaji operatort.

A koévetkez6 allitassal kezdjiik.

2.1. TETEL. Legyen A és B a B Banach-térben definidlt valamely két
d-operdtor, és legyen D, siirii B-ben. Az AB szorzat is P-operdtor, méghozzd

%AB = %A+xB'

Bizonyitds. Legyen €, az Ry és 3, alterek €, =R;NJ, metszete. Legyen
a @, altér dimenzidja n,. Akkor

2.2) Oup = Og+ny.

A 3, altér elballithatd a €, altér és valamely €, altér direkt Osszegeként,
ahol €, dimenzidja o,—n,.

Akkor a 2.1. lemmanak megfeleléen B elballithaté az R+ CE, altér és vala-
mely véges dimenzids €, altér direktosszegeként, ahol €, kivalaszthaté ugy, hogy
D,-bdl valé legyen.

Legyen dimE,=n,. A C,+ @, altér ekvivalens a B/Rp faktortérrel. Ezért
dim (€, 4 &)=, azaz ay,—n,+n;=[p, vagyis

(2.3) nl—n3=a4—-ﬁ3.
Felhasznéljuk most azt, hogy
DA = DAm(mB+(€2‘;‘Ga) = Dl+¢2+€39

ahol ©,=D,MNR;.
Alkalmazva D,-ra az A operatort, azt kapjuk, hogy

AD, = AD,+ AG,.
MéSréSZt, ADI = ‘.RAB 3 tehét
9{‘4 - ‘.RAB—F Ags.
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Utobbi egyenl8ség maga utan vonja az R, 5 zartsagat, és ezzel az AB operator
normalis feloldhatdsagat, ezenkiviil ebbdl az is kovetkezik, hogy

2.4 Bap = Ba+dim (4C;) = B, +n,.
A (2.2), (2.3) és (2.4)-b0l azt kapjuk, hogy
%ap = Bap—%up = Batns—og—n = fy—a,+Pp—ap=1,+xp.

MEGIEGYZES. A bebizonyitott tétel érvényben marad minden olyan esetben,
amikor az 4 és B operatorok a B, B, egyikébdl a masikba hatnak, és az 4B
szorzatnak van értelme.

3. Mint ismeretes, az A operatort az A4 operator bévitésének nevezziik, ha
D,cD; és Ax=Ax az x€D, mellett. Ha ekdzben a D;/D, faktortérnek véges
k dimenzié szdma van, akkor az A operatort az A operator k dimenzids bdvi-
tésének nevezzitk. Ebben az esetben D; mindig el6allithatée D;=D,+ M direkt-
osszeg alakjaban, ahol M valamely kdlmenzms tér, és akkor tetszdleges x€D,
és yEM-re, A(x+y)=Ax+Cy, ahol C valamely véges dimenziés az M-en értel-
mezett operator.

2.2. LEMMA. Legyen A az A ®-operdtornak k dimenziés bdvitése. Akkor
az A operdtor szintén ®-operdtor, megpedig

wz=xn,—k, oz=a,+k.

Bizonyitds. Legyen MM egy olyan k-dimenzids altér, amelynek a D,-val valé
metszete csak a nulla, és legyen 4 az A operitornak k dimenziés bévitése:

A(x+y) = Ax+Cy,

ahol x€D,,yeM ¢és C egy, az M-en értelmezett, véges dimenzids operator.

A lemmat el3szor arra az esetre fogjuk bizonyitani, amikor o,=0.

Jeloljik 9t-el azt az alteret, amely a C képe (CIR=NR). Legyen N=NNR,.
Az Osszes olyan pyc9t elemek halmazat, amelyekre CyeR,, jeldljik I, -el.
Specialisan, M, tartalmazza az Osszes olyan yeI elemet, amelyekre Cy=0.

Az M altér eldallithate M=IM, + M, alakban. Akkor az 9 altér elball az
N, és az N,=CM, altér direktosszegeként., Az M, és I, altereknek azonos
s=k adimenzidjuk. Az I, altér dimenzidja igy k—s.

Az A operator értékkészlete akkor Ry=R,+ N, direktdsszege az R, altér-
nek és a végesdimenziés M, altérnek. Kovetkezeskepp az A operator normalisan
feloldhat6. Ezenkiviil, a mondottakbol kévetkezik, hogy fz=f4—s.

Tetszbleges Dz-beli y elem elballithatd

y=x+z+z, (x€D,, 7€My, z,€My)
alakban.
Ha y€3;, akkor Ay=A(x+2z,+2,)=0, vagyis A(x+z)=—Az,. Viszont
A(x+2z)ER,, de Az,€N,, ezért

z,=0, Ax+Cz =0.
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Beszdmitva, hogy az 4 operatornak $,-n van korlatos inverze, azt kapjuk,
hogy x=—A"1Cz,. Tehat az A operator §sszes zérushelye
Yy

Q2.5)

alakii, és megforditva, az Gsszes ilyen alakd elem zérushelye az 4 operatornak.
Ez azt jelenti, hogy oz a (2.5) alak( elemek alterének a dimenzidja. Viszont ennek
a térnek a dimenzidja egyenld az M, dimenzidjaval, és ezért egyenld k—s-sel,
azaz az=k—s. Az utdbbi két egyenldségbdl azonnal adddik, hogy

=—A"1Cz;+z

wz=un,—k, oaz=k

Most tételezziik fel, hogy a,#0. A D, altér mindig eldallithaté a D,=3,+R
direktdsszeggel, ahol R egy altér.

Legyen D,=9D,NR és jeldljilk A4,-gyel az R-b6l B,-be hatd, az A4, x=Ax
(x€D,) egyenldséggel definialt operatort. Az A; operator normalisan feloldhatd,
méghozzd a4, =0, f,,=P4. Az A operator tekinthetd az A operator k-+o,
dimenzids bdvitésének. Alkalmazva erre a lemma bebizonyitott részét, azt kapjuk,
hogy

g =Pa—0,—k=x,+k, €és oz=oa,t+k.

A lemmat bebizonyitottuk.

4. Az egyszerlisités kedvéért a linedris korlatos operatorokra bevezetiink egy
|4]¢ félnormat, mely
|dlc = inf[4+T|,

ahol az infimum az &sszes olyan lineéris teljesen folytonos T operatorok szerintis
amelyek B,-bdl B,-be hatnak. A bevezetett félnorma rendelkezik a norma &sszes
szok4sos tulajdonsigaival, annak kivételével, hogy a [4|c egyenld lehet nullaval,
amikor A40. Nyilvanvald, hogy az |A|,=0 egyenl6ség fennall akkor és csakis
akkor, haaz A operéator teljesen folytonos. Ha 4 és B linearis korlatos operatorok
(D,=Dp=9,), amelyek teljesen folytonos (specidlisan, véges dimenzids) &ssze-
adandéban eltérnek egyméstol: A=B+T, akkor

|A|c = IBIC'

Végiil megjegyezziik még, hogy ha a B Banach térben definidlt 4 operator
olyan, hogy |A4|c<1, akkor az A4—1I operator normalisan feloldhaté, d-karak-
terisztikaja véges, és x,_;=0.

Valéban, ebben az esetben az A operator elGallithatd két linearis korlétos
operator Osszegeként: A=A,+7T, ahol |4,j<1, T pedig teljesen folytonos.

Figyelembe véve, hogy a B=A,—I operator folytonosan invertalhato:

azt kapjuk, hogy az A—1 operétor eléallithaté egy folytonosan invertalhaté ope-
rator és egy teljesen folytonos A—I=B+T Osszegeként, vagyis

A—1I=B(I+T)),
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ahol T;=B-'T teljesen folytonos operitor. F. Rigsz [31] tételei szerint az I+T,
operitor normélisan feloldhatd, d-karakterisztikdja véges, indexe pedig egyenld
nullaval. Ugyanilyen tulajdonsigokkal rendelkezik a B operator, mint folytonosan
invertalhaté operator. Alkalmazva az operatorok B(I+7T,) szorzatihoz a 2.1.
tételt, meggybzOdhetiink a fent megfogalmazott allitas helyességérdl.

2.2. TETEL. Legyen A a B,-b6l a By-be haté valamely &-operdtor. Akkor
taldlhaté szémdra egy olyan ¢ pozitiv szdm, hogy bdrmilyen legyen is a B,-bol
B,-be haté olyan B operdtor, amelyre |Blc<g, az A+ B operdtor szintén P-ope-
rator, mégpedig

Xa+B = ¥q-

Bizonyitds. B, tér eldallithato alterek

B, = 3,+€C
direktosszegeként.

Legyen D,=D,NE, és jeloljik A4,-gyel a D, =D, operator tartomannyal
rendelkez6 azon operatort, amely ebben a tartomanyban ugyanazokat az értékeket
veszi fel, mint az 4 operéator.

Nyilvanvald, hogy az A, operator normalisan feloldhato, és d-karakterisztikaja
{0, B,) alaki. Innen kovetkezik, hogy az 4, operitornak R,-n korlatos Ai*!
inverze van. Ay l-gyel jeloljiik azt a tetszOleges linearis korlatos operatort, amely
az A7! operator f, dimenzids bdvitése, és ezzel definialva van az egész B, térben.
Nyilvanvalo, hogy a bévités maddjatdl fiiggetleniil teljesiil

A4, x =x (x€D)),

azaz az A7! operator baloldali inverze az 4, operatornak.
Legyen N
0 =1/1A47c

és megjegyezziik, hogy a ¢ szam nem fiigg az A;! operator kivalasztasatdl, ugyanis
barmely két olyan operator, amelyek az A,-nek baloldali inverzei, olyan 6sszeadan-
déban kiilonboznek egymastdl, amely véges dimenzids operator.

Legyen most B tetszlleges olyan linearis korlatos operator, amely B,-et
B,-be képezi le és amelyre |B|c<o.

Jeloljiik B,-gyel a B-nek azt a részét, amelynek értelmezési tartomanya Dy =
=D,. Az A;+ B, operator el6allithatd

(2.6) A, +B, = (I+B, A7 )4,
alakban. Abbdl, hogy |B,A7Yc=|Bi|c|d7|c<I1, kovetkezik, hogy a C=I+B,A7*
operator egy P-operator, és x-=0.

Alkalmazva most a (2.6) szorzathoz a 2.1. tételt, azt kapjuk, hogy az A4,+ B,
operator normalisan feloldhatd, d-karakterisztikaja véges, és

X+, = Het¥%a = Pa, = Ba-
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Masrészt az A+ B operator az A,+B; operatornak «, dimenzids bovitése.
Valéban, az A+ B operator normalisan feloldhatd, d-karakterisztikaja véges, és

Ha+B = Hqy+B,—0g = %y,
A 2.2. tétel azonnali kdvetkezménye a

2.3. TETEL. Legyen A egy ®-operdtor. Akkor bdrmilyen legyen a T linedris
teljesen folytonos operdtor, az A+ T operdtor normdlisan feloldhaté, d-karakteriszti-
kdja véges és n . r=5x,.

Ugyanilyen kozvetlen kovetkezménye a 2.1. tételnek a kovetkezd tétel vala-
mennyi allitasa, kivéve a legutolsot.

2.4. TETEL. Bdrmely A ®-operdtorhoz létezik olyan o pozitiv szdm, hogy az
dsszes B linedris korldtos olyan operdtor esetén, amelyekre |B|<g, az A+ B operd-
tor normdlisan feloldhatd, d-karakterisztikdja véges, x4, p=n,, és azonkiviil

@7 dyp Sy

Bebizonyitjuk a (2.7) egyenl&tlenséget.

Az A operator természetes médon generdlja a2 B,/3, faktortérben a D,/3,
értelmezési tartoméanyi és Rz;=R, értékkészletli A operatort. Az A operatornak
létezik korlatos A~* inyerze.

Legyen most ¢=|4~|7'. Legyen B a B,-bdl a B,-be hatd korlatos opera-
tor, mégpedig |B|<g. .

Ha x tetsz8leges 3,4, p5-beli elem, £ pedig a megfelel6 B,/3, faktortérbeli
elem, akkor

. 1
i —_ = || = -1 = __
min [x—y| = [#] = 47'4x| = ; |4x|.

Mésrészt, ha x€3 4.5, akkor Ax=—Bx és x>0 mellett

|4x| = |Bx| < ¢lx|.
Ilyen médon
min [x—y| < ¥ (x€3usp, x # O).
y€3 4
Visszaemlékezve a nyilasrdl szol6 elsé 1.1. tétel kdvetkezményére, megallapit-
hatjuk, hogy dim 3,,z=dim 3, azaz

Og+p = 04.

5. Az elébbi 2.3. és 2.4. tételek altalanosithatok az operatorok nem korlatos
operatorokkal valé perturbacidjanak esetére.

Ez az 4ltalanositds a SzOKEFALVI-NAGY BELA [17], [21] altal kimutatott meg-
jegyzéseken alapul.

Legyen A linearis zart, a B,-b8l B,-be haté operitor. Az x€D, elemekre
0j normat vezetiink be:

(2.8) [x] = |x|+[4x].
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Az A operator zart voltanak kovetkezménye az a tény, hogy a D, az 4j
normaban Banach-térré valik. Ebben az 4j térben, amelyet ®D,-val fogunk jel6lni,
az A operator eleget tesz az

|4x] = |

egyenlOségnek, kovetkezésképp korlatos operator (amely a ®,-bdl a B,-be hat).

Bevezetiink most egy fogalmat.

Legyen A és B a B,-bol B,-be haté D, é Dy értelmezési tartomannyal
rendelkezd két linearis zart operator. Akkor a B operatort A-korldtosnak nevez-
ziik, ha D20 ,.

Ha a B operator A-korlatos, akkor B-vel fogjuk jelélnia D ,-b6l B,-be vald

Bx = Bx

egyenl8séggel definialt operatort.
A bevezetett fogalmat a kovetkezd kérillmények vilagitjak meg:
Ha a B operator A-korlatos, akkor a B operator korlatos, tehat létezik olyan
k=0 szam, hogy
|Bx| = k|x].

Valoban, a B operator linearis, és definidlva van az egész ® téren. Megmutat-
juk, hogy ezenkivil zart is. Legyen az {x,} (x,€®) olyan sorozat, hogy x,->x
(azaz |x,—x|—+0) é Bx,—y. Akkor, specialisan, |x,—x|—-~0. A B operator zart
voltabol kovetkezik, hogy Bx=y, tehat Bx=y.

A teljes téren értelmezett linedris zart operdtor korlatossagarol szolé Banach-
tétel szerint a B operator korlatos.

Most megfogalmazhatjuk a 2.4. tétel kovetkezo altalanositasat.

2.5. TETEL. Legyen A egy ®-operdtor. Akkor talilhaté olyan =0 szdm,
hogy az dsszes A-korldtos B olyan operdtorok esetén, amelyek eleget tesznek a

|Bx| = ¢(|x|+[4x])

egyenlétlenségnek, az A+ B operdtor szintén ®@-operdtor, mégpedig #,.g=%, €S
Ay p=0y.

Bizonyitds. Valéban, az |x|=0 és |x|=0 egyenlGségek ekvivalensek, tehat
a D, -ban linearisan fiiggetlen elemek ®,-ban is linearisan fiiggetlenek lesznek,
és megforditva. Innen specialisan az is kovetkezik, hogy a D, értelmezési tarto-
méannyal rendelkezé tetszéleges operator zérushelyei alterének a dimenzidja nem
valtozik a D,-rél a D,-ra vald attéréssel.

A (2.8) Ujj norma bevezetése sechogyan sem érzékelhet6 az R, . 5 ésa B, struk-
turajan, és ezért nem boritja fel az operatorok normalis feloldhatosagat, és nem val-
toztatja d-karakterisztikajukat.

Ilyen médon, az O norma bevezetése utan a 2.5. tétel a 2.4. tétel kozvetlen
kovetkezményeként adddik.

KOVETKEZMENY. A4 tetszdleges A-korldtos B operdtorhoz taldlhaté olyan e=0,
hogy a |\|<e¢ korhoz tartozé Osszes A-ra az A+AiB ®-operdtor lesz, mégpedig
HariB=%y €5 Oqy1p=0y.
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Abbdl a célbdl, hogy analdg mdédon altalanosithassuk a 2.3. tételt, bevezetjiik
az A-teljes folytonossdg fogalmit.

Egy linearis zart B operatort (amely, mint az A4,, a B,-b6l a B,-be hat)
A-teljesen folytonosnak fogunk nevezni, ha DO D, és a megfeleld B operator,
amely mar a ®D,-bdl a B,-be hat, teljesen folytonos.

Megjegyezziik, hogy ha valamely linearis térben értelmezve van két norma,
akkor ezek a norméak a kovetkezd két tulajdonsag teljesiilése esetén lesznek topolo-
gikusan ekvivalensek: 1) a tér teljes mindkét normara nézve, és 2) a tér elemeibdl
képzett barmely olyan sorozat, amely fundamentalis mindkét normara nézve,
ugyanazon hatarértékkel rendelkezik mindkét normaban. Ezért ha egy linearis zart
A, operatornak ugyanaz az értelmezési tartomanya, mint az A operatornak,
akkor barmely harmadik olyan zart B operator, amely A-teljesen folytonos, A,-
teljesen folytonos is egyben.

Ilyen moédon az A-teljesen folytonossag fogalma (ugyantigy, mint az A-korla-
tossag fogalma) nem magaval az A4 operatorral kapcsolatos, hanem csak annak
értelmezési tartomanyaval.

2.6. TETEL. Legyen A egy ®-operdtor, B pedig tetszéleges A-teljesen folyto-
nos operdtor. Akkor az A+ B egy ®-operdtor, mégpedig

Xa+B = ¥4

6. Mivel a kovetkez8kben meg fogunk fogalmazni egy egész sor olyan allitast,
amelyben szerepelni fog az A4-korlatossag és az A-teljes folytonossag fogalma, ezért
mar itt megfogalmazunk néhany egyszerii allitast ezekrdl a fogalmakrol.

Legyen A egy linearis zart operator, amely a B Banach-térben van definialva.
Tételezziik fel hogy valamely komplex A esetén az A—AI operator folytonosan
invertilhatd, azaz létezik folytonos R,=(4—Al)"*(R,B=2D,) rezolvens. Akkor

1°. Ha a B operator A-korlatos, akkor a BR; operator egyszeriien korlatos.

2°. Ahhoz, hogy egy B operator A-teljesen folytonos legyen, sziikséges és
elegendd, hogy teljesiilion Dyo D, és hogy a BR, operator teljesen folytonos
legyen.

Valéban, ha teljesiilnek az 1° allitas feltételei, akkor a BR, operétor linearis,
az egész B téren értelmezve van, és zart. Kovetkezésképp, az emlitett Banach-tétel
szerint, korlatos.

A 2° allitas bizonyitasa céljabdl megjegyezziik, hogy ha valamely McB hal-
maz korlatos a B metrikdjaban, akkor annak Nt =R, M képe korlatos a D met-
rikajaban és megforditva.

Valéban, ha x€B és y=R;x, akkor egyrészt

[yl = | +14y| = |Ry x|+ |x+ AR, x| = [(1+|ADIR, |+ 1]|x],

masrészt viszont
x| = [(A—=ADy] = A|ly|+|4y] = (T +]AD]y]

Figyelembe véve, tovabba, a
BR;x =By (xeM)

egyenlOséget, megjegyezziik, hogy ha a BRI, BN halmazoknak legalabb egyike
kompakt, akkor a masik is az.
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3.§. Tételek a linearis zart operator ¢-pontjairdl

1. Legyen A egy valamely B Banach-térben definialt linearis zart operator.

A komplex sik A pontjat az A operdtor P-pontjdnak nevezzik, ha az A—A1
operator normalisan feloldhatd, és d-karakterisztikaja véges, azaz 4 —AI $-opera-
tor. Az A operator &-pontjainak a halmazat az 4 operator P-halmazdnak nevez-
zik, és @ ,-val jel6ljik.

Legyen Aj€d,. Mivel A—=Al=A—-A I+(A—A)I, igy a 2.4. tétel szerint
talalhato olyan ¢=>0, hogy az |A—A,|<e kor Osszes pontja az 4 operator &-
pontja, mikdzben s, _ ;;=x,_

Ebbdl a megjegyzésbdl a kovetkezo allitas adddik:

3.1. TETEL. A linedris zdrt A operdtor ¢, halmaza nyilt halmaz, és ezért ossze--
fiiggd komponensek véges vagy megszamldlhaté halmazdnak az Osszege.

A &, halmaz egy és ugyanazon 0sszefiiggd komponensének minden A pont-
jara az A operator indexe konstans.

Sokkal finomabb a kovetkezd

3.2. TETEL. Legyen A a B-ben definialt valamely linedris korldtos operdtor
(ABCB). Ha a komplex sik bdarmely pontja annak ®&-pontja, akkor a B tér véges
dimenzios.

Bizonyitds. Nagy abszolutértékli A szamokra (JA|>|A4|) az A—AI operator
invertalhato, és igy x,_,;=0 (ha |A|>|A|). Mivel, masrészt, a &, a sik Osszes.
pontjabdl all, igy x,_,;=0 az Gsszes A szamra.

Legyen Q az Osszes linearis korlatos operatorok normalt gyfiriije, a T pedig
a B-ben hatod Osszes linearis teljesen folytonos operatorok halmaza. A ¥ halmaz
kétoldali zart ideal Q-ban.

Jeloljiik Q-val az Q[T faktor-gyliriit. Az A-t tartalmazo &-beli maradék-
osztalyt A-val jelsljiik. Az A elem normajat a kovetkezd egyenldséggel definialjuk:

|| = |lc = jof |[4+T|.

Most tételezziik fel, hogy a B tér nem véges dimenzids. Akkor tetszOleges 4
esetén az 4 —AI operator nem lesz véges dimenzids (ugyanis f,_,; véges) s6t, nem
lesz teljesen folytonos, ugyanis az operétor normélis feloldhatdsaga és teljes folyto-
nossaga magukkal vonjak annak véges dimenzi6s voltat.

Ilyen mddon, tetszdleges A esetén, az A—i elem nullatol kilénbdzo. Mas-
részt, tetszOleges A-ra az A—2I elem invertalhaté az &-ban. Valéban, az 4 ope-
rator Osszes regularis A pont_]aban az A—Al operator folytonosan invertalhatd,
és ezzel egyiitt az A —Af elem is az. Meg kell még v1zsgalnunk azt az esetet, amikor
A az A operator sajatértéke. Legyen B=A—AI és jeloljik e, ...,e,-nel a 3p
altér bazisat, g,, ..., g,-nel az R-ig valé valamely direkt komplementer bazisat
B-ben. Legyen tovabba f;,...,f, Bt-beli funkcionalok olyan rendszere, hogy

. file =06 (Lk=1,...,n).
Tekintsiik a

B,x = Bx+ .Z;f}(x)gj
j=
egyenlSséggel definidlt B, operatort, amelyre nyilvan Rp = B.
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Jeloljik M(cB)-nel az Gsszes olyan elemek alterét, amelyeken az Gsszes f;
(j=1, ..., n) funkcional egyenld nullaval. Akkor a B tér elballithatd alterek

B = N+ 3y
direktosszegeként.
Ennek megfeleléen a B; operator értékei eldallithatok

B\x = By+ .Zif'j(z)gj (x=y+z, yEN, z€3p)
j=
alakban.

Nyilvanvalé, hogy a B;x=0 egyenlet felbomlik a By=0 és 2 f;(z)g; =0
1

(PEN, z€3p) két egyenletre, amelyek mindegyikének egyetlen trividlis megol-
dasa van.

Kovetkezésképp, a B;x=0 egyenlet egyetlen megoldasa x=0. Masrészt,
a B, operator értékkészlete az egész B tér. Ilyen midon, a B, operator folytono-
san invertalhatd, a B operator pedig el6all egy folytonosan invertalhatd és egy tel-
jesen folytonos (véges dimenzids) operator sszegekeént.

Innen kovetkezik, hogy a B=A4—Af elem invertalhaté a tekintett esetben is.

Ellentmondashoz jutottunk, ugyanis a normalt gyiliriilk elméletébdl ismert
(I. [32] 2.§), hogy az R normalt gyliri minden « elemének van spektruma,
azaz ahhoz létezik olyan u szdm, hogy a—pue (e a gyfirii egységeleme) elemnek
nincs a gylirliben inverze.

A bebizonyitott tétel egy mésik alakban igy fogalmazhato meg:

3.2’. TETEL. Ha a B tér végtelen dimenziés, akkor bdrmely linedris korldtos
A operdtorhoz létezik legaldbb egy olyan A pont, amely nem ®-pontja ennek az ope-
rdtornak.

2. Most megvizsgaljuk, hogyan viselkednek az
a (D) =043 € Bs(A)=PB4-u

fliggvények a &, minden komponensében.
Ennek érdekében sziikségiink lesz a kovetkezd eredményre.

3.1. LemMMA. Legyen A a By térbdl a B,-be képezd valamely P-operdtor,
B pedig egy tetszbleges linedris korldtos operdtor, amely szintén a By-bol a B,-be
képez. Akkor létezik olyan €=0, hogy a O<|Al<¢ egyenibtlenségnek eleget tevé
osszes A szdmra az
(4-2B)x =0

egyenlet linedrisan fiiggetlen megolddsainak a szdma ugyanaz.

Bizonyitds. E16sz6r bizonyitjuk a lemmat a »,=0 esetre.

Legyen e, ...,e, (n=0,) a 3, altér bazisa a g, ..., g, pedig az R -hoz
valé valamely direkt komplementer bazisa B,-ben. Legyen tovabba fi, ...,/
a Bi-beli funkcionalok olyan rendszere, hogy

fi(e) = 5jk (k=1,...,n).

MTA IIl. Osztdly Kozleményei 23 (1974)



A KULFOLDI SZAKIRODALOMBOL 405

Ayx = Ax+ .Zl'fj(x)gj
j=

egyenlOséggel definialt A4, operator folytonosan invertalhaté (1. az eldbbi tétel
bizonyitasat). Akkor a ||<e=|A7"|"!|B| kor minden A pontjira az A4,—AiB
operator szintén folytonosan invertalhatd, és

R, =(4,—AB)™ ' = 4! [I+ Z”' /'L"(BA{I)"] .
k=1
Az (A—2AB)x=0 egyenlet nyilvan ekvivalens az

(4,—AB)x = Z;f,-(x)g,-
j=
egyenlettel, vagy az

3.1 X = 21' éjR}.gj,

js
(3.2) G=hx) *k=1,..n)
egyenletrendszerrel. ’

Behelyettesitve a (3.2) egyenl8ségbe az x kifejezését a (3.1)-bdl, a &, (k=1, ...
..., n) szamok meghatarozasara egy n algebrai egyenletbdl 4116 homogén

(33) 2 a—fReg)IE =0 (c=1,.um)

egyenletrendszert kapunk.

Nyilvénvald, hogy az «,_ ;5 szam egybeesik a (3.3) rendszer linearisan fiigget-
len megoldasainak a szamaval.

A (3.3) egyenlet A(A) determinansanak minden eleme a 1 paraméter analitikus
fliggvénye a |i|<g korben. Ha azok azonosan egyenl8k nullaval, akkor a (3.3)
rendszernek n linearisan fiiggetlen megoldasa van, ¢és ezért a |A|<p kor Gsszes 4
szama esetén

O4_s5 = N

Legyen a A(A) determinans legalabb egy eleme nullatdl kiilonbsz8 a |A|<g
kor valamely pontjaban. Jeloljik 4,(A)-val a A(1) determinans valamely olyan
legmagasabb rendd minorat, amely nem egyenld nullaval a |A|<g koér legalabb egy
A pontjaban, és legyen p ezen minor rendje. Nyilvanvald, hogy a tekintett kor
A-ira, kivéve talan valamely izolalt pontokat, teljesiil 4,(1)=0. Azon A pontokban,
amelyekben a 4,(1) determinans nem egyenl6é nullaval, a (3.3) rendszernek n—p
linearisan fliggetlen megoldasa van.

Talalhaté olyan legnagyobb |A|<e kor, amelynek minden belsé pontjiban,
kivéve esetleg a A=0-t, teljesiil 4,(1)#0. Az Osszes olyan A-ra, amelyek eleget
tesznek a O<|l|<e¢ egyenlGtlenségnek, igaz o _ z=n—p.

Ilyen mdédon, a x,=0 esetben a lemmat bebizonyitottuk.
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Tekintsiik most azt az esetet, amikor »,<0. Legyen M egy [x,|-dimenzids

normalt tér. Jeloljik B,-vel a B, és N terek direktdsszegét, amelyben a normat
a kovetkezd képlettel definidljuk

+zl = Iyl+lz] (r€By, zeW).

Most az 4 és B operatorokat ugy fogjuk tekinteni, mint a B,-bél a B,-be
haté operatorokat. Akkor az A operator indexe ,-val nG, és ezért egyenld lesz
nullaval. Alkalmazva az 4 operatorra a lemma bizonyitott részét, és megjegyezve,
hogy a B, térnek B, térrel vald felcserélésétdl az o,_ ;5 szam nem valtozik,
meggy6z6dhetiink a lemma igaz voltardl ebben az esetben is.

Meg kell még vizsgalnunk az utolsé x,=>0 esetet. Jeloljink G-vel egy 3,-
dimenziés normalt teret, B, -vel pediga B, és € terek direktdsszegét a B, konst-
rukcidjaval analég médon.

_Bovitjiik az 4 és B operatorokat x, dimenziészammal, feltételezve Az=
=Bz=0-t az Osszes z€Q-re. Akkor x;=0 és az A operatorra alkalmazhatd
a lemma. Megjegyezve tovabba, hogy az Osszes tekintett A értékekre: az_ ;5=
=o,_,5+%,, meggydzédhetiink a lemma igaz voltardl az utolsé esetben is.

A bizonyitott lemma segitségével a &, tartomany Osszefliggd komponenseire
bizonyos tulajdonsagokat allapithatunk meg.

3.3. TEtEL. Legyen A egy linedris zdrt operdtor és G a @, tartomdny valamely
dsszefiiggd komponense.
Akkor az osszes A€G pontra, kivéve esetleg némely izoldlt pontokat, az a,(A)
konstans
o ,A)=n

értékkel rendelkezik, az emlitett izoldlt pontokban pedig
o (A) = n.

Bizonyitds. Legyen n=min o, (1) (A€G) és ezt a minimumot a A=14, pontban
érje el, azaz o, (2)=n.

Jel6ljiik A,-el azt a tetszGleges G-beli pontot, amelyre a,(4,)=n. Megmutat-
juk, hogy A, izolalt pont, azaz talalhatd olyan g, >0, hogy az 6sszes 0<|1—4;|<¢g
egyenlétlenségnek eleget tevd — A-ra igaz a,(4)=n. EbbSl a célbdl kdssiik Gssze
a J, és A, pontokat egy — teljesen a G-ben fekvé — I' goérbével. Alkalmazva
a 3.1. lemmat az A—AI és B=1I operatorokra, azt kapjuk, hogy a I' gérbe minden
A pontjanak megfelel egy olyan &;>0 szdm, hogy a O<|u—A|<g, egyenlGtlenség-
nek eleget tevé u-kre az a,(p) fiiggvény konstans. Konstrualva ilyen U, kérnye-
zetet minden A€’ ponthoz, a I'nak egy lefedését kapjuk. Kivalasztunk abbdl egy
véges U;,U,, ..., Uy (1,€Uy) lefedést. Megjegyezve, hogy ebben a lefedésben
a szomszédos kornyezetek metszik egymast, megallapithatjuk, hogy az U; (j=
= 1,...,, N) kornyezetek minden pontjaban, kivéve esetleg azok kozéppontjait,
az o, (A) fliggvény megbrzi ugyanazt az értéket. Mivel pedig a 1, pontot tartalmazo
U, kérnyezetben o,(A)=n, igy a A; pont egész Uy kornyezetében, kivéve esetleg
magat a A, pontot, fennall «,(4)=n.

KOVETKEZMENY. Ha az ésszefiiggd G @, komponensben létezik legaldbb egy
olyan A pont, amelyben az A— Al operdtor folytonosan invertdlhatd, akkor a kompo-

MTA 11I. Osztdly Kozleményei 23 (1974)




A KULFOLDI SZAKIRODALOMBOL 407

nens dsszes A pontjdban is, kivéve esetleg bizonyos izoldlt pontokat, az A— I ope-
rdtor folytonosan invertdlhato.
A 2.6, tétel segitségével kénnyen belathatd a

3.4. TETEL. Legyen A egy linedris zdrt operdtor, B pedig egy A-teljesen folyto-
nos operdtor. Akkor az A és A+ B operdtorok P-halmazai egybeesnek: ® 4. z=D,.

3. A bebizonyitott 3.1. €s 3.3. tételeknek természetes altalanositasuk van.

Legyen G a komplex sik valamely nyilt Gsszefligg6 tartomanya, és legyen adva
ebben a tartomanyban egy 4, (A€G) operatorfiiggvény, amelynek értékei a B,-bdl
B,-be hatd linearis zart operatorok.

Az A, operator-fliggvényt holomorfuak fogjuk nevezni a G tartomanyban,
ha az 6sszes A,€G pont kérnyezetében az A; figgvény az operitorok normajara
nézve konvergens sorba fejthetd:

4; = A10+k21 (A=A Cy,

ahol C; (k=1, ..., n) linearis korlatos operator (C,B,CB,; k=1,2,..).
Konnyen belathatoé a kovetkezé allitas.

3.5. TéreL. Legyen A, holomorf operdtor-fiiggvény a G tartomdnyban, és bdr-
mely A€G pontban az A, operdtor legyen ®-operdtor. Akkor az 6sszes A€G pont-
ban az A, operdtor indexe ugyanazt az értéket veszi fel.

Megjegyezziik, hogy a 3.1. lemma érvényben marad, ha megfogalmazasidban
az A—AB operatort olyan A, operitorral helyettesitjiik, amely eleget tesz a 3.5.
tétel feltételeinek.

Innen kénnyen kijén, hogy a 3.3. tétel a kovetkezd mddon altalanosithatd:

3.6. TETEL. Az dsszes AC€G pontokra, kivéve esetleg bizonyos izoldlt pontokat,
az o, fiigguény konstans értéket vesz fel:

aA;L =n,
az emlitett izoldlt pontokban pedig o, >n.

3.7. TETEL. Legyen A, egy holomorf operdtor-fiiggvény a G tartomdnyban, amely
Siiggvénynek értékei B-ben definidlt linedris teljesen folytonos operdtorok. Akkor
az dsszes L€G komplex pontban, kivéve esetleg bizonyos izoldlt pontokat, az a(l)=
=0oy_ 4, flggvénynek konstans értéke van: o(A)=n; az emlitett izoldlt pontokban
pedig o(l)=n.

Ha legalabb egy pontban az «(4)=0, akkor az 6sszes A€G pontban, kivéve
esetleg bizonyos izolalt pontokat, az I—A4,; operatornak létezik korlatos inverze.

4.§. Tételek a gyok-alterekrdl és gyokértékekrol

1. El6bb emlékeztetiink a linearis operatorok rezolvens elméletének egy sor
fogalmara és allitasara.

Legyen A egy linearis operator, amely valamely 8B Banach-térben hat.

A komplex sik A pontjat az A operator reguldris pontjénak nevezzik, ha
az A—Al operator folytonosan invertalhatd, azaz létezik az egész B-n definialt
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korlatos olyan R; operator (amelyet rezolvensnek nevezziik), hogy
R, (A—A)=(A—-ADR, =L

Ha az A operatornak létezik legalabb egy 1, regularis pontja, akkor nyilvan
az A—2 I és vele az A operator is zart.

Az A operitor Osszes regularis pontjainak az O, halmaza mindig nyilt.
Valéban, ha 4,€0,, akkor az

A= = A—2dgI+(—)T = (A—2D)(I+(%—NR,,)
elGallitasbol kovetkezik, hogy a
|2 —Aq| < Ry, |7
korben létezik R; rezolvens, amelyet az
R, = (I—(/l—lo) RA.,)_IR;.O = kg(; (A—lo)lei:l

képlettel kaphatunk meg.

Egyidejlileg meggydzddhetiink arrdl, hogy az O, halmaz minden &sszefiiggd
komponensében az R, rezolvens holomorf operator-fiiggvény.

Mint ismeretes, az A operator spektrumdnak nevezziikk az O, halmaz S,
komplementerét az egész komplex sikban. Ilyen mddon, az S, spektrum mindig
zart halmaz.

Sziikségiink lesz F. Riesz [33] egy sor alapvet6 eredményére, amelyeket a
Hilbert-tér korlatos operatoraira még 1912-ben megallapitott, de amelyek kozvet-
leniil dtvihetSk a Banach-tér zArt operatorainak az esetére.

Legyen I' egy olyan egyszerii vagy Osszetett vektifikalhaté kontuar, amely vala-
mely G, tartomanyt hatarol, és az A operator regularis pontjaibdl all, gy hogy
az R,=(A—AI~! egy analitikus regularis operator fiiggvény a I'-n. Feltételezve,
hogy a I' konturnak pozitiv iranyitasa van a G, tartomanyra nézve, képezziik
a kovetkez6 integralt

1
Pr_ﬁrledA.

Akkor a kovetkezbket allithatjuk:
I) A P, operator egy projektor, méghozza a
B = %r‘i‘ﬁr (“Br = Pr%, Qr = (I—P,—)fB)

felbontasban mindkét Q, és P, Osszeadando invarians altér az A operatorra
nézve, és rendelkeznek a kovetkezd tulajdonsagokkal:

1) Az A operator az egész PBr-n definidlva van, és spektruma teljes egészében
benne van Gr-ban.

2) Az A operator Qr-ban a D, MNQr-n van definidlva és spektruma teljes
egészében a zart G, tartomanyon kiviil fekszik.

I) Ha Iy és I'; a fenti tulajdonsagokkal rendelkezd két kontir, és a G,
és Gr, tartomanyoknak nincs k6zos pontjuk, akkor az azoknak megfeleld projekto-
rok ortogonalisak, azaz

Pr,+Pr,= Pr,- P, =0.
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Megjegyezziik, hogy az I)-bS! — a zart altérben definidlt linedris zart operator
korlatossagarodl sz816 BanacH [28] tétel szerint — kovetkezik, hogy az 4 operator
korlatos a P, altérben.

Ezenkiviil (I és II)-b&l kovetkezik, hogy ha a G, tartomanyban az A4 operator
spektrumanak véges sok pontja van, és ezek 4,, 4,, ..., 4,, akkor

(4.1) PI‘:P11+P).2+'--+PA’P/IJ'PA,‘:O (j#k)

ahol P, (j=1,...,n) projektorok, amelyek B-t az A-ra nézve invaridns olyan
P, EB(C DY alterekbe projektaljak, amelyek mindegyikében az A operator teljes
spektruma egyetlen 4; szambdl all.

Valéban, legyenek a 7;-k paranként idegen, A; kozépponti koérok, amelyek
teljes egészében benne vannak Gr-ban. Akkor

no] "
Pr=2 o y%ﬁkl di= 2 Py,

2. Egy x vektort az A4 operator A sziamnak megfeleld gydk-vektordnak*
nevezziik, ha létezik olyan n természetes szam, hogy

(A—AIyx = 0.

Haa 1, szamnak megfelel legalabb egy x,70 gydk-vektor, akkor A, az opera-
tor sajatértéke. Valoban, ha k aza legkisebb természetes szam, amelyre (4 — A, ) x,=
=0, akkor Ay,=2,y,, ahol yy=(4—2A,D*1.

Az A operator ugyanazon 1, szdmhoz tartozé Osszes gyokvektorainak €,
halmazat az A operator 4, szamnak megfelel§ gydk-linedris halmazanak (vagy,
ha az zart, gyok alterének) nevezziik.

A G, altér dimenzidjat a A, sajatérték multiplicitisdnak fogjuk nevezni, és
v 4 (49)-al fogjuk jelSlni.

Megallapodunk azt mondani, hogy a A, pontnak az A operator normdlisan
levdlaszthaté ©,, gydk-altere felel meg, ha az egész tér clballithaté két alterének

4.2) B =¢,,+N,,

direkt osszegeként, mégpedig az M,, masodik ésszeadandd az 4 operatorra nézve
invari4ns altér, az 4—4,/ operator pedig folytonosan invertalhaté az 9, -ban.

Ha a normélisan levélaszthaté €, gyok altér véges dimenzids, akkor a B
tér (2.2) felbontasa a fenti tulajdonsagokkal egyértelm{i. Valéban, ha v a 4, mul-
tiplicitasa, akkor, mivel az A operatornak €, -ban a spektruma az egyetlen 2,
pontbdl all, azt kapjuk, hogy

(A=2,I)C,, = 0.

Figyelembe véve, tovabba, hogy az A — 1,1 operator folytonosan invertalhato
az Ji-ben, allithatjuk, hogy a valamely D, értelmezési tartomannyal rendelkezd
(A—4,1)* operator is folytonosan invertdlthaté 9, -ban, mikézben

(20D, = (A—AI)* €, + (A —AD(O,NM) = Ry,

4+ A ,gyok-vektor’” terminus helyett az irodalomban hasznalnak Ggyszintén ,,null-elem” (F.
RiEesz) és ,,adjungalt elem’” elnevezéseket.
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Ilyen médon, MN;, az (4—AI)" operator értékkészlete.

Nyilvanvald, hogy az a A, pont, amelynek az A4 operator véges dimenzids
normalisan l¢salaszthato gyok-altere felel meg, az 4 operator @-pontja.

Azonkivil a 4, pont valamely kérnyezetéhez tartozo Gsszes As£A, pont az A
operator regularis pontja. Valdban, jeloljik A4, és A,-vel az A operator altal meg-
feleléen az €, és 9, alterekben indukalt operatoroknak. Amint azt mar meg-
jegyeztiik, az A4, — 2,1 operator nulpotens, azaz (4,—4,7)"=0.

Jeloljiilk n-nel a legkisebb olyan természetes szdmot, hogy (A4;—4,1)"=0.
Akkor, feltételezve B,=A4,—1,1-t, azt kapjuk, hogy

—(A—=2)"] = Bf—(A—2)" ] = (A, —AD[(A—Agy U+ (A—2A)* 2B +...+ B 1.
Innen

n—1
—(4, =AD" = (A—A) U+ 3 (A—Ap)~'1Bj.
j=1

Masrészt az A,—A,] operator folytonosan invertalhato az 9, altérben.
Kovetkezésképp, ¢ |A—Ag|<1/l(4;—Ao1)~| korbdl vett Osszes A szamra
Iétezik
(Ay—AD™ = Ry+(A— ) RE+ ... +(A—A)"RET 1 +... .

rezolvens, ahol Ry=(A,—A,I)"!. Innen kévetkezik, hogy az O<|i—2A5|<|Ryl™*
egyenlGtlenségnek eleget tevé Osszes A pont regularis pontja az 4 operatornak,
mégpedig ezekre a pontokra a rezolvens a kovetkezd képlettel fejezhetd ki:

43) Ry =A—A) "Bl 1+ ...+ (A=A 2B+ (A—Ag) 1P+ 3 (A —A)*REHY,
k=0

ahol a B, és R, linearis operatorok bdévitve vannak az egész térre ugy, hogy
By = 0, ‘Ryx = 0 (xEG:}.o’ yem}.o)a

P pedig egy projektor, amely az egész B teret projektiljaa &, altérre az N, -lal
parhuzamosan.
Integralva a (4.3) egyenlGség mindkét oldalat a I' kontir mentén, azt kapjuk,

hogy
1 .
4.4) P=P, = EE’,fR‘ dA.

Csak keveset kell az eldbbiekhez hozzatenniink, hogy bebizonyitsuk a kévetkezo
allitast.

4.1. TEteL. Legyen I egy olyan rektifikdlhatd kontur, amely valamely Gy
tartomdnyt hatdrol, és a zdrt A operdtor reguldris pontjaibél dll. A Gp tartomdny
az A operdtor spektrumdnak végesszami olyan pontjat fogja tartalmazni, amelyek
sajdtértékek véges dimenziés normdlisan levdlaszthaté gyok alterekkel, akkor és
csakis akkor, ha a P projektor véges dimenzids.

Ennek a feltételnek a teljesiilése mellett a B altér az A operdtor kiilonbozé
AC€Gy sajatértékeinek megfelelé dsszes gydk altereinek a direkt dsszege.
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Bizonyitds. Alljon az A operator Gp-ban levs egész spektruma a Ay, ..., 4,
véges sok olyan sajatértékbdl, amelyeknek véges dimenzios normalisan levalaszthatd
gyok alterek felelnek meg. Akkor a (4.2) és (4.4) Osszefliggések miatt

PI"=P11+P}.2+"'+PZ,, (P)-jP}-k=0’ ha j#k),

ahola P, (j=1,...,n) projektor az egész B teret az A4 operator 4; sajatértéké-
nek megfeleld véges dimenzids gySk-altérbe projektalja.
Kovetkezésképp, a Pr projektor véges dimenzids és

‘Br = Pr% = %'.Plj% = (gll—i—"'_;_(sln'
i=

Megforditva, legyen a P, projektor véges dimenzios.
Akkora B térel6allithaté az A operatorra nézve invaridns P, és Q alterek

B =P+
direktGsszegeként.

Jeloljiik A,, A,-vel az A operator altal a megfelelé B, és Q, alterekben
indukalt operatorokat. A ‘B, altér véges dimenzids, ezért az A4, operator spektru-
ma véges sok A; (j=1,...,n; ;€Gr) sajatértékbdl all. A véges matrixok elméleté-
nek ismert eredményei alapjan a ‘B, altér felbonthaté az A operatorra nézve
invarians olyan €; (j=1, ..., n) alterek direktdsszegére, hogy az 4,—A;I operator
nilpotens a megfelelé €; altérben. Innen, mellesleg, kovetkezik, hogy az 4,—2;1
operator invertalhaté az 6sszes €, (k<j) altérben.

Az A,—Al operéator invertdlhaté az Osszes A€Gp-ra, ezért az A operator
spektruma a G tartomanyban egybeesik az A4, operator spektrumaval. Ilyen
mdédon az A operatornak Gp-ban végesszama A; (j=1, ..., n) sajatértéke van,
amelyeknek végesdimenziés €; (j=I,...,u) gyOk-alterek felelnek meg. Ezek az
alterek normalisan levalaszthatoak, ugyanis a B tér felbonthaté az 4 operatorra
nézve invarians alterek

%=(§1—i—m1 (j=1,...,u)
direktosszegére, méghozza az A—A;I operator folytonosan invertdlhaté a

m1=‘BI‘+2(€k (j=1’-'-9u)
k#=j

altérben.
A tételt bebizonyitottuk.

3. Az el6bbi allitasok egy része altalanosithatd. Ismerjiik ezeket, bar a kovetke-
z8kben nem fogjuk Oket hasznalni. Legeldszor is ramutatunk a kovetkezd tényre.
Ha a I kontar eleget tesz a 4.1. tétel feltételeinek, akkor a megfelelé P altér
mindig fogja tartalmazni az Gsszes olyan x€D, vektort, amelyekre legalabb egy
A€Gr mellett teljesiil

(4.5) lim (4 —A7)"x['" = 0.
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Valdban, teljesiiljon valamely x,€D, és A,€Gr-ra a (4.5) feltétel. Akkor, fel-
hasznalva az x,=y,+2, (¥o,€PBr, 2,€ Q) felbontast, azt kapjuk, hogy

(A—2I)'xg = (A—AeD)"yy+(A—2AoI) 2,

és igy

|(4—2g0)'zg| = |(I—Pp)(A—AI)" x| = [I—Pr||(A —2Ag)" x,].
Innen
(4.6) lim |(4 —ZOI)"ZOII/" =0.

Masrészt, az A— A1 operator folytonosan invertalhaté Qp-ban, ezért létezik
olyan m=0, hogy

(A—=2D)z] = m|z| (z€Q[).
Innen
(4 —2I)z| = m"|z,),

ami a (4.6)-tal Osszevetve azt adja, hogy z,=0, azaz x,€B,.

Ha a G, tartomanyban az A4 operdtor spektrumanak csak egy 4, pontja
van, akkor a bizonyitott allitds erdsithetd, mégpedig, ebben az esetben P egybe-
esik az osszes x€D, olyan elemek halmazival, amelyekre

lim (4 —2I)x[' = 0.

S6t, ebben az esetben P, az A operator legnagyobb invarians olyan altere,
amelyben az A operitor a

lim (4, — A Iy x|i" = 0

feltételnek eleget tev6 korlatos A4, operatort indukal.

Ez a tény kozvetleniil adddik az el6bbibdl, ha figyelembe vessziik az ismert
eredményt (I. [33] 149. §), amely szerint a Banach-teret sajat részébe leképez6 korla-
tos V operator spektruma egyetlen A=0 pontbdl all akkor és csakis akkor, ha

nlim [Vrpin = 0.

4.2, TETEL. Ahhoz, hogy a A, szdmnak az A zdrt operdtor véges dimenzids
normdlisan levdlaszthaté gyok-altere feleljen meg, sziikséges és elegendd, hogy a
a kovetkezd két feltételnek tegyen eleget:

D a A, szdm az A operdtor spektrumdnak izoldlt pontja;

2) Az A— 2yl operdtor normdlisan feloldhato, és véges d-karakterisztikdja van.

Bizonyitds. A tétel feltételének sziikségességét tisztaztuk a 2. pontban.

Bebizonyitjuk annak elegenddséget. Tegyen eleget A, az 1) és 2) feltételeknek,
azaz A, legyen az A operator spektrumanak izolalt pontja, amely benne van &,-
ban.

Akkor egy elég kis [A—1y|<dJ kor minden A=, pontja regularis pontja lesz
az A operatornak, és igy A, benne van a &, halmaz valamely C komponensében,
amelyben vannak regularis pontok. A 3.1. tétel alapjan az Osszes A€C pontra
a x4(A)=0 ¢&s, specidlisan, x4(1y)=0.

Ilyen médon A, az 4 operator sajatértéke, mégpedig o, (o) =4 (Ao)-
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Tekintsiik azt a € alteret, amelyre a

Pyy= 5 (A=At dA

[A—2g)=3

projektor az egész B teret projektalja.

Jeloljiik A,-el az A operator altal a €-ben indukalt korlitos operatort.

Minden 4 pont, a 4, kivételével, regularis pontja az A4, operatornak, a 4,
pedig, amint azt tisztiztuk, az A4 operitor véges multiplicitdsii sajatértéke, tehat
az A,-nek is az. Azonkivill az 4, operator normalisan feloldhatd, és 3, (40)=0..

Innen a 3.2. tétel szerint a € altér véges dimenzids.

Kovetkezésképp, a 4.1. tétel miatt, a A, pontnak normalisan levalaszthaté.
gyok-altér felel meg.

A tételt bebizonyitottuk.

4. Legyen I' egy tetszOleges rektifikalhaté kontar, amely egy Gy tartoményt
hatarol, és amely a zart A4 operatorra nézve a kévetkezd tulajdonsagokkal rendel-
kezik:

a) a Gr-ben véges sok 1., ..., 4, sajatértéke van az 4 operatornak, amelyek-
nek véges dimenzids normalisan levalaszthato gyok-alterek felelnek meg.

b) a zart G, tartomdny Osszes tobbi A (171;) pontjaaz 4 operator regularis
pontja.

Az operator I' konturnak megfeleld gyik értékének nevezziik az A operator
Osszes A; (j=I1,...,n) a Gp tartominyba es6 sajatértékei multiplicitasainak az
Osszegét, azaz a

val) = v G+ ... +v,4(4)
szamot.

A (4.1) képletnek megfelelGen

v, () = dim P8,
ahol P, a

— 1 -1
4.7) Pr=o— rgﬁ (A=D1 dA

képlettel definialt projektor.
Attériink most a gyokérték stabilitdsi tulajdonsaganak a bizonyitasara.

4.3. TETEL. Legyen I egy valamely G tartomdnyt hatdrold rektifikdlhato
zdrt kontur, amely a zdrt A operdtorra nézve eleget tesz az a) és b) tulajdonsdgoknak.
Akkor létezik olyan ¢=0, hogy a |B|<o egyenlbtlenségnek eleget tevs Osszes B
linedris korldtos operdtorra (BBCB) a I' kontir rendelkezik az a) és b) tulajdonsd-
gokkal az A+ B operdtorra nézve is, méghozzad

Ve p(D) = vu(D).
Bizonyitds. Az elobbiekhez hasonléan R, -val jeloljiikk az 4 operator rezolven-
sét és legyen

6 = 1/max |R,|.
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Akkor
!
— 52 -
e—wk+h](<&

ahol / a I' kontur hossza, amely szimnak a létezését a tétel allitja. Valdban, legyen
B tetszOleges olyan linedris korlatos operator, amely eleget tesz a

4.8) 1Bl < e

egyenlGtlenségnek.
Az 6sszes A€ pont regularis pontja az 4+ B operatornak, ugyanis, amint
konnyen lathato, A€ mellett 1étezik

“.9) (A+B—AD"t=[(I+BR)(A—-AD]"' =R, [I+ é’(—BRl)"] s

ahol az egyenlBség jobb oldaldn lev6 sor konvergencidjat az garantalja, hogy a (4.8)
miatt
|BR;) = |B||R;l <1 (A€X).
Bevezetjiilk most a

-~

— 1 -1
B = z—m—,rgﬁ(A+B—U) di

egyenl3séggel definialt P, projektort.
A (4.7) és (4.9)-bdl kovetkezik, hogy

L |BIRP
:—- J —
\Pr—Pr| [f& (Mﬁﬂ_h“fhwm|

Felhasznalva
|B| < @ =2r8%/(I+2n6), |R;] <& (A€D)
egyenlGtlenségeket, azt kapjuk, hogy
|Pr—Pp| < 1.
Innen az 1.2. tétel miatt
(4.10) dim P8 = dim P; B,

és ezért a Pr-val egyiitt véges dimenziés a P, projektor is.

Akkor viszont, a 4.1. tétel miatt, a I kontur rendelkezni fog az a) és b) tulaj-
donsagokkal az A+ B operatorra nézve is. Ezen kiviil, a (4.10) egyenloség azt jelenti,
hogy vp(A+B)=vp(4).

MEGIEGYZES. A bizonyitasbol kovetkezik, hogy a tétel érvényben marad akkor
is, ha a B operatorra tett feltételezést altaldnosabbal helyettesitjiik, éspedig hogy
B olyan A-korlatos operator, amely minden A€l-ra eleget tesz a

|BR;| < 2r6/(I+2nd)
egyenldtlenségnek.
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Konny{ belatni, hogy ez az egyenltlenség teljesiil minden A€@'-ra, ha a B
operatornak elég kicsi A-norméja van, azaz ha a

|Bx| < k(lx|+]4x[)

egyenl6tlenség teljesiil elég kicsi k& mellett, példaul ha

-1
(0 <)k < 278 (I+218) [1 +§] .

Azonkivil, haa v,(I") szamot gy definialjuk mint dim P,B-t abban az eset-
ben is, ha P8 végtelen dimenzids, akkor a B-re vonatkoz6 ugyanolyan feltételek
mellett allithat6, hogy vp(4+ B)=v,(4).

5.§. Tételek az onadjungalt operatorok perturbacidjarol

1. Legyen H egy Onadjungalt (azaz Hermite-féle hipermaximalis) operator,
amely a § Hilbert-térben hat. Akkor, amint ismeretes, barmely nem valés A1 pont
reguldris pontja a H-nak, azaz létezik hozza korlatos R,=(H-—JI)~! rezolvens,
mégpedig

5.0 IR,| = 1/|Im A|.

Ilyen médon az 6nadjungalt H operator $-halmaza mindenesetre tartalmazza
az 6sszes nem valds pontokat. Egy valds A pont akkor lesza H operator @-pontja,
ha az vagy regularis pontja a H operatornak, vagy izolalt (a spektrum tébbi pont-
jatél) véges multiplicitast sajatérték.

Ezért az Onadjungilt operator <-halmazat Gigy kapjuk, hogy kidobaljuk az
egész komplex sikbol a H operator végtelen multiplicitast sajatértékeit és a H
spektrumanak Osszes hatarpontjait (és igy az egy, vagy két komponensbdl all).

5.1. TETEL. Legyen H egy dnadjungdlt operdtor és B egy tetszéleges H-teljesen
folytonos operdtor. Akkor a H+ B operdtor egész nem valos spektruma olyan izoldlt
sajatértékekbdl dll, amelyeknek normdlisan levdlaszthato véges dimenzids gydkalterek
JSelelnek meg. Azonkivil

Dy = Py.

Bizonyitds. A tételt bebizonyitottuk, ha belatjuk a kovetkezd két allitast:

1) Py p=Ppg;

2) A félsikok mindegyikében létezik a H+ B operatornak legalibb egy regu-
laris pontja.

Az els§ allitas kovetkezik az altalanosabb 3.4. tételbdl.

A masodik allitast elészor abban a feltételezésben bizonyitjuk be, hogy B
korlatos operator.

A tegyen eleget az

[Tm A| = |B|
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egyenlStlenségnek. Akkor |R,|<|B|~1, és anndl inkabb |BR,|<1. Az |[BR,|<l
egyenlGtlenségnek eleget tevd sszes A-ra a H+ B—AI operator folytonosan inver-
talhatd:

(5.2) (H+B—AD)1 = R, [1+ S BRA),-],

A korlatos B operator esetére ismertetett bizonyitas érvényben marad altaldnos
esetben is, ha megmutatjuk, hogy valamely nem valés A-ra fennallnak az

|BR;| <1 és |BR;| <1
egyenldtlenségek.
Most ennek a bizonyitasaval fogunk foglalkozni.
Felhasznaljuk az R; és R, rezolvensek kozotti ismert R;=R,+(A—~p)R;R,
Osszefiiggést. Feltételezve ebben A=in és u=i-t, azt kapjuk, hogy

R, = R;+(n—1)iR;R,,.
A kapott egyenlGségre tagonként alkalmazva a B operatort, azt kapjuk, hogy
(5.3) BR,, = BR,(I+(n—1)iR,,).

Jelolve az I+(n—1)iR,;, operatort C,-val, annak két tulajdonsigat szlirhet-
jik le:
a) az |n|=1 egyenlétlenségnek eleget tevS Gsszes n valds szdmokra

Gl < 15
b) az Osszes f€H-ra
lim |C f] =0,
7’—>°0

ahol CF a C, konjugalt operatora.
Legyen E, (—eo<A<oo) a H operator spektralfiiggvénye. Akkor, amint ismere-
tes [30],

< dE,
Riy = JoA-in’
és ezért
. _r . p dE,  F A—i
c,,=1+z(n~1)Ri,,__£ dEl+(l1—1)l—£ e _l mda.
Innen
Fa-i P F _
CfP=| [ 7= B = [ appdEL D=1 b2 =1

A C, operator b) tulajdonsiganak a bizonyitdsdhoz megadunk egy tetsz8leges
e>0-t, és kivalasztunk valamilyen N=N, pozitiv szamot gy, hogy

—-N oo

([ +[)dEsD <=

— oo N
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Akkor, megjegyezve, hogy
Ati
*p
Gf = _-/ A+ni aE:f,
azt kapjuk, hogy
PLEN| A LRSS
Gt = [ g dEhS) < ([ + f JAES D+ [ g AELD):
tigy, hogy
ICifl<¢,

amilyen hamar #2? olyan nagy, hogy
Pl _ &,
At 2f]7
A BR; operator (. a 2. §. 2° allitasat) teljesen folytonos, és ezért 1étezik olyan

—~N<A=<N.

véges dimenzids
Kf = Z;(f; lpj)(pj
j=

operator, hogy
1
BR,— —.
|BR;— K| < 5

A KC, operator eléallithaté
KC,f= Z(Ghs)e; = (f, Crio;
J=

alakban.
Innen
IKC, f = | f] 21 o ICy .
j=

A Cy operator b) tulajdonsdga miatt kivalaszthaté olyan M szam, hogy

az Osszes n*=>M-re
|Cr;klpj| = 1/2"|¢j| (j=1,..,n).

Akkor
|KC,fl<1/2|f|, azaz |KC,|<1/2 (n*= M).

Visszatérve most az (5.3) egyenlSséghez, azt kapjuk, hogy
|BR;,| = |BR;C,| = |BR,—K||C,|+|KC,| <1

ha n?=max {I, M}.
A tételt bebizonyitottuk.
A bebizonyitott tételbdl adédik az
5.1. KOVETKEZMENY. A H+ B operdtor valds sajdatértékének szintén normdlisan
levdlaszthato véges dimenzids gydk-altér felel meg, hacsak ez a szém nem hatdrpontja
a H operdtor spektrumdnak, vagy a H operdtor végtelen multiplicitdsu sajatértéke.
MTA. III. Osztdly Kozleményei 23 (1974)
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5.2. KOVETKEZMENY. Ha a H operdtor spektruma diszkrét, akkor a H-+B
operdtor spektruma olyan izoldlt sajatértékekbdl dll, amelyeknek véges dimenzids
normdlisan levdlaszthaté gyok-alterek felelnek meg.

Sziikséges még a kovetkezd

MEeGIEGYZEs. Ha az operdtor rendelkezik még az

Im(Bff) =0 (f€D,)

tulajdonsaggal, akkor a H+ B operator egész nem valds spektruma a felsé sikon
fekszik.
Valéban, ha A a H+ B operator spektrumanak egy nem valds pontja, ¢
a megfelel6 sajataltér, azaz
(A+B)p = Ao,

akkor skalarisan szorozva az utdbbi egyenléséget ¢-vel, azt kapjuk, hogy

(Ao, ) +(Bo, @) = 4,

Im A4 = Im (Bgp, ¢) = 0.

ahonnan

Megjegyezziik, hogy ha B egy korlatos operator, akkor

Im (B7,f) = 5z (BN~ (f, BNl = Bufs 1),
ahol

1
By = (B—B")

a B operator képzetes Hermite-féle komponense.
Ilyen médon a korlatos B operator esetében az Im (Bf, f)=0 feltétel ekviva-
lens a B; komponens nemnegativ voltaval.

2. Az 5.2. kovetkezménnyel kapcsolatosan természetes moédon vetddik fel
a kérdés arrdl, hogy mikor lesza H+ B operator sszes gyok-vektorainak a rendszere
teljes (azaz a nemlinearis zart burka az egész $ teret adja).

Az ilyen rendszer teljességének fontos kritériuméat (altalanosabb tételek kovet-
kezményeként) adta M.V. KELDIS [26].

KELDIS TETELE. Ha az dnadjungdlt H operdtornak diszkrét {1;} (j=1,2,..))
olyan spektruma® van, hogy valamely p=>0-ra

(5:4) 3 Il < o,

;%0

5 Arrél beszélve, hogy a H operatornak diszkrét spektruma van, mindig azt fogjuk érteni,
hogy annak spektruma véges multiplicitasa sajatértékekbdl all egyetlen hatarponttal a végtelenben.
Elrendezve ezeket a sajatértékeket egy {i;} sorozatba, mindig fel fogjuk tételezni, hogy ebben
a sorozatban barmely sajatérték annyiszor fordul el, amennyi annak a multiplicitasa.
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és ha B egy H-teljesen folytonos operdtor, akkor a H+ B operdtor gyék-vektorainak
rendszere teljes. ®

A teljesség néhany mais, ehhez kozeli, de egyszeriibben bizonyithatd, kritériuma
talalhatd M. A. NaiMark [35] cikkében.

3. Kiil6n kitériink az dnadjungalt operdtornak korlatossal valé perturbaciéjara’
Mindenekelott megjegyezziik, hogy az (5.1) egyenlGség egy speciilis kévetkezménye
az altalanosabb és pontosabb

1
(5.5) IRl = -

Osszefiiggésnek, ahol A az Onadjungédlt H operator valamely regularis pontja,
a d, pediga A pontnak a H operator Sy spektrumatol vald tavolsaga.

Az (5.5) egyenlStlenség az alabbi kovetkeztetésre ad médot:

Legyen H egy onadjungalt operator és B egy tetszOleges korlatos operéator.
Akkor a H+ B operator teljes spektruma benne van az M sik azon zart részében,
amelyet a |B| sugard olyan kérok fednek le, amelyek kdzéppontjai befutjak a H
operator spektrumanak Gsszes pontjat.

Ha a A¢ M, akkor az (5.5) egyenlétlenség miatt |R,|<1/|B|, és ezérta A¢M
pontban létezik korlatos (H+B—AI)~! olyan operator, amelyet az (5.2) képlettel
kaphatunk. Ezt felhasznalva bebizonyitjuk a kévetkezd allitast:

5.2. TETEL. Legyen H egy oOnadjugdlt operdtor, B pedig korldtos operdtor,
és legyen Ay a H operdtor véges v, multiplicitdsii valamely sajdtértéke, amely a H
spektrumdnak minden mds pontjdtél dy=2|B| tdvolsdgra van.

Akkor az |A—Ay|<|B| zdrt korben a H+ B operdtornak véges szdmil sajdtértéke
van, amelyeknek normdlisan levdlaszthaté végesdimenziés gydk-alterek felelnek meg,
méghozzd ezen sajdtértékek multiplicitdsainak az dsszege pontosan egyenld vy-al.

Bizonyitds. Jeloljiik I'-val az |A~Ao|=¢ kort, ahol g ugy van kivalasztva,
hogy
do
|B| < ¢ < 2

Ez a kbr a H+ B operator regularis pontjaibdl all, sét, regularis pontokbdl all
az egész

(5.6) [B] <= |[A—A¢l =0
gylird.
A I' kor Gsszes pontjara fennall az

(5.7) |R,1|<% é |BR;| <1

§ Valdszin(leg, az (5.4) feltétel jelentGsen gyengithetd. Nemrég M. G. Kreinnek sikeriilt
bebizonyitania, hogy az operator gyok — vektorainak a rendszere teljes lesz, ha H tetszdleges
onadjungalt operator, amelynek diszkrét spektruma van, a B pedig véges dimenzids operator
(l. igyszintén az utalast M. Sz, Livsic tételére a 426. oldalon).
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egyenlGtlenség, és ezért (. a 4.3. tétel bizonyitasat), az |A—A,|=p kor Osszes
pontja ®-pontja a H+B operatornak. Mivel az (5.6) gylir@ a H+B operator
regularis pontjaibdl all, igy a I' korben véges sok sajatértéke van a H+ B opera-
‘tornak.

A B operatornak ¢B (0=g¢=1) operatorral valé felcserélésével az M halmaz
csak sziikiilhet, és az (5.7) Osszes relacidja érvényben marad. Kovetkezésképp a H+ B
operator spektrumanak jellemzésére a I'-ban kimondott fenti allitdsok A&tvihetSk
a H+eB operatorra is.

A 4.3. tétel szerint a vy, z(I') gybkérték (azaz a H+&B operator I'-ra esé
Osszes sajatértékei multiplicitdsainak az Osszege) az & folytonos fliggvénye lesz,
mivel pedig ez a fliggvény csak egész értékeket vehet fel, igy az konstans. Specialisan,

v () = vg 4 p(I).
A tételt bebizonyitottuk.

MEGIEGYZES. Mint ismeretes, az (5.5) képlet igaz nemcsak az Onadjungalt
operatorokra, hanem az unitér és altalanos tetsz6leges normalis operatorra. Ezért
a tétel atvihetS arra az esetre is, amikor H egy tetszGleges normalis operator.

4, A H operitor nem valds spektrumara részletesebb jellemzést lehet adni,
haa H és B operatorokra bizonyos Gjabb megszoritisokat tesziink. Ebbdl a célbdl
egy sor fogalmat vezetiink be.

Azt fogjuk mondani, hogy a teljesen folytonos A4 operatornak véges spektrdl-
nyoma van, ha a sajatértékeibdl alkotott

1

J

M

(5.8)

v=1

sor abszoltt konvergens, mikézben feltételezziik, hogy az (5.8) sorban minden sajat-
érték annyiszor szerepel, amennyi a multiplicitasa.
Az (5.8) sort az A operator spektrdalnyomdnak nevezzik, és os(A)-val jeloljik.
A kovetkezbkben szilikséges lesz a kdvetkezd elemi

5.1. LEMMA. Legyen T egy nemnegativ teljesen folytonos, véges spektrilnyommal
rendelkezé operdtor. Akkor, bdarmilyen legyen az w; (j=1,2,...) ortonormdlt rend-
szer, teljesiil a

M3

(va’ Cuv) = aS(T)

v=1

i

egyenlitlenség.

Az egyenléség itt akkor és csakis akkor dll fenn, ha az {w,} rendszer linedris
zdrt burka tartalmazza a T operdtor nullitél kiilonbézé sajdatértékeihez tartozo
dsszes sajdt vektorokat.

Bizonyitds. Legyen p; (j=1,2,...; u=0) a T operator Osszes sajatértékeinek

a sorozata, az e; (j=1,2,...) pedig a megfeleld dsszes normalt sajat vektorok soro-
zata. Akkor

Ms

., =

j A€y ajkz(wj9ek) (Hhk=12..)

[
-

k
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és
2 |ajk]2 =1 (j= 1’ 2, °“)’
k=1

(5.9) Slagf=1 (k=1,2..).

j=1
Az (5.9)-ben az egyenldség az Osszes k-ra akkor és csakis akkor all fenn, ha az

Gsszes e, vektorok benne vannak az {w;} rendszer linearis burkaban.
Az w; felbontasabdl kapjuk, hogy

Ta)j.:kgl'ajkﬂkek (j= la 27 ~")9

és ezért
2 Tw;, w) = Z Z @l = kz; Hy, Z; |laul? = kZ; Hy»
= = J= =
azaz
(5.10) Tw;, w;) = a5(T).

1

Ii

J

Az (5.10)-ben az egyenl8ség jele akkor és csakis akkor 4ll fenn, amikor az fenn-
all az (5.9)-ben is az 6sszes k=1, 2, ...-re, és ezért abban és csakis abban az esetben
igaz, amikor az Gsszes e; benne van az {w;} sorozat linearis burkaban.

A lemmabdl az alabbi kovetkezmény adddik:

1°. Ha a teljesen folytonos 6nadjungalt A4 operatornak véges spektralnyoma
van, akkor, barmilyen legyen a ¢; (j=1, 2, ...) ortonormalt bazis $H-ban, teljesiil

os(A) = ji (49, 9,

ahol a jobboldalon all6 sor abszolit konvergens.

Valéban, legyen {e;} az A operator sajatvektorainak teljes ortonormalt rend-
szere: A, =2Xje; (j=1,2,...).

Deﬁmaljuk az At és A nemnegativ operatorokat az
Ate; =Afe;, A~e;=17e; (j=12,..)

egyenléségekkel, ahol Af=1/2(|4;{+4), A7 =1/2(]4;]—4) (j=1,2,...). Akkor
A=A+ —A", és nyilvidn

05(d) = 03(4") —o5(4) = 3 (40, 0)= (4701, 0) = 3 (g, ).

Az olvasdra bizzuk bebizonyitani, hogy nemnegativ operatorok esetében igaz
az 5.1. lemma kovetkezd pontositasa.
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Legyen A egy nemnegativ operator és {¢,} ortonormalt bazis $H-ban. Akkor
az A operator teljesen folytonos lesz és véges spekiralnyoma lesz akkor és csakis
akkor, ha a

8

1(A(Pjs (oj)

J

i

sor konvergens, mikdzben a sor Osszege o5(A4)-t adja.

Innen kovetkezik, hogy a nemnegativ operatorok pozitiv egyiitthatos tetszéleges
linearis kombinacidja, €és ezért, a véges spektralnyommal rendelkezd Onadjungalt
operatorok valds egylitthatds tetszOleges linearis kombinacidja is, szintén véges
spektrilnyommal rendelkezik.

A véges nyommal rendelkezd teljesen folytonos 6nadjungalt operatorok linearis
burkat A-val fogjuk jelolni.

Nyilvanvalo, hogy A€ A akkor és csakis akkor, ha A-ben benne vannak az A4
operator Hermite-féle komponensei:

1 1
Agr = 'E(A +4%), 4,= E(A—A*)-

Ennek a birtokaban allithatjuk, hogy a A osztaly minden A operatorara a

(5.11) é(mp,-,fpj)

sor konvergens és Osszege nem fiigg a {¢@;} teljes ortonormalt bazis kivalasztasatol
$H-ban.

Az (5.11) 6sszeget az A€ A operator matrixnyomdnak fogjuk nevezni és o6,,(A)-
val fogjuk jel6lni.

Az 1° allitas azt jelenti, hogy 6nadjungilt operatorok esetében mindkét oy
és o, nyom egybeesik. Amint a kovetkez8kben latni fogjuk, a nem 6nadjungalt
operatorok esetében ez nem mindig igaz.

5.3. TETEL. Az A operdtor legyen elédllithato
A=H+iK

alakban, ahol H Oonadjungdlt operdtor (korldtos vagy nem korldtos) K pedig tetszo-
leges onadjungdlt teljesen folytonos véges nyommal rendelkezi operdtor.
Akkor az A operdtor {A;} nem valos spektruma rendelkezik a

oo

2 |Im I]l ~< oo

j=1

tulajdonsdggal, ha pedig K nemnegativ operdtor, akkor ezenkiviil
2 Im; = o5(K).
=
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Bizonyitds. Ha az A operator minden €;=C, gyok-alterében kivalasztunk
egy Jordan-féle bazist, akkor, atindexelve az elemeket az igy kapott bazisban, egy
{p,} sorozatot kapunk, amely eleget tesz a feltételnek, hogy barmely j-re teljesiil
a két

(5.12) Ag; = ~j(pja Ap; = zjq’j'{_qoj—l
egyenlOség egyike. . )

Jeloljik {w;}-vel azt az ortonormalt rendszert, amelyet a {¢;} rendszerbdl
egymasutani ortogonalizacioval kapunk. Akkor kénny( latni, hogy

ij=aj1w1+...+ajj_1+a)j_11jwj (j_—_ 1’2, __.).
Mivel
, ¥ = (Ao, 0) = (Hoy, 0) +i(Ko;, o),
18y
Im Zi =(Ko;,0;) (j=12,..).
A K operatornak véges nyoma van, tehat a > (Kw;, w;) sor abszolut konver-
gens. Ilyen médon

jg Im 4] = g [(Kw;, w)] = o5(KH)+05(K7),

ha pedig K nemnegativ operator, akkor

2”' Imi; = S’ (Kw;, ) = a5(K).
= =

5.3. KOVETKEZMENY. Bdrmely A3 A operdtornak véges spektrdlnyoma van.

Valéban, az 4 operator eldall 4 =Agz+iA; alakban, ahol A és A; véges nyom-
mal rendelkezé 6nadjungilt operatorok. Kovetkezésképp, az A-operitor sajatérté-
keinek imaginarius tészeibdl 6Osszedllitott sor abszoliit konvergens. Mivel pedig
iA=—A;+iAgp, igy az A operator sajatértékeinek valds részeibdl Gsszeallitott sor
konvergens.

5.4. TETEL. Legyen A egy
A=H+B

alaku operdtor, ahol H egy onadjungdlt félkorldtos (alulrél) operdtor, amely diszkrét
{4} (G=1,2,..) olyan spektrummal rendelkezik, hogy

i
(5.13) S <
Zk;
B pedig tetszileges linedris korldtos operdtor. Akkor a H+B operdtor {A;} spektru-
ma diszkrét, izoldlt sajdtértékekbdl dll, amelyekhez normdlisan levdlaszthaté véges
dimenziés gyok-alterek tartoznak, és azonkiviil, azzal a tulajdonsdiggal rendelkezik,
hogy a

(5.14)

sor abszolut konvergens.

1
1,#0 Il
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Bizonyitdas. A H+ B operator spektruma diszkrét, s6t olyan sajatértékekbdl all,
amelyeknek véges dimenziés normadlisan levalaszthaté gyGk-alterek felelnek meg,
ugyanis a B egy teljesen folytonos operator (l. az 5.2. kdvetkezményt).

Tekintsiik eldszor azt az egyszerii esetet, amikor a B Onadjungalt operator,
€s ezért az Osszes Ij valds. Nyilvanvald, hogy a H-val egyiitt a H+B operator

is félig korlatos alulrél. Rendezziik el a 4;, 1; szamokat ndvekedésiik sorrendjében :

J

h=l=.; 1

(A

Iy=...

Mivel barmely f€$H-ra

) Ar.f) = HL L)+ B S),
igy

(5.15) (Hf ) —1BI(£.f) = (Af.f) = (HS ) +BI(f.S).

Visszaemlékezve a sajatértékek minimaximalis tulajdonsigaira, konstataljuk_
hogy az (5.15)-bél kévetkezik

A—|Bl=4;=4+|B (j=12..).

Innen, és az (5.13) sor konvergencidjabol kovetkezik az (5.14) sor abszolit
konvergenciija.

Attérve annak az esetnek a vizsgélatira, amikor a B nem onadjungalt operator,
az altalanossag megszoritasa nélkiil feltételezhetjiik, hogy

B =ik,

ahol K korlatos 6nadjungalt operator.

Valéban, A mindig eldallithaté 4=H+ Bg+iB, alakban, ahol B; 6nadjun-
galt operator, a H+Bp pedig félig korlatos (alulrdl) operator, amely ugyanugy
eleget tesz az (5.14) feltételnek, mint a H (az éppen bizonyitottak szerint).

Sot, az A=H-+iK elballitisban feltételezhetjiik, hogy H pozitiv operator,

amely teljesiti a
HSf) = (LS)
feltételt.

Valdban, ez mindig elérhetd, ha helyettesitjik az 4 operatort egy A+cl
operatorral (és megfeleléen H-t a H+-c¢l operatorral), ahol ¢ egy elég nagy szam,
ugy, hogy a helyettesitéstdl az (5.14) feltétel érvényben maradjon. Masrészt, ha az
Ar=A+cl operatorra bebizonyitjuk a tételt, akkor, érthetdzn, be lesz az bizonyitva
az A operatorra is.

Legyen {e;} a H operator sajatelemeinek teljes ortonormalt rendszere:

He; = Aje; (j=1,2,...).
Tekintsiik a HY2e;=2}%¢; (A}2>0, j=1, 2, ...) egyenlBségekkel megadott H/2
operatort. Mint ismeretes, az értelmezési tartomanyra igaz: Dgi2DDy.
A H'? operatornak van korlatos inverze:

(Hl/z)-lej = H—I/Zej = },j—l/Zej (j=12,..).
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Az A operator eldallithaté

A = HV(I+ilH"?
alakban, ahol
r=H-VegHg-Vz,

A I’ operator korlatos 6nadjungalt, és ezért az I4-il'=i(I'—il) operatornak
van korlatos inverze. S6t,

(I+iN)™ = (I—iD(I+TY)* = I+ T —ilr I+~
Innen
A"l = H‘1/2(1+F2)H'1/2-—iH‘l/zl"(I—f-Fz)_lH‘l/z.

Emlékezve az 5.3. kévetkezményre, megallapitjuk, hogy a tétel bizonyitasanak
befejezéséhez azt kell mar csak megmutatni, hogy A~1€A, vagy, ami ugyanaz,
annak minden Hermite-féle komponense véges spektralnyommal rendelkezik.

Tekintsiik, példaul, az elsé komponenst:

(A—l)R — H”1/2(1+F2)H“'1/2.
Nyilvanvald, hogy tetszbleges f€ $H-ra
(A™Drf f) = (U+HHEf, H2f) = 0

és
(5.16) (A9 fof) = [I+THH2f12 = y(H-Y, ) (7 = |I+T7).

A feltétel szerint a H~' operitornak véges spektradlnyoma van. Masrészt,
az (5.16) egyenlGtlenség €s a sajatértékek ismert minimaximalitasi tulajdonsagainak
a kdvetkeztében az (A% operator tetszbleges pu; (u=p,=...) sajatértéke kisebb-

a H~' operitor megfelelé sajatértékének y-val valé szorzatanal: p;=yAj'
(j=1,2,...). Innen

A tételt bebizonyitottuk.

MEGIEGYZES: M. V. KELDIS tétele alapjdn azt allithatjuk, hogy az 5.4. tétel
feltételei mellett a H+ B operitor gyok vektorainak a rendszere teljes $-ban.
Ezt a kdvetkeztetést KELDIs 4ltalanos tétele nélkiil is levonhatjuk az M. A. NAIMARK
[35] altal leirt egyszerii mddszerrel.

5. Visszatérve az (5.3) tételre, természetes feltenni a kérdést, mikor teljesiil
az A=H+iK alaki A operatorra (ahol H és K véges spektralnyommal rendel-
kezd o6nadjungalt operatorok) a

(5.17) S'Imi; = o5(K)
egyenlGség, ahol {1;} az A operdtor nem valds spektruma. Erre a kérdésre valaszt

adott M. Sz. Livsic [27] abban az esetben, ha K egy A-beli nemnegativ operator,
H pedig tetsz8leges 6nadjungalt teljesen folytonos operator.
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M. Sz. Livsic TETELE. Ha A egy olyan teljesen folytonos operdtor, amelynek
imagindrius Hermite-féle A; komponense nemnegativ, és véges spektrilnyoma van,
akkor

21 Im; = a5(4)).
=

Az A operdtor gydk-vektorainak rendszere teljes lesz akkor és csakis akkor,
ha ebben az egycnlétienségben az egyenlbség dll fenn.?

Ennek a fontos tételnek rendkiviil egyszerii bizonyitasat adta B. P. MukMINov
[36]. Kideriil, hogy a bizonyitasnak ez az elemi moédszere egy &ltaldnosabb tétel
kimonddésat is lehetGvé teszi.

5.5. TEteL. Legyen H a kovetkezd tulajdonsigokkal rendelkezd oOnadjungdlt
operdtor:

1) H-nak létezik sajdtvektoraibdl alkotott teljes ortonormdlt rendszere;

2) a H operdtor minden sajdtértékének a multiplicitdsa véges,

3) a valds szamegyenesen létezik a H operdtornak legaldbb egy reguldris pontja.

Legyen tovdabbd, K egy véges spektrdlnyommal rendelkezé nemnegativ operdtor.
Akkor ahhoz, hogy teljesiilion az (5.17) egyenlbtlenség, sziikséges és elegendd, hogy
az A=H+iK operdtor gyok-vektorainak a rendszere teljes legyen.

Bizonyitds. Hasznalni fogjuk az 5.3. tétel jeloléseit és bizonyitdsanak a kovet-
keztetéseit. '
Az 5.1. lemménak megfeleléen a

_;’ Imi; = S’ (Koj, ) = o5(K)
=1 =1

Osszefiiggésben az egyenlGség abban és csakis abban az esetben érhet§ el, ha az {w,}
sorozat linedris zart burka, vagyis ami ugyanaz, az 4 operator Osszes €, gyok-
alterének a linearis zart burka, tartalmazza a K operdtor pozitiv sajatértékeihez
tartozo Osszes sajatvektorait.

A mondottakbdl kovetkezik, hogy ha az A operator gyokelemeinek {@;}
rendszere teljes H-ban, akkor

2 Im; = og(K).
P

Megforditva, teljesiiljon az (5.17) egyenlStlenség. Akkor, mindenesetre, a {¢;}
rendszer linearis zart burka tartalmazza a K operator Osszes pozitiv sajatértékii
sajatvektorait. Ezért, ha N az osszes ¢; (j=1, 2, ...)-hez ortogonalis maximalis
altér, akkor KMN=0, azaz Kp=0, ha @eN.

Mivel a 3) feltétel miatt a H operatornak létezik valés regularis pontja, ezért
létezik egy egész valds intervallum, amely regularis pontokbdl 4ll. Ennek az inter-
vallumnak barmely zart részében az A operator spektruménak csak végesszamu
pontja van. Ezért, az altalanossig megszoritisa nélkiil, allithatjuk, hogy A=0

7 Nemrég V. B. Lipszku kozolte a szerzok egyikével a tétel bizonyitasat, amely szerint az
A=Axr+iA, teljesen folytonos operator gyok-vektorainak rendszere teljes, amint annak Ag és A,
komponensei nemnegativak, és legalabb egyikiik véges spektralnyommal rendelkezik.
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regularis pontja az A és H operatoroknak. Valdban, ez mindig elérhet, ha helyet-
tesitjiik az 4 operatort az A+cl operatorral, és megfeleléen a H operatort a
H+clI operatorral, ahol ¢ egy sziikséges mddon kivélasztott olyan valds szam, hogy
a helyettesitéssel az (5.17) egyenlSség nem borul fel, és a gydk-vektorok ugyanazok
maradnak.

Az A operatorral egyiitt az 4* operator is folytonosan invertalhatd.

Feltételezve 9, =A*"19-t, megmutatjuk, hogy I, =N.

Valoban, legyen h€NR,. Akkor az §sszes j=1, 2, ...-re

(hs Aq’]) = (A*h7 (pj) = 0:
és ezért heR.
Ilyen médon, ha D, =D ,~NN, akkor D;DON,. Masrészt, tetszéleges h€D,
esetén
(A*h, @;) = (h, Ag;) =0,

azaz A*D,CN. Tehat 4*D,=N.

Figyelembe véve, hogy Nc 3, és A*=H—iK, azt kapjuk, hogy az A*
operator N-ben egy Hermite-féle H, operatort indukal, amely egy olyan része
a H operatornak, amelyet utobbi Dy értelmezési tartomanyanak a D,-ig vald
sziikitésével kapunk.

Mivel feltétel szerint a H operator folytonosan invertilhaté M-ben, igy a H,
operator is folytonosan invertalhaté az N-ben, azaz 1étezik olyan 6nadjungalt kor-
latos Hy' inverz operétor, amely az egész 9-en van definialva, és azt leképezi sajat-
D, sfirli részébe (H;*-nek nincsenek zérusai).

Ilyen médon, az M altér invaridns a H~! korlatos 6nadjungalt operatorra
nézve, és ezért a H ! operator felcserélhetd a Py operatorral, amely ortogonalisan
projektalja az egész § teret az N-re. Ennek alapjan, ha e a H operator sajat
vektora, azaz

He = le, azaz H7le = A71e,
akkor
H-IPg}e = ;que.

Ilyen médon vagy Pype=0, vagy Pype sajatvektora a H operatornak.

A maésodik eset nem lehetséges, mivel, azt megengedve, allitani lehet azt, hogy
a Pye€M az A operator sajatvektora lesz, ugyanakkor pedig I ortogonalis
az A operator minden sajatvektorara.

Kovetkezésképp, mindig igaz Pgpe=0, azaz M ortogonalis a H operitor
Osszes sajatvektorahoz, amelyek teljes rendszert alkotnak, ahonnan RN csak a nulla-
bol all. A tételt bebizonyitottuk.

MEGIEGYZES. A tétel bizonyitdsdnak a menetébSl kovetkezik, hogy ha a K
operatornak nincs nullival egyenld sajatértéke, akkor a tétel igaz az 1), 2) és 3)
feltételek megkovetelése nélkiil is.

Maiés dolog, hogy maga az (5.17) egyenlGség létezése, valdsziniileg (1. M. V.
KELDIs tételét és a 418. és 425. oldalon levS utalasokat), kapcsolatban vana H ope-
rator valamilyen specidlis spektralstruktarajival, amelyet érdekes volna tisztizni.

Az ebben a paragrafusban ismertetett tételeknek fontos alkalmazisuk van
a differencial- és integralegyenletek elméletében, viszont hely hidnyaban ezeket itt
nem ismertettiik. Egy sor ilyen alkalmazast talalhat az olvasé a [26], [27], [32], [35],
[36] eredeti dolgozatokban.
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6.§. Tovabbi tételek két altér nyilasarol

1. A B Banach-tér két végtelen dimenzids altere nyilasanak tovabbi tulajdon-
sagai vizsgalata elStt néhany fogalomra és allitasra van sziikségiink.

Az N (cB) halmaz elemeinek M részhalmazit az N halmaz o-rdcsdnak
fogjuk nevezni, ha tetsz8leges x, y€M-ra teljesiil

x—y| = a.

Ha az 9 halmaz M a-racsa nem szabdlyos része az M halmaz semmilyen
mas o-racsanak, akkor azt maximdlisnak nevezziik.
Ilyen médon, ha M egy maximalis a-racsa az M halmaznak, akkor minden
z€N-re
z, M) = inf |z—x] < a.
e(z, M) = inf |z—x|

Transzfinit eljarassal minden o-racs folytathaté a maximalisig. Innen specialisan
kovetkezik maximalis a-racs 1étezése barmely M (CB) halmaz esetén.

6.1. LeMMA. Legyen B egy végtelen dimenziés Banach-tér. Akkor O0<a<l1
mellett a K egységhipergomb minden I maximdlis a-rdcsdnak a szdmossdga meg-
egyezik a dim B-vel.

Bizonyitds. Legyen 9 valamely maximilis o-rdcsa (O<a<1) a RK:|x|=1
egységhipergémbnek. Tételezziik fel, hogy annak a szamossaga kisebb a dim B-nél.

Akkor az € elemeinek raciondlis egyiitthatds linearis kombindciéibol allé IN
halmaz nem siirii B-ben. Kdvetkezésképp, RiEsz ismert lemmdja szerint, barmely
£=>0-hoz talaltato olyan x€%B (Jx|=1), hogy o(x; €)=1—e¢. Kivalasztva a pozitiv
e<1—a-t, ellentmondashoz jutunk azzal, hogy 9% maximalis a-racs. Ilyen médon
a nem kevesebb dim B-nél.

Masrészt, a nem lechet nagyobb dim B-nél, mivel az a-racs elemeinek o2
sugarii kornyezetei nem metszik egymast, viszont mindegyikiikben van legalabb
egy elem minden B-ben siir{i halmazbdl.

A lemmat bebizonyitottuk.

MEeGIEGYZES. KOnnyil meggy&z8dni arrdl, hogy a 6.1. lemma érvényben marad
akkor, ha a & hipergémbot az S: |x|=1 hiperszféraval helyettesitjiik.
A 6.1. lemma egyszerll kdvetkezményei az alabbi allitasok.

1°. Legyen B, a B Banach-tér valamely altere, akkor dim B,=dim B.

Valéban, legyen 9, valamely maximalis a-rdcsa (O<a<1) a K], CB; egység
hipergémbnek, és legyen o, az MM, szdmossaga. Akkor dim B,=a,. Jeloljik IN-
mel a B olyan maximalis o-racsat, amely b&vitése I, -nek, és a-vel annak szamos-
sagat. Akkor, egyrészt, dim B=aqa, masrészt pedig, nyilvan a;=a.

A teljesség kedvéért ismertetjik még a kSvetkez6 allitast, amelyet a kdvetkez8k-
ben hasznalni fogunk.

2°. A B Banach-tér dimenzidja nem nagyobb a Bt konjugdlt tér dimenzidjdndl.
Specidlisan, ha a B tér reflexiv, akkor

dim B = dim Bt
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Valéban, ha B végesdimenzids, akkor a 2° 4llitas nyilvanvald.
Legyen a dim B végtelen. Kivalasztunk B-ben olyan elemek transzfinit
maximalis {x,} (]xz|=1) sorozatat, hogy

Q(xp, Gﬂ) > 1/2,

ahol €; azon x,-k linearis burka, amelyekre a<p. Az {x,} sorozat elemei linearis

burkdnak a lezirtja a B, a sorozat « indexei halmazinak a szamossiga egyenld
dim B.

Konstrudljuk most olyan funkciondlok {f,} (|f.|=1) sorozatit, amelyekre
|fa(Xa)[= 1/2, f,(x)=0, ha x€C,.

Legyenek f,. és f,.(¢’<a”) a megkonstrudlt sorozat funkcionaljai.
Akkor -

ot w AT o

o
lxaz’l

Kovetkezésképp, a konstrualt {f,} funkcionél transzfinit sorozat része a BY
tér egységhipergdmbje valamely maximéalis «-racsinak (ax=1/2 mellett). Tehat
dim B =dim Bt.

2. Attériink most a végtelen dimenzids terek nyildsairdl sz6lé fé tételek bizo-
nyitasara.
6.1. TETEL. Legyen €, és €, a B Banach-tér két linedris halmaza és legyen
0(€,,¢,) < 1/2.

Akkor
dim ¢, = dim €,.

Bizonyitds. Az 1.1. tétel szerint csak azt az esetet kell megvizsgalnunk, amikor
dim €, és dim €, végtelenek. Legyen

0(C,, G,) = %—b [0 <b< %]

A €, linedris halmaz R, egységhipergdmbben konstrudlunk egy 9 maximalis
a-racsot, feltéve oc=1—%—t. Feltétel szerint, minden x€IM (cC,) elemhez talathatsd

olyan y,€CE, elem, hogy

1
Pl < 5.

Ha x;,x,€M, akkor lxl—x2]>1_§ és

b
Iyxl_yxgl = lxl_x2]_lx1_yxll_|x2_yxz| = 'i'
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A kapott egyenlStlenségbdl kovetkezik, hogy a R, hipergomb 9 maximalis

m——

1—-2- -ricsa x elemeihez tartozé y, elemek benne vannak a @, linearis halmaz

| w

sugaril hipergdmbjének [l Yol =| yx—x|+|xl<%] valamely %—récséban. Kovet-

kezésképp, a 6.1. lemma alapjan dim ¢, <dim €,.
Felcserélve a €, és @, szerepét, a tétel allitasahoz jutunk.

3. Legyen € egy linearis halmaz B-ben. Azt a €L Bt alteret, amely az Gsszes
olyan funkcionélokbdl 4ll, amelyek a € Osszes elemein nullaval egyenlék, a €
ortogondlis komplementerének nevezziik B'-ban.

6.2. TETEL. Legyen €, és ©, két linedris részhalmaz B-ben, Cf és €5 pedig
azok ortogondlis komplementerei a Bt-ban. Akkor

0(€,, €,) = 0(C¢, €3).
Bizonyitds. HAHN ismert lemmadja szerint tetszbleges f€B esetén

e(»® = max |f()
fee—,1fi=1

Kovetkezésképp, a 0(€,, €,) kifejezhets igy:

0(€,,C,) = sup {lg(x)la 'f(y)|},

ahol a supremmumot az egész

6.1) x€€;, ye€,, geCf, feCl; ixl=lyl=lgl=1fl=1

szerint vettiik,

Emlékeztetiink arra, hogy ha valamely C*c®B! altér reguldrisan zart (azaz
tetsz8leges f,4¢C' funkciondlhoz taldlhaté olyan xo€%B elem, hogy fy(x,)=0,
de f(x,)=0 az 3sszes f€C* esetén), akkor BANACH ismert tétele szerint (. [28],
106 old.) barmely f,4C* és e>0-hoz talalhatd olyan x,€B (Ix,|=1) elem, hogy
oGl Ze(fo, €L)—¢, f(x)=0 az 8sszes fc€*-ra.

Eko6zben nyilvan mindig | fy(xo)|=e(fy, €%).

Mivel a € linearis halmaz €L ortogonalis komplementere nyilvanvaléan regu-
larisan zart, igy a tétel szerint

e(f,EH) = Sup | £().

, 1x|=1

Tehat ugyszintén
0(€i, €5) = sup {lg(M, IS W},

ahol a supremmumot az Osszes (6.1)-nek eleget tevd x, y, g, f szerint vettiik. A tételt
bebizonyitottuk.

A 6.1. és 6.2. tételekbdl kozvetleniil kovetkezik a

6.3. TETEL. Legyenek ©, és ©, a B Banach-tér linedris részhalmazai, i
és CF azok ortogondlis komplementerei Bt-ben.
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Akkor, ha
(6.2) 0(C,, €,) < 1/2,

akkor
dim € = dim €5 .
Legyen € a B Banach-tér altere. Mint ismeretes, a B/€ faktor-térrel kon-
jugélt tér ekvivalens a €L BT altérrel.

4. Ha a B/C tér reflexiv (ami, példaul, teljesiil akkor, ha a B reflexiv, 1. [37]),
akkor
dim (B/€) = dim €L.

Ezért a 6.3. tétel miatt ebben az esetben a (6.2)-b8l kévetkezik a

dim (B/C,) = dim (B/C,)
egyenlGség.
Kideriil, hogy ez a tény érvényben marad a nem reflexiv terekre is.

6.4. TETEL. Legyen G, és C, a B Banach-tér két altere, és legyen

0(€,, €,) < 1/2.
Akkor

{6.3) dim (B/€,) = dim (B/E,).

Ha B Hilbert-tér vagy a BJC, és B/C, terek egyike véges dimenzids, akkor
a (6.3) teljesiil, amint

6.4) 0(G,,6,) < L.

Bizonyitds. Ha B Hilbert-tér, akkor a masodik Aallitds nyilvanvalé moddon
kovetkezik az 1.2. tételbol.

Ha a két dim (B/€,) és dim (B/C,) szam kozil az egyik, példaul az elsd,
véges, akkor dim € =dim (B/E,)< <, akkor viszont a (6.4)-b8l a 6.2. és 1.1. téte-
lek alapjan kévetkezni fog

dim €4 = dim G, dim (B/E,) = dim €4 = dim (B/C,).

Be kell még bizonyitanunk a tétel els6 allitasat arra az esetre, amikor B Banach-
tér és mindkét dim (B/C,) és dim (B/C,) kardinalis szam végtelen. Ehhez azonban
elegend6 megmutatni, hogy ha

(6.5) dim (B/€)) > dim (B/C,),

akkor 6(C,,C,)=1/2.

Kivalasztva egy tetszéleges f<1 pozitiv szamot, a B/E; faktor-tér S; egység-
szférajaban konstrualunk egy "M, maximalis (1— f)-ricsot. Ennek a racsnak a sza-
mossaga egyenld lesz dim (B/E,)-val (I. a megjegyzést a 6.1. lemmahoz). Az M,
definicidja szerint

=pl=1-p, [£|=[Pl=1, (%€M, % # 7).
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Rogzitve egy tetszbleges y=0-t, kivalasztunk minden £€9%; mellékosztalyban egy
x€B elemet, hogy |x|<|%|+y=1+y. Az igy kapott x¢B elemek Osszességét
M, -vel jeloljik. Mivel mindig teljesiil |£—p|=|x—y| (x€%, y€p), igy M egy
(1 —p)-rdcs lesz B-ben. A B térnek a B/C, faktor-térbe valé x—~X természetes
leképezése hatasara M, atmegy egy I, halmazba, amely benne van a B/E, tér
K:|®)]<1+7 hipergombjében. Mivel allitas szerint fennall a (6.5), igy a 6.1. lemma
alapjan allithatjuk, hogy semmilyen «(0<a<14y)-ra az M, halmaz nem lesz
w-racsa az K hipergémbnek. Utébbi azt jelenti, hogy léteznek olyan x, y€It;
(x#y) elemek és olyan z€@, elem, hogy |x—y—z|<a. Akkor

l—f—a<|x—y|—a<|z]| <=at|x—y| < a+2+2y,

és igy
(6.6) 0=y, €)—|x—y—z| _F-Fl-lx—y—z 1-p—a
|z] 2] 24 2y+a’
Masrészt, mivel tetszéleges u<@,-re |Ju—z|=lu—(x—y)|—|x—y—z|, ezért
z ! 0(x—3,6)—|x—y—z|
(67) Q[—,(f]:———gz,(g)é .
ER R g

Mivel az «, f8, y pozitiv szamok tetszb6legesen kicsinek valaszthatdk, a (6.6) és (6.7)-
bdl kovetkezik, hogy 6(C,, €,)=1/2. A tételt bebizonyitottuk.

7.§. Tételek a szemiinfinit d-karakterisztikaji operatorok indexének
stabilitasarol

1. Az altalunk az el6bbi paragrafusokban elfogadott terminoldgiat tovabb fej-
lesztve, a B;-b6l a B,-be hatd valamely A linedris zart operatort &, -operdtor-
nak fogjuk nevezni, ha az 4 operator normalisan feloldhatd, o, véges és f, vég-
telen. A linearis zart normalisan feloldhaté 4 operatort & _-operdtornak nevezzik,
ha p, véges és a, végtelen. A tovabbiakban sziikségiink lesz a kovetkezd két lem-
mara.

7.1. LEMMA. Legyen A az A®, -operdtor k-dimenzios bévitése. Akkor A
szintén @, -operdtor, mégpedig

dgéO(A—Fk, ﬂ;,'{:O(A.

7.2. LEMMA. Legyen A ®_-operdtor egy A operdtornak k-dimenziés bévitése.
Akkor az A operdtor szintén ®_-operdtor, mégpedig

Baz=Ba—k, oz=o0y.

Ezeknek a lemmaknak a bizonyitisa Iényegében ugyanazokon az otleteken
alapszik, mint a 2.2. lemma bizonyitisa, ezért azt elhagyjuk.

7.1. TETEL. Legyen A egy @, -operdior (D,CB;, R, B,). Akkor taldlhato
olyan ¢=0 szdm, hogy bdrmilyen legyenis a B linedris korldtos operdtor (BB,CB,),
amelyre |B|<g, az A+ B operdtor szintén D, -operdior lesz, mégpedig

Ogrp =04, Bayp=0y4.
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Bizonyitds. A B, tér elbéllithatd alterek B,=3,+ € direktdsszegeként, ahol
€ valamely komplementer altér az A operator nulldinak 3, halmazahoz.

Jeloljik A4;-el a D,=D,MNE értelmezési tartomanyu olyan operatort, amely
ebben a tartomanyban ugyanazokat az értékeket veszi fel, mint az A4 operator.
Nyilvanvald, hogy az A, operator normilisan feloldhatd, és d-karakterisztikaja
0, B4) alaki. Az A4; operator normélis feloldhatésagabdl és az a,,-nek nullaval
valo egyenlOségébdl kovetkezik olyan m=0 létezése, hogy

A1 x| = mlx| (x€Dy).

Legyen B egy tetszGleges linearis korlatos operator, amely B,-et a B,-be
viszi at, és amelyre
1Bl < o

ahol g:ﬁ;-. Akkor

(A4 B)x] = (m—|B)lx| = % mix| (x€D,).

Az utdbbi egyenldtlenségbdl kovetkezik, hogy az A+ B operator normalisan
feloldhatd, és a,, ,5=0. Azonkiviil, nyilvanvaléan, tetszéleges x€D,-re

1
(A1 +B)x—A;x| = 3 |4, x|
és
3|B 3 1
|[Ayx— (A4, +B)x| = '2171 [(4,+ B) x| [m |B| < 3] -
Ezek az egyenl8tlenségek maguk utdn vonjak az R, =M, ,p é Ry=R,
terek nyilasanak
0(Ry, Ry) < 1/2
értékelését.
Alkalmazva az R, és ‘R, alterekre a 6.3, tételt, azt kapjuk, hogy

dim R = dim Ry,
ﬁA1+B = ﬁAl = ﬁA'
Megjegyezve most, hogy az 4+ B operator az A,+ B operatornak o,-dimen-

zios bdvitése, a 7.1. tételnek megfelelGen azt kapjuk, hogy az A+ B operator @, -
operator, mégpedig

és ezért

) %g+5 = 0ys Barn = Pa-
A tételt bebizonyitottuk.

7.2. TETEL. Legyen A egy tetszdleges @ _-operdtor. Akkor létezik olyan ¢=0
szdm, hogy bdrmilyen is a |B|<g-nak eleget tevd linedris korlitos B operdtor
(BB, CB,), az A+ B operdtor ®_-operdtor lesz, mégpedig

Ogsp =04, PBusrp=Pu-
MTA III. Osztdly Kozleményei 23 (1974)



434 A KULFOLDI SZAKIRODALOMBOL

Bizonyitds. A tételt elobb arra az esetre bizonyitjuk, amikor az A4 operator
korlatos D,=9B, é f,=0.

Akkor HauspoRFF tétele szerint (1. [38] vagy [28]) az A4 operdtorral egyiitt
Ugyszintén normadlisan feloldhaté a konjugdlt 4! operitor is.

Ezenkivil igaz «,t=f,=0, ugyanakkor a f§,+ végtelen.

Alkalmazva most az A% operatorra az el6bbi 7.1. tételt, a bizonyitisa kdzben
a 0N, .5, R, nyilasra kapott értékeléssel egyiitt, megallapitjuk, hogy van olyan
¢=>0 szim, a p-nal kisebb normajui Osszes linearis korlatos B operatorra (|B|=
=|Bt|<p), az A+ B operator normaélisan feloldhatd, arra

aAT + BT - 0
és ezenkiviil,

(7.1) O(R 1,51, Rt < 1/2.

Az Rt gt és Rt alterek ortogonalis komplementerei megfeleléen a 34,5
és J,-nak, ugyanis, amint F. HAUSDORFF [38] megmutatta, a korlatos normalisan
feloldhatd C operator C? konjugiltjdnak az értelmezési tartomanya ortogonalis
komplementere az el6bbi nullai 3. halmazanak. A 6.2. tételnek megfelelGen innen
a (7.1) egyenl6tlenség magival vonja a

0(3A+Bs 30 <1/2
egyenl6tlenséget, és igy
dim3,44p=dim 3, vagy o,.p=a,.

Attériink most a tétel bizonyitasira a f,#0 esetében.

Legyenr ®t az R, direkt komplementere a B,-ben és M egy normalt f,-
dimenziés altér. Jeloljiik C-vel az M teret N-re leképezd linearis operatort (specié-
lisan ebben a konstrukcioban feltételezhetd, hogy M=N, C=1I).

Legyen B, a B; és I terek direktdsszege, amelyben a normat az alabbi
egyenlOséggel definidljuk :

(7.2) lx+yl = Ix[+]y] (x€B,, yeM).
Bévitjiik az operatort B, dimenzié sziammal az A operatorig, feltéve
A(x+y) = Ax+Cy (x€D,, yeM).
Nyilvanvald, hogy az A operator normalisan feloldhaté
Bi=0, az=0a,.

Kovetkezésképp, az operatorra alkalmazhat6 a tétel bebizonyitott része. Ennek
megfelelden létezik olyan ¢=0 szdm, hogy a ¢-nél kisebb normaju dsszes B(BB,C
CB,) linearis korlatos operatorra az A+ B operator, ahol B a B operatornak
B4-dimenzids bbvitése és a BM =08 egyenldséggel van definialva, normalisan fel-
oldhato, és

Ba+s =0, az.5=o03.
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Figyelembe véve, hogy az A+ B operator az 4+ B operatornak f,-dimenziés
bdvitése, a 7.2. lemma alapjan megallapithatjuk, hogy az 4+ B operator normaélisan
feloldhatd, és

Uyt =04, PBarp=Pa-

Tekintsiik végil az utolsé esetet, amikor az A4 tetszGleges @ _ -operator. Beve-

zetiink normat D, -ban (l. a 2. § 5. pontjat):

x| = Ix|+|4x],
amely D, -t egy D Banach-térré teszi. Akkor az 4 operator D-ban egy korlatos.
A operatort indukal, ugyanolyan értelmezési tartomannyal, mint az 4. Ezért

az A operator normilisan feloldhatd és fs=p,. Azonkivil ax=a,, mivel a Ja
és 3, alterek egybeesnek, és tetszdleges x€3,-ra

|x| = Ix].
Az A operatorra alkalmazhaté a 7.2. tétel mar bebizonyitott esete.

Ezért az &sszes B(BD,CB,) olyan operatorokra, amelyek normaja kisebb egy-
bizonyos ¢=>0 szamnal:

(7.3) Bl < o,
az A+B operator normalisan feloldhatd, és
(7.4) o+ = oA, PasB = Pa.

Specialisan, a (7.3) egyenlGség teljesiil az Osszes |B|<g feltételnek eleget tevd-
linearis korlatos B(B®B,cB,) operatorra, ugyanis [B|<|B|, ésigy az A+B opera-
tor normalisan feloldhatd, és arra igazak a (7.4) allitasok. Innen pedig kovetkezik,
hogy az A+ B operator normalisan feloldhato, és

Ba+p = Ba+s = Pa = B4

Mar megjegyeztiik, hogy aa=0o,, ezért mar csak azt kell bebizonyitani, hogy
0A4B=044+p5, azaz hogy a Ja,p=34.p altérnek mindkét norméaban azonos a
dimenzidja. Utobbi abbdl addédik, hogy a 3,4 5-ben mindkét norma topoldgiailag
ekvivalens, amint ez lathato a

Ax =—Bx, ha x€34.5
és
x| < |x] = |x|+[Bx| < (1 +|B)Ix| (x€34+n)
Osszefiiggésekbdl.
A tételt bebizonyitottuk.

2. Ebben a pontban meg fogjuk vizsgilni a &, -operatornak teljesen folytono-
sakkal valé perturbécidjat. Ebb6l a célbol el6bb egy lemmat bizonyitunk be.

7.3. LEMMA. Legyen T a Bi-et B,-be leképezd valamely teljesen folytonos
operdtor, A pedig egy véges «,-val rendelkezd linedris zdrt normdlisan feloldhaté ope-
rator. Akkor az A+ T operdtor normdlisan feloldhato és o,y véges.

8 Megjegyezziik, hogy a norma (7.2) definicidja szerint a 531 térben teljesiil a |B]=|B| egyen-
16ség.
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Bizonyitds. Véges B, esetén a lemma benne van a bebizonyitott 2.3. tételben.
Ezért csak azt az esetet kell megvizsgalnunk, amikor f,=e. A kovetkezd okosko-
dasokban csak azt fogjuk felhasznalni, hogy o,=p8,.

Tételezziik fel el6szér, hogy «,=0. Ebben az esetben létezik az R -ban értel-
mezett olyan korlatos A~! operator, hogy

A Ax = x  (x€D,).

Az (I+TA YHy=0(yeR,) egyenletnek végesszamu linedrisan fliggetlen meg-
oldasa van, ugyanis az R, altéren a TA~! operator teljesen folytonos. Kovetkezés-
képp, az (A+T)x=0 egyenletnek végesszami linearisan fiiggetlen megoldasa van.

A B, altér eldallithaté alterek B,=3F,,.r+ € direktosszegeként. Legyen
D,=D,NE. Hogy meggydz3djlink az A+ T operator normalis feloldhatésagardl,
meg kell mutatni, hogy valamely m=0 esetén az dsszes x€D;-re teljesiil az

|(4+T)x| = m|x|
egyenl6tlenség.
Tételezziik fel az ellenkezbt, azaz hogy létezik olyan {x,}(|x,|=1;n=1,2,...)
sorozat, hogy
A+T)x, =0 (n— o).

Az 4ltalanossag megszoritasa nélkiil feltételezhetd, hogy a {Tx,} sorozat kon-
vergens. Akkor 1étezni fog hatarérték is:

y= Jim Ax, = _"HIE Tx,.
Alkalmazva az {A4x,} sorozat elemeire az A~ korlatos operatort, azt kapjuk,
hogy az {x,} sorozat is konvergal valamely x,€%B; elemhez.
Nyilvanvalé, hogy az x, vektor rendelkezik a kovetkezd tulajdonsigokkal:
Xo€Dy, |Xo]=1, és
(A+T)x,=0.

Ilyen médon, D, -ben [étezik xo(70) elem, amelyen az A+ T operator nulla
értéket vesz fel, viszont ez ellentmond a D; halmaz konstrukciéjanak.

Legyen most a,=>0. Felbontjuk B,-et alterek direktdsszegére: B=3,+C,.
Jeloljiink C-vel egy olyan végesdimenzids linearis operatort, amely rendelkezik
a kovetkezd tulajdonsagokkal: 1) Cx=0, ha x€@, és 2)a C operator leképezi
a 3, alteret egy olyan «,-dimenziés altérre, amely az A operator értékkészletével
csak a nullaban metszi egymast (itt felhasznaltuk, hogy f,=a,).

A;-el jeloljik az A+ C lineéris zart normalisan feloldhaté operatort. Nyilvan-
vald, hogy a, =0. Legyen T, a T—C-vel egyenld teljesen folytonos operator.
Akkor az A+ T operator egyenld A,+T;, utdbbira pedig a lemma be van bizo-
nyitva.

7.3. TéteL. Ha A egy &, -operdtor, T pedig tetszéleges linedris teljesen foly-
tonos operdtor (I'B;CB,), akkor A+T szintén @, -operdtor, mégpedig

ﬁA+T = BA'
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Bizonyitds. Tekintsiik az 4+¢7 (0=¢=1) operatort.

A 7.3. lemma szerint az Gsszes tekintett g-okra az A +-&T operator normélisan
feloldhatd, és az a(e)=o,.,r véges. A 7.1. tételbdl kovetkezik, hogy minden ¢,(0=
=¢gy=1)-hoz 1étezik olyan ¢,>0 sz&m, hogy az |e—gj|<g, egyenldtlenségnek
elegettevd Osszes e-ra a f(e)=pf,4.r fliggvény ugyanazt az értéket veszi fel. Ilyen
U, kornyezetet konstrualva a [0, 1] szakasz minden pontjara, annak egy lefedését
kapjuk. Kivalasztunk abbdl egy véges Ui, ..., Uy lefedést. Megjegyezve, hogy
ezen lefedés szomszédos elemei metszik egymdst, megallapitjuk, hogy az U
(j=1, ..., N) kornyezetek Osszes pontjaiban a f(g) fiiggvény ugyanazt az értéket
veszi fel. Kovetkezésképp, a pf(e) fiiggvény konstans a [0, 1] intervallumon,

ahonnan
Ba=BO)=B1)=Bysr.

A tételt bebizonyitottuk.
Ugyantigy, ahogy a 7.1. tétel dudlisat, a 7.2. tételt kaptuk, meg lehet fogalmazni
a 7.3. tétel dualisat.

7.4. TETeEL. Ha A egy @ _-operdtor, T pedig (TB,CB,) tetszdleges linedris
teljesen folytonos operdtor, akkor az A+T szintén & _-operdtor, mégpedig

Tg+1 = Xy

Ugyanugy, mint ahogy ezt tettilk a 2.3. és 2.4. tételek vonatkozasaban, altala-
nosithatjuk az éppen bizonyitott 7.1.—7.4. tételeket is arra az esetre, amikor a B
operator norma szerinti kis voltanak a feltételét és a T operator teljes folytonossaga-
nak a feltételét helyettesitjiik megfeleléen az A-norma szerinti Kicsiség és a B opera-
tor A-teljesen folytonossdganak a feltételeivel.

Meg kell jegyezniink, hogy ha A normalisan feloldhaté operator és mindkét
oy €s P, szam végtelen, akkor olyan operatornak a hozziadéséaval, amely tetszole-
gesen kicsi a norma szerint, vagy teljesen folytonos, mindig fel lehet boritani annak
normalis feloldhatésagat, sét d-karakterisztikajanak a végtelenségét is (1. [39]).
Kovetkezésképp, az a, és S, szamok egyikének a végessége lényeges feltétel.

8.§. Tételek a linedris zdrt operdtor @ .-pontjairol

1. Egy 2 pontot a B Banach-térben értelmezett A linearis zart operator
@ -pontjdnak neveziink, ha az A4—Al operator &, -operator, azaz az A—Ail
operator normalisan feloldhatd, o, (1) véges és B,(2) végtelen.

Analég médon a A pontot a linearis zirt 4 operator @ _ -pontjdnak nevezziik,
ha az 4—AI operator @_-operator, azaz az A— Al operator normalisan feloldhatd,
B4(A) véges és o, (A) végtelen.

Az operator Gsszes A @, -pontjainak a halmazat az 4 operator @, -halmazd-
nak nevezziik, és ¢, ,-val jeloljiik, az 4 operator Gsszes @ _ -pontjainak a halmazat
pedig @_ -halmaz-nak nevezzik, és &_ ,-val jelSljiik.

Legyen A, egy @, ,-pontja az A operatornak. Mivel A4—AI=(4—A,1)+
(A—2g)I, igy a7.1. tételnek megfelelden talalhatd olyan £=>0 szdm, hogy az |A—Ay| <
<¢ korbdl valo Gsszes 4 pontaz A4 operator @, -pontja, és azokra f,(A)=p,(4y).

Analég helyzet all fenn, ha A€ d_,.
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Az emlitett megjegyzésekbdl kovetkezik a kovetkezd tétel érvényessége.

8.1. TETEL. A linedris zdrt A operdtor @, -halmazai nyilt halmazok, és igy
véges vagy megszdmldlhaté sok dsszefiiggd komponens dsszegei. A ® ., , (megfeleloen
&_,) halmaz egy és ugyanazon isszefiiggd komponensének Gsszes A pontjdraa f,(1)
(megfelelen az o4(R)) fiiggvény konstans értéket vesz fel.

2. Megvizsgaljuk most, hogyan viselkedik az a,(2)=a,_,, fiiggvény a &, ,
halmaz komponenseiben és a f,(A)=p,_,; figgvény a &_, halmaz komponensei-
ben. Ennek érdekében bebizonyitjuk a kovetkezd lemmat.

8.1. LEMMA. Legyen A egy &,-(vagy ®_-) operdtor. Akkor létezik olyan
0=>0 szdm, hogy a O<|A|<g egyenlftlenségnek eleget tevé Gsszes A komplex
szdmra az

A4—-iDx=0

egyenlet linedrisan fiiggetlen megolddsainak a szdma ugyanaz.

Abban az esetben, ha A egy ¢@-operator, ez a lemma kovetkezik az altalano-
sabb 3.1. lemmabdl. Utobbinak a bizonyitasanal 1ényeges modon tadmaszkodtunk
a B, véges voltara. A lent kovetkezd bizonyitas alkalmas ugy a véges, mint a végte-
len B, esetére.

Bizonyitds. Legyen M azon yeB elemek halmaza, amelyekre az A"x=y
egyenletnek van megolddsa az Gsszes n természetes szam esetén, ugy hogy

oo

EDI = m 91,41-.
n=1

Mivel az Gsszes R, (n=1, 2, ...) zart altér, igy I is zart.

Nyilvanvald, hogy az A operator barmely x sajat vektora (Ax=Ax, A0)
benne van minden R,. altérben, tehat M-ben is.

Ezért, ha 9 csak az egy nullabdl 4ll, akkor tetszdleges A>20-ra o,(1)=0,
és erre az esetre a lemmat bebizonyitottuk.

Tartalmazzon most az M altér nullatdl kilénbozé elemeket. Feltéve D=
=D, ,MNM-t, megmutatjuk, hogy AD,=M.

Ebbdl a célbdl meg kell mutatni, hogy tetszéleges y€IMM esetén az

8.1) Ax =y

egyenletnek van legalabb egy x€D,; megoldasa.

Tételezziik fel az ellenkezbt, azaz hogy valamely y€IR (y=0)-ra a (8.1) egyen-
let Gsszes megoldasai egy véges dimenzids €,=g+3,(4g=y) sokasigot alkotnak,
amely nem metszi I-et.

Akkor

DY

€,NRe) = C,NM =0,

1

ahol @ az iires halmaz.
Figyelembe véve, hogy €, véges dimenzids, és hogy

RiDRe2D...DRe DL,

MTA III. Osztdly Kdzleményei 23 (1974)



A KULFOLDI SZAKIRODALOMBOL 439

ahhoz a kdovetkeztetéshez jutunk, hogy létezik olyan k természetes szam, amelyre
(8.2 C,NRe=0.
Masrészt, mivel yeIN, igy létezik olyan z elem, hogy
Az =y vagy A(4*z) = y.

Utobbi egyenl8ség azt jelenti, hogy A*z€€,, és mivel A*z€R,x, igy ellentmondas-
hoz jutunk a (8.2)-vel. llyen médon valéban

AD, =M.

Legyen A, az A operator altal az 9% altérben indukalt operator. Akkor a fennt
mondottakbdl kovetkezik, hogy az A4; operator normadlisan feloldhaté és d-karak-
terisztikdja (oy,, 0) alakd, mégpedig «,, véges és

oy, = dim (3 ,NM).

Tovabba, megjegyezziik, hogy az 6sszes nullatdl kiil6nbsz6 A szamokra J,_ ;,C
CIM, ésezért J,_;r=34,-1: Innen, specidlisan, kovetkezik, hogy

(8.3) ay(A) = aq, () (A =0).

Az index stabilitasardl sz6l6 3.1. tételnek megfelelGen Iétezik olyan ¢=0 szam,
hogy az |A|<g egyenlStlenséget kielégitd dsszes A szamokra teljesiil

%4,(A) = %4,(0), B (D) =B, (0 (+#0).
A (8.3) egyenlbségbdl és a B, nullaval valé egyenldségbdl kapjuk, hogy
(8.4) ag(A) = 0y, (D) = oy,
a 0<|A|<g egyenlétlenséget kielégitd Osszes A-ra.
8.1. MEGIEGYZES. Nyilvanvaléan
0 0) =y (A) =0y, (0<4=<yp),
mégpedig az egyenldség jelének jelenléte itt magaval vonja 3, M-t.

3. Ez ideig elkeriiltiik a konjugalt operator fogalménak a hasznalatat az altala-
nos Banach-terekben. Viszont elj6tt az id6, amikor a fogalomra sziikség van. A k6~
vetkezd modon vezetjiik be azt.

Legyen A4 a B,-beli siri D,(cB,) értelmezési tartomanyban definialt
linearis operator.

Akkor minden f€B] funkcional egyértelmiien general egy g linearis funkcio-

nilta D, -n, amelyet a
g(x) =f(4dx) (x€Dy
egyenlGség hataroz meg.

Ha a g funkcionalrdl kideriil, hogy korlatos (folytonos), akkor az egyetlen
médon folytathatd az egész B,=T,-ra, és az tekinthetd a B! elemének. Ebben
az esetben azt fogjuk irni, hogy

g=fA4= A

16* MTA I11. Osztdly Kozleményei 23 (1974)



440 A KULFOLDI SZAKIRODALOMBOL

Ezzel definidlunk egy At linearis operatort, amelyet az 4 operator konjugdlt®
operatoranak neveziink, amely a B}-b8l a Bi-be hat és D,t értelmezési tarto-
manya azokbdl és csakis azokbdl az f€ B} elemekbdl all, amelyekhez létezik olyan
¢, pozitiv szam, hogy

[ Ax)] = elx| (x€D,).

Trivialis mdédon ellen8rizhetd, hogy az At operator mindig zart.
Ugyancsak nyilvanvald, hogy At f=0 akkor és csakis akkor, ha feB} és f
ortogonalis R, -hoz, azaz f(y)=0(y€R,). Innen nyilvanvald, hogy mindig teljesiil

OKAT - ﬁA‘

Ugyancsak vilagos, hogy mindig

Bat = ay.

Ezenkiviil j6l ismert [28], hogy ha A korlatos operator, amely B;-et B,-be
viszi at, akkor A" szintén korlatos operator, amely a Bi-ot Bi-be viszi at,
mikézben

|4T] = |4].

Ezt mar hasznéltuk a 7.8. tétel bizonyitasa soran.

Benniinket az az eset fog érdekelni, amikor az 4 operator nem korlatos is
lehet, de zart.

Sziikséges lesz a kovetkezé

8.2. LEMMA. Legyen A egy siirii értelmezési tartomdnnyal rendelkezé (®,=%9B,,
R,cWB,) zart operator. Akkor, ha az A4 operator normalisan feloldhatd, akkor
az AY operator is normalisan feloldhato.

Bizonyitds. Amint mar megjegyeztilk, a korlatos operatorokra ezt az 4llitast
Hausporrr [38] ismerte fel. A lemma bizonyitdsa céljabdl tekintjik D,n a

Il = Ix]+ |4x]

normat (1. 2. § 5. pont), amely D, -t a D, Banach-térré valtoztatja. Akkor az A
operator D, -ban egy korlatos A operatort indukal ugyanazzal az értelmezési
tartoméannyal. Ezért, ha az A operator normalisan feloldhatd, akkor olyan lesz
az A operator is, tehat HAUSDORFF tétele szerint, az A operator is, amely az egész
Bi-t DY -ba viszi at, ahol Dy a D,-hoz konjugalt teret jelenti. Megjegyezziik,
hogy B} tekinthetd a D részének, ugyanis ha f(x) egy linearis folytonos funkcio-

nal a B,-en, akkor
[fO| = | fle,lx]  (x€BY),

ISl = 1flelx] (x€D).

tehat anndl inkdbb

¢ Helyesebb volna az At operatort transzpondlinak nevezni a komplex Hilbert-térben értel-
mezett konjugdlt operator fogalmatol eltérden, ugyanis amig az AT operator definiciojabol
AA)T =24 kbvetkezik, addig a konjugalt A* operator definiciojabol a Hilbert-térben (A4)*=
=]JA* kovetkezik.
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Egyidejlileg megjegyezziik, hogy ha f¢®Bi, akkor

o = sup Y@ o (o Q)

X€ED, Ix| —xe:b,4 |x]|

=|finA-

Az AT operétor tekinthetd gy, mint az A" operator folytatasa az egész B}-re.

Jelsljik A és At-vel az A" és Al altal megfeleléen a D, /3, és B3, +
faktor-terekben indukalt zart operatorokat. Akkor az At operator az A! operator
folytatésa lesz.

Mivel az A! operator normalisan feloldhatd, az A operatornak létezik kor-
latos inverze (1. 2. § 1. pont), azaz talalhaté olyan m=0, hogy

At s, = mlf] (F€B,/3.41),

|47 |s, = |AT fls, = |At fln, = m|f| (F€D41/341).

Innen az At operatornak van korlatos inverze, ami a zartsiggal egyiitt annak nor-
malis feloldhatdsagat adja. Mivel az AT és At operatorok értékkészletei egybees-
nek, igy a lemmat bebizonyitottuk.

és ezért

MEGIEGYZES. Korlatos operator esetében HAUSDORFF bebizonyitotta (amit mar
hasznaltunk a 7.2. tétel bizonyitasa kozben), hogy megforditva is, az A" normaélis
feloldhat6sagdbol kovetkezik az A normdlis feloldhat6saga.

Nem ismeretes szamunkra, altaldnosithaté-e ez az allitas tetszGleges zart nem
korlatos operatorra. Ha a B, és B, terek reflexivek, akkor ez az altalanositas
Iehetséges. A dolog abban all, hogy ha B, reflexiv, akkor, altalanositva I. NEUMANN
(1. [30], IV. fejezet 46. pont) ismert ,,graf-modszerét”, nem nehéz belatni, hogy Dt
slirli B}-ben. 10

Ha a B, é B, reflexivek ((B)I=B,, (B)'=B,), akkor az (4" operator
egybe fog esni A-val, ahonnan a 8.2. lemma miatt az 4" normalis feloldhatésagabél
kovetkezni fog az 4 normalis feloldhatosaga. Reflexiv B, és B, esetén nyilvan
mindig o t=8,, Bf=0y.

8.3. LEMMA. Legyen A a B-ben definidlt és abban siirii értelmezési tartomdnnyal
rendelkezd zdrt operdtor. Ha azonkiviil az A operdtor @ .- (vagy P_-) operdtor,
akkor létezik olyan ¢=>0 szdm, hogy a 0<|A|<go egyenldséget kielégité dsszes A
komplex sziamokra az

(8.5) fA—AD) =0 (feBh

egyenlet linedris fliggetlen megolddsainak a szdma ugyanaz. 1!

1 Az altalanos esetben csak azt lehet allitani hogy a D 4+ regularisan zart burka egybeesik

Bl-vel.

11 Megjegyzés a korrektaran. A cikk modszereit fejlesztve A. Sz. MarKusznak sikeriilt a 8.3.
lemmaban megszabadulni a D nak B-ben vald slriiségi megszoritasatol. Ezzel kapcsolatosan
szitkségtelenné valik ez a megkotés a 8.2. tétel masodik allitasaban is.
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Bizonyitds. A 8.2. lemmanak megfelelGen, a 8.3. lemma feltételeinek teljesiilése
mellett az A operatornak létezik A konjugélt operitora, amely amellett norma-
lisan feloldhatd, és amelyre o, t=F,(< ).

Az At operatorra alkalmazhatd a 8.1. lemma. Masrészt nyilvan

Ba() = a (),
€s mivel a (8.5) egyenlet ekvivalens az
At—ADf=0

egyenlettel, igy innen kovetkezik a 8.3. lemma.
A bebizonyitott lemmak segitségével és a 3.3. tétel bizonyitdsanil mar hasznal
mddszerrel kdnnylszerrel belathat6 a kovetkezo allitas:

8.2. TETEL. Legyen A a B-ben definidlt valamely zdrt operdtor, a G pedig
az A @, -halmazdnak valamely ésszefiiggé komponense. Akkor az ésszes A€G
pontban, kivéve esetleg bizonyos izoldlt pontokat, az a () fiiggvény konstans

aA (l) =n
értéket vesz fel, az emlitett izoldlt pontokban pedig az értéke csak novekedhet.

Ha az A operator értelmezési tartomanya sliri B-ben, akkor analég allitas
fogalmazhat6 meg a f,(A) fiiggvény viselkedésére az 4 operator B_-halmazanak
tetszOleges Osszefiiggd komponensében.

8.2. MEGJEGYZES. Legyen G a zart A operator @, - (vagy & _-) halmazanak
valamely Osszefiiggd komponense.

Akkor a 8.2. tétel szerint az Osszes A€G-re, kivéve esetleg izolalt pontok vala-
mely & halmazit, az «,(4) fiiggvénynek ugyanaz az

a, (D) =dim3, ;;y=n (@EG\S)

értéke, méghozza a 8.1. megjegyzés szerint,

Ba-ar €Wy = k01 Ry-are-
A (8.2) képlet alapjan a A€& pontokban

. dim (34-NMy) = n,
viszont mar
0, (A) =dim 3 -, = n.

Ha n=0, akkor & az A operator Osszes sajatértékének (izolalt) halmaza lesz
G-ben. Mivel ezkdzben A€é&-ra teljesil. 3, ,;,NM,=0, igy minden 1€& sajat-
értékhez talalhaté olyan k=k,; természetes szam, hogy 3, 1NVR-nx=0,
és ezért, az annak megfeleld gyok-altér véges dimenzids lesz.

Megforditva, ha n=0, akkor bdrmely 2,€G szdmnak végtelen dimenziés gyik-
altér felel meg.
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Valdban, legyen x, (#0) tetszbleges 3, _ .1/ 1M ,,-beli vektor. A 8.1. lemma
bizonyitasa soran megmutattuk, hogy

A(Dmm})lo =9‘R10,
kovetkezésképp, talalhato olyan végtelen {x,}c9,, sorozat, hogy
A—ADxpp1=x, (n=12,..).

Figyelembe véve az (4—2A,1)x; =0 egyenldséget, megjegyezziik, hogy a {x,}
sorozat minden vektora olyan gyok-vektora az A4 operatornak, amely a 4, szamnak
felel meg, méghozza az

(A=2I)'x, =0, (A—AIy'x,=x, #0 (n=1,2,..)

Ssszefiiggés miatt azok linedrisan fliggetlenek.
A 2.§. 5. pont kovetkeztetései konnyen elvezetnek az alabbi allitashoz.

8.3. TETEL. Legyen A egy zdrt operdtor, B pedig tetszéleges A-teljesen folyto-
nos operdtor. Akkor az A és A+ B operdtorok @, -halmazai egybeesnek.

9.§. Reguldris tipusi pontok és tételek a Hermite-féle operatorok
perturbacidjarol

1. Legyen A a B Banach-térben értelmezett tetszdéleges lineéris operator.
A komplex sik A, pontjat reguldris tipusi pontnak nevezziik az A operatorra
nézve, ha talalhaté olyan m;, pozitiv szim, hogy

(A4 —2D) x| = my lx| (x€D ).

Ha az 4 operator zart, akkor nyilvan a 4, pont regularis tipusi lesz az A-ra
nézve akkor és csakis akkor, ha az

A-4Dx=0

egyenletnek egyetlen nulla megoldasa van, és az 4—A,] operator normalisan fel-
oldhato.

Megjegyezziik, hogy lehetségesek olyan esetek, amikor az operatornak vannak
regularis tipusi pontjai, ugyanakkor nincs lezartja.

9.1. TETEL. Legyen Aq az A linedris operdtor reguldris tipusii pontja. Akkor
taldlhaté olyan ¢ pozitiv szdm, hogy bdrmilyen legyen is a B-ben definidlt linedris
korldtos B operdtor, a 2 reguldris tipusi pontja lesz az A+B operdtornak is,
méghozzd

Basp = Ba-

Megjegyezziik, hogy ha feltételeznénk, hogy az 4 operator zart, akkor ez a tétel
benne volna a 7.1. tételben.
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Bizonyitds. Valdban, feltétel szerint az §sszes x€D,-re fennall az

I(4—2D) x| = m,, |x]|
egyenl&tlenség.
Legyen @=m, /3'% és |B|<g. Akkor

I(4+B—A D) x| = (m;,—|BJ)|x|.

Kovetkezésképp, 4, regularis tipusi pont az 4+ B operatorra nézve.
Ezenkiviil a nyilvanvalé

(A+B—2Dx—(A—2yD)x| = % (A —2A,D) x|

egyenlGtlenségek és
3|B
(A—A)x—(A+B—A,)x| = %— [(A+B—2D)x] (x€D,)
Ao

miatt azt kapjuk, hogy
0(R,, Ry) < 1/2,

ahOl m1=mA_1°I éS m2=mA+B_loI. .
Alkalmazva R, és R,-re a 6.3. tételt, azt kapjuk, hogy

dim R = dim Ry,
azaz -
ﬂA+B—}.oI = ﬁA—Aol-

A bebizonyitott tételbs! specidlisan az is kovetkezik, hogy a tetszOleges A
linearis operator 6sszes regularis tipusi pontjainak az Gsszessége nyilt halmazt alkot.

Valdban, ha i, az 4 operator reguléris tipusi pontja, akkor az |A—Ay|<m, /3
kor Gsszes A pontja szintén regularis tipusi pontja ennek az operatornak.

A 9.1. tételbdl kozvetleniil adodik a

9.2. TETEL. Az A operdtor reguldris tipusu pontjai halmazdnak bdrmely dssze-
fiiggé komponensében a B ,(1) fiiggvény ugyanazt az értéket veszi fel.

2. Ismertetjiik a bizonyitott tételek néhany alkalmazasat a Hermite-féle opera-
torok elméletében.

Legyen H a $ Hilbert-térben definialt tetszbleges Hermite-féle operator,
azaz H olyan linearis operator, hogy

(Hxa y) = (x’ Hy) (x9 yEDH)

Az 4ltalanosan elfogadott definici6tol eltéréen mi nem koveteljilk meg a Hermite-
féle operatortol Dy értelmezési tartomanyanak siiriiségét $-ban.

Az Osszes nem valés A pont reguldris tipusd pontja a H operatornak, ugyanis
mint ismeretes,

©.1) [(H—ADx| = ImA|[x| (x€Dy).

12 Abban azesetben, ha f,(1,) véges, felteheté g=m 10/2.
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Ko&vetkezésképp, a H operator Osszes regularis tipusi pontjainak a halmaza
két osszefiiggd komponensbdl all (fels6 és alsé félsikbdl), ha a valds tengelyen nincs
egyetlen regularis tipusd pontja sem a H operatornak; és egyetlen komponensbél
all ellenkez6 esetben.

A 9.2. tételbdl kovetkezik, hogy a felsé félsik minden A pontjara a fy(1)
ugyanazt az értéket veszi fel: fp(A)=m(Im A=0), és az alsé félsik minden A pont-
jara By (A)y=n (Im A<0).

Az (m, n) rendezett szampart a H operator defektus pdrjinak 3 fogjuk nevezni.

Nyilvanvald, hogy ha a H operatornak van legalabb egy valds regularis tipust
pontja, akkor m=n.

9.3. TETEL. Ha B egy korldtos dnadjungdlt operdtor, akkor a Hermite-féle
H és H+ B operdtorok defektus pdrjai egybeesnek.

Bizonyitds. Valoban, legyen 1A, az |Im Ay|>3|B| egyenlStlenséget kielégitd
komplex szam.
Akkor a 9.1. tétel miatt

Bu+s(ho) = Ba(Ao) = m, Puip(Ae) = Bu(p) = n.
A tételt bebizonyitottuk. '

MEGIEGYZES. A 9.3. tétel érvényben marad, ha feltételeit a kovetkezSkkel
cseréljitk fel: H egy zart Hermite-féle operator, B pedig egy H-teljesen folytonos.
Hermite-féle operator. A megjegyzés jogossdga kovetkezni fog az aldbbi 4ltalanos
tételbdl.

9.4. TETEL. Legyen H egy zdrt Hermite-féle operdtor, B pedig egy tetszdleges
H-teljesen folytonos operdtor. Akkor az dsszes nem valds pontok, kivéve, esetleg bizo-
nyos izoldlt pontokat, a H+ B operdtor reguldris tipusi pontjai lesznek, és azokban
a H és H+ B operdtorok defektus szamai egybe fognak esni.

Az emlitett izoldlt pontokban pedig a

(H+B—-1Dp =0

egyenlet linedrisan fiiggetlen megolddsainak a szdma véges, méghozzd

Busp(D)—ay,5(2) = Bu(4). °

Bizonyitds. Megjegyezziik, hogy a 3.4. és 8.3. tételek szerint a H+B és H
operatorok & _-halmazai, ugyanigy a ¢, -halmazai is, egybeesnek. Tehat csak azt
kell bizonyitani, hogy létezik olyan A, pont, amely a 1, ponttal egyiitt a H+B
operator regularis tipusi pontja.

Emlékeztetiink arra, hogy — a Najmark—Krasznoszelszkij- ([40], [41], [42]) tétel
szerint — barmely zart Hermite-féle operatornak létezik a térbdl kivezeté 6nadjun-
galt bdvitése, azaz létezik olyan $H Hilbert-tér, amely tartalmazza a $-t, és abban

olyan § Onadjungalt operator, amely a H-nak folytatasa.

13 Ez a terminoldgia kiilonbdzik a Hermite-féle operatorok elméletében elfogadottol, amely
szerintaz (m, n) parta H operator defektus indexének nevezik.
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Vezessiink be a Dy-ban egy Uj skalarszorzatot

[/, 8] = (f,)+Af, Hg),

€s ennek megfelelen (j normat

0.2 |[fla=L£/1" (f§Da),

amely topoldgiailag ekvivalens a
| £l = |fI+IAf] (feDp)
normaval.

Ezek utan a Dy teljes Hilbert-térré valik (1. 2. § 5. pont).

A Dy linearis sokasdg a Dy zart lineéris altere a (9.2) metrikaban. Jel6ljik
N-nel a Dy-hoz ortogonalis alteret Dg-ban. Definicid szerint (1. 2.§ S. pont),
a B operator H-teljes folytonossaga azt jelenti, hogy B definidlva van az egész
Dy altéren, és abban teljesen folytonos a (9.2) metrikaban.

Folytatjuk a B operatort az egész Dg térre, feltételezve, hogy

B(f+g)=Bf (f€Dy, geN).

Nyilvanvalé, hogy az igy keletkezd B operator zart a $-ban és H-teljesen
folytonos. Ebben az esetben, amint azt az 5.1. tétel bizonyitdsa soran mar megmu-
tattuk,

lim |BR,,| =0,

R

ahol R, a H operator rezolvense: R;,=(H—inl)=*(n>0).
Jelsljik Ay-val az in szamot, ahol 5-t olyan nagynak vettiik, hogy

IER'lol = q < 13 IERIol = 1'
Legyen most f=1?,10g tetszOleges Dy-beli elem. Akkor
|Bf| = |BR,g| = qlg| = ql(H—24D)gl,

|Bf| = q|(H—AD)g|.

azaz

Ilyen moédon
(H+B—ADf| = A =IH—-ADf| = 1 —g)my | fl, (f€Dp),

és ezért a A, pont a H+ B operator reguléris tipusi pontja. Analég médon bizo-
nyithatd, hogy a A, pont is regularis tipust pont a H+ B operatorra nézve,
A tételt bebizonyitottuk.

9.1. MEGIEGYZES. A tétel feltételei teljesiilnek, ha B egy tetszdleges korldtos
operator, H-nak pedig létezik diszkrét spektrummal rendelkezd Onadjungalt foly-
tatasa.

Valdban, legyen a H a H Hermite-féle operatornak olyan folytatasa, amely
diszkrét spektrumma] rendelkezik, €s legyen 1, a H operator valamely valds
reguléris pontja. Akkor az R,1 =(H—-,DH? operator teljesen folytonos, és ezért
a BR 1, SZorzat is olyan lesz. Utdbbi magaval vonja a B operator H-teljes folyto-
nossagat.
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9.2. MEGIEGYZES. A 9.4. tétel feltételei teljesiilnek, ha B egy tetszdleges korlatos
operator, H pedig véges defektusparral rendelkez8 olyan Hermite-féle operétor,
amelyre minden valdés pont reguldris tipusd.

Valéban, ebben az esetben tetszbleges valdés A4-hoz talalhaté olyan m,,>0,

hogy
(H—2oD)f| = my | f] (f€Op).

trer

(9.3) lo—m;.o</1</10+m;_o

intervallum a H operatorra nézve spektrdl hézag. A H operator barmely énadjun-
galt folytatasanak a (9.3) intervallumban nem lehet t6bb mint m sajatértéke (l. [43],
7.9).

A 1, pont tetszdleges volta miatt leszGgezhetjiik, hogy az operator barmely
6nadjungalt folytatasanak a spektruma diszkrét, tehat, a 9.1. megjegyzés alapjan
a B operator H-teljesen folytonos.

9.3. MeGIEGYZES. Ha a B operitor olyan, hogy
Im(Bf,f)=0 (feOp),
akkor az Gsszes olyan nem valés pont, amelyben a
(H+B—ADop =0

egyenletnek van nullatdl kiilonbdz6 megoldasa, a felsd sikon helyezkedik el. Kovet-
kezésképp, az egész als6 félsik a H-+B operator regularis tipust pontjaibdl all.

9.4. MEGIEGYZES. Ha a H Hermite-féle operator maximalis, példaul m=0,
a B pedig H-teljesen folytonos operator, akkor a H+ B operator egész spektruma
a felsd félsikban izolalt olyan sajatértékekbdl all, amelyeknek véges dimenzids nor-
malisan levalaszthatd gyok-alterek felelnek meg.

10. §. Alkalmazis a Wiener—Hopf-tipusi félegyenesen
adott integralegyenletekhez

1. Ebben a paragrafusban illusztralni fogunk egy sor bizonyitott altalanos tételt az

[ k(-5)2()ds—g(O)=f(1) O=t<)

alaku integralegyenleteken, megfelelé tipust egyenletrendszerekben, és utdbbiak
esetében néhany 0j tényt allapitunk meg.
Egyszeriiség kedvéért eloszor a fiiggvények alaptereként az

fle= [ 1f@)dr
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modon definidlt normajui Osszes komplex mérhetd abszolut integralhaté f(z)
(— o<t<oo) fliggvények €=L,(— oo, o) terét fogjuk tekinteni.

Mint ismeretes, € tekinthetd teljes kommutativ normalt gy{irlinek, ha abban
két f; és f, elem szorzatat a kovetkezd szaballyal definialjuk

f=fixfe, azaz f(t)= [ AG-9)fi()ds= [ fi(s)fe(t—s)ds (—cost<o).

Ha most minden k()€€ fliggvénynek megfeleltink a G-ben értelmezett
valamely K operatort a

Ke(t)= [ k(t—s5)g(s)ds = (k»g)(2)

képlettel, akkor annak norméja, amint kénnyen belathatd, egybeesik a k norma-
javal.
| K| = |kle.

Ilyen médon, a k—~K leképezés izomorfizmus lesz, és a € gyiir{i izometrikus
leképezése a €-ben definidlt operatorok valamely R kommutativ gylirfijébe.
Feltételezve, hogy kec& és fc@, el8szor megvizsgaljuk a € osztalyban a

(10.1) Kg—g=f

egyenletet.
Alkalmazva a Fourier-transzforméaciot a (10.1) egyenldség mindkét oldalara,
azt kapjuk, hogy

(10.2) (A-1EQO =F@) (—==<<w),

ahol a C-beli fiiggvények Fourier-transzformaltjat a megfeleld irott betiivel jeloljiik,
ugy hogy, példaul:

HQ = [ Hk(t)d (—oo<E< o).
Ha teljesiil a -
(10.3) H(E)—17#0 (—oo<E< o)

feltétel, akkor WIENER [32] ismert tétele szerint taldlhatd olyan ¢¢& fiiggvény,
hogy

[HO-11"1=2@)—1=—1+ [ e¥q(n)dt (= =<&=< o).
Akkor a (10.2)-b6l kapjuk, hogy
9©) = [HQO-1T'F Q) = [2)-1IF ) (—==<E=< o),

vagy, ami ezzel ekvivalens,

(10.4 s = [ qu-s)f6)ds—ft) (—e <1< )

— oo

MTA III. Osztdly Kdzleményei 23 (1974)



A KULFOLDI SZAKIRODALOMBOL 449

Konnyen belathato, hogy megforditva, tetszéleges f€€ esetén a (10.4) képlettel
eléallitott g fliggvény a (10.1) egyenlet megoldasa lesz.

Ilyen médon a (10.3) feltétel teljesitése mellett a A=1 ponta K operitor regu-
laris pontja. Masrészt, ha valamely valds &,-ra

H () —1 =0,

akkor, kivalasztva f,€@-t, ugy, hogy %,(&,)=0, a (10.2)-b8l leszdgezhetjiik, hogy
JS=/, mellett a (10.1) egyenletnek nem lesz € osztalybeli megoldasa. K ovetkezésképp,
ebben az esetben a A=1 pont a K operator spektrumahoz fog tartozni.
Alkalmazva a kapott eredményt a 151K (4,70) operatorra, azt talaljuk, hogy
a Ay ponta K operator spektruménak a pontja abban és csakis abban az esetben,
haaza
A=A (—==<{=< )

komplex i-sik I' gorbéjére illeszkedik.
Mivel a K operator Sy spektruma zart, igy a O:EIirin A (€) pont mindig

benne van a K operator spektruméban.

Ilyen médon, a A=0 pontot a I' gérbéhez csatolva, az ilyen médon mindig
zart lesz, és igy allithatjuk, hogy

1°. A K operator spektruma egybeesik a I' gdrbe pontjainak a halmazaval.

Ezt az allitast kiegészithetjiik a kovetkezbvel:

2°. Az Sk spektrum egyetlen pontja sem @ — vagy ¢, — pont a K opera-
torra nézve.

Ezt az allitast elegendd bizonyitani az Sy spektrum olyan pontjaira, amelyek
véges E-knek felelnek meg.

Tételezziik fel, hogy a I' gorbe valamely Ay=K (&) (—oo<,<o) pontja
&- vagy @, -pontja a K operatornak.

El6szor feltételezziik, hogy a I' sima gorbe. Akkor a 4, tetsz8leges kérnyezeté-
ben léteznek olyan pontok, amelyek nem tartoznak a I'-hoz, azaz a K operator
reguléris pontjai. Kdovetkezésképp, a 2.4. és 7.1. tételek alapjan allithatjuk, hogy
létezik olyan ¢=>0, hogy az ,atlyukasztott” O<|l—2y|<g@ kor Osszes pontja
regularis pontja a K operatornak.

Masrészt, ez az atlyukasztott kor a folytonos I' gdrbe végtelen sok pontjat
fogja tartalmazni, vagyis az Sy spektrumat. Ellentmondéshoz jutottunk.

Tekintsiik most az altalanos esetet, amikor a I' gérbe viselkedését semmilyen
Ujabb kovetelmény nem korlatozza.

A 24, 7.1, 7.2. tételek miatt minden esetben talalhaté olyan &=0, hogy bar-
mely K, linearis korlatos olyan operator esetében, amely eleget tesz a

|K—K| <6
feltételnek, a i, pont &-, vagy &.-pont.

Legyen
k(t), ha |t/ <N,

hn (1) = {0, ha || =N,
és tekintsitk a ky(¢) fuggvénynek megfeleld Ky operéatort.
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Nyilvanvald, hogy elég nagy N esetén

-N oo
(10.5) K—Knl=( [ + [V k] di <2
—oco N
Mivel a
oo N
A= [ eky(ydi= [ e¥k(t)dt (—co<& <o)
—o0 -N

gérbe analitikus, ezért a mar bizonyitottak szerint a

b= [ eftoky(r)dt
pont a Ky operator spektrumédnak olyan pontja lesz, amely nem tartozik annak
-, vagy @, -halmazahoz, és ezért, a A, pont nem fog a

K = Ky+(A—g)I

operator @-, vagy ¢.-halmazdhoz tartozni.
Masrészt a (10.5)-nek megfeleléen

[2g—Ao} < /2
és
|K—K’| = [K—Ky|+ 12— 4| < 6.
Ellentmondashoz jutottunk.

2. Jeloljiik €, -szal az L,(0, =) teret. Barmely k€ fiiggvényhez hozza fogunk
rendelni két operatort:

Kug() = [ k(t—s)g(s) ds,

Kpg(t) = [ k(t+s)g(s) ds,
0
amelyek €, -t 6nmaga részébe képezik le. Nem nehéz beltni, hogy a Kj, és K,
operatorok korlatosak, mégpedig
|Kul = [kle € |Ki|= f Ik (2)] at.
0

Kideriil, hogy ezen kiviil:
3°. A K,, operator teljesen folytonos.
Valéban, ha f=K,,g (g€€,), akkor

flf(t+h)—f(t)|dt§f f k(t+s+h)—k(t+s)||g(s)|ds dt =

oo

= lgle, [ k@+R—k@]dr (h>0).

—co
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Ilyen médon, a K,, operdtor az [g|lg, =1 egység szférat egy olyan €c@€,
korlatos halmazba képezi le, amelyre tetszéleges e¢=>0-nak megfelel egy olyan 6=0,
hogy 0=h<4d esetén

[ 1 fe+—fOldt <e (f€6).
0
Mivel, ezen kivill, elég nagy N-re az 6sszes f€E esetén fennall az
[lrolde= [ [ k@+s)lle@)ds= [ k@)]di<e
N —-N © N

egyenlStlenség, ezért Riesz FRIGYES [34] ismert kompaktsdgi kritériuma szerint
az € halmaz kompakt a €, -ban. A 3° illitast bebizonyitottuk.

4°. Barmely olyan pont, amely nincs rajta a I’ gorbén, a K;; operator &-
pontja.

Valéban, ha A,¢I, akkor A, a € térben difinidlt K operator reguldris
pontja.

Tekintsiik, masrészt azt a €7 teret, amely az f;€€, (j=1,2) koordinatiju

kétdimenzids f(£)={f,(t), /2(t)} vektor-fiiggvényekbdl all, a norma kovetkezd
definicidja mellett:

|f1 = 1Ale, I fle, = [ (AOI+1£0)) @
(/]

A @7 tér ekvivalens a € térrel a kovetkez6 izomorfizmus miatt: barmely
f€C€-hez hozza van rendelve egy f€C’, az

. L) = f@), @O =f(-1) O=1<c)
toérvény szerint.

Ezen ekvivalencia miatt a K operator felfoghaté €7 -ben definialt operator-
ként, mik6zben ha
f= Kg,

akkor

A = [ k=)@ ds+ [ kt+5)g.(s) ds,
(10.6) ’ ’

L@ = [ k(—t=s)g.(s) ds+ [ k(s—1)g:(s) s,

vagy, egyszerisitett irasmddban

{fl = Kig1+ K128
J2 = Kugr+ K g,

K= [Kll KIZ] ]
K21 K22

MTA IIl. Osztdly Kozleményei 23 (1974)
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A K operatorral parhuzamosan tekintsiik még a

K; O 0 K,
D= [ 11 T= 12
0 K Kn O

egyenléségekkel definidlt D és T operatorokat.

A K,, operatornak a magja a K;; operdtor magjanak a transzponaltja. A K,
operator ugyanolyan tipusu, mint a K, operator. Nyilvanvald, hogy a 3° 4llitas
miatt, a T operator teljesen folytonos.

Kovetkezésképp a D és K operatorok ¢-halmazai egybeesnek. Ezért, ha
Ap§ I, akkor, 1évén az az 1° allitas miatt a K operator regularis pontja, egyben a D
operator ®-pontja lesz x5,(A,)=0 indexszel.

Mivel pedig a D operator a Kj; és K,, operatorok direktdsszege, amely
operatorok mindegyike €, térben definialt, igy a 4, a K;; és K,, operatorok
mindegyikének szintén @-pontja lesz, mikézben

xp(Ay) = xxu(j-o)'i‘xxzz('{o) = 0.

A 4° allitast bebizonyitottuk.

Bizonyos analitikus eszk6zoOket felhasznalva, pontosabb allitast is megfogal-
mazhatunk (1. [44]).

5°. Ha a /A, pont nincs rajta a I' goérbén, akkor az nem &-pontja a K;; opera-
tornak

%00 =5 [ dyarg (A ~A)

indexszel, ekézben, ha x¥=x(1,)=0, akkor a K,—A,I operator d-karakterisztikija
(0, %) alakl, ha pedig x<O, akkor a Kj;—A,] operator d-karakterisztikaja
(—x,0) alaku.

Ilyen mdédon, ha x(4;)<O, akkor a

(10.7) S k—5)gls) ds—Aog(t) = 1)

inhomogén egyenlet tetszGleges f€ L7 (0, =) esetén megoldhatd az L,(0, «) osz-
talyban, mik6zben a homogén

(10.8) f k(t—s)p(s)ds—Ai,0(t) =0

0

egyenletnek ugyanabban az osztalyban pontosan —x(4,) linearisan fiiggetlen meg-
oldasa lesz. Ha viszont x(4y)>0, akkor a homogén

(10.9) f k(s—2)W(s) ds— AW (£) = O

MTA Ill. Osztdly Kozleményei 23 (1974)
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egyenletnek pontosan x(4y) linearisan fiiggetlen ¥; (j=1,2,...,%) megoldisa
lesz, a (10.7) inhomogén egyenletnek pedig akkor és csakis akkor fog 1étezni g€
€L,(0, ) megoldasa, ha teljesiilni fognak a

[ ds=0 (j=12,..,%

feltételek.

Ezen feltételek teljesiilése mellett a g€ L, (0, <) megoldas egyetlen lesz.

Meg lehet mutatni [44], hogy a (10.8) és (10.9) egyenletek mindegyikének ugyan-
azok a megoldasai ugy az L, (0, «)-ben, mint a konjugilt M (0, «) térben (az Osz-
szes korlatos mérhetd filiggvények terében). Mivel pedig a K;; operator barmely
korlatos fliggvényt folytonosba visz at, igy a (10.8) és (10.9) egyenletek emlitett
megoldasai folytonos fliggvények. 14

Amig a K operator spektruma a I’ gorbe pontjainak a halmazabdl all, a K,
operator spektruma a I' gbrbe pontjainak a halmazibdl és @-pontok olyan egész
tartomanyaibdl all, amelyeket a I' gérbe hurkai hatarolnak.

A komplex térben a I' halmaz altal kimetszett kiilonb6z6 tartoméanyok indexé-
nek a meghatarozasa soran szerepet jatszhat az, hogyan futja be azt a A=A(&)
pont, amint a ¢ befutja a (— oo, =) intervallumot.

Az 1. és 2. abran két kilonbo6z6 olyan I'; és I', gorbét mutatunk be, amelyek
pontjainak a halmazai egybeesnek, viszont amelyeknek a komplex térnek kiilénbozé
d-komponensekre valo felbontasa felel meg.

A @-komponensekben szimokkal jelSltiik azok indexét.

10.1. MeGJEGYZES. Legyen most €, a kovetkez§ terek egyike:
(10'10) Lp(o, °°) (p = 1)7 M(09 °°)7 MC(O’ °°)’ C(Oa °°)9 CO(O’ oo)’

ahol M (0, =) (cM(0, «)) — az Osszes folytonos korlatos f(r) (0=r<oo) fiigg-
vények tere, C(0, ) pedig az 6sszes olyan folytonos f(¢) (0=r<<) fliggvények
tere, amelyek hatarértéke f(°°)=,lin°1 S(@), ésvégil, Cy(0, ) a C(0, =) olyan része,
amely az f()=0 egyenldségnek eleget tevs fliggvényekbdl all.

Konnyt belatni, hogy a (10.6) €s (10.7) egyenlGségek ezen terek barmelyikében
korlatos operatorokat hatiroznak meg, méghozza a masodik koziliik teljesen foly-
tonos. Ekdzben szem el6tt kell tartani azt, hogy az L,(0, =) (p=1) tér esetében
a (10.6) és (10.7) intervallumokat Ggy kell érteni, mint az

N N
[ k@—s)g@s)ds, [ k(t+5)g(s) ds

integralok hatarértékét N—oo mellett az L,(0, o) metrikajaban.
Kideriil [44], hogy a 4° és 5° allitasok és az utanuk kovetkezdk teljes mértékben
érvényben maradnak, ha a €, tér helyett a (10.10) terek egyikét vessziik.

14 S6t, meg lehet mutatni [44], hogy ha x=3¢(4,)<0, akkor a (10.8) egyenlet megoldasaihoz
konstrualhato abszolut folytonos ¢, ..., ¢. fliggvényekbdl olyan bazis, hogy

d .
Pi+1 = d_t% G=1,2,...,x+1).
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A €, =L,(0, «) térben a (10.7) egyenletet el6sz6r J. M. RAPOPORT [31] vizs-
galta, aki, mas mddszerekkel, és a k(¢) fiiggvényekre tett bizonyos potlélagos meg-
szoritasok mellett, bebizonyitotta erre az 5° allitast (I. Ggyszintén a [62]).

3. Részletesen foglalkoztunk a (10.7) skalaris egyenletre vonatkozé egész sor
eredmény levezetésével (amelyet bizonyos analitikus apparatus segitségével részlete-
sebben is meg lehet vizsgalni), azzal a céllal, hogy egy egyszerii eseten illusztraljuk
azokat az altalanos eredményeket, amelyek eredményben maradnak a (10.7) tipusu
integral egyenletek rendszereire is, ha az emlitett analitikus apparatus alkalmazha-
tatlanna valik.

Tekintsiik most az egyszeriisitett formaban

(10.11) [ k(t—s)g(s) ds—ag(t) =f(t) (—o> <1< )

alakban leirt integral egyenlet rendszert, ahol
k(@) =kl (o <t=<o)

egy matrix L,(— o, «)-beli elemekkel, a g és f valamely n-dimenzids vektor-
fliggvények L,(— o=, )-beli koordinatakkal.

Az utobbi vektor-fliggvények terét G-el fogjuk jeldlni, feltéve
|fle = [ Alet | Lele+ ...+ file-

Részletesen leirva a (10.11) rendszer igy néz ki:

é [ kjult=5)8.(s) ds—2g; () = f;(t) (j=1,.ccom; —oo <1< o).

Amint a skalaris esetben is (feltételezve el6szér 1=1-et), alkalmazzuk a (10.11)
egyenletre a Fourier-transzformaciot, és azt kapjuk, hogy

(10.12) [ -1%() =F(), (—==<{ <),
ahol

(—oo <& < )

H (&) = fk(t)e"f'dt=“ fkje(z)efétdt

1
matrix-fliiggvény, a 4(£) és F(£) pedig vektor-fiiggvények:

co

9O = [ene*da, FO= [fn)ear

— oo

Ha det (o' (§)—1,)0, akkor, hasznalva WIENER emlitett tételét, azt llithatjuk,
hogy 1étezik olyan

g() =19 (- <1< o)
matrix, hogy

(HO-L) =20 -1,= [ eq@)dt (—w=<E<o),
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akkor pedig a (10.12)-b6l azt kapjuk, hogy

gt)= [ qt—s)f(s)ds—f(t) (—oo<t=< ).

—oco

K-n most a G-ben definialt olyan korlatos operatort értve, amelyet a

Kg = jok(t—s)g(s) ds

egyenléség hatiroz meg, nem nehéz arra bebizonyitani az 1°-el analdg allitast.
I’.A K operator spektruma egybeesik az Osszes olyan pontok halmazaval,
amelyekre
A(¢; 2) =det(AH(E)—AL) =0

valamely ¢ (—o=£f< ) esetén. |
A K operatorra érvényes marad az ugyanolyan okoskodassal bizonyitott *

2° allitas. ‘
Legyen ('}'I+ az n-dimenzidés olyan f={f, ....f,} figgvények tere, amelyek

komponensei a €, -bdl valok. Az eldbbieknek megfelelfen K;,-¢l jelGlve a

Kug = [ k(t-5)g(s) ds

operatort, ahol g€&+ , az n=1 esetben felhasznalt fejtegetésekhez teljesen hason-
Iéan be lehet latni a kovetkezd allitas részét.

10.1. TETEL. Legyen A(#0) a komplex sik olyan pontja, hogy
(10.13) AE; 1) #0 (—oo < & < o),

Akkor A a Ky, operdtor ®-pontja és indexe kiszdmithaté a

{1 =
(10.14) sy () = =~ _Z dearg A(¢; A)
képlettel.

Az utdbbi allitas a kdvetkez6 mddon bizonyithato be.

Abban az esetben, ha #(£) egy olyan matrix, amelynek elemei a ¢ raciondlis
fiiggvényei, a képlet ellendrizhetd a

(10.15) f k(t—5)o(s) ds—Ap() = 0,

(10.16) [ W (©k(s—t)ds—ap' (1) =0% (0 =1< o)
0
homogén egyenletek leheté megoldasainak kodzvetlen kiszamitasaval.

15 A w(t) vektort mi ugy képzeljiik el, mint egy olyan matrixot, amely egy oszlopbdl all;
w’(t)-vel ugyanazt a vektort jeloljiikk, de amelyet olyan matrix abrazol, amely egy sorb6l all.

17+ MTA I1I1. Osztdly Kézleményei 23 (1974)
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Mivel a k(¢) matrix elemei az L,(— <o, =) tér norméajaban tetszSleges pontos-
saggal approximalhatok ezen tér olyan elemeivel, amelyek Fourier-transzformaltjai
racionalis fliggvények, igy, felhasznalva az index stabilitasarél szolé 2.4. tételt,
kénnyen belathatjuk a (10.14) képlet igaz voltat altalanos esetben is.

A 10.1. tétel azt jelenti, hogy a (10. 13) feltétel teljesiilése mellett a (10.15),
(10 16) egyenletek mmdegylkenek véges szamu linearisan fiiggetlen megoldasa lesz

a (€ -ben, és ugyszintén az ‘.IhJr konjugélt térben, amely a mérheté korlatos
komponensu 0sszes n-dimenzids vektor-fﬁggvényekbc”)l &ll a (0,e) intervallumban.
A (10.14) képlettel kapott x(4) index a Py, () —ak,,(4) kiilonbséget adja, ahol

ok, (A) a(10.15) egyenlet linedrisan fiiggetlen megoldasainak a szdma a &+ térben,

a fi,, (%) pedig a (10.16) egyenlet linearisan fiiggetlen megoldasainak a szima az 93!+
térben.
Viszont, mint a skalaris esetben, egy sor potldlagos okoskodas segltsegevel meg

lehet gy6z8dni arrdl, hogy a (10.15) és (10.16) egyenleteknek a €+ és EUE+ oszta-
lyokban ugyanazok a megoldasai.

Az inhomogén f k(t—s)g(s)ds—7ig(®)=f(t) (fE("iJr) egyenletnek lesz megol-
0

dasa é+ -ben akkor és csakis akkor, ha f Y’ (s) f(s)ds=0, ahol ¢ a (10.16) egyen-

1}
let tetszbleges korlatos megoldasa, mikdzben

W ($)f(s) = 2 £1(5)9,().

A (10.16) egyenlet vonatkozasdban a 10.1 megjegyzéssel analég megjegyzés
tehetd n=1 esetére.
A (10.17)-re vonatkozo tovabbi részleteket 1. a [46]-ban.

Kiegészité megjegyzések és irodalmi utaldsok

1. §. Két altér nyildsdnak a fogalmat a [19] vezeti be. EbbGi a cikkbdl vettiik
ata 1.1. tételt. Megjegyezziik, hogy az 1.1. tétel bizonyitasaban hasznalt K. Borszuk
tétel ekvivalens L. A. LUSZTERNYIK és Z. G. SNIRELMAN a projektiv terek kategoriaja-
rol sz616 tételének bizonyitdsaban a f6 lemméval [47]. Ezen lemma elemi bizonyi-
tasat adjak M. A. KraszNOsZELSZKIJ és Sz. G. KrEIN [48]. K. Borszuk tételénck
részletes leirast 1. [49]-ben.

2. §. a) A normdlis feloldhatésdgnak fogalmat a korlatos operatorokra F.
HausDorrF a [38] cikkben vezette be, ugyanott mutat ra az operatoroknak a nor-
malis feloldhatésaggal ekvivalens kiilonbozd tulajdonségaira. (1. gyszintén a [28]-at).

b) A 2.1. lemmat Hilbert-terekre J. M. GLazMmAN [50] bizonyitotta be. Ennek
altaldnositdsat Banach-terekre a [18] cikk adja.

c) Az ismert tipust szingularis integrdl egyenletekre vonatkozé 2.1. tétel koz-
vetlen kovetkezménye volt F. NoOETHER analitikus képletének az indexr6l (1. [6]).
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A 2.1. tételt Banach-térbeli korldtos operatorokra eldszor F. V. ATKINSzON [12]
bizonyitotta be. A tételnek maés, sokkal attetszGbb bizonyitdsat, amely egyben
annak 4ltaldnositasat is lehetGvé teszi a nem korlatos operatorok esetére, a [18]-ban
talaljuk. Ezt a bizonyitdst itt ismertettiik.

d) A @-operatoroknak véges dimenzids bovitésérdl sz616 2.2, lemmat a [16] adja.

e) A Hilbert-térben definialt korlatos operatorokrdl sz6lo 2.3. tételt, és fel-
tételeinek olyannal valé felcserélhet8ségét, hogy B, véges és az A4 operitor regula-
lizdlhaté, Sz. G. MIHLIN bizonyitotta [8]. Kés6bb a [13]-ban tisztdzédott, hogy
ezek a feltételek ekvivalensek az A4 operator normdalis feloldhatésagival és d-
karakterisztikdjinak végességével.

A Banach-térben definialt korldtos operdtorokrol szolé 2.3. tételt elGszor
J. V. ATKINSZON bizonyitotta be [12] dolgozatiban, amely nagy késéssel jelent
meg (bemutatva 1948. IX. 2. és publikalva 1951-ben). Ezzel egyidében jelent meg
J. C. GoHBERG dolgozata (bemutatta 1950. XII. 4), amelyben szintén szerepel a
2.3. tétel.

Nem korlatos operatorok esetében a bazissal rendelkezd terekben ezt a tételt
bebizonyitottak a [16] dolgozatban, altalanos esetben pedig egymastdl fiiggetleniil
a [18] és [17]-ben, mégpedig utdbbiban a tétel tovabbi altalanositasa talalhatd (1. lej-
jebb a f}-et).

f) A 2.4. tételt nem korlatos operatorokra a (2.7) egyenlStlenség nélkiil eldoszor
J. V. ATKINSZON bizonyitotta be mar emlitett [12] dolgozatiban. Tdle fiiggetleniil
J. C. GouBerG [13] dolgozatiban kevésbé altalinos megfogalmazisban ismerteti
a tételt (bar a bizonyitdsbdl kovetkezik a tétel az F. V. ATkinszoN-féle megfogal-
mazasban is). A (2.7) egyenlStlenség a tételnek a nemkorldtos operatorokra vald
altalanositasdval egyiitt M. G. KreIN és M. A. KraszNoszeLszkly [16] nevéhez
fiizddik. A (2.7) egyeniGtlenség bizonyitasit a [16] dolgozatbdl vettiik 4t.

g) Amint mar megjegyeztiik, a 2.§ 5. pontban leirt egyszer{i fogas, amely
lehet8vé tette a 2.3, és 2.4. tételek 4ltaldnositdsit nem korldtos A4 operdtor A-
korlatos vagy A-teljesen folytonos operdtorral valdé perturbiciéjanak az esetére
SzOKEFALVI-NAGY BfLA [21] érdeme.

3. §.a) A 3.2. tétel valésziniileg j.

b) A 3.3. tételt korlatos operdtorokra és azon feltételezésben, hogy a tekintett
G komponensben létezik legaldbb egy reguléris pont, Sz. M. Nixorszkws [10] fedezte
fel. Altalanos esetben korlatos operatorokra a tétel a [18]-ban taldlhats. Utébbi
dolgozatban megtalilhat6 igyszintén a 3.5. tétel és a 3.6. tétel korldtos operdtorokra.

c) A 3.7. tételt abban a specialis esetben, amikor az 4, a A polinomja és leg-
alabb egy A értékre az A, operator invertdlhatd, az [51] és [17] dolgozatokban
bizonyitottak. Erre a specialis esetre a tételt korabban, mellesleg, a [26] dolgozatban
mutattak ki.

4, §. a) A 4.2. tétel korlatos operdtorok esetében implicite benne van Sz. M.
Nikorszku [10] dolgozatdban. Az itt ismertetetthez kdzeli megfogalmazasban a tételt
M. A. GoLDMAN és Sz. N. KrRACSKOVSZKIY [22] bizonyitottdk, A tétel tovabbi alta-
lanositast nyert a [23), [24], [25], [45]), [52], [53] dolgozatokban.

b) A 4.3. tételt, valésziniien itt fogalmaztuk meg el8szér, bar az egyszertl
kovetkezménye az 1.2. és 4.1. tételeknek. Az 1.2. tétel segitségével SZOKEFALVI-NAGY
B. kordbban a [21] dolgozatban a 4.3. tétellel rokon allitisokat taldlt a B Banach-
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sz

térben definialt linedris zart A4, operator olyan perturbicidjardl, amelyek mellett
az atmegy

a1 A, x = Agx+eA;x+e2 Ay x+ ... +e"A,x+...

alaki A, operatorba, ahol az A,(n=1,2,...) linearis Ay-korlatos operatorok,
az ¢ pedig egy szam, mégpedig az (1) sor konvergens minden x€7D, -ra valamely
le]<r korben.

5. §. a) Az 5.1. tétel valdsziniien 1j. Abban a specidlis esetben, amikor a H
operator korlatos, B pedig teljesen folytonos, ezt a tételt M. Sz. BRopszkD bizo-
nyitotta be 1954-ben (aki azonban nem publikalta azt), és sziikebb megfogalmazasban
ugyanabban az idGben J. L. SMULJIAN [54] is bebizonyitotta. Az 5.1. tétel lehetGvé
teszi J. M. GELFAND [32] egy eredményének a pontositasat és altaldnositésat.

b) Lehetséges, hogy az 5.2. és 5.4. tételek hjak.

6. §. Ezt a paragrafust teljes egészében M. G. KREIN, M. A. KRASZNOSZELSZKIJ
és D. P. MiLmaN [19] dolgozatabol vettiik 4t.

7. §. Ennek a paragrafusnak minden eredményét, kivéve az [52]-bl vett 7.3.
lemmat, elszor publikdljuk. A paragrafus eredményeinek vannak bizonyos érint-
kezési pontjai F. V. ATKINSZON [55] dolgozatinak eredményeivel.

8. §. A 8.2. tételt korlatos operatorokra Sz. N. KRACSKOVSZKI bizonyitotta
a [25}-ben, a Hilbert-tér zart operatoraira pedig az [52]-ben. Az itt alkalmazott
bizonyitasi médszerek sokkal egyszeri{ibbek és vildgosabbak, mint a [25], [52])-ben
alkalmazottak. Ennek a tételnek a tovabbfejlesztését 1. [45]-ben. A paragrafus végén
tett megjegyzést illeten 1. a [25], [45], [56], [57]-et.

9. § a) A 9 Hilbert-tér és zart operator specialis esetére a 9.2. tételt M. A.
KRrAsZNOSZELSZKI [58] bizonyitotta be. Azutin az [59] doigozatban egyszerii bizo-
nyitdst kapunk a tételre Hilbert-térben értelmezett tetszGleges linedris operator
esetében.

Banach-terekben 9.2. tétel bizonyitasat a [19] adja.

b) A 9.3. tételt (abban a feltételezésben, hogy a H Hermite-féle operator
értelmezési tartomdnya sfirii), M. A. NaiMarRk [60] vette észre.

c) A 9.4. tétel, valosziniileg 0j.

10. §. a) Az 1. és 2. pontok eredményei benne vannak a [44] cikkben, azonban
itt ) megkdzelitésiikkel van dolgunk.
b) A 3. pont eredményei Gjak. Azok tovabbi fejlesztése a [46]-ban talalhatd.
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