UBER DAS ALGEBRAISCHE INTEGRAL DER MIKUSINSKISCHEN
OPERATOREN

von
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Einfiihrung

Die Verfasser beschiftigen sich in dieser Arbeit mit dem sogenannten
algebraischen Integral der Mikusinskischen Operatoren. Sie setzten die Kennt-
nis der in [1] nidergelegten Grundlagen der Mikusinskischen Operatorenrech-
nung sowie der dort gebrauchten Bezeichnungen voraus; so werden hier diese
nicht geschildert.

Wie bekannt, ist die MikusiNskische Definition der algebraischen Ablei-
tung die folgende (Siehe [1]):

Ist @ = {a(t)} € L, so ist

(1) Da = D{a(t)} = {— ta (1)}

und fiir beliebige Operatoren x = %, byee L, c#0
¢
2) DmZCDb:bD—C,
pr
hierbei bedeutet L die Menge der im Intervall <0, o) lokal integrier-
baren Funktionen. Es ist leicht ersichtlich, dass diese Definition
korrekt ist, da einerseits die algebraische Ableitung des Operators z von seiner

Herstellungib—} unabhiingig ist, andererseits, falls x € L, so folgt aus (2)
c

Dx = { — tx(t)}.
Die folgenden Eigenschaften der algebraischen Ableitungen sind leicht beweis-
bar:

Beziiglich der Operatoren a, ¥ und der Zahlenoperatoren C,, C, gelten
die folgenden Zusammenhinge:

D(c,x + ¢yy) = ¢,Dx+ ¢,Dy, Dxy = yDx+ xDy ,
pE _ yor by Y0

y i
MikusiNSKI hat weiterhin in [1] gezeigt, dass die algebraische Ableitung
eines beliebigen rationalen Ausdruckes von der Form
an8" 4 ap 18" +... ta

ﬁmsm+ ﬁ',m_lsm»1 + Sy + /30
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des s Differentiationsoperators durch formelle Differenzierung nach s bestimmt
werden kann. Demgemiss wird das Symbol D der algebraischen Ableitung auch

mit ‘—;l— bezeichnet. Die Verfasser gebrauchen in dieser Arbeit die Bezeichnung
s

D,: bzw. im Falle einer k-ten Ableitung, die Bezeichnung D¥ (k =1,2...).
In [2] weist MIKUSINSKI weitere wichtige Eigenschaften der algebraischen
Ableitung nach. Es sei a eine beliebige Zahl, so ist

Da=0
und umgekehrt, besteht fiir irgendeinen Operator der Zusammenhang
D=0,

so ist @ eine beliebige Zahl. Ist weiterhin der Operator w ein Logarithmus
(siehe [1]), d. h. wenn die Exponentialfunktion ¢* existiert, so besteht

(3) De¥” = Dw-e".

Die Verfasser werden im weiteren von diesem wichtigen Zusammenhang
Gebrauch machen.

Mit dem Problem der Inversen der algebraischen Ableitung hat sich als
erster E. GeszreLy1 [3] beschiiftigt. In seiner Arbeit betrachtet er — nach
Definition des algebraischen Integrals, und nach Untersuchung seiner elemen-
taren Eigenschaften, — die Losung von gewohnlichen linearen Differential-
gleichungen mit Polynom-koeffizienten mit Hilfe der Operatorenrechnung.
Sein wesentliches Ergebnis besteht aus dem Beweis, dass jede stetige Funktion
algebraisch integrierbar ist, und er gibt auch das Integral an. Die Verfasser
beschiftigen sich in ihrer Arbeit eingehender mit dem Problem der algebrai-
schen Integrierung. Die erhaltenen Ergebnisse sind allgemeiner, und die Bewei-
se sind einfacher, als in [3].

Es wird beweisen, dass jede im Intervall < 0, o) lokal integrierbare
Funktion auch algebraisch integrierbar ist. Weiterhin wird die Bedingung ange-
geben, unter der das algebraische Integral einer lokal integrierbaren Funktion
eine lokal integrierbare Funktion herstellt. Es wird die Frage der algebrai-
schen Integrierung der auch im negativen Bereich definierten Funktionen
untersucht. Im weiteren wird die algebraische Integrierung solcher spezieller
Operatoren, die keine Funktionen sind, betrachtet. Die Arbeit schliesst mit
Satzen beziiglich unendlicher Reihen, bzw. mit dem sehr allgemeinen Satz
itber die algebraische Integrierung endlicher Distributionen.!

§. 1. Das algebraische Integral und seine Eigenschaften

Definition. Wenn zu einem Operator a ein solcher Operator b angegeben
werden kann, dass
(4) Db=a
so wird der Operator b das algebraische Integral des Operators a genannt, und
mit
(5) b=D"a

! Die Frage der algebraishen Integrierbarkeit eines beliebigen Operators ist zur
Zeit noch nicht entschieden, jedoch ist bis jetzt kein Gegenbeispiel bekannt.
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bezeichnet. In diesem Falle heisst der Operator a algebraisch integrierbar.

Im weiteren werden wir von zwei Sitzen aus [3] Gebrauch machen. Diese
sind die folgenden:

1.Sind die Operatoren a und b algebraisch integrierbar, so ist der Operator

la-+ ub

ebenfalls algebraisch integrierbar, und
D 1[la+ ubl=2D"1a + uD71b

wobei A4 und u beliebige Zahlen sind.

2. Alle algebraischen Integrale eines Operators unterscheiden sich nur
in beliebigen Zahlenoperatoren.

Nun beweisen wir den folgenden Satz:

Satz 1. Jede tm Intervall < 0, oo) definierte, lokal integrierbare Funktion
[ ist gleichzeitig auch algebraisch integrierbar, und

t
(6) B e s{ jmdr},
T
t,

wobei t, > 0, beliebig gewdihlt werden kann.
Beweis. Berechnen wir die algebraische Ableitung von (3). Die Regel
beziiglich der algebraischen Differenzierung des Produktes beniitzend, erhalten

s
_DSU’@ d,}:{_jzgd,}_sl;“‘ﬂ;d,}:

[

t

0 e 2

t,

[t 2ol

ty

2 Hierbei wurde die behannte operatorische Differentiationsregel fiir total stetige
Funktionen

s{F(1)) = (') + F(+ 0)

angewandt. Diese ist korrelxt da es leicht nachweisbar ist, dass die Funktion
t

[I(TT) dr lokal integrierbar, ¢ |"f< dr auch in der Umgebung von Null total stetig

-{a tn
ist und

t
1imtff(7’)dr=o

t—0

fiir jede lokal integrierbare Funktion f(t) .
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Aus (6) ist es ersichtlich, dass das algebraische Integral einer Funktion
im allgemeinen keine Funktion, sondern ein Operator ist. Die Frage nach jenen
lokal integrierbaren Funktionen, deren algebraisches Integral — von einer addi-
tiven Konstanten abgesehen — ebenfalls lokal integrierbar ist, kann leicht
beantwortet werden. Diesbeziiglich gilt der folgende:

Satz IL. Das algebraische Integral einer lokal integrierbaren Funktion f(t)
ist damn und nur dann eine lokal integrierbare Funktion, falls die Funktion
[f(t)[t ebenfalls lokal integrierbar ist. In diesem Falle besteht

(1) D-1(t) = —f(T”.

Beweis. a) Die Bedingung ist notwendig. Ist iUl keine lokal integrierbare

Funktion, so ist die Funktion

in (6) in der Umgebung von ¢ = 0 nicht beschrinkt, und durch (6) wird in
diesem Falle keine Funktion hergestellt.
f(t)

b) Die Bedingung ist hinreichend. Es sei— auch in der Umgebung von
¢

Null lokal integrierbar. In diesem Falle kann in Formel (6) {, = 0 gewihlt wer-

den, und es besteht
t
- {fr2e}
T
0

Durch Wahl von F(¢) :Jf(—r)dr und durch Anwendung der Formel
7
0

s{F(t)} = {F'(t)} + F(+ 0) erhalten wir

rt = —S{J‘f(—ﬂ (lr} — —‘M q-e.d.

T t
0

Folgerung 1. Ist f( ) (£ positiv, ganz) lokal integrierbar, so ist f(¢) mindes-

tens k-mal a]gebralsch lntegrlerbar, und das k-te algebraische Integral ist —
abgesehen von einem beliebigen Polynom (k¥ — 1)-sten Grades in s — gleich

o k[f}
(8) Dk f i

Folgerung2.Ist die lokal integrierbare Funktion in einer beliebigen rechts -
seitigen Umgebung des Nullpunktes gleich Null, so ist f beliebig oft algebraisch
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ntegrierbar, und das k-te algebraische Integral ist gleich

Df— (_1)k{f.(‘_)}.

tk

Die Siatze I und IL sind allgemeiner, als die entsprechenden Sitze von [3],
da dort die Berechtigung der algebraischen Integrierung nur fiir stetige
Funktionen nachgewiesen ist, und als Bedingung der Herstellung der

Funktion——& durch das algebraische Integral wird die Existenz von

t
f)

lim=—— angegeben.
-0 ¢
Satz IIl. Es existiert das algebraische Integral des Operators 1](s — a)P,

wobet o beliebige komplexe, und p beliebige reelle Zahl ist. Weiterhin besteht

Do = - p#1.

(s~c)”:1—p'(s—a)”‘l‘
1

8 =11

(9)

D = (a — 8) {e*logt}, p=1.

= {e""}, erhalten wir durch

Beweis. Es sei zuerst p = 1. Da
s—a

Anwendung der Formel (6)
t

- f7 o)

Partielle Integration ergibt
t
t
+ s{ a f e"'logrdr} —

t
—S{ f: d‘r}: —se*“log T
T ty
t

o 0

ty
= —s{etlogt — e*logt,} + {aetlogt} — a{ e log T dz}
g

d. h., von Konstanten abgesehen, ist

(10) B! LY (2 —8) {e"logt}.

S — oL

Es sei nun p > 1. Dann ist in (9)

1 1 L et
1—p (s—a)p! 1—p|lp-1]

Durch algebraische Differentiation erhilt man

1 { eat tp—l } . {eat tp—l} e 1
p—1I'p—1) r'op)) (s—ar
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Damit ist der Satz auch fiir p >1 bewiesen. Es sei schiesslich p < 1. Dann ist
in (9)

1 - 1[ | ]"
(1—pig—aPt 1—ple—ay?|

Durch algebraische Differentiation, beziiglich der Briiche geltenden Regel
entsprechend, und im Betracht ziehend, dass die Giiltigkeit des Satzes fiir
p > 1 bereits bewiesen ist, erhalten wir

' 1 1 1
D = —- — )2 e e T
T B P T | e e e

sicherlich

Folgerung. Ist p nicht eine positive, ganze Zahl, so ist ( v
s—a
beliebig oft algebraisch integrierbar. Satz I1I wird ergéinzt durch.

Satz IV. Ist p eine positive, ganze Zahl, so ist ( " ebenfalls beliebig
s§—a

oft algebraisch integrierbar.

Hierzu muss nur gezeigt werden, dass beliebig oft algebraisch

s—a
integrierbar ist.

Beweis. Auf Grund von (10) ist

D*l——l——: (a0 — ) {e*t log t} .

g= g

Nun berechnen wir das k-te algebraische Integral des Operators (o — s) -
- {eatlog t} (k ist pozitiv und ganz): Das Prinzip der unbestimmten, partiellen
Integrierung ist auch im Falle des algebraischen Integral giiltig. Dies folgt
unmittelbar aus der Definition des algebraischen Integrals einerseits, und aus
der Regel beziiglich der algebraischen Integration der Produkte anderseits.
Schreiben wir die partielle algebraische Integrationsregel, die wir auch spater
nach gebrauchen werden, nieder:

Dt [uD"v] = uD" v — DuD"2p + ...

(=)D y - (=1)" D7 [v D" u], =215 2 0,
hierbei wird vorausgesetzt, dass die Operatoren «D" v, bzw. vD" u fiir die gege-
benen Operatoren « und v algebraisch integrierbar sind. Die Regel auf n =1
angewandt, und durch die Wahl von Dv = a — s, u = {e**log t} erhalten
wir

D 1[(a —s) {etlogt}] = #‘ {e*t logt) —
(11} .
— D1 [(—8;201 {t e log t}“ :



UBER DAS ALGEBRAISCHE INTEGRAL DER MIKUSINSKISCHEN OPERATOREN 27

Formen wir nun — unter Beriicksichtigung der operatorischen Differentiations-
regel — die rechte Seite von (11) folgendermassen um:

D [—_(S o 9P et log 13| =

= % D71[(s — a) {e*'logt 4 ate*logt + e} — (s — a) {ate! log 1}] =

= %D—l [(s —a) {e*!logt + e'}] =

— % D~1[(s — a) {e*t log t}] + % D1[(s — a) e] =

- % [D—1 (s — a) {evlog 3] + % )

Durch Einsetzung von (12) in (9) erhalten wir:
(13) D7 1[(a —s) {e*tlogt}] = — (s — a)? {e*logt} —s.

Offensichtlich kann die rechte Seite von (13) ebenfalls partiell integriert werden.
Wir erhalten — ohne Angabe der ausfiihrlichen Berechnungen — durch
k-fache partielle Integration

o (8 — a)kt 1 (s — a)*
1 D k ey at 1 T at | AR
(14) [(@ —s) {e*'log 1] = {e og t} — = ] P

=112 e

Bemerkung. Aus Satz III., aus seiner Folgerung, sowie aus Satz IV folgt
direkt, dass ein jeder beliebiger rationeller Ausdruck des Operators s

a,s"+ ... +a,
bps™+...+b,

beliebig oft algebraisch integrierbar ist, da dieser als Summe eines Polynoms
Cr
(8 — ay)Px

Der folgende Satz ist die Verallgemeinerung eines Satzes von [3], der
dort nur beziiglich stetiger Funktionen bewiesen ist.

Satz V. Ist die lokal integrierbare Funktion f in einer beliebig kleinen,
rechtsseitigen Umgebung des Nullpunkts k-mal stetig differenzierbar, so ist sie
auch k-mal algebraisch integrierbar, und abgesehen von einem additiven Polynom
(v — 1)-sten Grades von s, besteht

P(s) und Glieder von der Form dargestellt werden kann.

If S ,t—f(e)
» 9:0 9
(15) g e o
v—1 (_ 1 o¢1f(n) [ v M 1 gv—e-1 ]
0=0 )'{ g4 u=1 W (v—g—l)!
—g—l, falls p < v — 1,

wobei M =
)i falls p = » — 1.
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Beweis. Schreiben wir die Funktion fin der Form

r—1 ‘v—l ¥ 1°
(16) f=fro -z Zeol+{3 0o 5.

0=0 9 0=0
Die Funktion

r—1 A4
fo -3 fo 0
,,,vi’:Ova,'/i v=1,2 ..k

ist auf Grund unserer Bedingungen iiber f(¢) lokal integrierbar, da sie im ¢ = 0
einen Grenzwert besitzt. Infolge der 1. Folgerung des Satzes II besteht

r—1

v—1 g0 f(t)_z f(g)
I)—”{f() > —f@0 ] ——(g_olfﬁt' -

0=0 Q
Das zweite Glied von (16) ist aber auf Grund der bisher Gesagten beliebig oft
algebraisch integrierbar, und durch etwas Berechnung erhilt man — mit

Beniitzung der Formel (14) fiir o = 0

=4 {Zf(r» : !}

0=0

5 1 (_ l)p+1f(9) (0) s’ ¢ v—o—1 1 Sv«gAl

{logt} -4 2 -

= ] . q.ed.

2=0 o! ‘(1'—9 (v—e—l)-

§. 2. Algebraisch Integrale beziiglich des Verschiebungsoperators
und der Funktionen der U -Klasse

Die folgende wichtige Eigenschaft des Mikusinskischen Verschiebungs-
operators h ist wohlbekannt. Es sei f eine beliebige, im Intervall <0, oo)
lokal integrierbare Funktion. Dann ist

0, fiir t= 2,

2 . -
(17) R f(t) = fit — ), fir t> 1, J reell.

Aus Folgerung 2 des Satzes III folgt unmittelbar der folgende
Satz VI. Ist f € L, so ist
Fity = htfit] 120
beliebig oft algebraisch integrierbar, und das n-te algebraische Integral ist — von
einem additiven Polynom (n — 1)-sten Grades von s abgesehen — gleich
(18) D" {F({t)} = (—1) {IZ?}

Die Funktion F(¢{) = h~ f (A >0) gehort der U-Klasse an und ist
lokal integrierbar (the [1]). Bis ]otzt haben wir das algebraische Integral
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der Funktionen dieses Typs noch nicht betrachtet. Bevor wir iiberhaupt zur
Betrachtung dieser Frage iibergehen koénnten, miissen wir uns mit dem
Problem der algebraischen Differentiation von Funktionen der U-Klasse,
also solcher Funktionen, die nur in einen endlichen Abschnitt der negativen
Halbgeraden von Null verschiedene Werte annehmen, beschiftigen. Die
Tatsache, dass jede Funktion der U-Klasse algebraisch differenzierbar ist,
folgt sogleich aus Formel (2) der Einleitung. Es kann nimlich eine beliebige
Funktion f € U durch entsprechend gewiihltes 2 > 0 als der Quotient zweier
Funktionen aus L aufgeschrieben werden:

_ N0 :

) l=_

/ 1% s

Nun ist es nur fraglich, ob die in der Einleitung gegebene Definition aus [1]
und [2] beziiglich der algebraischen Differentiation auch fiir Funktionen der
U-Klasse richtig bleibt. Also muss gezeigt werden, dass

(19) oy =" (—yuyeu.

Vorausgehend bemerken wir, dass

Dh* == De*s = — )¢ = — A h*, A reell.

Nun ist, mit einem entsprechend gewiihlten 1 > 0,
Dlh;f __In* DI f — IW fDI* _ DIW*f — fDIh*
In* *h? Ih?

—3_s!f(T_}')dT+f(llhl+l2kl) ’
= 0 — =sh*(—t [ fx—Nd7) +
0

lh*

2 }.f-{-h"‘j'f(r —Ndr= —h“lff(t—).)dr — B — )+
0 0

A =B d= — @ DI+ Af = —HfeU.

Hiermit wurde (19) nachgewiesen, also ist auf Grund der oben gesagten Bemer-
kungen die Problemstellung beziiglich der algebraischen Integration von
Funktionen der U-Klasse berechtigt.

Satz VIL Jede, im Intervall < — 2, o), 2 > 0 definierte, lokal integrierbare
Funktion f ist auch algebraisch integrierbar, und, von einer Konstanten abgesehen,
besteht

(20) D1f= —sh~*{F(t) — F(0)},

wibed F(z):(l" el 00 8 fe—4 :h‘lf(t)}eL.

t— 2 t— 2 t
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Der Beweis erfolgt analog zum Beweis des Satzes I:
— Dsh™*{F(t) — F(0)} =
— — WA {F() — F(0)} — s A {F (1) — F(0)} + sh* {{{ F(t) — F(0)]} —
= —h*{F(t) — F(0)} +sh*{(t—A) [F(t) — F(0)]} =
— — K {F(t) — F(0)} + k7 {F(t) — F(0) + f(t — A)} =
=h"ft—2)=f(t)eU.

Bemerkung 1. Die Formel (20) geht durch Einsetzung von 4 =0
nicht in die analoge Formel (6) von §. 1. beziiglich Funktionen, die im Intervall
< 0, o) definiert sind, iiber. Dort kann namlich ¢, > 0 beliebig, jedoch im

t

allgemeinen nicht gleich Null sein, da in (6) das Integral jf(—r) dv  moglicher-
T

0
weise itberhaupt nicht existiert. Dagegen ist es in (20) wesentlich, dass die
in den Klammern stehende Funktion im Nullpunkt verschwinde.

Bemerkung 2. Es ist leicht ersichtlich, dass dhnliche Sitze und Folge-
rungen wie Satz II, zusammen mit den Folgerungen 1. und 2., sowie Satz V,
auch fiir die Funktionen der U-Klasse angegeben werden konnen.

Satz VIIL. s seien p, 2 reelle Zahlen und o eine beliebige komplexe Zahl,
dann ist der Operalor

(21)

algebraisch integrierbar.

Beweis:

I. Es sei zuerst p > 0.

Ist 2 positiv, so folgt sogleich auf Grund von Satz VII, dass (21) beliebig
oft algebraisch integrierbar ist, und, von einem additiven Polynom im s
abgesehen,

3 0, fir t < 4,
it —is ) (1)K (f — 2\P—1 pa(t—2) J—) PR
(22) D (S_a)pe [-=1) (tp(p)zzk e Cfirtz A, I
Ist nun 2 negativ, so gilt, dass die Funktion
g g
v ; 05 fir t < 2
. e A . 2\p—1 pa(t—2)
o — o (f.mi%@e— , fiir ¢ > 2

in { = 0 im iiblichen Sinne differenzierbar ist, und deshalb auf Grund der
Bemerkung 2. des Satzes VII auch algebraisch integrierbar ist. Das algebraische
Integral ist — von einer additiven Konstanten abgesehen — gleich

ol f_ ANP—1 _ sat=A){y __ J\p—1 g A5p—1
e (—A) e =h (¢t — 1) }_e (— 4) s{log%”, 1> 2,

(23) :
I'(p)t I(p)
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wovon man sich durch algebraische Differenzierung von (23) leicht iiberzeugen
kann.
II. Es sei nun p < 0.
Ist « negativ und p ganz, so gebrauchen wir die Bezeichnung p = — m.
Anwendung der partiellen algebraischen Integration mit « = (s — a)™,
und D™ = e~ %, ergibt durch einfache Berechnungen

m — q\m—k+1 !
(24) Ds—aet— — gt ¥ mLEZ) ik

- o,
k=1 (m + 1— k) ! ;.k Am+1

Da die rechte Seite von (24) wieder eine Summe von Gliedern der Form

(s — a)e® ist, kann sie beliebig oft algebraisch integriert werden. — Ist
nun das negative p keine ganze Zahl, so ergibt — mit der Bezeichnung —p =
=m +¢(0 < e< 1l)mganz — die wiederholte partielle algebraische Integra-

tion mit w = (s — a)™¢, D™ 1y = ¢~ * durch einfache Berechnungen

n41 (g — @) +H—KDm + ¢ + 1)

=15 m+e p—As — __ p—As M
55 =R g i AL(m 4 2 4 e —k) v
A wldnato Fy )
]“’(6) Jm+1 g
WO
) fiirt < 4,
(26) F(t) = 1 eatt-ng — )~
i T(—e) furt=4> 0.

(25) ist sogar beliebig oft algebraisch integrierbar, da (26) beliebig oftalgebraiscix
integrierbar ist, und der Teil von (25), welcher keine Funktion enthilt, nur
aus der Summe von Gliedern der Form (s — a)* e=* besteht. Es ist hemerkens-
wert, dassdie rechte Seite von (24) ein Operator ist, und keine Funktion enhiilt,
dagegen (25) aus der Summe einer Funktion und eines Operators, der keine
Funktion herstellt, besteht.
Schliesslich erhalten wir fiir negative Werte von A, mit partieller alge-
braischer Integration,
D-](S e a)m]AEe,;.S — — =4S "‘S‘] (3 = a) m+e+1—k]"(m + € + 1)
= A'm+e4+2—k)

. HABY S B 1) LA R = e (f o AR
- I'(g) Am+1 { Ira—e }

(27)

= I'(m 4 e+ 1) e—%(— /1)—58 -
I'(e) Am+11'(1 — &)

. A = A= 00
A

Bemerkung. Aus Satz VIII. folgt sofort, dass der Operator
R(s)e=’s

algebraisch integrierbar ist, wenn R(s) ein rationaler Ausdruck in s ist.



32 FENYES—KOSIK

§. 3. Zwei Sitze iiber unendliche Reihen.
Das algebraische Integral endlicher Distributionen

Es gilt der folgende
Satz IX. Jede im Sinne der Operatorenrechnung konvergente, unendliche
Reihe ist beliebig oft, gliedweise algebraisch differenzierbar.
Beweis. Im Falle einer gleichmissig konvergenten Funktionenreihe
ist die Behauptung des Satzes trivial. Betrachten wir nun eine beliebige, im
Sinne der Operatorenrechnung konvergente, unendliche Reihe:

(28) Sa,—a.
k=1

Aus der Definition der operatorischen Konvergenz folgt die Existenz eines
Operators ¢, fiir welches a, = ¢b,, wobei b, € C und

oo

>b,=0b

n
k=1

fast gleichmiissig konvergiert. Berechnen wir nun die algebraische Ableitung
von (28):

Dj«,,:D[jqbn]zb[qun] ~ Sb,Dg+¢D 3t~
n=1 n=1 n=1 n=1

(29) n=1
= > (b, Dg + ¢Db,) = 3 D(b, q) = 3 Da, = Da.
n=1 n=1 n=1

Man kann also gliedweise differenzieren. Daraus folgt unmittelbar, dass (28)
beliebig oft gliedweise algebraisch differenzierbar ist, da der Operator a
beliebig oft algebraisch differenzierbar ist.

Aus Satz IX. folgt der nachstehende

Satz X. Sind die Glieder einer im Sinne der Operatorenrechnung konvergenten
unendlichen Reihe algebraisch integrierbar, und ist die durch gliedweisealgebraische
Integration erhaltene unendliche Reihe im Sinne der Operatorenrechnung konver-
gent, so ist der durch die wrspriingliche Reihe hergestellte Operator algebraisch
integrierbar, und die letztere Reihe gibt eben ein solches algebraisches Integral an.

Beweis. Es sei

(80) Z a,=a
n=1
die genannte konvergente Reihe, wo die a, algebraisch integrierbar sind. Es sei
b=D a5
und es existiere
(31) >b,=b.
n=1

Berechnen wir auf Grund von Satz IX. die algebraische Ableitung von (31)
D¥b,= 3SDb,=Sa,—a=Db q.e.d.
n=1 n=1

n=1

Zum Schluss beweisen wir einen Satz iiber endliche Distributionen.
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Satz XI. Jede endliche Distribution ist beliebig oft algebraisch integrierbar.
Unter einer endlichen Distribution verstehen wir Operatoren der Form
sk f. Hier ist k=10,1,2 ..., und f eine im Intervall < 0, o) definierte
Funktion, welche ein Element des Mikusinskischen Quotientenkérpers ist.
Beweis. Wir zeigen, dass das algebraische Integral einer endlichen Distri-
bution ebenfalls eine endliche Distribution ist. Daraus folgt auch, dass eine
endliche Distribution beliebig oft algebraisch integrierbar ist. ‘

(32) D3 f) = gtrig, uclL.
Es muss nur gezeigt werden, dass die Funktion u ebenfalls ein Element des
Quotientenkorpers ist. Durch algebraische Differentiation von (32) erhalten
wir
sf = D(s*1u) = (k + 1)s*u — s**1 {tu(t)} ,
=k +1)u — s{tu(t)} .

und die Division durch s ergibt

Sf )dr = (k+ 1 Szzdr—tu

woraus

—

t),

hieraus ergibt sich durch Substitution von »(f) = ( u(z) dz die Differential-

S

(

gleichung
(33) tw’'(t) — (k4 1) of =—jf

Die Losung dieser Differentialgleichung erhalt man durch einfache Berech-
nungen:

(1w dr o
(34) oft) = Okt 4- 0

(e > 0).

f(r)yde
k41 k—}—lJ Th+1

'34)ist fiir ¢ > 0 stetig differenzierbar, und es ist leicht ersichtlich, dass —

unabhiingig vom Wert der Konstanten €' — lim v(f) = 0 besteht. o(¢) ist
10
im Intervall < 0, o) total stetig, und seine Ableitung

(35) u(t) = Ct* — f (z) dt

T k+1
ist lokal integrierbar. Das Auftreten der Konstanten C ist die Folge dessen,
dass in (32) das algebraische Integral unbestimmt ist. Wird nimlich (35)
in die rechte Seite von (32) eingesetzt, so ergibt sich

t
18 f) = s"'“{Cl"’ — [Mdt} =

k1
(36) :

= — gkt {t"[‘f()dr]-{—

Tk+1
€

wobei y wieder ein Zahlenoperator ist.

3 A Matematikai Kutaté Intézet Kozleményei IX. Af/1—2.
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Bemerkung. Aus (36) ergibt sich fiir £ = 0 (6). Wir sehen also, dass jede
lokal integrierbare Funktion unendlich oft algebraisch integrierbar ist.?

(Eingegangen: 11. M:irz, 1963)
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0b AJITEBPAMUYECKOM UHTEIPAJIE OINIEPATOPOB
T. FENYES P. KOSIK
Pe3iome

ABTOpBl B HacTosilleil paboTe 3aHMMaJMCh NMpo0JeMOH aaredpanyecKoro
WHTerpaja omepaTopoB MIKUSINSKI. PaoTa cojep/KuT B CyLIHOCTH 00001IEHH ST
ofHMX TeopeM paborhl GESZTELYI [3]. ABTOpBI, OrpaHMUMBASICHL HA OMepaTOpPbI
ClelUaNbHOr0 BUJA, MCYUCIISIIOT UX anrefpauueckuii mHTerpajl. Ouu JOKasbl-
BalOT, UTO KaykJasl JIOKaJIbHO MHTerpupyemasi GpyHKUMA, ¥ AarKe KayKJaasi KOHeu-
Hasl CTpuOyLMs, 0eCKOHEUHO pa3 MHTerpupyema ajredpanyecKu.

3 Der gegenwirtige Artikel war schon druckfertig, als den Verfassern bekannt
wurde, dass Herr ErNG GrszreLyr den grossten Teil der in diesem Artikel vorkommen-
den Sitze in einem seiner im Druck noch nicht erschienenen Artikel ebenfalls bewiesen
hat. In dem erwithnten Artikel wird ein Satz iiber die algebraische Intergierbarkeit von
endlichen Distributionen bewiesen, der allgemeiner ist als unser Satz XI. Der Artikel
von E. GeszreLyl enthilt auch die Erweiterung der Operatorenrechnung auf Funk-

t
tionen von der Gestalt ﬂ—k) s B EC E=1,2cq:s
t
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