UBER DIE EINDEUTIGKEIT DER LOSUNG DES HAMBURGER —
STIELTJES-SCHEN MOMENTENPROBLEMS

von

G¥za FREUD

§ 1. Einleitung

Es sei
Bosthysfhas o osfhns -
eine Folge nichtnegativer Zahlen, fiir welche alle Determinanten
(B M1 - My
Ko My By B3 c.o By
(1) [ e | s B sman B . ;
By Ky A= 5
Mn Mniq Man
positiv sind. Nach einem bekannten Satze von H. HAMBUKGER [1] gibt es
dann eine in (— oo, -} o) definierte nicht abnehmende Funktion a(z), so dass
g
(2) po= | a"da(z)

ist. Wir nennen zwei nicht abnehmende Funktionen a,(z) und a,(x) iquivalent,
wenn es eine Konstante k gibt, so dass in allen Punkten z, in welchen a,2)
und a,(z) stetig sind, o,(z) = ay(x) + kist. Aquivalente Funktionen erzeugen
offenbar dieselbe Momentenfolge { u,}. Wir normieren die Belegungsfunktio-
nen durch die Vereinbarung o(— o) = 0; dann nehmen dquivalente Bele-
gungstunktionen in Stetigkeitspunkten gleiche Werte an.

Wir sagen, die Losung des Momentenproblems (2) ist eindeutig, falls aus

[ @ dae) = | o daye) = p,

die Aquivalenz von ¢,(x) und c,(z) folgt. Ist
P(z) = Y a,z"

ein beliebiges Polynom, dann ist der Wert

+ o
w(P)= | P()da(z) = Sa,p,
durch die Momentenfolge {u,} eindeutig bestimmt, hingt also nicht davon
ab, welche Losung a(z) des Momentenproblems (2) gewihlt wurde.
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-

Es sei & eine reelle Zahl, 71, die Klasse der Polynome P(x) mit reellen
Koeffizienten, fiir welche P(§) = 1 ist, a(z) eine Lésung von (2), und

3) ME =inf [ Px)datz).
PelT; —=

Der Wert von A(§) hiangt laut voriger Bemerkung nur von der Momenten-
folge { un} ab und ist unabhingig davon, welche Losung o(x) des Momenten-
problems (2) in Formel (3) eingesetzt wurde. Dann gilt folgender

Satz. Ist fiir einen einzigen Wert & A(&) = 0, dann ist die Lisung des
Momentenproblems (2) eindeutig. Ist umgekehrt die Losung von (2) eindeutig,
dann ist in jedem Punkte &, wo a(x) stetig ist (also fiir alle reellen Werte mit
hichstens abzihlbar vielen Ausnahmen) A(E) = 0 giiltig.

Dieser Satz wurde zuerst von H. HAMBURGER [1] bewiesen; ein zweiter,
recht bekannter Beweis dieses Satzes stammt von M. RiEsz [4]. Der Beweis
von HAMBURGER ist auf eine umfangreiche Theorie der quadratischen Formen

2 Bitj%i %;
gebaut. Der Beweis von M. Rigsz ist direkt, aber keineswegs einfach.

Das Ziel vorliegender Arbeit ist, einen neuen Beweis dieses Satzes zu
geben. Wir hoffen dabei, mit unseren Beweise auch den Inhalt des Satzes
besser erkliren zu konnen.

In § 2 und § 3 sind einige wohlbekannte Ergebnisse dargestellt, welche
die Grundlage des Beweises bilden.

Der Beweis des Satzes (und auch die neue Idee, welche es vereinfacht)
ist in § 4 enthalten.

§ 2. Die Markoff-Possesche Ungleichung

Es sei {pu(x)} die Folge der zur Belegungsfunktion c(x) gehorenden
Polynome, d. h.

J. pn(x) pm(x) da(x) = {

1firn = m
0 fiir n =& m

und p,(x) ist ein Polynom n-ten Grades mit reellen Koefficienten. Fiir ein
beliebiges reelles & betrachten wir das quasiorthogonale Polynom v, (z, &) =
= Po_1(E) Pn(@) — pu(&) po_y(®) (vgl. M. Rimsz [4]). Es ist bekannt, dass
simtliche Nullstellen

513527 "'E!l’

von y, als Funktion von x betrachtet reell und einfach sind; es ist also »” = »
fiir p,_4(%) = 0und »” = n — 1 fiir p, (&) = 0.1 Dabei ist £ einer der Zahlen
.. Fiir ein beliebiges Polynom hochstens » = n + 2" — 2-ten Grades P, gilt
die verallgemeinerte Gauss —Jacobische Quadraturformel

T P ) = 3 2 PED

' Es ist wohlhabenkannt, dass p,(z) und p,_,(x) keine gemeinsamen Nullstellen
haben.
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die Jn sind die Christoffelschen Zahlen dieser Quadraturformel. Es sei nun
§; = &und 4;, = An(&). Es sei 11, ; die Klasse der Polynome hichstens »”-ten
(xrades B (’v mit P,.(£) = 1. Dann ist aus der Quadraturformel leicht zu
sehen, dass

(4) Ay, = Min \ P2(x) da(x)
Pglly, ¢
und
(& = Min ([ P*z)da(z)
P€17n»,f —e
ist. Es folgt weiter

(5) AE) = lim 4,(&).

n—co

Folgender Hilfssatz ist eine von C. Possk [3] herrithrende Vera.llgemelnerung
der Ungleichung von MARKOFF und STIELTJES:

Hilfssatz 1. Es sei f(x) eine auf der reellen Zahlengerade defznzerte un-
beschrinkt differenzierbare Funktion, und

fo) 20,20, ..-s %) 20,...;

dann ist .
(6) 2 hnfE) = | fl@) da(@) £ 3 Ainf(&).
i: <8 — % i: 558
Der wichtigste Spezialfall dieser Ungleichung entsteht fiir f(z) =
(7) 2/ A’m é a(é-) = Z lin "
i: &<t 1:645¢

Das ist die wohlbekannte MARKOFF —STIELTIESSCHE Ungleichung.

Die Grossen 2;,, 4,(&) und A(§) hingen nach Formeln (4) und (5) nur
von der Momentenfolge {u,} ab, und sind von der Wahl der Losung a(x)
von (2) unabhingig.

§ 3. Beweis der Eideutigkeit der Losung fiir ein endliches Intervall

Hilfssatz IL. Ist (&) = 0, dann sind die Werte a(f) siamilicher Lésungen
a(x) des Momentenproblems (2) einander gleich.

Bemerkung. Es muss dann jede Losung ¢(x) von (2) fiir x = & stetig
sein, denn an einer Sprungstelle & von ¢ (z) konnte o(z) entgegen Hilfsatz
IT. jeden Wert zwischen ¢ (& — 0) und ¢ (& + 0) annehmen.

Beweis. Die Differenz der beiden iusseren Seiten der Ungleichung (7)
ist gleich 2,(&) — A(&) = 0; also haben sowohl die linke wie die rechte Seite
einen Grenzwert fiir n — oo und es ist

lim > 4, (&) .

n—e i:1&<E

Dieser Ausdruck hingt nur von {u,}. aber nicht von der Wahl von ¢ (z) ab,
w.z. b.w.



120 FREUD

Gibt es fiir eine Belegungsfunktion zwei endliche Werte a und b, so dass
o(a@) = a(— o) und a(b) = a(+ o) ist, dann hingen die Stieltjeschen
Integrale

+ o
[ fw)da)

nur von den Werten von f(x) im Intervall [a, b] ab. Wir sagen dann, »die
Belegungsfunktion a(z) erzeugt eine Belegung in [a, b]«, bzw., falls die Werte
a und b selbst nicht wesentlich sind, »o(x) erzeugt eine endliche Belegungu«.
Hilfssatz III. Zrzeugt a(x) eine endliche Belegung, dann ist die Losung
des entsprechenden Momentenproblems (2) bis auf Aquivalenz eindeutig.
Dieser Hilfsatz ist eine triviale Konsequenz des Weierstrass-schen Ap-
proximationssatzes (vgl. etwa I. P. NaTansox [2]); es folgt aber auch sehr
leicht aus Hilfssatz II:
Es erzeuge o(z) ein Belegung in [a, b]. Nach Hilfssatz IT geniigt es zu
zeigen, dass in jedem Punkte &, wo a(z) stetig ist, A(§) = 0 ist.
a) &4 [a,b]: Es sei ¢,(x) eine lineare Funktion mit ¢,(§) =1 und
Max |¢,(z) | < 1. Dann ist nach (3)
x€la, b]

A¢) < lim j)‘ p¥(x) da(x) = 0.

b) & € [a, b] eine Stetigkeitstelle von a(z): Es sei g,(x) ein Polynom,
fiir welches @,(&) =1 und | gy(z) | < 1 fiir @ € [a, b] — {&} ist. Dann ist fiir
jedes 0 >0

A(&) < lim j P3(z) d a(x) < lim \ (p;’" (x) da(x) +

m-—>e @ m—>oe (l
T ) —aE— )+ lim o) date) = alé 4 ) — alé — )
m-—oo
da Max | @(x) | < 1 ist. Aus der Stetigkeit von o(x) fiir x = & folgt

x€[a,b]—(5—6,6+0)
weiter A(§) = 0, w.z.b.w.
Nach Hilfssatz II sind allso simtliche Losungen des entsprechenden
Momentenproblems (2) dquivalent, w.z. b. w.

§ 4. Beweis des Hauptsatzes

Es sei {u,} eine Folge, fiir welche die Determinanten (1) positiv sind,
a(z) eine Losung von (2), und an der Stelle & sei (&) = 0. Wir wenden Unglei-
chung (6) auf f(x) = %, ¢ = 0 an:

D At < 5 e da(r) < 2‘ in €% .

i <8 1558

Die Differenz der beiden iusseren Seiten ist 2,(&) €% — 0, also streben diese
Ausdriicke gegen den von 7 unabhingigen Wert

s e da(x) :

— oo

lim 3 A,e = | exda@) = M,.
n—e i:§<E —o
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Der Wert von M, ist also durch die Momentenfolge {un} allein mit Hilfe
dieser Formel em(lieutlg bestimmt. Wir setzen ¢* = y, a(x) = f(y); dann ist

ef
ququdﬂ(y); gr= 015 2508

Nach Hilfssatz III bestimmt diese Gleichungsfolge die Belegungsfunktmn
Bly) in [0, €] bis auf Aquivalenz eindeutig; es ist also auch a(x) = B(e*
fir — co < x < & bis auf Aquivalenz eindeutig bestimmt.

Die Belegungsfunktion a*(z) = ¢(o0) — o(—=z) hat die Momente

+ oo
[ 2"da¥(@) = (— 1)"p
und es ist mit der Transformation ©« = — 2

=& = inf [ Pxn)da*(n) =

PelT—¢ — o

= inf ‘ Px)da(x) = A(¢) = 0.

Pell¢ —eo

Aus der letzten Uberlegung ergibt sich also, dass o*(x) in (— o, —&) durch
die Momentenfolge {u,} allein bis auf Aqulvalenz eindeutig hestimmt ist,
d. h. dass a(z) als Losung von (2) auch fiir & < 2 < oo bis auf Aquivalenz
eindeutig bestimmt ist.

Um die Eindeutigkeit, von a(z) einzusehen, bleibt noch iibrig zu
beachten, dass nach Hilfsatz IT und Bemerkung dazu jede Losung o(x) von
(2) an der Stelle & stetig ist und den eindeutig bestimmten Wert

a§) =lim 3 2,

nse i:5ZE

annimt. Damit sind wir mit dem Beweise des ersten Teiles des Hauptzatses
fertig.

Um den zweiten Teil des Satzes einzusehen, geniigt folgendes zu zeigen:

Hilfssatz IV. Ist (&) # 0, dann gibt es eine Losung o*(x) des Momenten-
problems, so dass x = & eine Sprungstelle von o*(x) ist.

Beweis. Es sei

8) @) = X Ain-

{:&<x

Ist a(x) eine beliebige Losung von (2), dann gilt die Gauss—dJacobische
Quadraturformel

9) _\: P(z)da(z) — ']‘”P(x) da(x) ,

—

alls der Grad von P(x) hochstens gleich » +n" — 2 ist. Nach dem Aus-
wahlsatze von E. HELLY, besitzt {a%(x)} eine konvergente Teilfolge

af (x) — a*(z) ; — 0o < < ©
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und infolge des Konvergenzsatzes von E. HeLLy folgt aus (9) fiir beliebige
Polynome P(x)

:‘jP(af) da*(z) = II‘UE _L P(x) da, (z) ::{P(x) da(z) ,
also auch
+o e
[ @ da*(e) = [ o"da(x)=p,; n=20,1,2,...

Es ist also a*(x) tatsichlich eine Losung des Momentenproblems (2).

Aus (8) folgt, dass a#(& + 0) — a*(& — 0) = 4,(§) = A(&) ist. Es muss
dann wegen a¥ (x) > a*(x) auch o*(§ +0) — a*(& — 0) = A(§) sein, w.z.
b. w.

(Eingegangen: 13. November, 1963)
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0b OJHO3HAYHOCTHU PEIIEHUS NMPOBJIEMbI MOMEHTOB
G. FREUD
Pe3siome

13 nccnepoanus H. HAMBURGER-a [1] u M. RiEsz-a [4] u3BecTHa ciie-
Jylol@as Teopema:
IMyctb 03Hauaer /1; knace TexX palMOHAJIbHBIX MHOIOWIEHOB, JUISI KOTOPBIX
P(&) =1, u nycTb Oy/er
A& = inf (| Px)da(x)
PEIlg —w

rie a(x) ve yobBalowmas QyHKIMUSI, BCe MOMEHTBI KOTOpOii
b= | o*dale) Re=ll L

cyutectByoT. Ecim A4(§) = 0 i1s X0Tst Obl OHOTO BelleCTBEHHOr 0 &, Torja Io-
CJIe/10BaTeIbHOCTD {u,} OIHO3HAYHO ONpejelisieT a(x) B TOYKAX HelpepHBHOCTH,
HEeCMOTPSl Ha ajyIMTUBHYI0 KoHcTaHTy. OOpaTHo, ecau {u,} OZHO3HAUHO ONpe-
JessteT QYyHKUMIO a(x) HeCMOTPSI Ha TaK M0JydyaemMylo 9KBHBAJIeHLHIO, TOr/a
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st Beex &, B KOTOpBIX a(x) HemnpepbiBHA, Mbl uMeeM A(§) = 0. B HacTostmeit
paboTe aBTOp jaeT HOBOe [0KasaTesbCTBO JUIS 3TOH TeopeMbl.

ICKHU3 J10Ka3aTesbCTBa:

a) Ecnu s HekoToporo & mbl umeem A(E) = 0, Torja nocseoBaTebHOCTh
{m,} onpenensieT oxHo3HAUHO 3HAUeHHe a(§) — a(— oo), NpUHA/IeIKAILEe ITOMY
&. JlokasaTenbCTBO 3TOr0 (akTa nojyvyaercss M3 00001IeHHOr0 HepaBeHCTBA
MaproBa — Sieltjes-a (7) (kak mnepjes BblpakeHUil, y4yacTBYOLMX B HeM.)
Uncna & ABASIOTCST KOPHSIMM KBasMOPTOI OHAJIBHOTO MHOTOUJIeHa

pn—l(f) pn(l) = pn(E) pn—l(x)

u uucna 4, — uucaa Christoffel-a Gpopmysbl KBajpaTypbl, NpuHajieKalieit
DasuCHBIM TOUKaMm &;; BCe 9TU MOTYT OBITH OINpe/leieHbl, ecJIM jlaHa NocJie/oBa-
TeJbHOCTb {u,}-

0) Mcnonbaysi npeiplAyllero pesyjbTaTa JIETKO I10JIydaeTcsl H3BeCTHas
Teopema: ecsM a(x) MOpOXKJAaeT KOHeYHOe paclipejesieHue (T. e. Il HEKOTOPBIX
uuces a, b mbl umeeM a(a) = a(— <), a(b) = a(+ =), Torga a(&) — a(— o)
onpejessieTcsi OJHO3HAYHO BO BCeX TOUKAX & HeNpepblBHOCTH (GYHKUMit a(x).

B) Eciu B HexoTopoit Touke & mbr umeem A(&) = O Torpma noacrasiisisi B
HepaBeHcTBO Posse (6) f(z) = e nurerpaisl

M,= | e*da(a); ¢g=0,1,2, ...

— o

NpU JQHHOIl mocJepoBaTeIbHOCTH {u,} OMNpejesisieMbl OJIHO3HAUHO.
r) TMoxacrasassa e =y, a(x) = f(y), HA OCHOBAaHUMU B)
e
Mq:_s yidB(y) , =00 Lot
0

[MocneoBatesibHocTs {M ), cornacHo pesynbraty 0) onpejiesisieT OHO-
3HauyHO ¢QyHKUMIO B()) = a(x).

n) Ecim a(&) =0, Torjga paccMOTpMM CXOMSILLYIOCS TTOMIOCTIeI0BATe b
HOCTb T10CJIejl0BaTesbHOCTH (8) (CylecTBytollylo corjacHo Teopeme HELLY)
KOTOpasi CXOAUTCST K a*(z).

Torpna

[ " da*(@) = u,

a*(§ 1+ 0) —a¥(f —0) = A%§) > 0.
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