SUR CERTAINES TRANSFORMATIONS DES SERIES DE FABER
par
Liszr6 ALPAR
§ 1. Introduction

Dans les notes [1] et [2] nous avons établi quelques propositions concer-
nant le comportement de certaines séries de Taylor et de leurs transformées
sur la frontiére de leur cercle de convergence. La généralisation de ces résultats
pour les séries de Faber fait I'objet de ’ouvrage présent.

1.1. Les théorémes en question. — Soient {, (0 << | {,| < 1) un point
fixe du plan des z,

une transformation homographique, et

(1.2) i) = 2 anz"

n=0
une fonction réguliére dans le cercle | z | < 1. Alors la fonction
(1.3) Al7(2)] = fyz) = Z;bn(co)z

n

est aussi réguliére dans le cercle | z | << 1. Supposons de plus qu’il existe un
point z” sur la circonférence |z | = 1 ou f,(z) est encore définie et la série
(1.2) converge. Soit z” le point déterminé par I'équation 7%,(z") = z’, donc
| 2" | = 1. Il suit alors de (1.3) que f,(2”) = f,(2"). Cependant il reste & savoir

si la convergence de la série 3 a, z’" entraine-t-elle la convergence de la série
jbn(CO)z”"? Ce probléeme a,n:éqcé soulevé et résolu dans le sens négatif par
nP;;OTURAN [9] qui a démontré l'existence des fonctions f,(z) telles que,
malgré la convergence de la série ,S‘ an 2", la série S‘ bn(Ly)2"™ est divergente.

Nous avons généralisé le r’é’;sultat de TURZ;O dans notre travail [1].
En désignant par o la m-iéme moyenne (C,k) de la série Z'wa,, 2", par
%+ la m-idme moyenne (C,k + 8) de la série fobn(co)z"", b a0

e

nous avons établi les deux propositions suivantes:
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tlasérie D a,z™ est sommable (C, k), alors la série
n

o n=0
> bn(Lo)2"™ est sommable (C, k + /,), et
n=0
(1.4) lim o = lim g%+% .
m—>ce m—>e
< 0 <1/, un nombre donné. Il existe des fonctions

f1(z) telles que, malgré la sommabilité (C,k) de la série > a,z’, la série
P n=0

D bn(8)2"™ n’est pas sommable (C,k + 9).
n=0

Apres I’étude de ces propriétes locales, nous avons examiné le comporte-
ment des séries (1.2) et (1.3) sur la circonférence | z | = 1 et nous avons obtenu
les résultats suivants [2]:

s fonctions f,(z) telles que 2' | @, | < o0 e,
n=0

malgré cela, 2 [BA(,) | ="co-

Theoreme IV. — 8 2 | an | < oo, alors la série 3 b,(8,)2" est uniformé-
= n=0
ment convergente pour |z| — 1 gi.de plus 'z’ = h(2)); |20 |'= |:2" | =11, alors

b

(1.5) fe) = 3 ane™ = f(2") = 2 (o2 .

(=]

n—=

Corollaire. — St, en considérant la relation (1,5), on compare les théore‘mes
IIT1 et 1V, on constate Iexistence des couples de fonctions telles que f, , (%) qui
admettent les mémes valeurs dans la méme succession lorsque 2z’ et 2’ parcourent
la circonférence | z | = 1, pourtant f,(z) est représentée par une série de puissances
absolument convergente pour | z | = 1, tandis que le développement Taylorien de
fo(z) est seulement uniformément, mais non absolument convergente lorsque
[2il=L
Des lors il se pose d’elle-méme la question suivante: Peut-on faire dériver
chaque série de puissances uniformément, mais non absolument convergente
pour |z | =1 a l'aide d'une transformation du type (1.1) & partir d'une série
de puissances convenable, absolument convergente pour | z| = 1, si de plus
{o a aussi une valeur appropriée? La reponse est négative. Etant donné que
hy(z) et sa fonction inverse sont de la méme structure, le probléme peut étre
formulé encore de la maniére suivante: Si la série (1.2) est uniformément, mais
non absolument ccnvergente pour |z | = 1, peut-on trouver toujours un
ncmbre ccmplexe £, (0 < | £, | < 1) de sorte que la série (1.3) soit absolument
convergente si |z | = 1?1l en répond la proposition ci-apres.

Théoréme V.

2" umiformément, mais non absolu-

ment romeyenles sur la circonférence | z ] = 1, dont les transformées, les séries
2‘ ba(Lo)2" somt également wuniformément, mais non absolument convergentes
pour [ z| =1, quelle que soit la valeur de (.

1 Ce théoréme a été démontré par (. PIRANIAN (cf. [2] pp. 289, 313—315).
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Notons enfin que les théoréemes I—V subsistent méme si la série (1.2) a
un rayon de convergence R == 1 et, par suite, la transformation (1.1) est
remplacée par la fonction

R(z —_Co)

0 R),
o (0<1&I<R)

kR(z) = e"'a"

ou ¥, est un angle constant.

1.2. Position du probléme. La généralisation des théorémes énoncés
peut se faire par des procédés différents. La fonction analytique envisagée peut
étre représentée non seulement par sa série de puissances, mais aussi par une
autre sorte de série de fonctions convenables convergente dans un domaine
plus général que le cercle, et la transformation A,(z) resp. hg(z) peut égale-
ment prendre une forme moins spéciale.

Considérons, pour fixer les idées, dans le plan des z, des fonctions F,(z,)
holomorphes dans un domaine D, borné simplement connexe limité par une
courbe C, fermée simple analytique et réguliére; dans un tel domaine on peut
représenter F(z;) par sa série de Faber associée a C, (cf. § 2). Or, §’il est tout
indiqué de choisir pour la représentation de F,(z,) la série de Faber, le choix
d’une fonction adéquate qui pourrait jouer le role de hp(z) souléve déja
certaines questions.

Nous allons voir dans le § 3 qu'en remplagant Zy(z) par la fonction
homographique

(1.6) 5 = hey) =TT 1
2y — 2%

non dégénérée (pzf + q + 0) telle que z¥ soit & D'extérieur de C, I'image de
C, par h(z,) dans le plan des z,, alors des propositions analogues aux théorémes
I—V sont valables pour les séries de Faber de F,(z,) et de Fy(z,) = F,[h(z,)] lors-
que z,€C,, z,€C,.

Dans le § 4 hg(z) sera remplacée par une fonction non homographique
2, = ki(z,) faisant la représentation conforme biunivoque de D), Tintérieur
de C,, sur D,, I'intérieur de C, actuellement I'image de C, par ki(z,). (Si C,
et C, sont deux courbes analytiques réguliéres données & 'avance, il existe une
infinité de fonctions %,(z,) avec les propriétés signalées.) Nous allons montrer
que dans ce cas il est impossible de déduire des théorémes I—V les propriétés
de la série de Faber de la fonction F§)(z,) = F,[k(z,)]. Nous ne connaissons
pas d’autres procédés appropriés non plus qui fourniraient les propositions
correspondantes. Nous avons l'intention de revenir sur ce probléme dans une
note ultérieure.

Toutefois nous déterminerons & partir de #,(z,) des fonctions F§(z,) pour
lesquelles nous établirons des propositions pareilles aux théoréemes I—V
exceptées les relations (1.4) et (1.5) qui n'ont pas d’analogues. Nous y par-
viendrons en effectuant I’application conforme biunivoque de l'extérieur de
C, sur celui de C, par la fonction non homographique z, = k,(z,), C, étant
maintenant I'image de C, par k,(z,). [Si C, et C, sont déja données, il existe
une infinité de fonctions %,(z,).] #,[k,(z,)] ne définit pas alors une fonction
analytique dans tout le domaine intérieur & C,, elle n’est done pas développable
en série de Faber relative a C,. C’est pour cette raison que nous représentons
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F¥(z,) par une intégrale. 11 s’ensuit, en opposition avec les cas précédents, que
la transformation qui fait correspondre C, a C, et celle qui change F,(z;) en
F¥(z,) sont différentes.

§ 2. Quelques propriétés des polynomes et des séries de Faber

Nous allons exposer, sans démonstration, certaines propriétés des poly-
nomes et des séries de Faber que nous utiliserons par la suite. Ces résultats
sont développés dans les travaux [3], [4], [5] de G. FABER, mais on les re-
trouve aussi dans les ouvrages plus récents comme p. e. ceux de L. IL1erF [7],
H. T1eTz [8], J. L. ULLmAN [10], [11].

2.1. Notations. — @) Le contour C considéré soit toujours simple, formé
d’un seul arc analytique et régulier, avec lintérieur I(C), l'extérieur E(C);
HCy et E(C) désignent les domaines correspondants fermés.
b) 1l existe une fonction, et une seule, w = @(z) faisant la représentation
conforme biunivoque de E(C) sur E(Ky), ou Kj est la circonférence | w | = R,
et qui, pour des | z | assez élevés, peut étre représentée sous la forme

(&) w:sv()Az+ao+ + Xt
Les quantités R, a, a,, ... sont uniques et déterminées par les propriétés
de ¢(2).

¢) Soit K, la circonférence |w| = get C, son image par ¢(z) (lorsqu’elle

existe). Nous derirons done aussi Cr au lieu de C.
d) Désignons par

(2.9 2= yto) =w+ fot+ D Py

la fonction inverse de g(z). La série (2.2) converge pour |w | > 7 et w 5= oo,
avec un r << R. En effet, Cp étant analytique et réguliére y(w) est holomorphe
non seulement dans E(Kj) mais elle est prolongeable au dela de Kp dans
I(Kg). II existe donc un nombre » << R telle que (2.2) converge dans E(K,).
Par conséquent C, < I(Cg) et ¢(z) est holomorphe dans E(C,).

2.2. Définition des polynomes de Faber. — Supposons que |z | est suffi-
samment grand pour que @(z) soit susceptible de la représentation (2.1).
D, (z), le n-ieme polynome de Faber associé aw contour Cg, est la partie
polynomiale du degré n de I'expression

(2.3) [p()]" = Pn(z) + Rn(2)

el R, (z) ne contient que les puissances négatives de z.
On montre également que

(2.4) @O 4 { B DO =T e
2*n {—=z 0 pour n < 0

ol I' est un contour simple contenant I(C,).
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2.3. Série de Faber d’une fonction analytique. — Chaque fonction F(z)
analytique dans Y(Cg) peut étre représentée par une série de polynomes unique

(2.5) F(z) =20 A Do(2)

uniformément et absolument convergente sur chaque sous-ensemble fermé de
L(Cg), o les D,(z) ne dépendent que de Cp, les constantes A, dépendent aussi
de F(z).

Les A, sont les coefficients de Faber de F(z) relatifs & Cg, (2.5) est la
série de Faber de F(z) dans I(Cg); si F(z) posseéde une singularité sur Cg,
on dit que Cp est la courbe de convergence de la série (2.5). Lorsque Cg est
une circonférence, la série de Faber se réduit & une série de Taylor.

2.4. Fonction associée. — Le domaine limité par Cp et C, resp. 'anneau
circulaire limité par K, et K, joue un role important dans les raisonnements
de FABER, car c’est le domaine de régularité commun a ¢(z) et F(z) resp. a
p(w) et G(w) = F[yp(w)]. Dans cet anneau circulaire G(w) se développe en série
de Laurent:

(2.6) Qw) = 3 A u", r<|w|<R.

N=—oo
Les coefficients de Faber de F(z) relatifs a Cp sont donnés par la formule :

tm gk [y L [ Ftell,,
20 ) whti 278 TP
Ke Ke
Ces coefficients sont uniques tout comme ceux de la série de Laurent de G(w).
Il résulte de (2.1) et (2.6) que

r o=/t n=0.

(2.7) Fz) = 3 An[p(2)]", 2€ I(Cr) N E(C,)

Nn=—oo

et, par suite,

(28)  F@) =3 AnPa(e) = 3 Ayut + 3 Anu" = f) + glo)

N=—oco

Pour z€I(Cg) N E(C,) resp. »r < |w| < R. 11 est a noter, pour éviter la con-

usion, que (2.5) a lieu pour z€ I(CR) mais (2.7) resp. (2.8) seulement dans
les domaines annulaires. —1

g(w) est holomorphe dans E(K,) avec g(oo) = 0; la série > A,w"

Nn=—o
est uniformément et absolument convergente donc aussi sommable (C.k) sur
chaque sous-ensemble fermé de E(K,), en particulier sur K, < E(K,) Cette
circonstance est tres important pour nous. Elle signifie que le comportement
du développement de g(w) sur Ky n’influence pas, vu les théoremes a dé-
montrer, les propriétés de la série de Laurent de f(w) -+ g(w) sur Kr qui sont
ainsi déterminées par celles de la série de puissances de f(w).

La fonction f(w) ayant dans son développement Taylorien les mémes coef-
ficients que la série de Faber de F(z), est la fonction associée a F(z). f(w) est
holomorphe dans I(Kgp) et de l'allure de sa série de Taylor sur Kz on peut
tirer des conclusions sur la nature de la série de Faber de F(z) lorsque z € Cg.
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2.5. Evaluation des polynomes de Faber. — [ inégalité
(2.9) Mwlr < | Bafe) | < | w]?

a liew sur chaque sous-ensemble fermé de E(K,) et E(C,), ot w = ¢(z), A et p
sont des constantes indépendantes de w resp. z.

2.6. Suite de coefficients de Faber. — Etant donnée la suite {®,(z)} de
polynomes de Faber associée a Cp et une suite de nombres {A,} vérifiant la
relation

(2.10) Tim | 4, |V = — } gl
N—»>eco R R

la série > A, D,(z) est alors uniformément et absolument convergente sur chaque
n=0
sous-ensemble fermé de 1(Cg,) ow elle représente wune fonction régulicre et
diverge dans E(Cg,) .
Cg, est donc la courbe de convergence de la série de Faber en question.
Dans les cas que nous avons a traiter, on a B, = R.

§ 3. Transformation homographique de la série de Faber et de son
domaine de convergence

Les courbes C; (j = 1, 2) ont été définies dans le § 1; C, étant & présent
I'image de C, par z1 = k(zz) [cf. (1.6)]. Soient w; = @/(z)), z; = wj(w) Kry»
K,, des notions rattachdes a C analogues a celles du §2 relatlves a Cg;
écrivons aussi Cg,; au lieu de C,.

Si F(z,) et une fonction analytique dans I(Cg,), Fy(z,) = F,[h(z,)] est
analytique dans I(Cg,); elles peuvent donc étre représentées par leurs séries
de Faber respectives et, par application de la formule (2.8), on peut écrir

(1) Fyz)= 2,(1(1)45(1) Za(”u —}— 2 aPuft = fiw;) + g;(w))

ou l'indice j se réfere a Cg; (3.1) a lieu pour
Z!E I(CR;) n E(ij)7 rj < | 7”]' I < R] *

D’apres ce que nous venons de dire sur la fonction associée, tout revient
a trouver une relation entre f,(w,) et f,(w,) resp. entre w, et w,. Il découle de
(1.6), (2.1) et (2.2) que
po(wy)
(3.2 wz%ﬁ%@p=%ﬁﬁi—é (o) .
Pa(wy) — 25

t(w,) applique d’une maniére conforme et biunivoque E(Kg) sur E(Kg).
En effet, #(w,) est manifestement une fonction univalente dans E(Kg,) et si
wy €Kg,, ona 2, € Cg, 2, €Cg, et w; € Kg; soit de plus y,(w§) = 2%, alors
H(w§) = oo. t(w,) est donc nécessairement de la forme

(3.3) g e Tt e )
R, RS — @, w,




TRANSFORMATIONS DES SERIES DE FABER 289

ou 9, w, (0<|w,| <R, sont des constantes & déterminer. L’équation
2

{(w¥) = oo donne, d’aprés (3.3), woz%u—:. Pour avoir 4, désignons par

2
2z € Cr, z€ Cpg, deux points liés par I'équation z; = k(z;), et soient w; =
= @,(21), wy = @y(23); en posant w; et w, dans (3.3), cn obtient une équation

pour ¥,
Faisons encore le changement de variable
2(10, —
(3.4) Loy = W= e Ta =20 g, ),
1 Rj — @y w,
ce qui donne X
(3.5) fi(wy) = fl(W Z(; n W, gi(w) = (W)= 3 a. W",
n= n=—eco

avec @, = a(R,/R,)" (n =0, 41, 42, ...). Rappelons ici la remarque faite
dans le § 1 sur I’extension possible des théorémes I—V aux cas des transfor-
mations de la forme (3.4). Posons

oo

filhr ()] = folw,) = 2 bn(o, #o) u} ,

(3.6)

9illr,(wy)] = Ga(wy) = bo(w,, B, + 2 bn(wy, By) w5 ,

ZZo(wor #9) = gy(==). Or, d’apres ce qui précede Fy[yy(wy)] = fo(wy) + gow,) =
= fo(wy) + Go(w,), avec gy(co) = 0. On en conclut que

20

folwy) = fo(wy) +i)o(w0’790): - a'r(12)w£1 ’

(3.7)

3 =1
92(w03) = Gao(wn) — bolwy, ) = 3 aPuf,
N=—oco
olt by(we, By) + bylwy, D) = 0P , ba(wy, B,) = a® pour n = 41, +2,....
En tenant compte des expressions (3.1)— (3 7), il vient
2 Yy ——

(3.8) f, B, it B3 (w, 2 @)

_ Ry R% — wy w,

== ?1[}‘R,(wz)] = fo(wy) — 50(“’0"‘90) .

C’est la relation cherchée permettant d’employer les théoréemes I —V. En outre
on peut tirer de ces mémes expressions (3.1)—(3.7) que

(3.9) lim | a® U = o
n—>+oce 2

Ce qui garantit, d’apres le théoréeme 2.6 du § 2, que 2‘ a®) @@ (z,) représente
une fonction holomorphe dans I(Ckg,).
Soient enfin 2, € Cg, %, € Cg, deux points fixes vérifiants I'égalité

Z = h(%,), A® la m-iéme moyenne (C, k) de la série 2:) ad dY (z,), BEk+d)
n=
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la m-iéme moyenne (C,k + 6) de la série 2‘a‘2) D2)(z,). Ces notations sont

nécessaires pour énoncer les propos1t10ns nouvelles

, la série né;af}) DD(Z,) est sommable (C k), alors la série

2 a® OP(Z,) est sommable (C,k + 1/,), et

o=

(3.10) lim A = lim By,
m—e m—>oo
Démonstration. — Soit w0, = @,(%,) (|, | = R,) ; on a donc, vu (3.3) et
(3.4),
- : - . 2 Ry
t(?v'l) = u’l = (pl(zl)’ l 101 | = Rl, W: —wl .

1
-9
Les séries 3 a wp, 2‘ @,W" sont convergentes [cf. 2.4 et (3.5)],

N=—oco N=—oo

S‘ ad dD(z,) est sommable (O, k) par hypothése, il découle donc de (3.1) et

(3.5) que Za(l) we, Za W" sont aussi sommable (C, k). La série 2 a® w}
n=0
est amsn sommable (C k -+ 1/2) en vertu du théoreme 1, et la convergence

de 2‘ aP wy implique, d’apres (3.1), la sommabilité (C, k 4 1/,) de la série

N=—oo

Za(z) DD (Z,).
Moty
On a ensuite, selon (1.4),

(3.11) lim o = lim fy(w,) = lim B¢+ = lim fy(w,)
m—>oco W,»wl mM-—>eco Wa—Ws

et, d’apres (3.6),
(3-12) 91(72’1) = ?]2(7:”2) .
(3.1), (3.7), (3.11) et (3.12) entrainent

lim Fy(z) = lim Fy(z,) .

27, 2%
Ce qui, avec la sommabilité des séries considérées, vérifie (3.10).
Théoréeme 2. — Soit 0 < 6 < 1/2 un nombre donné. Il existe des fonctions
(zl) telles que, malgré la sommabilité (C.k) de la série 2 al) ®D(z,), la série
2 a®) @D (z,) n’est pas sommable (C.k + 9). i

n=0

Démonstration. — Soit f,(w,) une fonction définie dans I(Kg,) dont
I'existence est assurée par le théoréme 11, de sorte que 2‘ a w} soit sommable
(C,k). 11 existe donc une fonction F,(z,) analytique d:ms I(Cg,) telle que
nsoagl) DD(z,) soit aussi sommable (O,k) (cf. théorémes 2.6 et 2.4). f(W
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étant de la méme nature que f,(w,), il 'résulte du théoreme II que la série
S‘ a® wi n’est pas sommable (O, k£ 4 0); en conséquence la série 5‘ a® OR)(z,)
:1’=e?st pas sommable (C,k + 0) non plus. i3

Théoréme 3. — 11 existe des fonctions F,(z,) telles que Z | o dD(2,) | <
< oo pour z, € Cg, et, malgré cela, 2 | a® &P (z,) | = o pour z2 € Cg,-

Démonstration. — Soit f,( wl une fonction définie dans I(Kp) dont
I'existence est assurée par le théoréme III. La fonction F\(z,) est déterminée
par Cp, et fi(w,) comme dans le cas précédent. On a, vu (2.9), (3.1) et (3.5),

3 |afd 8P()] < 03 |a® wp| = y§0|an"| R Y e M ey
n=0 n=

n=0

Tandis qu’en tenant compte du théoréme III et & nouveau de (2.9), on obtient
(3.13) 316D P(z) | > A3 [a@ wh| = oo,  2,€Cry, w,€Kg,.
n=0 n=0

Théoréme 4. — Si 2 | afd ®D(z)) | < oo pour z € Cg,, alors la série
Z‘ a® OP(z,) est umformement convergente pour z, € Cg,; de plus st z, € Cg,,

z2€ Cr, €t 2, = h(%,), alors

(3.14) Fy() = 3 ap OP() = Fyfz) = 3 af) OP(Z,) -
n=0 n=0
Démonstration. 11 découle de (2.9) et (3.5) que

13 1P = 13 | dn W7 < 3 |aDBD(z,)] <oo , 2 € Cry»wy € Kpy W€ K, -
n=0 n=0 n=0

11 suit ainsi du théréme IV que Z‘ a® wi est uniformément convergente pour
le[ = R,. g,(w,) étant holomorphe sur Kg,, on conclut de (3.1) que
Z a® OP)(z,) est aussi uniformément convergente pour 25 € Cp, .

La relation (3.14) résulte de 'égalité f,(it,) = f,(W), ainsi que de (1.5)
et (3.12).

Un corollaire des théorémes 3 et 4 analogue a celui des théorémes ITT et
IV n’a pas de sens dans le cas générale ou Cg, et Cgr, ne sont pas identiques
avec la méme courbe.

Il reste a établir que I'inverse du théoreme 4 est faux.

Théoréme 5. — Il existe des séries de Faber 3 a) ®M(z,) uniformément,
n=0
mais non absolument convergentes sur leur courbe de convergence Cg , dont les

transformées, les séries 2(‘) aP OP(z,) sont également uniformément, mais non
n=
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absolument convergentes pour z,€Cg,, quelle que soit la transformation homo-
graphique z; = h(z,).

Démonstration. — Soit f,(w,) une fonction dont I'existence est assurée par
le théoréme V. Comme nous venons de voir Cg, et f(w,) permettent de déter-

miner F,(z,), g,(w), f(W), §.(W). gl(wl) resp. ¢;(W) étant holomorphe sur

Kg, resp. Kg,, il suit de (3 1) que Za(l) DD(z,) est aussi uniformément con-

vergente pour z, € Cg,. On tire ensulte de (2.9)

Z(laf.‘) PP(z)| > lné(') |af wi| = /1"%[&,1 W"| = oo, 2 € Cg,,w;€Kg, W€KR,,

n=

done Y af® dP(z) est uniformément, mais non absolument convergente
n=0

sur Cg, .
D’autre part, selon le théoréme V, la série 2, a® wi est uniformément,

mais non absolument convergente sur Kg,, et (3 13) a lieu de neuveau.
En tenant compte enfin de la régularité de g,(u,) sur Kg,, on peut affirmer

que Zaﬁf) D) (z,) est aussi uniformément, mais non absolument conver-
n=0

gente sur Cg,.

§ 4. Transformation conforme générale de la courbe de convergence

Nous allons aborder maintenant le probléme plus général en substituant
a la fonction particuliére z, = k(zl) une transformation non homographique.
Considérons, comme cela était prévu dans le § 1, deux alternatives: la corres-
pondance entre I(Cp ) et 1(Cp,) et celle entre E(Cp,) et BIC, )

4.1. Application de I(Cp) sur I(Cp,). — Soit 2z, = Z(2,) une fonction

non homographique transformant d’une maniére conforme et biunivoque

I(Cg) en I(Cp,). La fonction F(z,) = F,[k( %)] est donc holomorphe

dans I(Cg,) et la formule (3.1) reste valable pour j = 2 méme si 'on y rem-

place F(zz) fo(w,), go(w,) par FP(z,), /(’) wz ), 99(w,). 1 faut, par conséquent,

établir une relation entre f,(w;) et [$)(w,) resp. entre w, et w,. On peut écrire
a l'instar de (3.2),

(4.1) W= ‘Px(ki[%(wz)]) = ti(wy) .

Cependant on ne peut pas tirer de (4.1) les mémes conclusions que I'on a
obtenues de (3.2); en d’autres termes ¢,(w,) n’admet pas la forme (3.3). En effet,
CR étant analytique et reguhere ki(z,) est prolongeable au dela de Cp, dans

(CR ), mais étant différente d’une fonctlon homographique £; i(2) doit avoir
d’autres singularités dans E(Cp,) qu'un seul pole simple. De plus si z, # oo et
wﬁl: o0, ¢y(2,) est holomorphe dans E(Cg,) et y,(w) dans E(Kg,)- 11 s’ensuit que

(wz) a aussi d’autres singularités dans E(Kg,) qu'un seul pole simple, elle
n’est donc pas une fonction homographique et en conséquence, elle ne peut
pas étre de la forme (3.3). On en conclut qu’une relation de sorte (3.8), qui
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constitue la base de nos raisonnements précédents, n’a plus lieu dans le cas
envisagé; d’out la proposition.

Théoréme 6. — Les théorémes I—V ne permettent pas d’établir une relation
de genre (3.8) entre f,(w,) et f{)w,) et d’affirmer que les théorémes 1—5 sub-
sistent si 'on y remplace la série de Faber de Fy(z,) par celle de F{(z,).

Observons encore que nous pouvons choisir pour %(z,) une fonction qui
applique I(Cg,) sur lui-méme. Ce cas particulier présente alors une analogie
parfaite avec le probléme primitif.

4.2. Application de E(Cg,) sur E(Cg,). — Soit z, = k,(z,) une fonction non
homographique faisant la transformation conforme biunivoque de E(Cg,) sur
E(Cpg,) avec k,(2§) = oo, 2§ € E(Cg,). k,(2,) n’a donc d’autre singularité dans
E(Cg,) que le pole simple z§. D’autre part Cp, étant analytique et réguliére
ke(2,) se prolonge au dela de Cy, sans étre holomorphe dans tout le domaine
I(Cg,). La fonction F{(z,) = F,[k,(2,)] n’est donc analytique que dans un
domaine 4  I(Cg,) tel que Cp, fait partie de la frontiere de A. Par con-
séquent FP(z,) n’est pas développable en série de Faber et I'on ne peut pas
réitérer les raisonnements faits dans le § 3.

Néanmoins il existe une fonction F¥(z,) qui, avec certaines restrictions,
posséde les mémes propriétés que F,(z,). Pour le prouver représentons F®(z,)
par une sorte de série de Laurent. A cette fin soit notée par K, la circonférence
du plus petit rayon dont I'image C,, [par @,(z,)] est encore contenue dans
A N E(C,,). On a alors, d’aprés (2.7) et (2.8),

= =1
(4.2) Ffo_e)[%(wz)] = Zoa,(lz) wi+ 3 aSzZ) wy =fge)(wz) + gge)(wz)v 0 <|w,|<R,,
e

N=—oo

(4.3) FP(z) = 3 aP [py(z)]" .

N=—o
Soit enfin I' un contour simple aussi voisin & Cp, que 'on veut et tel que
Pon ait T{(C,) ¢ I(I') « I(Cg,) . Nous avons maintenant tout ce qu’il
faut pour déterminer F¥(z,).
Théoréme 7. La fonction
L BT
(4.4) Fi) —— [ 2, 2 €1(I)

1) & — 2y

2

o

est holomorphe et développable en série de Faber dans 1(Cp,) et, a I'exception
des relations (3.10) et (3.14), les théorémes 1—5 restent valables lorsqu’ on y rem-
place la série de Faber de Fy(z,) par celle de F¥(z,). _

Il est & noter qu’en posant dans l'intégrale (4.4) une fonction homo-
graphique 2({) au lieu de £,({), on aurat F¥(z,) = Fy(z,) = F[h(2,)].

Démonstration. — La fonction F,[k,($)] = FP (L) étant continue sur I,
Iintégrale (4.4) représente une fonction holomorphe dans I(I"); et comme
I' peut se rapprocher arbitrairement de Cg,, F#(z,) est holomorphe dans
tout le domaine I(Cpg,).

De plus, la série (4.3) converge uniformément sur I, il est donc légitime
de I'intégrer terme & terme. Nous obtenons ainsi, en vertu de (4.3), (4.4) et
(2.4),

(4.5) Fi(zy) = —

oo n . oo
- a$l2) [‘Pz(c)]_ dt= 3 aﬁ,” @%2)('22) ; 2y EI(F) )
271 n=0 — 2 0
r

4 A Matematikai Kutaté Intézet Kozleményei IX. 3.
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ce qui donne, selon (2.8),
oo -1
(46) Filpw)] = 3 apuf + 3 afuf = ft(w) + (), 1o < |wp| <R,.
n= n=—oo

Nous savons en outre que Fif[y,(w,)] 7= FP{py(w,)], d’ou , en comparant
(4.2) et (4.6),

(4.7) f¥(wy) = [P (wy) g3 (wy) = g5 (wy)

C’est. & cause de la seconde expression (4.7) que les relations (3.10) et (3.14)
ne sont plus valables.

11 reste & prouver que f¥(w,) s’exprime au moyen de f,(w,) en utilisant
une transformation de genre (3.8). On a

W= ‘Pl(ke[‘l)‘z(wz)]) = t(wy) ;

on voit bien que la fonction w, = ¢,(w,) applique E(Kg ) sur E(Kg,) d'une
fagon conforme et biunivoque. k,(z,) ayant dans E(CR2 une seule singularité
le pole simple 2%, ke[y,(w,)] et ¢,(w,) ont dans K(Kg,) également une seule
singularité le pole simple w% = @,(2%). Il en résulte que te(wz) est nécessairement
de la forme (3.3), faisant aussi la représentation conforme biunivoque de
(KR ) sur I(Kg,); les constantes w, et #, qui interviennent dans I'expres-
sion de ¢,(w,) peuvent étre calculées par le procede employé dans le § 3. La
relation (3.8) subsistera donc en y posant f$)(w,) & la place de f,(w,). Soient
enfin 2, = k,(2,), z1 € Cg,» %y € Cp,. Dés lors 'achévement de la démonstration
du théoréme 7 n’est que la 1epet1tlon des raisonnements du § précédent.
Remarquons pour terminer qu’un cas particulier de la transformation
(4.4) ou k,(oo) = oo, ki(oo) > 0, conditions équivalentes & w, = 0, 4, = 0,
a déja été considéré par P. HEUSER [6], qui a obtenu ainsi les expressions
wy = (By/Ry)wy, a) = (By/R,)" a) et
B¥(2y) =

;( [ o
o0
(3.7

cas particuliers des relations (3.3), ( et (4.5).

(Regu le 6 janvier 1964)
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0 HEKOTOPBIX ITPEOBPA30BAHHUAX PsA10B
®ABEPA

L. ALPAR
Pesiome

[lycre C; — mpocrasi, 3aMKHyTasl, aHaJUTUYeCKasl, peryJisipHasi KpuBasi
NJI0CKOCTH 2y, U Fy(z;) — QyHKUMS ananutuueckass BHyTpu C,, U, Jajee

(1) 7 = hlay) = 214 (0% + ¢ = 0)
2o — 23

romorpapuyeckoe npeodpasoBanue, Koropoe rnepesoqut C; B Kpusyio C, mioc-
KOCTH 2, U BHYTPEHHIOI 4acTb OT C;, B BHYTPeHHI0I0 YacTb 0T C,, TaK, uyTo 2z¥
nonajaer B BHemHocTb 0T C,. Takum oOpazom QyHKIMA Fo(z,) = 1(k(zz)
siByisieTcst aHanuTuueckoit BHyTpu C,. Tloatomy Fi(z)) B C;, Fy(2,) B C, pasn-
0>KUMbl B psajbl Pabepa

(2) Fi(z,) = 5‘ “511) 45511)(%)
n=0

(3) Fiyz) = 3 OP(z,) ,
n=0

rie P9(z)) (j = 1, 2) n-piii MHOrounen dabepa npunapiesxamasi K C;. Ipexa-
N0JI0YKUM ellle, UTO CyllecTByeT Touka z; € C;, B KoTopoit #'(z,) onpejeseHa, u
psan (2) cymmupyembiit (C,k). Ilycte 2, € C, TOYKa, ONpejiesieHa PaBEHCTBOM

2, = h(2,). Tyctb ognavaer A% m-oe cpemmee (O, k) psia zz)af}) DD(Z,) u B+
e

m-oe cpegnee (C.k + 0) psiga Y aQ PP (,), k=0, 6= 0
n=0

HOJIbSy'ﬂCb 9TuMU  0003HAUYEHUSIMM Mbl MO)KEM BBICKA3aTh CJIEAYIOHINE
TEOPEMBI:

Teopema 1. Ecau pso é‘; ad OP(z,) cymmupyemsiti (C.k), moz0a pso

Z'a(z) DPD(Z,) cymmupyembtii (0, k+% u
(4) lim A% = lim B%+1/2),

mM-—>eco m—>oco

4%
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Teopema 2. [Tycme 0aro 0, 20e 0 < 9O <%. Cywgecmeyem gynkyusn F,(z,)

048 Komopoti pso 5‘ a® OD(Z,) cymmupyemsiii (C, k), 1o pao Z-‘aﬁ,z) DD(Z,) He
n=0 n=0
cymmupyemotii (C, k + 9).

Teopema 3. Cywecmeyem fynxyusa F,(z,), 045 komopoti E‘ |aPdD(2,) | < oo,
n=0
Ko20a z, €C,, HO E‘ |a@ PR(z,)| = oo ecau 2,€C,.
n=0

Teopema 4. Ecau E‘ |ad &MV (z,) | < oo, Ko20a z, € C,, mo20a S’a#) DP(2,)
n=0 n=0

€X00UMCcst  PAGHOMEPHO, ecau 2, € C, Oanee, ecau Z, = h(z,) u 731_ ECu 4,0
moz2oa
(5) F\(2) = 3 aP OP(E,) = Fy(%,) = 3 af DR(2,).

n=0 n=0

opema 5. ecmeyem psao Pabepa Y af 2y) Komopbil cxo0umes
Te 5. Cy yem pao Pabep D D2, p 0

n=0
pasHomepro, HO He abcomwomuo, ko20a z,€C, u npeodpazosaHnblil paoO
Z‘Oa(,f) DD (z,) maknce cxo0umes pagHoOMepHo, HO He ABCOMOMHO, ecau zy € C,
n=

042 6caK020 0aHH020 npeobpaszosanust 2y = h(z,).

Teopema 5. o3nauaer, uto Teopema 4 He oOpaTUMa.

ITH TeOpeMbl OblJIM BBIBEJIEHbI U3 60Jiee PAHHBIX aHAJIOTMYHBIX Pe3yJIbTaTOB
JUIst CTeleHHBIX psAfoB (ecm. [1], [2]).

[lyctb B nanbHeHIMX 2z, = ki(z,) He 20Mo2paudeckas, HO TOMOMOPhHOE U
OJIHOJIUCTHOE NpeobpasoBaHue, KoTopoe nepeBout C, B Cy U BHYTPEHHIOI YacThb
or C; B BHyTpenHiol0 yacTb 0T C,. Torma F§(z,) = F,(ki(2,)) anaquTudecKas
¢ynxuusa B C,.

Teopema 6. BbICKa3bIBAET, UTO U3 YIIOMSIHYTBIX Pe3yJIbTATOB JUIs CTENEHHBIX
PSJIOB Helb3s1 BhIBecTH JUIsl psijia Pabepa FD(2,) TeopeMmbl, 1M0j00HbIE TEOPeMaM
1-5.

ITycTh 03HauaerT HaKOHeL 2, = k,(2,) He 20moepaudeckoe, HO KOHYOPMHOE
¥ OJIHOJIMCTHOE IpeoOpa3oBaHue, KoTopoe nepesout C; B Cy U BHEWHOCTH 0T C;
B BHemwHoCTh 0T C,. Torga F{(z,) = Fy(k,(2,)) He sIBIsieTCSl aHAIMTHYECKOi
dyuKumeit B mousHoO BHyTpeHHel uactu C,, TOJbKO B ee uacTi. Torma F§(z,)
He npejacraBuma B C, pssom Pabepa. Ho nmycerb I' npocrasi Kpusasi B C, locTa-
TOyHO Oyim3Ka K C,, TOrla MOYKHO JOKa3biBaTh CJIeAYIOLLYIO:

Teopema 7. Ecau z, mouxa 6 enympenneil yacmu om I', moeda Pynrxyus

i = 2L [0
2zni) § —2
I
anaaumudeckasn ¢ C,, paznoncuma mam 6 pao Pabepa, u meopemst 1—5 cnpa-
6e0.auevt (kpome coomrouteriuii (4) u (5)), ecau 6 Hux samenums pao Pabepa PyHkyuu
Fy(z,) paoom Pabepa gynxyuu Fi(z,).
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