
ÜBER ZERLEGUNGSSÄTZE F Ü R TEILWEISE GEORDNETEN 
HALBGRUPPEN MIT BEDINGTEN DISTRIBUTIVITÄTSREGELN 

V O N 

O . S T E I N F E L D 

§ 1. Einleitung 

Die Verbandsha lbgruppen spielen eine wichtige Rolle in der Theor ie der 
teilweise geordneten algebraischen S t ruk tu r en . (S. L . F t j c h s [3].) Die in dieser 
Arbei t definier te (*) -Verbandshalbgruppe ist eine mul t ip l ikat ive Ha lbg ruppe 
und ein vollständiger Verband mit gewissen E igenschaf t en (2.1) — (2.4) u n d 
mit einer »schwachen« Dis t r ibut ivi tä tsregel (*). Die Menge aller Teilringe 
eines assoziativen Ringes bildet z. B . eine (^)-Verhandshalbgruppe. 

I n einer f rüheren Arbei t [13] def in ier ten wir die Begriffe der Absorben-
ten u n d P r imabsorben ten als Verallgemeinerungen der Ideale u n d Pr imideale . 
Wir gehen jetzt du rch die Defini t ionen der Links-, Rechts- , Bi- u n d Quasi-
absorbenten in dieser Rich tung weiter . Eine (x) -Verbandshalbgruppe wird 
rad ika l f re i genannt , wenn ihr grösstes Element ke inen ni lpotenten Links-
absorben ten ( ^ 0 ) bes i t z t . 

I n § 4 beschäft igen wir uns mi t solchen radikal f re ien (К) -Verbandshalb-
gruppén , deren grösstes Element Vereinigung von minimalen Rechtsabsorben-
ten (und Linksabsorbenten) ist. Wir geben für diese (-*)-Verbandshalbgruppe 
einige Zerlegungssätze, die den S t ruk tu r sä tzen der halbeinfachen Ringe und 
den Zerlegungssätzen der vollständig einfachen Ha lbgruppen ana log sind 
(Sätze 4.2, 4.3, 4.4). 

U m zu diesen Ergebnissen zu gelangen, müssen wir eine gemeinsame 
Verallgemeinerung des Schiefkörpers u n d der Gruppe m i t Nullelement angeben 
(Lemma 2.5) und einige Sätze über die minimalen Links-, Rechts- , Bi- und 
Quasiabsorbenten beweisen (§3). 

I n seiner Arbei t [6] gab L. K o v á c s eine Charakter is ierung der regulären 
Ringe m i t Hilfe der Links- und Rechtsideale . I n Sa tz 2.3 definieren wir die 
regulären (x)-Verbandshalbgruppen m i t Hilfe der Links- , Rechts- u n d Quasi-
absorbenten . Die regulären (*)-Verbandshalbgruppen sind radikalfre i , so las-
sen sich die erwähnten Zerlegungssätze über die regulären (*)-Verbandshalb-
gruppen in einer schär feren Form über t ragen (Sätze 4.2 ' , 4.6). 

§ 2. Grundbegriffe 

E s sei L = {a, b, . . .} eine mul t ip l ikat ive H a l b g r u p p e und ein vollstän-
diger H a l b verband bezüglich der Durchschni t t sopera t ion f | . 

Man kann in L du rch 

(2 .1) a gib *=> a Ç\b = a 

3 1 3 
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eine Halbordnungsre la t ion 9 def inieren. Es gel te 

(2.2) a?9a (a£L) 

(2.3) ( n « . ) í á f l ашЪ und Ь(П a j 9 П Ъав (е . , Ъ £ L) , 
togű toçd œçd 

wo ü eine beliebige Indexmenge bezeichnet . Wir verlangen endlich die Exis tenz 
der E lemente 0, e ( £ L) mi t den Bedingungen 

(2.4) O K a A e , 0 a = a 0 = 0 ( a £ L ) . 

Eine algebraische S t r u k t u r L m i t den obigen E igenschaf ten wird eine 
TC-Halbgruppe genann t . Mit L bezeichnen wir immer eine 35-Halbgruppe. 
(S. 0 . S T E I N F E L D [13].) 

Aus (2.3) fo lg t : 

(2.5) a 9 b => ax 9 bx und xa 9 xb (a, b, x(jL) , 

u n d umgekehr t . L is t also eine halbgeordnete Halbgruppe . 
Wir sagen, dass das E l e m e n t b ( £ L) ein Absorbent eines Elementes 

a ( £ L) ist, wenn 

(2.6) b 9a 

u n d 

(2.7) ab 9 b , ba 9 b 

bestehen, b heisst ein Linksabsorbent (Reclitsabsorbent) von a, wenn (2.6) u n d 
(2.7Д [(2.6) u n d (2.72)] gelten. 

E in E lemen t 4 ( £ L ) heisst ein Quasiabsorbent des E l emen te s a ( £ L), 
w enn 

(2.8) к 9 a u n d ka f) ak 9 к 

bestehen. Der Durchschni t t r f | 1 eines Rechtsabsorbenten r u n d eines Links-
absorbenten l von а ( £ L) ist wegen 

(г П l)a П a(r f | l) á ra f | cd 9 r f | ( 

ein Quasiabsorbent von a. Es gilt 
Lemma 2.1. Ist r ein Rechtsabsorbent, l ein Linksabsorbent des Elementes 

а ( £ L), so besteht rl 9 r f ) l. 

Beweis. D a 

[al 9 l , 
rl 

ra 9 r 

gel ten , ist unsere Behaup tung r icht ig . 
Das E l emen t b( £ L) heisst ein Biabsorbent von a( £ L), wenn 

(2.9) b 9 a u n d bab 9 b 

gel ten. Aus den Definit ionen folgt sofor t , dass die Quasiabsorbenten von a auch 
Biabsorbenten von a sind. Es gilt 
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Lemma 2 . 2 . (Vgl. L A J O S [ 7 ] . ) Ist b ein Biabsorbent des Elementes a{ £ L), 
so sind bx und xb für jedes Element x( < a) Biabsorbenten von a. 

Beweis. Wegen b, x a ge l ten bx fL. a u n d xb ig a. We i t e rh in bestehen 
bxabx ig ba1 bx ^ babx :g bx u n d xbaxb g^ xba- b iL xbab < xb. 

Wir definieren f ü r beliebig viele E lemen te a-K( £ L) eine Vereinigungs-
opera t ion (J durch 

(2.10) U = П d ) 
Aga 

wo d £ L) die gemeinsamen oberen Schranken aller ak d u r c h l ä u f t . Es i s t 
bekann t , dass L bezüglich der in ihm def in ier ten Verknüpfungen f] und (J 
einen volls tändigen Verband b i lde t . 

Wir machen von jetzt an eine sehr wesentliche Voraussetzung, d ie 
gewisse Dis t r ibut ivi tä tsregeln vorschreibt . 

(-K)-Eigenschaft. Es bezeichne a ein beliebiges Element der Ж>-На1Ь-
gruppe L. 

(1) Sind x, у Elemente von L mit x < a und y g. a, so sollen 

(x U ax)y — xy U cixy und y(x (J ax) = yx (J yax , 

(x U xa)y = xy U xay und y(x U xa) = yx \J уха 
bestehen. 

(2) Sind mk (л £ Л) Linksabsorbenten (Rechtsabsorbenten) des Elementes 
a und x ein Element von L mit x gL a, so sollen 

( U mx)x = (J mkx und x(\J mk) - (J xmK  
лça ' Aga Aga Aga 

gelten. 
Infolge der Voraussetzung (*) ist L im allgemeinen ke ine verbandsge-

ordne te Ha lbg ruppe : sondern eine Halbgruppe u n d ein vol ls tändiger Verband 
mi t gewissen bedingten Dis t r ibut iv i tä ts regeln . Wir nennen eine ^ - H a l b -
g r u p p e L mi t der (x) -Eigenschaf t eine (*•)- Verbandshalbgruppe. Mit V bezeich-
nen wir immer eine (x)-Verbandshalbgruppe. Die Elemente a;(0 iL x iL a) des 
Interval ls [0, a ] bilden offenbar eine (*)-Tei lverbandshalbgruppe Va von V. 
Natür l ich gilt [0, e] = Ve = V. 

Aus E igenscha f t (1) folgt unmi t te lbar 

(x (J ax (J xa U axa)y = xy (J axy (J xay U axay und 
y(x (J ax (J xa (J axa) — yx U yax (J уха U yaxa . 

Wegen der Eigenschaf t (1) u n d (2.2) gil t a(x (J ax) = a x U a2 x = ax 
iL x (J ax. So ist x U ax ein Linksabsorbent von a, mi t d e r Eigenschaf t 
x x U ax. I s t l ein Linksabsorbent von a m i t x iL l, so b e s t e h t x [j ax iL. 
iL l U al í í I. Die Elemente x ax bzw. a; (J xa bzw. x U ax (J xa (J axa s ind 

also der durch x erzeugte Linksabsorbent bzw. Rechtsabsorbent bzw. Absor-
bent von a. 

Sind rx (Я £ Л) Rechtsabsorbenten des Elementes a, so folgt aus d e r 
E igenschaf t (2) u n d (2.72) 

( 2 . 1 1 ) ( u h ) « = ü v á u h . 
Aga Aga Aga 

Die Vereinigung U L. der Rech t sabsorben ten rk von a ist also wieder ein 
Aga 

Rechtsabsorben t von a. 
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Bemerkungen 1. Die Teilringe eines assoziativen Ringes R b i lden eine 
(X)-Verbandshalbgruppe. Definiert m a n nämlich den Durchschni t t S T der 
Teilringe S, T von R in üblicher Weise u n d das P r o d u k t ST als den d u r c h die 
Elemente st (s £ 8; t £ T) erzeugten Teilring von R, so bilden die Teilringe 
von R e ine Ж-Halbgruppe Lv Die Links-, Rechtsabsorbenten , usw. eines 
Elementes entsprechen den Links-, Rechts idealen usw. eines Teilringes. Nach 
(2.10) bezeichnet S (J T den durch S u n d T erzeugten Teilring von R u n d S -f- T 
besteht a u s den E l e m e n t e n s + t (s£S; tÇ_T). (S + T ist im allgemeinen 
kein Tei l r ing von R.) 

S i n d A und X (X Q A) Teilringe von R, so bes tehen X (J AX = X -f 
-f- AX, X (J XА = X + XА. Wir zeigen, dass z. B . die Distr ibutivitätsregel 

(X + AX)Y = XY + AXY 

mit irgendwelchem Tei l r ing T ( ü A) v o n R gilt. W i r haben nur einzusehen, 
dass jedes Element der l inken Seite in de r rechten Seite enthal ten ist. Die linke 
Seite ist d u r c h die E l e m e n t e 

(x + 2 ' ai xi) У = ХУ + 2 ®i xi У ( x , x , £ а ; а , £ а ; г/ £ г ) 
i i 

erzeugt. Wegen XA, AX, YA, AY g A und (XY)2 g XY sind die Summe 
und das P r o d u k t der erzeugenden E l e m e n t e in XY + AXY en tha l t en , wor-
aus unsere Behaup tung folgt . Ähnlicherweise kann m a n einsehen, dass auch 
die anderen Distr ibut ivi tätsregeln der (•*)-Eigenschaft (1) in Ly r ich t ig sind. 

Sind I? ( / £ A) Linksideale des Teilringes A v o n R, so gilt U 1?. = 

— 2 h- E s bezeichnet Y einen Teilring von A. Wir zeigen, dass z. B. die 

Distr ibut ivi tätsregel (£ I J Y = v h Y besteht . Wir haben nur ( 2 ' h) Y g 
а^л ' ÀÇA ÀÇA 

Я 2 h Y einzusehen. D ie linke Seite wird durch d ie Elemente (2 h,)lt — 
КЛ 

— 2 hy (h 6 ly y £ Y) erzeugt. D a Linksideale von A sind, s ind die 
Summe u n d das P r o d u k t der erzeugenden E lemen te in 2 h Y en tha l ten . 

KA 
Die Gül t igkei t der übr igen Distr ibut ivi tätsregeln a u s der (-X)-Eigenschaft 
(2) in Ly läss t sich ähnlicherweise einzusehen. 

Somit is t Ly eine (x)-Verbandshalbgruppe. 
2. E i n anderes Beispiel für die (^)-Verbandshalbgruppen l iefer t die 

Menge aller Tei lhalbgruppen mit Nul le lement einer Halbgruppe m i t Null-
element, welche durch L2 bezeichnet wird . Die Gült igkei t der (*)-Eigenschaf t 
in L2 l äß t s ich ähnlicherweise wie in Ly einzusehen. 

Wir beweisen 

Satz 2.3. In V sind die folgenden drei Bedingungen äquivalent : 
(i) für jeden Rechtsabsorbenten r und Linksabsorbenten l des Elementes 

a( £ F) gilt 

(2.12) rl = r Ç\l\ 

(ii) für jeden Rechtsabsorbenten r und Linksabsorbenten l von a gelten 
a) r ist idempotent, d. h. r2 = r , 
b) l ist idempotent, 
c) rl ist ein Quasiabsorbent von a; 
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(iii) die Quasiabsorbenten von a bilden eine reguläre Teilhalbgruppe1 

von V. 
Beweis, (i) =>• (ii). Die Bed ingung (ii) c) fo lg t aus (2.12) u n d der Ta t -

sache, dass r f] l ein Quasiabsorbent von a ist. Wegen (2.12) gilt ra = r f | a = 
= r, woraus infolge der E igenscha f t (1) r = r f] (r (J ar) = r(r (J ar) = 
— r2 U rar — r2 fo lgt , was die Bed ingung (ii) a) impliziert . Ähnlich kann man 
die Gült igkei t von (ii) b) einsehen. 

(ii) => (i). Es sei к ein Quasiabsorbent von a . Wir zeigen zuers t 

(2.13) к = ka П ак . 

Wegen a) und der Eigenschaf t (1) gelten 

к ^ к U ka = (к U ka)2 = к2 U к2 a U как U kaka ^ ka . 

Ähnlich gilt к ^ ак , woraus (2.13) wegen (2.8) fo lg t . 
Wegen (2.13) u n d c) gilt 

(2.14) rl = rla П arl , 

wo r ein Rechtsabsorbent , l ein Linksabsorbent v o n a ist. Aus (2.13), (2.14) 
a), b) bekommt m a n 

r f] l = к = ka П ак — каака П акаак = каак= как .< r al < rl, 

was wegen Lemma 2.1 die Gül t igkei t von (2.12) s ichert . 
(i) (iii). Wi r zeigen zuerst , dass das P r o d u k t der Quas iabsorbenten 

kv k2 von a ein Quasiabsorbent von a ist. Wegen (2.12) gilt 

akx k2 П k} k2 a = kx k2 aak\ k2 kx • k2 ak2 LL kx(k2 a f| ak2) ky k2 . 

Somit bilden die Quas iabsorbenten von a eine Tei lhalbgruppe К von V. 
Wei te rh in b e k o m m t man wegen de r Eigenschaf t (1) fü r e inen beliebigen 
Quas iabsorbenten к von а 

к ^ (&U ka) f) (k U ак) = (к U ka)(k U ak) = k2 (J как ^ ka П ак = ka2 к, 

woraus wegen ka2 к ^ к 
к = ka2 к , 

d. h . die Regu la r i t ä t von К folgt . 
(iii) =y (i). D a der Durchschn i t t r [~\l eines Rech t sabsorben ten r und eines 

L inksabsorbenten l v o n a ein Quasiabsorbent v o n a ist, exis t ier t ein Quasi-
a b s o r b e n t x von a m i t 

r f] l = (г П l)x(r П () á (f П l)a(r П l) ^ ral ^ rl. 

D a m i t ist der Beweis beendet . 
W i r nennen das Element a{ £ V) und zugleich die (x)-Verbandshalb-

g r u p p e Va regulär, wenn eine der Bedingungen (i), (ii), (iii) in V gil t . 

1 E I N E H A L B G R U P P E H HEISST regulär, W E N N FÜR J E D E S E L E M E N T O(£ H ) M I N D E S T E N S 
EIN E L E M E N T x(,H) M I T a = axa EXISTIERT. 
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Bemerkungen 1. Zu (i) und (ii) ähnliche Charakter is ierungen der regu-
lären Ringe und H a l b g r u p p e n sind von L . K O V Á C S [ 6 ] , К . I S É K I [ 4 ] und 
J . C A L A I S [ 1 ] gegeben. 

2. Die zu (i) => (iii) ähnliche E igenschaf t der regulären H a l b g r u p p e hat 
L A J O S S. [ 7 ] bewiesen.2 

Aus Satz 2.3 fo lg t 

Korollar 2.4. Ist V regulär, so ist für jeden Absorbenten a von e auch die 
(J-Teilverbandshalbgruppe Va regulär. 

Beweis. Wegen (i) genügt es zu zeigen, dass die Rechts- u n d Linksabsor-
ben ten von a auch R e c h t s - und Linksabsorbenten v o n e sind. I s t l ein Links-
absorben t von a, so is t Z (J el infolge der E igenschaf t (1) ebenfalls ein Links-
absorben t von a u n d bes teht 

(l U el)2 É a(l U rf) К I К 1 (J e l , 

woraus wegen (ii), b) l = l (J el, d. h. eZ < / folgt. Ebenso sieht man ein, dass 
für jeden Rechtsabsorbenten r von a auch r e f L r gilt. 

Lemma 2.5. Für ein Element а ( X 0) einer (%)-Verbandshalbgruppe 
V sind die folgenden Bedingungen äquivalent : 

(I) für jedes Element x (£ V ,'x X 0, x < a) gilt ах = xa = а ; 
(II) a besitzt nur die trivialen Rechts- und Linksabsorbenten 0 und a, und 

(III) jeder Rechts- und Linksabsorbent von a ist idempotent und für die 
Rechtsabsorbenten r, rv r2 ( F 0) von a die Implikation rrx = rr2 =>- ri = r2 für 
die Linksabsorbenten l, lv l2 ( A 0) von a die Implikation Z4 Z = Z2 Z => ly = l2 
gelten. 

Beweis. Aus (I) folgt (II) t r ivial ver weise. 
(II) => (I). F ü r das Element x ^ 0, x a gil t ах = 0 oder ax = a. 

Der ers te Fall ist unmögl ich , weil in diesem Falle n a c h der E igenschaf t (1) 

a2 = a(x U xa) = ax U axa = 0 

gültig wäre . Ähnlich muss xa = a(x X- 0, x a) bes tehen . 
(II) => (III) ist t r ivial . 
(III) => (II). I s t Z ( y 0) ein Linksabsorbent von a, so gi l t wegen 

Z == Z2 ^ a l ^ Z 
II = al, 

woraus Z = a folgt. Dasselbe gilt f ü r die Rechtsabsorbenten r X 0 von a . 
D a m i t is t der Beweis beendet . 

a( £ V) heisst e in Divisionselement, wenn f ü r a eine der Bedingungen 
(I), (II), (III) gilt. 

I s t a ein Divisionselement, so is t Va wegen (II) u n d (i) regulär . 
Bemerkung. Die Bedingungen (I), (II), (III) können als Defini t ionen 

eines Schiefkörpers bzw. einer Gruppe mi t Nullelement in L1 bzw. in L2 betrach-
t e t werden . 

2 I N Z W I S C H E N IST EINE A R B E I T V O N J. LÜH » A CHARACTERIZATION OF REGULAR RINGS« (Proc. 
Japan Аса>1. 39 (1963), 7 4 1 — 74 3 ) ERSCHIENEN, IN WELCHER I M W E S E N T L I C H E N DIE Ä Q U I V A L E N Z 
(I) -O- (III) FÜR R I N G E B E W I E S E N IST. 
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Wir brauchen noch den folgenden 
Satz 2.6. Es sei p ein Absorbent des Elementes a{ £ V). Für p sind die 

folgenden Bedingungen äquivalent: 
(A) sind b, с Absorbenten von a mit bc + p, so gilt entweder b TL p oder 

с é p ; 
(B) ist г bzw. I ein Bechtsabsorbent bzw. ein Linlcsabsorbent von a mit 

ri + p, so gilt entweder r TL p oder l TL p ; 
(C) sind rv r2 Rechtsabsorbenten von a mit rx r2 + p, so gilt entweder 

rx + p oder r2 TL p ; 
(D) sind lv l2 Linksabsorbenten von a mit /12 + p, so gilt entweder A = P 

oder l2 TL p ; 
(E) sind x, y (TL a) Elemente von V mit xay + p, so gilt entweder x TL p 

oder y tL p. 
Beweis. (A) => (B). Gilt rl + p m i t einem Rech tsabsorben ten r und 

mit e inem Linksabsorbenten l von a, so gilt wegen Eigenschaf t (1) auch 
(r (J ar)(l U la) = rl (J rla U arl U arla + p, woraus nach (A) en tweder r TL 
+ r U ar + p oder l TL l \J la TL p fo lgt . 

(B) =>- (C). Sind rv r2 Rechtsabsorbenten von a mit rxr2TL p, so gilt 
nach der Eigenschaf t (1) rx(r2 (J ar2) = rxr2\] r, ar2 = rxr2 TL p, woraus wegen 
(ß) en tweder r{ TL p oder r2 TL r2 U ar2 + p folgt. 

Ähnl ich kann m a n (B) =>• (D) e insehen. 
(B) =>• (E). Bes t eh t fü r die E l e m e n t e x, y ( + a) von V die Voraus-

se tzung xay + p, so gi l t nach der E igenscha f t (1) 
(x U xa)a(y U ay) = xay U xa2 y U xa2 y U xa3 y = xay + p, 

woraus wegen (B) en tweder x + x U xa + p oder a(y (J ay) + p fo lg t . Da 
die zwei te Möglichkeit nach (B) en twede r y + a + p oder y TL y \J ay TL p 
impliziert , ist unsere Behaup tung (B) => (E) richtig. 

D a (C) => (A) u n d (D) => (A) trivialerweise gelten, haben wir nur 
(E) =>• (A) zu zeigen. S ind b, с Absorben ten von a m i t bc + p, so gi l t bac + 
TL bc TL p, was nach (E) entweder b TL p oder с Tkp impliziert . 

E i n Absorbent p von a, f ü r welchen eine der Bedingungen (A) —(E) 
erfül l t i s t , heisst prim. 

Bemerkung. Satz 2.6 liefert eine Charakter is ierung der Pr imidea le der 
Ringe u n d Ha lbgruppen . (Vgl. M C C O Y [ 8 ] und S T E I N F E L D [ 9 ] . ) 

Satz 2.7. Es sei q ein Absorbent des Elementes a ( £ F). Für q sind die 
folgenden Bedingungen äquivalent: 

( a ) sind x, y (+ a) Elemente von V mit xy + q, so gilt entweder x TL q 
oder y çL q, 

(ß) ist l bzw. r ein Linksabsorbent bzw. ein Bechtsabsorbent von a mit 
Ir + q, so gilt entweder l TL q oder r TL q. 

Beweis. Aus ( a) folgt (ß) tr ivialerweise. 

(ß) => (a). I s t xy + q, so gilt wegen der E igenschaf t (1) auch 

(x U ax)(y U yo) = xy U xya (J axy (J axya + q , 
woraus entweder x TL x [J ax TL q oder y + y (J y a TL q folgt. 

E i n Absorbent q von a mit der E igenschaf t ( a) oder (ß) heisst vollständig 
prim. I s t 0 ein vol ls tändig P r imabso rben t von a, so nennen wir a u n d zugleich 
Va nullteilerfrei. 

Bemerkung. Satz 2.7 liefert e ine Charakteris ierung der vol ls tändig 
Pr imidea le der Ringe u n d Ha lbgruppen . (Vgl. S T E I N F E L D [ 9 ] . ) 
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§ 3. Über die minimalen Links-, Rechts-, Bi- und Quasiabsorbenten 

Der Absorben t b( X 0) des Elementes a( £ V) heisst minimal, wenn a 
keinen Absorbenten b' mit 0 < b' <b besitzt . Ähnlich def inier t man die mini-
malen Links-, Rechts- , Bi- u n d Quasiabsorbenten. 

Satz 3.1. Der Durchschnitt eines minimalen Links- und eines minimalen 
Reclitsabsorbenten des Elementes «(£ F) ist entweder 0 oder ein minimaler Quasi-
absorbent von a. 

Beweis. E s sei к der Durchschn i t t eines minimalen Linksabsorbenten 
l u n d eines minimalen Rechtsabsorbenten r von a, und 4 ^ 0 . Setzen wir 
voraus , dass es — im Widerspruch zu unserer Behaup tung — einen Quasi-
absorbenten k' m i t 0 < 4 ' < 4 g ib t . Wegen der Minimali tä t von l gilt entweder 
ak' = 0 oder ak' = l. Im Fal l ak' = 0 wäre 4 ' ein Linksabsorbent von a m i t 
0 < 4 ' < 4 9 l, was aber wegen der Defini t ion von l unmöglich ist. Folglich 
is t ak' = l. E b e n s o folgt k'a = r. Daraus erg ib t sich 4 = l f) r = ak' f | k'a 9 
9 k', was der Bedingung 4 ' < 4 widerspricht. Dami t ist Satz 3.1 bewiesen. 

Als ein Analogon des vor igen Satzes gil t 
Satz 3.1'. Das Produkt rl eines minimalen Rechtsabsorbenten r und eines 

minimalen Linksabsorbenten l von a( £ F) ist entweder 0 oder ein minimaler 
fíiabsorbent von a. 

Beweis. N a c h Lemma 2.2 ist rl ein Biabsorben t von a. Es sei b ein 
Biabsorbent von a, mit 0 < b < rl. Es gilt ba2 b 9 bab 9 b. D a b 9 r,l i s t , 
s ind ba 9 r u n d ab 9 l gültig. Wegen der Minimal i tä t von r u n d l sind nur 
die Fälle 

möglich. Ist ba = 0, so ist b ein Rech t sabsorben t von a mi t 0 <b 9 rl 9 r. 
Daraus folgt wegen der Minimal i tä t von r 

was rl 9 ra = 0 impliziert. Ähnl ich sieht man ein, dass aus ab = 0 die Bedin-
gung rl = 0 fo lg t . Somit können wir ha = r u n d ab = l voraussetzen. Daraus 
fo lgt aber baab = rl 9 b, d. h. b = rl. Qu. e. d . 

Satz 3.2. Lst b ein minimaler Biabsorbent des Elementes a( £ F), so ist 
b entweder ein Divisionselement oder gilt Ъ2 = 0.3 

Beweis. E s sei x ein E lemen t mit 0 < x 9 b. Nach L e m m a 2.2 sind bx 
u n d xb Biabsorbenten von a. Wegen der Min imal i t ä t von b s ind nur die Fäl le 

möglich. Ist xb = 0, so muss nach E igenschaf t (1) auch (x U ax)b = xb U 
U axb = 0 bes tehen. Wegen x 9 b und der Minimal i tä t von b gilt (x U ax) f | 
П b = b, woraus b2 — 0 folgt. Ähnl ich schliessen wir b2 = 0 aus bx = 0. 

und 

und 

3 O B EIN Ä H N L I C H E S E R G E B N I S Ü B E R DIE M I N I M A L E N Q U A S I A B S O R B E N T E N GÜLTIG IST, IST 
E I N E OFFENE F R A G E ( V G L . [ 1 0 ] S A T Z 4 A , [ 1 1 ] S A T Z 3 U N D [ 1 2 ] S A T Z 4). 
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Gel ten bx X 0 u n d xb X 0, so ist bx = xb = b; folglich ist b nach L e m m a 
2.5 (I) ein Divisionselement. 

Aus Satz 3.1' u n d 3.2 folgt nun 
Korollar 3.3. Ist r ein minimaler Rechtsabsorbent, l ein minimaler Linlcs-

absorbent von a( £ V), so ist rl entweder ein Divisionselement oder (rl)2 = 0. 
E i n Teil von Satz 3.2 lässt sich umkehren : 

Satz 3.4. Wenn ein Biabsorbent b des Elementes a( £ V) ein Divisions-
element ist, so ist b ein minimaler Biabsorbent von a. 

Beweis. Es sei x ein Biabsorbent v o n a mit 0 < x Ak b. Da nach L e m m a 
2.5 (I) 

bx = xb = b (0 < x g. b) 

gilt, muss b = b2 = xbbx g xax g x, d . h . x = b bestehen. 
Satz 3.5. Ist l ein minimaler Linksabsorbent, r ein minimaler Rechtsab-

sorbent von a( £ V), so sind die Quadrate der Elemente rl, Ir, г П l gleichzeitig 
entweder Null oder nicht-Null. 

Beweis. Es sei zue r s t (rl)2 = 0. I s t dabei rl — 0, so is t Irlr = l- rl- r = 0 
und (г П l)(r C\l) + rl= 0, also je tz t i s t die Behaup tung richtig. Is t dagegen 
rl 0 u n d (rl)2 = 0, so is t entweder Irl = 0 oder Irl ^ 0. Aus rl ^ 0 u n d 
Irl = 0 fo lg t wegen der E igenscha f t (1) u n d der Minimal i tä t von r l(rl U rla) = 
= Irl (J tria = 0 und (rl (J rla) f] r = r. Dies impliziert Ir = 0, woraus auch 
(I f j r)(l П r) = 0 folgt. D e r zweite Fal l rl X 0 und Irl X 0 ist unmöglich, denn 
wegen de r Voraussetzung u n d der Minimal i tä t von I m u s s Irl = l bes tehen . 
Dies f ü h r t aber wegen (rl)2 = 0 zum Widerspruch 0 — rl • rl = r • lrl = rl. 

J e t z t setzen wir voraus , dass (Ir)2 = 0 ist. Is t Ir = 0, so gilt rl • rl = 
= r • Ir • l = 0 und (г П l)(r f ) l ) g Ir = 0. Es sei zunächs t Ir Ф 0 u n d (Ir)2 — 
— 0; es is t entweder Irl X 0 oder Irl = 0. Der Fall Ir X 0 u n d Irl X 0 ist wieder 
unmöglich, da aus Irl X 0 wieder Irl = l u n d daraus d e r Widerspruch 0 = 
= Ir • Ir = Irl • r = Ir fo lg t . Der Fall Ir X 0 und Irl = 0 g ib t zwei Möglich-
keiten: rl = 0 oder rl j*. 0. I s t rl = 0, so ist (r fl l)(r Q\l) g rl = 0. W e n n 
dagegen rl yí 0 und Irl = 0 gelten, bekommen wir wieder — wie oben — 
Ir — 0, was der Voraussetzung Ir 0 widerspricht. 

Zu le t z t bestehe (r f j l)2 = 0. Man sieht, dass j e t z t wegen rl ^ r f j l 
auch (rl)2 = 0 gilt. I s t ausserdem rl — 0, so ist a u c h (Ir)2 = 0 gült ig. 
Wenn dagegen (rl)2 = 0 u n d rl yt 0 gel ten, lässt sieh d e r Beweis wie oben 
beenden. 

E i n Element a von V heisst nilpotent, wenn eine na tür l iche Zahl n mit 
a" = 0 exis t ier t . Ist l ein ni lpotenter Linksabsorbent v o n e, so ist wegen der 
E igenschaf t (1) / (J le ein ni lpotenter Absorbent von e. 

Bes i t z t das E lemen t a( £ V) keinen von Null verschiedenen n i lpo ten ten 
Linksabsorbenten, so n e n n e n wir a u n d zugleich die + ) - V e r b a n d s h a i b g r u p p e 
Va radikalfrei. 

Wegen der vorigen Bemerkung h a t ein radikalfreies E lemen t auch keinen 
von Null verschiedenen n i lpotenten Rechtsabsorben ten . N a c h der Bed ingung 
(ii) a) von Satz 2.3 ist e ine reguläre (*)-Verbandshalbgruppe radikalfrei . 

I m radikalfreien Fa l le gilt die U m k e h r u n g von Sa tz 3.1: 

Satz 3.6. Ist Va(a £ V) eine radikalfreie (+)-Verbandshalbgruppe, so ist 
jeder minimale Quasiabsorbent к von a der Durchschnitt eines geeigneten mini-
malen Linksabsorbenten und eines minimalen Rechtsabsorbenten von a. 
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Beweis. Wegen (2.8) u n d der Minimal i tä t von к s ind d ie folgenden zwei 
Fäl le möglich: 

ak f ) ka — ^ 
к . 

Es sei zuers t ak f) ka = 0. Es ist en tweder ak = 0 oder ak ^ 0. I m 
Fal le ak = 0 i s t к ( tí 0) e in Linksabsorbent von a mit k2 = 0, was der Vor-
aussetzung widerspricht . I m Fal le ak ^ 0 be t rach ten wir da s Produkt как. 
Dieses ist wegen как g ak p| ha = 0 gleich Null , woraus а как = 0 folgt, was 
wegen ak ^ 0 wieder unmögl ich ist. 

Es sei d a n n ak f| ka = k. Wir behaup ten , dass ak bzw. ka ein minimaler 
Links- bzw. ein minimaler Rech t sabsorben t v o n a ist. E s g e n ü g t die Behaup-
t u n g für ak zu beweisen. I s t ak nicht minimal, so existiert ein Linksabsorbent 
l mi t 

(3.1) 0 <l<ak. 

D a der Durchschn i t t al П ka ein Quasiabsorbent von a i s t , muss wegen der 
Voraussetzungen entweder 

(3.2) al П ka = 0 

oder 

(3.3) al П ka = к 

bestehen. I m Fa l l e (3.2) gilt wegen kl g al Ç) ka = 0 auch kl = 0. Das impli-
zier t akl = 0, woraus wegen (3.1) l2 = 0, was aber unmögl ich ist. Im Fa l le 
(3.3) gilt wegen к g al g l a u c h ak g l, was der Annahme (3.1) widerspricht. 
D a m i t ist der Beweis beende t . 

Ein Analogon von Sa tz 3.6 ist 
Satz 3.6'. Ist Va(a £ V) eine radikalfreie (J)-Verbandshalbgruppe, so 

ist jeder minimale Biabsorbent von a( £ V) das Produkt rl eines geeigneten mini-
malen Rechtsabsorbenten r und eines minimalen Linksabsorbenten l von a. 

Beweis. E s sei b ein min imale r Biabsorben t von a. D a ba2 b (g b) auch 
ein Biabsorbent von a ist, m u s s entweder ba2 b = 0 oder bar b = b gelten. I s t 
ba2 b — 0, d a n n gilt auch abaaba = 0, woraus wegen der Radikal f re ihei t von 
Va die Gült igkeit von aba = 0 folgt. So gilt ba • ba = 0, was ba — 0 impliziert. 
D e r Rechtsabsorbent b U ab 0) hat also die E igenscha f t : (b U ab)2 g 
g (b U ab)a = ba U aba = 0, was aber der Radika l f re ihe i t von Va wider-
spr icht . Folglich besteht 

(3.4) ba-ab = b . 

Wir zeigen, dass ba ein minimaler Rech tsabsorben t v o n a ist. Es sei r ein 
Rech tsabsorben t von a mi t 0 < r g ba. Nach (3.4) gilt rab g b, woraus wegen 
d e r Minimali tät von b en twede r rab — 0 oder rab = b fo lg t . I s t rab = 0, so 
gi l t ra- ra ^ rar g raba = 0, woraus sich der Widerspruch r2 g ra = 0 ergibt . 
D a h e r muss rab = b gelten, w o r a u s b g r fo lgt . Dies impliziert aber ba g ra g 
< r, also r = ba. 

Ahnlich s ieh t man ein, d a s s ab ein min imaler L inksabsorbent von a i s t . 
Infolge (3.4) is t der Beweis d a m i t beendet. 

Aus den Sätzen 3.6, 3 .1 ' , 3.6', 3.1 u n d 2.2 (i), folgt 
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Korollar 3.7. Ist Va (a £ V) eine reguläre (*) - Verhandshalhgruppe, so ist 
jeder minimale Quasiabsorbent von a ein minimaler Biabsorbent von a und um-
gekehrt. 

Bemerkung: Sätze 3.1, 3.5, 3.6 und Korol lar 3.3 s ind Veral lgemeinerun-
gen der entsprechenden Ergebnisse von S T E I N F E L D [10], [11], [12]. 

§ 4. Zerlegungssätze 

Wir nennen ein E l e m e n t a ( £ V) u n d zugleich die (*)-Verbandshalb-
gruppe Va einfach, wenn a keinen Absorbenten 0, a) besitzt u n d 
a2 7í 0 gil t . 

Aus Satz 2.6 folgt unmi t t e lba r 
Korollar 4.1. Sind r, r' bzw. I, V beliebige von Null verschiedene Rechts-

absorbenten bzw. Linksabsorbentefi eines einfachen Elementes а ( £ V), so gelten 

II' 0, rr' ^ 0 u n d rl jt 0 . 

Eine Zerlegung a = xa (а, хш £ V) des Elementes a heisst direkt, 

wenn f ü r jedes x0 die Bedingung 

П ( U x * ) = 0 
ш 

ш'т̂ ш 
gilt. 

Das E l e m e n t а ( £ V) u n d zugleich d ie (*)-Verbandshalbgruppe Va w i rd 
vollständig zerlegbar, vollständig links-, rechts-, Ы- oder qiwcsi-zerlegbar g e n a n n t , 
je nachdem eine Zerlegung 

a = (J xu (Q ist eine beliebige Indexmenge) 
m £S1 

mit verschiedenen minimalen Absorbenten , Links-, Rechts - , Bi- oder Quas i -
absorbenten xa gültig ist. 

Satz 4.2. Das Element e von V ist dann und nur dann radikalfrei und 
vollständig rechts-zerlegbar, wenn e2 = e ist und für jeden Absorbenten с von e 
die direkten Zerlegungen 

(4.1) ec — U а
р und ce = ÍJ av 

e » 

bestehen, wo die a bzw. die av eindeutig bestimmte, einfache, paarweise annullie-
rende vollständig rechts-zerlegbare Absorbenten von e sind. 

Beweis. E s sei e radikalf re i u n d vollständig rechts-zerlegbar. D a n n 
bes teh t eine Zerlegung 

(4-2) e = U r . , 

wo rB verschiedene, minimale Rech t sabsorben ten von e bezeichnen. Da e r ad i -
kalfrei ist , gilt r2, = гю(со £ Q), was wegen (4.2) und de r Eigenschaf t (2) 
e2 = e implizier t . Wegen der Minimal i tä t v o n ra gilt 

(4.3) V = 0 oder ra (со, со' £ Q) . 
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Es ist leicht einzusehen, dass in de r Menge der Rechtsabsorbenten 
r a (со £ Q) die folgende Rela t ion = 

(4.4) ra = ra. ~ ra ra- =ra (ct,a'Ç Q) 

eine Klasseneinteilung l iefert . Bezeichne aa die Vereinigung der Elemente ra , 
die eine Klasse Ka bilden. N a c h (4.2) gilt 

(4.5) e = U aa , 
a g a 

wo A die Indexmenge der verschiedenen Klassen bezeichnet. 
Wir zeigen, dass das Element aa = U rB ein einfacher Absorbent 

I'a'zKa 
von e ist. Wegen (4.3), (4.4) u n d der Eigenschaf t (2) gilt 

/Л R\ n n k ' w e n n a = ß • 
(4.6) aaaß = l 

(0, wenn а X p , 
woraus nach (4.5) 

(4.7) eaa = aae = aa 

folgt. 
Es sei x ( X 0) ein Absorbent des Elementes aa. x ist wegen (4.5) u n d 

(4.6) auch ein Absorbent von e. Andererseits gilt nach der Eigenschaft (2) 
(4.8) aax = ( U ra)x= U X 0 , 

г © ç k a г o ( k q 

im entgegengesetzten Falle wä re nämlich x2 9 aa x = 0, was der Radikalfrei-
hei t von e widerspräche. Wegen (4.8) muss z. B. für das Element ra( £ Ka) 

r^x X 0 => rax = ra 9x 

bestehen. D a r a u s folgt wegen (4.4) und der Eigenschaft (2) 

x è aax ^ аага = U r0r<T= IJ ra = aa , 
I' ozKa Г azKa 

d . h. x = aa, womit die Einfachhei t von aa bewiesen ist. 

Da aa ein einfacher Absorbent von e ist, gilt ac f] ( IJ aA— 0 oder 

aa . Der zweite Fall impliziert aa 9 (J a„ . Multipliziert man beide Seiten 

m i t aa, so bes t eh t wegen (4.6) und der Eigenschaf t (2) 
aa = al = aa( U aß) = U aaaß = 0 , 

was unmöglich ist . So muss f ü r jedes aa ( a £ A) der erste Fa l l gelten und (4.5) 
is t also eine direkte Zerlegung. 

Aus der Definition von aa folgt, dass aa vollständig rechts-zerlegbar is t . 
Um die Eindeutigkeit de r Darstellung (4.5) zu zeigen, nehmen wir eine 

zweite direkte Darstellung 

(4.5') e = U bß , 
ßtu 
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wo bß e infache Absorbenten von e sind. Wegen (4.5'), (4.7) und der E igen-
schaf t (2) bes t eh t 

a a = e a a = ( U bp) a a = l j bß a a + О 
ß£B K ßÇB 

woraus die Exis tenz mindes tens eines Absorben ten bp mi t bp aa 7 0 fo lg t . 
Da aa u n d bß einfache Absorben ten von e s ind, muss 

bßaa = aa = bß 

gelten, was die Eindeut igkei t der Darstel lung (4.5) s ichert . Bezeichne с (?£ 0) 
einen beliebigen Absorbenten von e. Aus (4.5) folgen wegen der E in fachhe i t 
der K o m p o n e n t e n aa u n d der Eigenschaf t (2) die d i rekten Zerlegungen (4.1) 
von ec u n d ce. 

U m g e k e h r t bestehe f ü r jeden Absorben ten с ( 0) von e die d i r ek t e 
Zerlegung (4.1) mit e infachen, vollständig rechts-zerlegbaren Absorben ten 
a von e. D a r a u s folgt wegen 

% á U % = ее ^ с , 

dass с n ichtn i lpotent ist, was die Radikal f re ihei t von e s ichert . Infolge (4.1) u n d 
e2 = e ist e auch vol ls tändig rechts-zerlegbar. 

Dami t is t Satz 4.2 bewiesen. 
Satz 4.3. Ist e radikalfrei, so sind die folgenden drei Eigenschaften äqui-

valent : 
(a) e ist vollständig quasi-zerlegbar, 
(b) e ist gleichzeitig vollständig rechts- und links-zerlegbar, 
(c) e ist vollständig bi-zerlegbar. 

Beweis, (a) => (b). Die Bedingung (a) impliziert eine Darstel lung von e 

4.9) e = U К 
mit minimalen Quasiabsorbenten k0 von e. Nach Satz 3.6 k a n n man s t a t t (4.9) 

« = и (Г. п L) 

schreiben, wo ra bzw. la geeignete minimale Rechts- bzw. L inksabsorbenten 
von e sind. D a r a u s folgen die Darstel lungen e = (J r a = (J la, was zu bewei-
sen war. 

(b) => (c). Es sei e gleichzeitig vol ls tändig rechts- u n d links-zerlegbar, 
d . h. 

(4.10) t = U r, = U 

gelte mit min imalen Rechtsabsorbenten rv u n d minimalen Linksabsorbenten 
lß von e. Wegen der Minimal i tä t von lß u n d der E igenschaf t (2) gilt 

= = ( u г ф = u rvh , 
r V 

woraus nach (4.10) 
« = U U U h 

p у 

folgt, wo die von Null verschiedenen rv nach Satz 3.1 ' minimale Biabsorben-
ten von e s ind. 

6 A Matematikai Kutató Intézet Közleményei IX. 3. 
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(с) => (a). Gilt eine Darstel lung 

(4.11) e = U be 

mit minimalen Biabsorbenten be von e, so ist e nach Satz 3.6' in der Fo rm 

(4.12) e = U rele 

darstellbar, wo rg bzw. minimale Rechtsabsorbenten bzw. Linksabsorben-
ten von e s ind. Aus (4.12) folgt wegen r& gi rg f | /g die Darstellung e = 
= U(re П /g), wo rg П h, nach Satz 3.1 minimale Quasiabsorbenten von e sind. 

Über die einfachen, vollständig links- und rechts-zerlegbaren Elementen 
von V geben die fclgenden Eigenschaften weitere Aufklärungen. 

Es sei das Element a einfach und es gelte 

(4.13) a = U r a = U h , 
agA В 

wo ra bzw. bß verschiedene minimale Rechtsabsorbenten bzw. Linksabsorben-
ten von a s ind. 

1. Zu jedem ra (a£A) existiert mindestens ein 4» ( a* £ 71), so dass 
la, ra = a is t und zu jedem lp(ß £ B) exist iert mindestens ein rß.{ß* £ A), 
so dass Iß rg, — a gilt. 

Wegen (4.13) und der Einfachheit von a besteht nämlich für jedes ra die 
Darstellung: а = ara — ( (J 1Л ra — U h r a . Da f ü r das Paa r lß, ra 

ß£ в p ß g ß p 

entweder lß ra = 0 oder lß ra = a gilt, muss mindestens ein la. mit la* ra — a 
(a* £ R) existieren. Die zweite Behauptung kann man ähnlich einsehen. 

2. F ü r jeden Rechtsabsorbenten r (?£ 0) und Linksabsorhenten 1 ( ^ 0 ) 
von a gel ten ra r = ra ( a £ A) und llp = lß (ß £ B). Nach Korollar 4.1 ist 
ra r 0, woraus wegen der Minimalität von ra die Behauptung folgt. Ähnlich 
beweist m a n die zweite Behauptung. 

3. E s gilt a = (J U ra lß, wo ra lß (а £ A; ß £ B) lauter verschie-
agA /Jgfl 

dene minimale Biabsorbenten von a s ind. 
Nach Satz 3.1' und Korollar 4.1 haben wir nur ra lp = ra. lp, => ra — ra,t 

lß = lß, zu zeigen. Aus ra lß = ra- lß, folgen ara lp = ara, lp, — alß = alß, = 
= lß = lß, u n d ralßd= ra, lß, a = raa = ra, a = ra = ra-, 

4. Die folgenden Bedingungen sind äquivalent: (a) lpra ^ 0, (b) ra lß 

ist ein Divisionselement, (c) f ü r jedes r^ und lv ( | £ A; rj £ B) gilt rç lp ra lv = 
= » j l . 

(a) => (b). Wegen (a) gilt lß ra = a, folglich (lß ra)
2 ^ 0. So besteht nach 

Satz 3.5 (ra lß)2 A 0, woraus nach Korollar 3.3 die Behauptung (b) folgt. 
(b) => (a). Aus (b) folgt (ralß)

2 ^ 0, was nach Satz 3.5 (lß raf ^ 0 
impliziert, weshalb lpra 0 gilt. 

(а) => (c). Wegen (a) und 2. bes teht r£ lp ralv = r^ alv = rßlv . 
(c) => (a). Nach (c) und 3. gilt r& lß ra lv = r£ lv ^ 0, was die Behaup-

tung (a) impliziert. 
5. Die folgenden Bedingungen sind äquivalent: (a') lß ra = 0, (b') 

(rjß)2 = 0, (c') für jedes rt und 1Ц gilt r£ lß ra ly = 0. 
Da (а ' ) => (c') und (c') => (b') trivialerweise gelten, haben wir nur 

(b') — (a ') zu zeigen. Wegen (b') bes teht (ra lß)2 = 0, was wegen Satz 3.5 
(lß ra)2 = 0 impliziert, woraus Lra = 0 folgt. 



ZERLEGUNGSSÄTZE FÜR TEILWEISE GEORDNETEN HALBGRUPPEN 3 2 7 

Info lge der vorigen Eigenschaf t gil t 
Satz 4.4. Ist das Element a ( £ V) einfach und 

( 4 . 1 4 ) a=[)ra=\Jlß (2 = m, S = n) 
aÇA ß ÇB 

mit verschiedenen minimalen Rechtsabsorbenten ra bzw. Linksabsorbenten Iß von 
e, so besteht 

( 4 . 1 5 ) a = U U r j p 
a ß 

mit verschiedenen minimalen Biabsorbenten ralß(a£A; ß £ B) von a, unter 
welchen mindestens max (m, n) Divisionselemente vorkommen. Weiterhin gilt 

(4.16) rjßrn,lß. = \ = (a,a'£A;ß,ß'£B). 
к W * 0 

Bemerkungen 1. Man kann die Ergebnisse der Sätze 4.2, 4.3 u n d 4.4 als 
ein Ana logon der S t ruk tu r sä t ze der radikalfreien Ringe be t rach ten , die mi t 
ihrem Sockel übereins t immen. (Vgl. V A N D E R W A E R D E N [ 1 5 ] , K E R T É S Z — 
S T E I N F E L D [ 5 ] u n d S Z Á S Z [ 1 4 ] . ) 

2. E s ist bekann t , dass die vol ls tändig einfachen Ha lbg ruppen mi t Null-
element die E igenschaf t (b) von Satz 4 . 3 haben. (S. C L I F F O R D — P R E S T O N [ 2 ]  
Korollar 2 . 4 9 . ) So b i e t e t eine radikal f re ie (*)-Verbandshalbgruppe mi t der 
E igenschaf t (a) [oder (b) oder (c)] eine Verallgemeinerung der vol ls tändig ein-
fachen Ha lbgruppe mi t Nullelement. Korol lar 2 . 5 2 a in C L I F F O R D — P R E S T O N 
[2] e rg ib t sich als ein Spezialfall des Satzes 4.4. 

D a eine reguläre (*)-Verbandshalbgruppe nach Satz 2.3 (ii) rad ika l f re i 
ist,4 k ö n n e n wir die vorigen Ergebnisse fü r den regulären Fal l spezialisieren. 

Info lge Satz 2.3 (i) u n d Korol lar 2.4 bekommt m a n aus Satz 4.2 den 
Satz 4.2'. Das Element e von V ist dann und nur dann regulär und voll-

ständig rechts-zerlegbar, wenn für jeden Absorbenten с von e eine direkte Zer-
legung 

с = U % 
га 

gilt, wo ap eindeutig bestimmte, einfache, paarweise annullierende, reguläre, voll-
ständig rechts-zerlegbare Absorbenten von e sind. 

I m regulären Fal le fallen die Bedingungen (a) u n d (c) von Satz 4.3 wegen 
Korol lar 3.7 überein u n d die Biabsorbenten ra lß im Satz 4.4 sind auch mini-
male Quas iabsorbenten von a. 

Als einen Sonderfall von Satz 2.3 beweisen wir 
Lemma 4.5. In V sind die folgenden zwei Bedingungen äquivalent : 
(i) für jeden Rechtsabsorbenten r und Linksabsorbenten l des Elementes 

а ( £ V) gilt 
rl = r Ç\l <Llr , 

(ii) jeder Quasiabsorbent von a ist idempotent. 

4 B E K A N N T L I C H SIND D I E H A L B E I N F A E H E N R I N G E B Z W . DIE VOLLSTÄNDIG E I N F A C H E N H A L B -
G R U P P E N M I T N U L L E L E M E N T REGULÄR. W I R K O N N T E N EIN Ä H N L I C H E S E R G E B N I S Ü B E R DIE (^)-VER-
B A N D S H A L B G R U P P E N N I C H T B E W E I S E N . 

6 * 
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Beweis, (i) => (ii). N a c h dem Beweis des Satzes 2.3 gilt le — ka? 1c, 
woraus wegen (i) 

к = ka-dk g ak • ka 

folgt . Dies impliz ier t wegen a? = a Ç\ a = a 

к = ka • как • ak g ka • ak2 a • ak — как • как = к2  

d . h. к = к2 g i l t . 
(ii) => (i). E s sei r ein Rech tsabsorben t , l ein L inksabsorben t von a . 

D a г П l ein Quas iabsorbent v o n a ist, gilt nach (ii) 
r n l = (г П lf Ф rl П lr , 

woraus wegen rl g r f | l die B e h a u p t u n g (i) folgt . 
Bemerkung. Ein ähnl iches Ergebnis wurde in Satz 2 von L . K O V Á C S [ 6 ] 

übe r Ringe bewiesen.5 

Satz 4.6. Ist das Element e ( £ V) vollständig quasi-zerlegbar und ist jeder 
Quasiabsorbent von e idempotent, so besitzt V kein von Ntdl verschiedenes nil-
potentes Element. Jeder Absorbent с von e hat eine direkte Zerlegung 

(4.17) с = U % , 
e 

wo ap eindeutige bestimmte, einfache, paarweise annullierende, nullteilerfreie 
Absorbenten von e sind. 

Weiterhin ist jeder Quasiabsorbent von a idempotent und a^ hat eine Zer-
legung 

% = u к р а , 
а 

wo kjía Divisionselemente sind. 

Beweis. E s sei 0) ein Element von V mit 

x" = 0 , ж""1 X 0 (n ф 2). 

Dies impliziert nach L e m m a 4.5 und E igenschaf t (1) 

О и ж"" 1 g (x U же) n (ж"^1 U еж""1) = (ж (J же)(ж""1 U еж""1) ^ 

^ (ж""1 U еж"-а)(ж (J же) = ж" U еж" U ж"е U еж"е = 0 , 

was unmöglich is t . Nach L e m m a 4.5 ist e regulär , so ist die d i rekte Zerlegung 
(4.17) nach Sa tz 4.2 richtig. 

Is t l ein L inksabsorben t , r ein Rech t sabsorben t von a^ , so ist 

(4.18) 0 ^ rl g lr 

wegen L em ma 4.5 und Korol la r 4.1 gültig. Nach Satz 2.7 bedeu te t (4.18), dass 
ap in der T a t null tei lerfrei i s t . 

6 E S IST E I N E OFFENE F R A G E , W I E SICH DIE A N D E R E N C H A R A K T E R I S I E R U N G E N I M E R W Ä H N T E N 
S A T Z V O N L. KOVÁCS FÜR ( % ) - V E R B A N D S H A L B G R U P P E N Ü B E R T R A G E N LASSEN. 
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J e t z t zeigen wir, dass jeder Quasiabsorbent к von a^ ein Quasiabsorbent 
von e ist. Wegen L e m m a 4.5 gilt 

ke П ek = (ke f j eZ)3 + (ke f j eZ) aM (ke f j eZ) = 

= keeka„ keek < как < Z , 
p — p — 

was zu beweisen war. 
Endlich ist a vollständig quasi-zerlegbar und die minimalen Quasi-

absorbenten von a s ind Divisionselemente. Damit ist der Beweis beendet . P 

(Eingegangen: 25. Februar 1964.) 
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ТЕОРЕМЫ РАЗЛОЖЕНИЯ ДЛЯ УСЛОВНО ДИСТРИБУТИВНЫХ 
ЧАСТИЧНО УПОРЯДОЧЕННЫХ ПОЛУГРУПП 

О . S T E I N F E L D 

Резюме 

Определенная в настоящей работе (-^-структура-полугруппа является 
частично упорядоченной полугруппой и полной структурой, удовлетворяю-
щей некоторому условному закону дистрибутивности. Например, все под-
кольца ассоциативного кольца образуют (х)-структуру-полугруппу. 
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Для некоторых (х)-структур-полугрупп доказываются теоремы разло-
жения, аналогичные теоремам о строении полупростых колец и вполне про-
стых (completely simple) полугрупп. 

При доказательстве теорем разложения используются результаты, 
являющиеся обобщениями некоторых теорем относящихся к односторонним 
идеалам и квазиидеалам колец и полугрупп. 
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