UBER ZERLEGUNGSSATZE FUR TEILWEISE GEORDNETEN
HALBGRUPPEN MIT BEDINGTEN DISTRIBUTIVITATSREGELN

von

0. STEINFELD
§ 1. Einleitung

Die Verbandshalbgruppen spielen eine wichtige Rolle in der Theorie der
teilweise geordneten algebraischen Strukturen. (S. L. Fucas [3].) Die in dieser
Arbeit definierte (x)-Verbandshalbgruppe ist eine multiplikative Halbgruppe
und ein vollstindiger Verband mit gewissen Eigenschaften (2.1)—(2.4) und
mit einer »schwachen« Distributivitiitsregel (%). Die Menge aller Teilringe
eines assoziativen Ringes bildet z. B. eine (%)-Verbandshalbgruppe.

In einer fritheren Arbeit [13] definierten wir die Begriffe der Absorben-
ten und Primabsorbenten als Verallgemeinerungen der Ideale und Primideale.
Wir gehen jetzt durch die Definitionen der Links-, Rechts-, Bi- und Quasi-
absorbenten in dieser Richtung weiter. Eine (%)-Verbandshalbgruppe wird
radikalfrei genannt, wenn ihr grosstes Element keinen nilpotenten Links-
absorbenten (# 0) besitzt.

In § 4 beschiftigen wir uns mit solchen radikalfreien (%)-Verbandshalb-
gruppen, deren grosstes Element Vereinigung von minimalen Rechtsabsorben-
ten (und Linksabsorbenten) ist. Wir geben fiir diese (x)-Verbandshalbgruppe
einige Zerlegungssiitze, die den Struktursitzen der halbeinfachen Ringe und
den Zerlegungssitzen der vollstindig einfachen Halbgruppen analog sind
(Satze 4.2, 4.3, 4.4).

Um zu diesen Ergebnissen zu gelangen, miissen wir eine gemeinsame
Verallgemeinerung des Schiefkérpers und der Gruppe mit Nullelement angeben
(Lemma 2.5) und einige Siitze iiber die minimalen Links-, Rechts-, Bi- und
Quasiabsorbenten beweisen (§ 3).

In seiner Arbeit [6] gab L. KovAcs eine Charakterisierung der reguliren
Ringe mit Hilfe der Links- und Rechtsideale. In Satz 2.3 definieren wir die
reguldren (x)-Verbandshalbgruppen mit Hilfe der Links-, Rechts- und Quasi-
absorbenten. Die reguliren (x)-Verbandshalbgruppen sind radikalfrei, so las-
sen sich die erwithnten Zerlegungssiitze iiber die reguliren (x)-Verbandshalb-
gruppen in einer schirferen Form iibertragen (Sitze 4.2', 4.6).

§ 2. Grundbegriffe

is sei L = {a, b, . . .} eine multiplikative Halbgruppe und ein vollstéin-
diger Halbverband beziiglich der Durchschnittsoperation N.
Man kann in Z durch

(2.1) =0 afb—a
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eine Halbordnungsrelation < definieren. Es gelte

(2.2) a?<a (@€ L) ,

(2.3) (Na,)b < Nab und b(Na,) < N ba, (@g, DEL),
el wER o) wEQR

wo £ eine beliebige Indexmenge bezeichnet. Wir verlangen endlich die Existenz
der Elemente 0, e ( € L) mit den Bedingungen

(2.4) I=<a<ie, 0a=ald=0 (@€L).

Eine algebraische Struktur L mit den obigen Eigenschaften wird eine
J0-Halbgruppe genannt. Mit L bezeichnen wir immer eine Z/-Halbgruppe.
(S. O. STEINFELD [13].)

Aus (2.3) folgt:

(2.5) a<b=>ax < bx und za =< zb (@, b,2€ L),

und umgekehrt. Z ist also eine halbgeordnete Halbgruppe.
Wir sagen, dass das Element b (€ L) ein Absorbent eines Elementes
a (€ L) ist, wenn

(2.6) b=<a
und
(2.7) ab < b, ba<bd

bestehen. b heisst ein Linksabsorbent (Rechtsabsorbent) von a, wenn (2.6) und
(2.7;) [(2.6) und (2.7,)] gelten.

Ein Element k (€ L) heisst ein Quasiabsorbent des Elementes a (€ L),
wenn

(2.8) k<a und kanNak <k

bestehen. Der Durchschnitt » N 7 eines Rechtsabsorbenten » und eines Links-
absorbenten ! von a ( € L) ist wegen

rNenalrnid = raﬂal<rﬂl

ein Quasiabsorbent von a. Es gilt
Lemma 2.1. Ist r ein Rechtsabsorbent, | ein Linksabsorbent des Elementes
a (€L), so besteht vl < r NI

Beweis. Da
<
rl < {al =
ra < r

gelten, ist unsere Behauptung richtig.
Das Element b( € L) heisst ein Biabsorbent von a( € L), wenn

(2.9) b<a und bab < b

gelten. Aus den Definitionen folgt sofort, dass die Quasiabsorbenten von a auch
Biabsorbenten von a sind. Es gilt
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Lemma 2.2. (Vgl. Lajos [7].) Ist b ein Biabsorbent des Elementes a( € L),
so sind bx und xb fiir jedes Element x( < a) Biabsorbenten von a.

Beweis. Wegen b, v < a gelten bz < @ und b < a. Weiterhin bestehen
brabx < ba? bx < babx < bx und xbaxb < xba? b < xbab < xb.

Wir definieren fiir beliebig viele Elemente a,( € L) eine Vereinigungs-
operation |J durch

(2.10) Ua,=nd,,
€4

wo d,(€L) die gemeinsamen oberen Schranken aller @, durchliuft. Es ist
bekannt, dass L beziiglich der in ihm definierten Verkniipfungen N und U
einen vollstindigen Verband bildet.

Wir machen von jetzt an eine sehr wesentliche Voraussetzung, die
gewisse Distributivitdtsregeln vorschreibt.

(%)-Eigenschaft. Es bezeichne a ein beliebiges Element der J-Halb-

gruppe L.
(1) Sind x, y Elemente von L mit x < a und y < a, so sollen

(xUax)y =2y Uaxy und y(x U azx)=yx U yax,

(xU za)y =2y Uxay und yx U za) =yx U yxa
bestehen.
(2) Sind m, (A€ A) Linksabsorbenten (Rechtsabsorbenten) des Elementes
a und x ein Element von L mit x < a, so sollen

(Umye = Umax und (U m,) = U xm,
2€4 €4 €A €4
gelten.

Infolge der Varaussetzung (%) ist L im allgemeinen keine verbandsge-
ordnete Halbgruppe: sondern eine Halbgruppe und ein vollstéindiger Verband
mit gewissen bedingten Distributivititsregeln. Wir nennen eine 7-Halb-
gruppe Lmit der (x)-Eigenschaft eine (¥)-Verbandshalbgruppe. Mit V bezeich-
nen wir immer eine (%)-Verbandshalbgruppe. Die Elemente 2(0 < z < a) des
Intervalls [0, @] bilden offenbar eine (x)-Teilverbandshalbgruppe V, von V.
Natiirlich gilt [0,e]=V,= V.

Aus Eigenschaft (1) folgt unmittelbar

(x U ax Uzxa U axa)y = xy U axy U xay U axay und
y(x U ax U za U axa) = yx U yax U yxa U yaza .

Wegen der Eigenschaft (1) und (2.2) gilt a(x U az) = ax U a*z = ax <
< xUax. So ist U ax ein Linksabsorbent von @, mit der Eigenschaft
x < axUazx. Ist I ein Linksabsorbent von @ mit x < [, so besteht z | ax <
< lUal £ 1. Die Elemente x U ax bzw. x U xa bzw. x U ax U za | axa sind
also der durch x erzeugte Linksabsorbent bzw. Rechtsabsorbent bzw. Absor-
bent von a.

Sind 7, (4 € 4) Rechtsabsorbenten des Elementes a, so folgt aus der
Jigenschaft (2) und (2.7,)

(2.11) (Un)a=llrnae= 1.
€A €A €A
Die Vereinigung U r, der Rechtsabsorbenten 7, von « ist also wieder ein
24 ~

Rechtsabsorbent von a.
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Bemerkungen 1. Die Teilringe eines assoziativen Ringes R bilden eine
(%)-Verbandshalbgruppe. Definiert man niamlich den Durchschnitt S N 7' der
Teilringe S, 7" von R in iiblicher Weise und das Produkt S7 als den durch die
Elemente st (s€S; t€7) erzeugten Teilring von R, so bilden die Teilringe
von R eine J-Halbgruppe L,. Die Links-, Rechtsabsorbenten, usw. eines
Elementes entsprechen den Links-, Rechtsidealen usw. eines Teilringes. Nach
(2.10) bezeichnet S U 7" den durch S und 7" erzeugten Teilring von Rund S + 7'
besteht aus den Elementen s--¢ (s€8S; t€T). (S + 7T ist im allgemeinen
kein Teilring von R.)

Sind 4 und X (X £ A) Teilringe von R, so bestehen X U 4X = X +
+ A4X, X U XA =X + XA. Wir zeigen, dass z. B. die Distributivitatsregel

(X +AX)Y = XY | AXY

mit irgendwelchem Teilring ¥ (£ A4) von R gilt. Wir haben nur einzusehen,
dass jedes Element der linken Seite in der rechten Seite enthalten ist. Die linke
Seite ist durch die Elemente

(x+daiz)y=ay+ aiziy (¢, 1€ X 5 ;€4 yeY)

erzeugt. Wegen X4, AX, YA, AY & A und (XY)? & XY sind die Summe
und das Produkt der erzeugenden Elemente in XY + AXY enthalten, wor-
aus unsere Behauptung folgt. Ahnlicherweise kann man einsehen, dass auch
die anderen Distributivititsregeln der (%)-Eigenschaft (1) in I, richtig sind.

Sind [, (2 € 4) Linksideale des Teilringes 4 von R, so gilt U/, =
2€4
= >'l,. Es bezeichnet Y einen Teilring von 4. Wir zeigen, dass z. B. die
A

23
Distributivititsregel (3'[;) ¥ = 3 [, Y besteht. Wir haben nur ( }'[,) ¥ S
A4 16 A4
< 2‘ [, ¥ einzusehen. Die linke Seite wird durch die Elemente (3 7,)y =

— 2‘ Ly (5, €l; vy €Y) erzeugt. Da [, Linksideale von A4 sind, sind die
Summe und das Produkt der erzeugenden Elemente in 3 [, Y enthalten.
A

7S
Die Giiltigkeit der iibrigen Distributivititsregeln aus der (%)-Eigenschaft
(2) in L, lasst sich dhnlicherweise einzusehen.

Somit ist L, eine (%)-Verbandshalbgruppe.

2. Ein anderes Beispiel fiir die (%)-Verbandshalbgruppen liefert die
Menge aller Teilhalbgruppen mit Nullelement einer Halbgruppe mit Null-
element, welche durch L, bezeichnet wird. Die Giiltigkeit der (x)-Eigenschaft
in L, 1a3t sich dhnlicherweise wie in L, einzusehen.

Wir beweisen

Satz 2.3. In V sind die folgenden drei Bedingungen dquivalent :
i) fur jeden Rechtsabsorbenten r wund Linksabsorbenten | des Elementes
a(€V) gilt

(2.12) A=A A

(i) fiir jeden Rechtsabsorbenten r und Linksabsorbenten | von a gelten
a) r ist wdempotent, d. h. r* = r
b) 1 ist idempotent,
c) rl ist ein Quasiabsorbent von a;
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(iii) die Quasiabsorbenten wvon a bilden eine regulire Teilhalbgruppet
von V.

Beweis. (i) = (ii). Die Bedingung (ii) ¢) folgt aus (2.12) und der Tat-
sache, dass » (] [ ein Quasiabsorbent von @ ist. Wegen (2.12) gilt ra = r N a =
= r, woraus infolge der Eigenschaft (1) r=rN(rUar) =r(r Jar) =
= 2 U rar = r* folgt, was die Bedingung (ii) a) impliziert. Ahnlich kann man
die Giiltigkeit von (ii) b) einsehen.

(i) = (i). Es sei £ ein Quasiabsorbent von a. Wir zeigen zuerst

(2.13) k=kanak.
Wegen a) und der Eigenschaft (1) gelten
E<kUka=(kUka)?=kUkRalkek | kaka < ka .

Ahnlich gilt & < ak, woraus (2.13) wegen (2.8) folgt.
Wegen (2.13) und c) gilt

(2.14) rl = rla-N ol ;

wo 7 2in Rechtsabsorbent, / ein Linksabsorbent von « 1st. Aus (2.13), (2.14)
a), b) bekommt man

rNl=k=kaN ak = kaaka N akack = kaak= kak < ral < rl,

was wegen Lemma 2.1 die Giiltigkeit von (2.12) sichert.
(i) => (iii). Wir zeigen zuerst, dass das Produkt der Quasiabsorbenten
ky, ky von a ein Quasiabsorbent von @ ist. Wegen (2.12) gilt

ok ko Nk kya =k kyaak by < k, - kyaky, < ky(bya Naky) < kb K, .

Somit bilden die Quasiabsorbenten von a eine Teilhalbgruppe K von V.
Weiterhin bekommt man wegen der Eigenschaft (1) fiir einen beliebigen
Quasiabsorbenten %4 von a

E< (kUka)N(kUak)= (kU ka)k Uak) =k U kak < ka N ak = ka*k,
woraus wegen ka* k < k
= katk,

d. h. die Regularitit von K folgt.

(iii) = (i). Da der Durchschnitt » (N / eines Rechtsabsorbenten » und eines
Linksabsorbenten / von a ein Quasiabsorbent von a ist, existiert ein Quasi-
absorbent x von ¢ mit

rNi=(NhxrNl) =@nha(rNl =< ral <rl.

Damit ist der Beweis beendet.
Wir nennen das Element a( € V) und zugleich die (%)-Verbandshalb-
gruppe V, regulir, wenn eine der Bedingungen (i), (ii), (iii) in V gilt.

1 Eine Halbgruppe H heisst regulir, wenn fiir jedes Element a(€ H) mindestens
ein Element (€ H) mit a = axa existiert.
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Bemerkungen 1. Zu (i) und (ii) d&hnliche Charakterisierungen der regu-
lairen Ringe und Halbgruppen sind von L. KovAcs [6], K. Isfkr [4] und
J. Cara1s [1] gegeben.

2. Die zu (i) = (iii) dhnliche Eigenschaft der reguliren Halbgruppe hat
Lajos S. [7] bewiesen.?

Aus Satz 2.3 folgt

Korollar 2.4. Ist V regulir, so ist fir jeden Absorbenten a von e auch die
(%)-Teilverbandshalbgruppe V, requlir.
_ Beweis. Wegen (i) geniigt es zu zeigen, dass die Rechts- und Linksabsor-
benten von @ auch Rechts- und Linksabsorbenten von e sind. Ist / ein Links-
absorbent von a, so ist 7 U el infolge der Eigenschaft (1) ebenfalls ein Links-

absorbent von a und besteht
(U= allUe)=l=1Uel,

woraus wegen (ii), b) / = 7 U el, d. h. el < [ folgt. Ebenso siecht man ein, dass
fiir jeden Rechtsabsorbenten r von @ auch re < 7 gilt.

Lemma 2.5. Fiir ein Element a ( # 0) einer (%)-Verbandshalbgruppe
V sind die folgenden Bedingungen dquivalent :
(I) far jedes Element x (€ V, x # 0, x < a) gilt ax = xa = a ;
(IT) a besitzt nur die trivialen Rechts- und Linksabsorbenten 0 und a, und
a0y
(IIT) jeder Rechts- und Linksabsorbent von a ist idempotent und fir die
Rechtsabsorbenten r, r,, r, ( # 0) von a die Implikation rry = rry = ry = r, fir
die Linksabsorbenten I, 1, I, (# 0) von a die Implikation 1,1 =1,1 =1, =1,
gelten.
Beweis. Aus (I) folgt (II) trivialverweise.
(IT) = (I). Fir das Element « = 0, x < a gilt ax = 0 oder ax = a.
Der erste Fall ist unmdoglich, weil in diesem Falle nach der Eigenschaft (1)

a? = a(z |} 'za) = az ) ara =0

giiltig wiire. Ahnlich muss xa = a(x # 0, < a) bestehen.
(IT) = (ILI) ist trivial.
(ITT) = (II). Ist 7 (s 0) ein Linksabsorbent von a, so gilt wegen
l=P=al=<]l
l=al,

woraus | = a folgt. Dasselbe gilt fiir die Rechtsabsorbenten » = 0 von a.
Damit ist der Beweis beendet.

a( € V) heisst ein Divisionselement, wenn fiir @ eine der Bedingungen
(I), (IT), (III) gilt.

Ist @ ein Divisionselement, so ist V, wegen (II) und (i) regulér.

Bemerkung. Die Bedingungen (I), (II), (III) konnen als Definitionen
eines Schiefkorpers bzw. einer Gruppe mit Nullelement in L, bzw. in L, betrach-
tet werden.

% Inzwischen ist eine Arbeit vonJ. Lun »A characterization of regular rings« (Proc.
Japan Acad. 39 (1963), 741 —743) erschienen, in welcher im wesentlichen die Aquivalenz
(i) © (iii) fiir Ringe bewiesen ist.



ZERLEGUNGSSATZE FUR TEILWEISE GEORDNETEN HALBGRUPPEN 319

Wir brauchen noch den folgenden

Satz 2.6. Es sei p ein Absorbent des Elementes a( € V). Fir p sind die
folgenden Bedingungen dquivalent :

(A) sind b, ¢ Absorbenten von a mit bec < p, so gilt entweder b < p oder
C=p;

(B) ist r bzw. I ein Rechtsabsorbent bzw. ein Linksabsorbent von a mit
rl < p, so gilt entweder r < p oder | < p ;

: (C) sind r,, r, Rechtsabsorbenten von a mit r,r, < p, so gilt entweder
¥, =P oder v, < p;

(D) sind 1, I, Linksabsorbenten von a mit I, l, < p, so gilt entweder I, < p
oder I, < p;

(E) sind z, y (< a) Elemente von V mit xay < p, so gilt entweder x < p
oder y < p.

Beweis. (A) = (B). Gilt 7 < p mit einem Rechtsabsorbenten r und
mit einem Linksabsorbenten ! von a, so gilt wegen Eigenschaft (1) auch
(rUar)(l U la) =7l U rla U arl U arla < p, woraus nach (A) entweder r <
<rUar <poderl <1l la < p folgt.

(B) = (C). Sind 7, rz Rechtsabsorbenten von a mit r, 7, < p, so gilt
nach der Eigenschaft (1) »/(r, U ary) = ry v, U ryary = r 7, < p, woraus wegen
() entweder r, < p oder r, < r, U ar, < p folgt.

Ahnlich kann man (B) = (D) einsehen.

(B) = (E). Besteht fiir die Elemente z,y (< a) von V die Voraus-
setzung xay < p, so gilt nach der Eigenschaft (1 ) :

(x Uaa)a(y U ay) = aay U za*y U 2a*y U za® y = 2ay < p,
woraus wegen (B) entweder * < U za < p oder a(y U ay) < p folgt. Da
die zweite Moglichkeit nach (B) entweder y<a<podery<yUay <p
impliziert, ist. unsere Behauptung (B) = (E) rlchtlg

Da (C)= (A) und (D)= (A) trivialerweise gelten, haben wir nur
(E) = (A) zu zeigen. Sind b, ¢ Absorbenten von a mit be < p, so gilt bac <
< bc < p, was nach (E) entweder b < p oder ¢ < p 1mphz1ert

Ein Absorbent p von a, fiir welchen eine der Bedingungen (A)—(E)
erfiillt ist, heisst prim.

Bemerkung. Satz 2.6 liefert eine Charakterisierung der Primideale der
Ringe und Halbgruppen. (Vgl. McCoy [8] und STEINFELD [9].)

Satz 2.7. Es sei q ein Absorbent des Elementes a (€ V). Fir q sind die
folgenden Bedingungen dquivalent :

(a) sind z,y (< a) Elemente von V mit xy < q, so gilt entweder x < q
oder y < q,

(p) ist 1 bzw. r ein Linksabsorbent bzw. ein Rechtsabsorbent von a mit
Ir < q, so gilt entweder | < q oder r < q.

Bewels Aus (a) folgt (B) trivialerweise.

(B) = (a). Ist zy < ¢, so gilt wegen der Eigenschaft (1) auch

(x U ax)(y Uya) =xy U aya U axy U axya < q ,
woraus entweder * < x J ax < q oder ¥y < y U ya < ¢ folgt.

Ein Absorbent ¢ von a mit der Eigenschaft (a) oder (f) heisst vollstindig
prim. Ist 0 ein vollstiindig Primabsorbent von @, so nennen wir @ und zugleich
V, nullteilerfres.

Bemerkung. Satz 2.7 liefert eine Charakterisierung der vollstindig
Primideale der Ringe und Halbgruppen. (Vgl. STEINFELD [9].)
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§ 3. Uber die minimalen Links-, Rechts-, Bi- und Quasiabsorbenten

Der Absorbent b( # 0) des Elementes a( € V) heisst minimal, wenn a
keinen Absorbenten & mit 0 << 6" << b besitzt. Ahnlich definiert man die mini-
malen Links-, Rechts-, Bi- und Quasiabsorbenten.

Satz 3.1. Der Durchschnitt eines minimalen Links- und eines minimalen
Rechtsabsorbenten des Elementes a(€ V) ist entweder 0 oder ein minimaler Quasi-
absorbent von a.

Beweis. s sei & der Durchschnitt eines minimalen Linksabsorbenten
! und eines minimalen Rechtsabsorbenten » von a, und % # 0. Setzen wir
voraus, dass es — im Widerspruch zu unserer Behauptung — einen Quasi-
absorbenten £’ mit 0 < k” < k& gibt. Wegen der Minimalitit von 7 gilt entweder
ak’ = 0 oder ak’ = I. Im Fall ak” = 0 wire £’ ein Linksabsorbent von @ mit
0 <k’ <k <1, was aber wegen der Definition von / unmoglich ist. Folglich
ist ak’ = I. Ebenso folgt k’a = r. Daraus ergibt sich k =INr = ak’ N k'a <
=< k’, was der Bedingung k£’ < k£ widerspricht. Damit ist Satz 3.1 bewiesen.

Als ein Analogon des vorigen Satzes gilt

Satz 3.1'. Das Produkt rl eines minimalen Rechtsabsorbenten r und eines
minimalen Linksabsorbenten | von a( € V) ist entweder 0 oder ein minimaler
Biabsorbent von a.

Beweis. Nach Lemma 2.2 ist 7/ ein Biabsorbent von a. Es sei b ein
Biabsorbent von a, mit 0 < b < »l. Es gilt ba’>b < bab < b. Da b < r, 1 ist,
sind ba < 7 und ab < [ giiltig. Wegen der Minimalitit von » und / sind nur

die Fille
ba = {O und ab = {O
r l
moglich. Ist ba = 0, so ist b ein Rechtsabsorbent von @ mit 0 <b < rl < r.
Daraus folgt wegen der Minimalitéit von »

b=y,

was 7l < ra = 0 impliziert. Ahnlich sieht man ein, dass aus ab = 0 die Bedin-
gung rl = 0 folgt. Somit kénnen wir ba = » und ab = [ voraussetzen. Daraus
folgt aber baab = rl < b, d. h. b = rl. Qu. e. d.

Satz 3.2. Ist b ein minimaler Biabsorbent des Elementes a( € V), so ist
b entweder ein Divisionselement oder gilt b* = 0.3

Beweis. Es sei « ein Element mit 0 < # < 4. Nach Lemma 2.2 sind bz
und b Biabsorbenten von a. Wegen der Minimalitiit von b sind nur die Falle

bx = . und b = e
b b

moglich. Ist xb = 0, so muss nach Eigenschaft (1) auch (x U ax)b = b U
U axb = 0 bestehen. Wegen < b und der Minimalitit von b gilt (z U ax) N
N b = b, woraus b* = 0 folgt. Ahnlich schliessen wir b2 — 0 aus bx = 0.

3 Ob ein &hnliches Ergebnis iiber die minimalen Quasiabsorbenten giiltig ist, ist
eine offene Frage (Vgl. [10] Satz 4a, [11] Satz 3 und [12] Satz 4).
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Gelten bx = 0und xb # 0, so ist bx = xb = b; folglich ist b nach Lemma
2.5 (I) ein Divisionselement.

Aus Satz 3.1” und 3.2 folgt nun

Korollar 3.3. Ist r ein minimaler Rechtsabsorbent, | ein minimaler Links-
absorbent von a( € V), so ist rl entweder evn Divisionselement oder (rl)> = 0.

Ein Teil von Satz 3.2 lisst sich umkehren:

Satz 3.4. Wenn ein Biabsorbent b des Elementes a( € V) ein Divisions-
element ist, so ist b ein minimaler Biabsorbent von a.

Beweis. Es sei  ein Biabsorbent von @ mit 0 < x < 5. Da nach L.emma
2.5 (T)
br =x2b=0> (0 < 2. <b)

gilt, muss b = b*> = xbbr < xax < x, d. h. * = b bestehen.

Satz 3.5. Ist | ein minimaler Linksabsorbent, r ein minimaler Rechtsab-
sorbent von a( € V), so sind die Quadrate der Elemente rl, Ir, r N1 gleichzeitig
entweder Null oder nicht-Null. :

Beweis. Ks sei zuerst (71)2 = 0. Ist dabei 7/ = 0, so ist lrlr=1-rl-r =0
und (r N {)(r N 1) < rl = 0, also jetzt ist die Behauptung richtig. Ist dagegen
rl # 0 und (r0)2 = 0, so ist entweder 7l = 0 oder Irl = 0. Aus 7l # 0 und
Irl = 0 folgt wegen der Eigenschaft (1) und der Minimalitédt von » I(»] U rla) =
=1Irl U lrla = 0 und (rl U rla) N r = r. Dies impliziert Ir = 0, woraus auch
(N7l N7r)= 0 folgt. Der zweite Fall 7/ > 0 und il # 0 ist unmoglich, denn
wegen der Voraussetzung und der Minimalitit von / muss Izl = [ bestehen.
Dies fiihrt aber wegen (7/)> = 0 zum Widerspruch 0 =7l - rl =r - lrl =rl.

Jetzt setzen wir voraus, dass (Ir)> = 0 ist. Ist Ir = 0, so gilt 27 - vl =
=7r:lr-1=0und (r NI)(r NI £ Ir = 0. Es sei zundchst Ir # 0 und (Ir)* =
= 0; es ist entweder 7l = 0 oder Irl = 0. Der Fall Ir # 0 und Irl # 0 ist wieder
unmoglich, da aus Irl # 0 wieder /rl = [ und daraus der Widerspruch 0 =
=1Ir-lr =1Ull-r=1Ir folgt. Der Fall Ir > 0 und Irl = 0 gibt zwei Moglich-
keiten: 71 = 0 oder I = 0. Ist 7l =0, so ist (r N I)(r N I) <l = 0. Wenn
dagegen 7 0 und /vl = 0 gelten, bekommen wir wieder — wie oben —
Ir = 0, was der Voraussetzung /r 0 widerspricht.

Zuletzt bestehe (r N )2 = 0. Man sieht, dass jetzt wegen rl < r N1
auch (rl)> = 0 gilt. Ist ausserdem »I! = 0, so ist auch (Ir)> =0 giiltig.
Wenn dagegen (r{)> = 0 und 7l # 0 gelten, lisst sich der Beweis wie oben
beenden. :

Ein Element @ von V heisst nilpotent, wenn eine natiirliche Zahl n mit
a" = 0 existiert. Ist / ein nilpotenter Linksabsorbent von e, so ist wegen der
Eigenschaft (1) / U le ein nilpotenter Absorbent von e.

Besitzt das Element «( € V) keinen von Null verschiedenen nilpotenten
Linksabsorbenten, so nennen wir @ und zugleich die (%)-Verbandshalbgruppe
V, radikalfrer.

Wegen der vorigen Bemerkung hat ein radikalfreies Element auch keinen
von Null verschiedenen nilpotenten Rechtsabsorbenten. Nach der Bedingung
(ii) a) von Satz 2.3 ist eine regulire (%)-Verbandshalbgruppe radikalfrei.

Im radikalfreien Falle gilt die Umkehrung von Satz 3.1:

Satz 3.6. Ist V,(a € V) eine radikalfreie (%)-Verbandshalbgruppe, so ist
jeder minimale Quasiabsorbent k von a der Durchschnitt eines geeigneten mini-
malen Linksabsorbenten und eines minimalen Rechisabsorbenten von a.
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Beweis. Wegen (2.8) und der Minimalitdt von £ sind die folgenden zwei
Fille moglich:

' 0
ak N ka =
4 {k :

Es sei zuerst ak N ka = 0. Es ist entweder ak = 0 oder ak # 0. Im
Falle ak = 0 ist & (# 0) ein Linksabsorbent von ¢ mit 4? = 0, was der Vor-
aussetzung widerspricht. Im Falle ak = 0 betrachten wir das Produkt kak.
Dieses ist wegen kak < ak N ka = 0 gleich Null, woraus akak = 0 folgt, was
wegen ak # 0 wieder unmoglich ist.

Es sei dann ak N ka = k. Wir behaupten, dass ak bzw. ka ein minimaler
Links- bzw. ein minimaler Rechtsabsorbent von « ist. Es geniigt die Behaup-
tung fiir ak zu beweisen. Ist ak nicht minimal, so existiert ein Linksabsorbent
! mit

(3.1) 0<l<ak.

Da der Durchschnitt al N ka ein Quasiabsorbent von a ist, muss wegen der
Voraussetzungen entweder

(3.2) al N ka = 0
oder
(3.3) alNka=Fk

bestehen. Im Falle (3.2) gilt wegen kIl < al N ka = 0 auch £l = 0. Das impli-
ziert akl = 0, woraus wegen (3.1) /> = 0, was aber unmoglich ist. Im Falle
(3.3) gilt wegen k£ < al < [ auch ak < I, was der Annahme (3.1) widerspricht.
Damit ist der Beweis beendet.

Ein Analogon von Satz 3.6 ist

Satz 3.6°. Ist V, (a€ V) eine radikalfreie (%)-Verbandshalbgruppe, so
st jeder minimale Biabsorbent von a( € V) das Produkt rl eines geeigneten mini-
malen Rechtsabsorbenten r und eines minimalen Linksabsorbenten I von a.

Beweis. Es sei b ein minimaler Biabsorbent von a. Da ba?b (< b) auch
ein Biabsorbent von a ist, muss entweder ba®> b = 0 oder ba® b = b gelten. Ist
ba’>b = 0, dann gilt auch abaaba = 0, woraus wegen der Radikalfreiheit von
V, die Giiltigkeit von aba = 0 folgt. So gilt ba - ba =0, was ba = 0 impliziert.
Der Rechtsabsorbent & U ab (# 0) hat also die Eigenschaft: (b U ab)?2 <
=< (b Uab)a = ba U aba = 0, was aber der Radikalfreiheit von V, wider-
* spricht. Folglich besteht

(3.4) ba-ab=b.

Wir zeigen, dass ba ein minimaler Rechtsabsorbent von a ist. Es sei 7 ein
Rechtsabsorbent von @ mit 0 << » < ba. Nach (3.4) gilt rab < b, woraus wegen
der Minimalitdt von b entweder rab = 0 oder rab = b folgt. Ist rab = 0, so
gilt ra-ra < rar < raba = 0, woraus sich der Widerspruch »* < ra = 0 ergibt.
Daher muss rab = b gelten, woraus b < r folgt. Dies impliziert aber ba < ra <
< r, also r = ba.

Ahnlich sieht man ein, dass ab ein minimaler Linksabsorbent von a ist.
Infolge (3.4) ist der Beweis damit beendet.

Aus den Sitzen 3.6, 3.1, 3.67, 3.1 und 2.2 (i), folgt
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Korollar 3.7. Ist V, (a € V) eine requlire (%)-Verbandshalbgruppe, so ist
jeder minimale Quasiabsorbent von a ein minimaler Biabsorbent von a und wm-
gekehrt.

Bemerkung: Sitze 3.1, 3.5, 3.6 und Korollar 3.3 sind Verallgemeinerun-
gen der entsprechenden Ergebnisse von STEINFELD [10], [11], [12].

§ 4. Zerlegungssiitze

Wir nennen ein Element a (€ V) und zugleich die (%)-Verbandshalb-
gruppe V, einfach, wenn a keinen Absorbenten (# 0, # a) besitzt und
a? # 0 gilt.

Aus Satz 2.6 folgt unmittelbar

Korollar 4.1. Sind r, v* bzw. 1, I’ beliebige von Null verschiedene Rechts-
absorbenten bzw. Linksabsorbenten eines einfachen Elementes a (€ V), so gelten

U0, vr’ 20 und ol 0.
Eine Zerlegung a = U=z, (@, x,€ V) des Elementes a heisst direkt,
Q
wenn fiir jedes x, die Bedingung

xa) n (U xﬂl') = “
)
w'Fo
gilt.
Das Element a ( € V) und zugleich die (%)-Verbandshalbgruppe V, wird
vollstindig zerlegbar, vollstindig links-, rechts-, bi- oder quasi-zerlegbar genannt,

je nachdem eine Zerlegung
g —" (L ist eine beliebige Indexmenge)
wEQ
mit verschiedenen minimalen Absorbenten, Links-, Rechts-, Bi- oder Quasi-
absorbenten x, giiltig ist.
Satz 4.2. Das Element e von V ist dann und nur dann radikalfrei und

vollstindig rechts-zerlegbar, wenn €* = e ist und fir jeden Absorbenten ¢ von e
die direkten Zerlequngen

v

(4.1) ec=Ua, und ce = | a,
"

bestehen, wo die a, bzw. die a, eindeutig bestimmte, einfache, paarweise annullie-
rende vollstindig rechts-zerlegbare Absorbenten von e sind.

Beweis. Es sei e radikalfrei und vollstindig rechts-zerlegbar. Dann
besteht eine Zerlegung
(4.2) e=Ur,,

wER

wo 7, verschiedene, minimale Rechtsabsorbenten von e bezeichnen. Da e radi-
kalfrei ist, gilt 72 =r, (0w € 2), was wegen (4.2) und der Eigenschaft (2)
e? = e impliziert. Wegen der Minimalitat von 7, gilt

(4.3) r,7,, =0 oder r, (0,0 € Q).
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Es ist leicht einzusehen, dass in der Menge der Rechtsabsorbenten
r, (0 € Q) die folgende Relation =

(4'4) Vo= Yo " Silala =", (a’a’ € Q)

eine Klasseneinteilung liefert. Bezeichne @, die Vereinigung der Elemente r,,
die eine Klasse K, bilden. Nach (4.2) gilt

(4.5) e=Ua,,
a€cA

wo A die Indexmenge der verschiedenen Klassen bezeichnet.
Wir zeigen, dass das Element a, = U 7, ein einfacher Absorbent

ﬁ)EKll
von e ist. Wegen (4.3), (4.4) und der Eigensrchaft (2) gilt

.

@, wenn @ = B,
(4.6) a,ap =

a’

0, “wennia = B
woraus nach (4.5)

(4.7) ea

folgt.
Es sei « (# 0) ein Absorbent des Elementes a,. x ist wegen (4.5) und
(4.6) auch ein Absorbent von e. Andererseits gilt nach der Eigenschaft (2)

(4.8) Gr=(U r)e= U ryx#0,
ro€Ka ro€Ka
im entgegengesetzten Falle wire namlich 2? < a, x = 0, was der Radikalfrei-
heit von e widerspriche. Wegen (4.8) muss z. B. fiir das Element » (€ K,)
r. e Z0=>re=7r S«

bestehen. Daraus folgt wegen (4.4) und der Eigenschaft (2)

zzaqr=za,r,= U r,r, = U r,=a,,
retKa rotKa

d. h. # = a,, womit die Einfachheit von @, bewiesen ist.
Da a, ein einfacher Absorbent von e ist, gilt @, N ( U az)= 0 oder

a, . Der zweite Fall impliziert @, < U ag. Multipliziert man beide Seiten
a#fEA
mit a,, so besteht wegen (4.6) und der Eigenschaft (2)

a,=ag=a,( U a) = U @aa,=0,
a#BeA a#feA
was unmoglich ist. So muss fiir jedes a, (a € A) der erste Fall gelten und (4.5)
ist also eine direkte Zerlegung.
Aus der Definition von a, folgt, dass a, vollstindig rechts-zerlegbar ist.
Um die Eindeutigkeit der Darstellung (4.5) zu zeigen, nehmen wir eine
zweite direkte Darstellung

(4.5 a= 110,
peB
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wo bgeinfache Absorbenten von e sind. Wegen (4.5°), (4.7) und der Eigen-
schaft (2) besteht
a, =ea, =(Ubga, =Ubga, #0
BeB peB
woraus die Existenz mindestens eines Absorbenten b, mit bga, # 0 folgt.
Da a, und by einfache Absorbenten von e sind, muss

bga, = a, = by

gelten, was die Eindeutigkeit der Darstellung (4.5) sichert. Bezeichne ¢ (= 0)
einen beliebigen Absorbenten von e. Aus (4.5) folgen wegen der Einfachheit
der Komponenten ¢, und der Eigenschaft (2) die direkten Zerlegungen (4.1)
von ec und ce.

Umgekehrt bestehe fiir jeden Absorbenten ¢ (# 0) von e die direkte
Zerlegung (4.1) mit einfachen, vollstindig rechts-zerleghbaren Absorbenten
a, von e. Daraus folgt wegen

< = <=
ay___UaF ec. < ¢,

dass ¢ nichtnilpotent ist, was die Radikalfreiheit von e sichert. Infolge (4.1) und
e* = e ist e auch vollstindig rechts-zerlegbar.
Damit ist Satz 4.2 bewiesen.

Satz 4.3. Ist e radikalfrei, so sind die folgenden drev Higenschaften dqui-
valent :

(a) e zst vollstindig quasi-zerlegbar,

(b) e st gleichzeitig vollstindig rechts- und links-zerlegbar,

¢) e st vollstindig bi-zerlegbar.

geweis. (a) = (b). Die Bedingung (a) impliziert eine Darstellung von e
4.9) : e=Uk,
mit minimalen Quasiabsorbenten £, von e. Nach Satz 3.6 kann man statt (4.9)
e=Ul(rN)

schreiben, wo 7, bzw. [, geeignete minimale Rechts- bzw. Linksabsorbenten
von e sind. Daraus folgen die Darstellungen e = U r, = U /,, was zu bewei-
sen war.

(b) = (c). Es sei e gleichzeitig vollstindig rechts- und links-zerlegbar,
d. h.

(4.10) e=Ur,=Ul,

gelte mit minimalen Rechtsabsorbenten #, und minimalen Linksabsorbenten
[, von e. Wegen der Minimalitit von /, und der Eigenschaft (2) gilt

ly =el, = (9 r)l, = L‘J k.,
woraus nach (4.10)
e=UUrl,
noy

folgt, wo die von Null verschiedenen 7, 7, nach Satz 3.1” minimale Biabsorben-
ten von e sind.

6 A Matematikai Kutat6 Intézet Kozleményei IX. 3.
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(¢) = (a). Gilt eine Darstellung

(4.11) e=Ub,
mit minimalen Biabsorbenten be von e, so ist e nach Satz 3.6” in der Form
(4.12) e=Ury,

darstellbar, wo r, bzw. /, minimale Rechtsabsorbenten bzw. Linksabsorben-
ten von e sind. Aus (4.12) folgt wegen 7 [, < r, N !, die Darstellung e =
=U(r, N L), wor,NY, nach Satz 3.1 mmlmale Quasmbsorbenten von e sind.

Uber die einfachen, vollstindig links- und rechts-zerlegharen Elementen
von V geben die fclgenden Eigenschaften weitere Aufklarungen.
Es sei das Element a einfach und es gelte

(4.13) a=Ur,=Ul,
acA BEB

wo 7, bzw. b, verschiedene minimale Rechtsabsorbenten bzw. Linksabsorben-
ten von a smd

1. Zu jedem r, (a € A) existiert mindestens ein l,« (a* € B), so dass
loor, = a ist und zu jedem l4(f € B) existiert mindestens ein res(S* € A),
so dass [ rg= = a gilt.

Wegen (4.13) und der Einfachheit von a besteht namlich fir jedes r, die
Darstellung: a=ar, =( U lgr,= U lgr,. Da fir das Paar I, r

peB BeB

a

entweder /;r, = 0 oder [ 7. =0 gilt, muss mindestens ein [, mit lo 7, = a
(a* € B) existieren. Die zweite Behauptung kann man #@hnlich einsehen.

2. Fiir jeden Rechtsabsorbenten r (= 0) und Linksabsorbenten / (= 0)
von a gelten 7,7 =r,(a€ A) und Uy =1, (8 € B). Nach Korollar 4.1 ist
7.0 =40 woraus wegen der Mmlmahtat von r, die Behauptung folgt. Ahnlich
beweist man die zweite Behauptung.

3. Es gilt a= U U 7,0l wo r,l5(a€A4; f € B) lauter verschie-
a€A PEB

dene minimale Biabsorbenten von a sind.

Nach Satz 3.1” und Korollar 4.1 haben wir nur 7, l o
lg =1y zu zeigen. Aus r,ly=r, Iy folgen ar, lﬁ—arll,3 —alﬁ—al,_
—l— undrla_r lﬁa—ra_r =, =T,

f)le folgenden Bedmgungen sind aqulvalent (a) lgry # 0, (b) 1,1y

ist enll Dlvlslonselement (c) fiir jedes r, und , (§€ 4; 7 € B) g]lt relgry l77 —
=7
: (' ) = (b). Wegen (a) gilt [;r, = a, folglich (/5 7,)* > 0. So besteht nach

Satz 3.5 (r, lg)* # 0, woraus nach Korollar 3.3 die Behauptung (b) folgt.
(b) = ( a). Aus (b) folgt (r,g)* # 0, was nach Satz 3.5 (/g r)? # 0
impliziert, weshalb /7, > 0 gilt.

(a) = (c)- Wegen (a) und 2. besteht "E lﬁrl =real, = rgl

() = (a). Nach (c¢) und 3. gilt 7, lﬂr =rl, # O was die Behaup-
tung (a) impliziert.

5. Die folgenden Bedingungen sind #quivalent: (a’) lz7, =0, (b')
(r, g = 0, (¢) fir jedes r, und I, gilt rlgr, I, = 0.

Da (a’) = (¢’) und (c¢’) > (b’) tr1v1alerwelse gelten, haben wir nur
(b’) = (a”) zu zeigen. Wegen (b’) besteht (r,l5)? = 0, was wegen Satz 3.5
(lﬁ r,)* = O impliziert, woraus lﬁ 7, = 0 folgt.
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Infolge der vorigen Eigenschaft gilt
Satz 4.4. Ist das Element a (€ V) einfach und

(4.14) a=Ur,=Ul, (A=m, B=n)
a€A pEB

mit verschiedenen minimalen Rechtsabsorbenten r, bzw. Linksabsorbenten lg von
e, so besteht

(4.15) a =1 rallﬂ
a B

mit verschiedenen minimalen Biabsorbenten r,lg(a€ A; B € B) wvon a, unter
welchen mindestens max (m, n) Divisionselemente vorkommen. Weiterhin gilt

0elgry, =0

(4.16) rolgryly :{ (a,a”" € 4; B, B’ € B).

ralﬁ'ﬁ lﬂru_r 5 0

Bemerkungen 1. Man kann die Ergebnisse der Sitze 4.2, 4.3 und 4.4 als
ein Analogon der Struktursitze der radikalfreien Ringe betrachten, die mit
ihrem Sockel iibereinstimmen. (Vgl. vAN DER WAERDEN [15], KERTESZ—
STEINFELD [5] und SzAsz [14].)

2. Es ist bekannt, dass die vollsténdig einfachen Halbgruppen mit Null-
element die Eigenschaft (b) von Satz 4.3 haben. (S. CLIFFORD —PRESTON [2]
Korollar 2.49.) So bietet eine radikalfreie (x)-Verbandshalbgruppe mit der
Eigenschaft (a) [oder (b) oder (c)] eine Verallgemeinerung der vollstindig ein-
fachen Halbgruppe mit Nullelement. Korollar 2.52 a in CLIFFORD —PRESTON
[2] ergibt sich als ein Spezialfall des Satzes 4.4.

Da eine regulire (%)-Verbandshalbgruppe nach Satz 2.3 (ii) radikalfrei
ist,' konnen wir die vorigen Ergebnisse fiir den reguliren Fall spezialisieren.

Infolge Satz 2.3 (i) und Korollar 2.4 bekommt man aus Satz 4.2 den

Satz 4.2°. Das Element e von V ist dann und nur dann regqulir und voll-
stimdig rechts-zerlegbar, wenn fir jeden Absorbenten ¢ von e eine direkte Zer-
legung

c =1 a,
I

gilt, wo a,, eindeutig bestimmte, einfache, paarweise annullierende, regulire, voll-
stindig rechts-zerlegbare Absorbenten von e sind.

Im reguliren Falle fallen die Bedingungen (a) und (c¢) von Satz 4.3 wegen
Korollar 3.7 iiberein und die Biabsorbenten 7, /; im Satz 4.4 sind auch mini-
male Quasiabsorbenten von a.

Als einen Sonderfall von Satz 2.3 beweisen wir

Lemma 4.5. In V sind die folgenden zwei Bedingungen dquivalent :

(i) fitr jeden Rechisabsorbenten r und Linksabsorbenten | des Elementes
a(€V) gult

H=rni=<ilr,

(ii) geder Quasiabsorbent von a ist idempotent.

4 Bekanntlich sind die halbeinfachen Ringe bzw. die vollsténdig einfachen Halb-
gruppen mit Nullelement reguldr. Wir konnten ein éhnliches Ergebnis iiber die (%)-Ver-
bandshalbgruppen nicht beweisen.

G*
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Beweis. (i) = (ii). Nach dem Beweis des Satzes 2.3 gilt t = ka® £,
woraus wegen (i) :
k=kFka ok < ak - ka

folgt. Dies impliziert wegen o> =aNa =a
k=ka-kak - ak < ka - ak?a - ak = kak - kak = k>

d. h. k = i? gilt.
(ii) = (i). Es sei r ein Rechtsabsorbent, / ein Linksabsorbent von a.
Da r N1 ein Quasiabsorbent von «a ist, gilt nach (ii)

rnl:(rhl)2_<__rlﬂlr,

woraus wegen 7/ < r | [ die Behauptung (i) folgt.

Bemerkung. Ein éhnliches Ergebnis wurde in Satz 2 von L. KovAcs [6]
iiber Ringe bewiesen.

Satz 4.6. Ist das Element e ( € V) vollstindig quasi-zerlegbar und ist jeder
Quasiabsorbent von e idempotent, so besitzt V kein von Null verschiedenes nil-
potentes Hlement. Jeder Absorbent ¢ von e hat eine direkte Zerlegung

(4.17) 6= 1la,,

I

wo a, eindeutige bestimmie, einfache, paarweise annullierende, nullteilerfreie
Absorbenten von e sind.
Weiterhin ist jeder Quasiabsorbent von a, idempotent und a, hat eine Zer-
legung
a, = 9 k,u.u.’
wo k,, Divisionselemente sind.

Beweis. Es sei 2 (# 0) ein Element von V mit

2=l w20 (n = 2).

Dies impliziert nach Lemma 4.5 und Eigenschaft (1)

0# 2" 1< (zUze) N (@1 Uex 1) = (x U xe)(@" 1 U ex™ 1) <

= ("t ) ex? A ) 2e) =2 Jex? | ofe ) exle =0,

was unmoglich ist. Nach Lemma 4.5 ist e regulir, so ist die direkte Zerlegung
(4.17) nach Satz 4.2 richtig.
Ist / ein Linksabsorbent, » ein Rechtsabsorbent von a, , so ist

(4.18) 0=rl<lr
wegen Lemma 4.5 und Korollar 4.1 giiltig. Nach Satz 2.7 bedeutet (4.18), dass

a, in der Tat nullteilerfrei ist.

% Es ist eine offene Frage, wie sich die anderen Charakterisierungen im erwahnten
Satz von L. KovAcs fiir (%)-Verbandshalbgruppen iibertragen lassen.
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Jetzt zeigen wir, dass jeder Quasiabsorbent & von a, ein Quasiabsorbent
von e ist. Wegen Lemma 4.5 gilt

ke N ek = (ke N ek)® < (ke N ek) a, (ke N ek) =
= keek a, keek < kak < k ,

was zu beweisen war.
Endlich ist @, vollstindig quasi-zerlegbar und die minimalen Quasi-
absorbenten von a, sind Divisionselemente. Damit ist der Beweis beendet.

(Eingegangen: 25. Februar 1964.)
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TEOPEMbBI PA3JIO)KEHHS JIs1 YCII0OBHO NUCTPUBYTHUBHBIX
YACTUUYHO YIIOPAOOUEHHBIX MOJIYIPYIIII

0. STEINFELD

Pe3iome

OmnpeiesienHast B HacTosieil padoTte (%)-CTpyKTypa-moJyrpynna siBjsieTcst
YACTMYHO YIOPSI0UEHHOM MOJNyrpynmnoif u MOJHONH CTPYKTYPOid, yI0BJIETBOPSIIO-
leif HEKOTOPOMY YCJIOBHOMY 3aKOHY AMCTpuOyTuBHOCTM. Hanpumep, Bce noj-
KOJIbLIA aCCOLMATHUBHOI'O KOJIbLA 00pa3ylOT (¥)-CTPYKTYpPY-TOJIYrpyIILy. -
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J11s HeKOTOPBIX (¥)-CTPYKTYP-TOJIYTPYIIT 0Ka3bIBAKOTCS TEOPEMbl PasJio-
YKEHMUs], aHAJIOTUUHble TEOPEMAM O CTPOEHHMH TOJIYTPOCTHIX KOJIeLl U BIOJIHE MPO-
cTeiX (completely simple) mosyrpymm.

[lpy JoKasaTenbCTBE TeOpeM pas3JIoXKeHUs] MCIOJb3YIOTCS pe3yJibTaThl,
ABJIAOIMecs] 0000ILEeHUIMM HEKOTOPBIX TeOpeM OTHOCSIMXCS K OJHOCTOPOHHUM
uJieasaM U KBasuujieasaM KoJjiell ¥ IOJIyrpyIl.
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