SIMULTANE UBERLAGERUNG GEGEBENER GRAPHEN
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1. Einleitung

Bezeichnungen. Wir betrachten gerichtete und ungerichtete Graphen
mit endlich vielen Knotenpunkten und Kanten; Mehrfachkanten und Schlin-
gen sind zugelassen. Das Wort Graph (ohne Zusatz) bezeichnet stets einen
ungerichteten Graphen; es soll jedoch zwischen einem Paar entgegengesetzt
gerichteter Kanten (K, K’), (K’, K) mit den gleichen Endknotenpunkten
K, K’ (K’ # K) und einer ungerichteten Kante [K, K’] mit denselben End-
knotenpunkten nicht unterschieden werden, und ebenso soll es gestattet sein,
je zwei zum gleichen Knotenpunkt gehérige gerichtete Schlingen (K, K),,
(K, K), durch eine ungerichtete Schlinge [K, K] zu ersetzen und umgekehrt,
so daf} jeder (ungerichtete) Graph auch als spezieller gerichteter Graph (und
umgekehrt jeder gerichtete Graph, dessen simtliche gerichtete Kanten sich
paarweise zu ungerichteten Kanten zusammenfassen lassen, auch als unge-
richteter Graph) aufgefait werden kann.

Ein Graph heillt requldar vom Grade r, wenn mit jedem seiner Knoten-
punkte genau r (ungerichtete) Kanten inzidieren; Schlingen sind doppelt zu
zihlen. Ein linearer bzw. quadratischer Faktor eines reguldren Graphen @ ist
ein regulirer Untergraph von G' mit den gleichen Knotenpunkten wie G vom
Grade 1 bzw. 2. Ein gerichteter Linearfaktor von G ist ein gerichteter Unter-
graph von G mit den gleichen Knotenpunkten wie & und mit der Eigenschaft,
daB in jedem seiner Knotenpunkte genau eine gerichtete Kante entspringt und
genau eine gerichtete Kante miindet.

Ein (gerichteter) Graph heilt paar, wenn seine Knotenpunkte so in zwei
Klassen eingeteilt werden kénnen, dafl zwei Knotenpunkte der gleichen Klasse
niemals durch eine Kante verbunden sind.

Die Knotenpunkte eines (gerichteten oder ungerichteten) Graphen G
seien numeriert, g, sei die Anzahl der gerichteten Kanten, welche vom Knoten-
punkt K; zum Knotenpunkt K, laufen (¢;; sei die Anzahl der zum Knotenpunkt
K gehorenden gerichteten Schlingen). Die Matrix

G = (9u)
hei Bt die Adjazenzmatriz von G; durch sie ist @ eindeutig bestimmt.

Problemstellung. In den Theorien der verschiedenen Strukturen spielen
die Begriffe ,,Unterstruktur und ,,Faktorstruktur* eine grof3e Rolle. Auch in

1 Ilmenau, Technische Hochschule.
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der Graphentheorie sto3t man héufig auf den Begriff des ,,Untergraphen”,
withrend jedoch der Begriff des , Faktorgraphen‘ seltener -angetroffen wird.
Das mag daran liegen, daf3 der Begriff der homomorphen Abbildung, der dem
Begriff der Faktorstruktur zugrunde liegt, fiir die Zwecke der Graphentheorie
in seiner allgemeinen Fassung zu weit ist, und es entsteht die Frage, durch
welche naturgemifien Bedingungen er sinnvoll eingeschrinkt werden kann.
Es liegt nahe, lokale Homéomorphie der Abbildung zu fordern; wegen einiger
Analogien wollen wir in diesem Falle den Bildgraphen als Teiler bezeich-
nen:

Der zusammenhingende Graph D heil3t ein 7eiler des Graphen G, wenn
G homomorph und lokal-homéomorph auf D abgebildet werden kann.

Der Begriff der lokal-homéomorphen Abbildung bedarf der Prizisierung:
Der folgenden Definition des Teilers D von @ ist die in einem gewissen weiteren
Sinne lokal-homdomorphe Abbildung von G auf D zugrunde gelegt; wir werden
anschlieflend zeigen, dal dann D stets auch im engeren Sinne (d. h. unter Ein-
beziehung der Kanten in die Abbildung) lokal-homéomorphes Bild von G ist. —
Wir veranschaulichen die Zuordnung zwischen den Knotenpunkten bzw.
Kanten, indem wir Original und Bild jeweils mit der gleichen Farbe versehen.

Definition. Die d Knotenpunkte des zusammenhingenden Graphen D
seien paarweise verschieden gefirbt, die Farben seien von 1 bis d numeriert, und
von einem Knotenpunkt K der Farbe ¢ mogen genaw d ;. Kanten ausgehen, welche
zu einem Knotenpunkt der Farbe k fithren (2, k = 1,2, . .., d; d;; ist gleich der
doppelten Anzahl der zum Knotenpunkt K gehorigen Schlingen). D heifit genaw
dann ein Teiler des Graphen G, wenn es méglich ist, auch die Knotenpunkte von

G je mit einer der Farben 1,2, ..., d zu versehen derart, daf auch in G von
gedem Knotenpunkt der Farbe i genau dy Kanten ausgehen, welche zu Knoten-
punkten der Farbe k fithren (¢, k=1,2,...,d).

Es gilt folgender Satz:

(*) Es sei D ein Teiler von @, jedem Kmnotenpunkt von G sei — im Sinne
der vorstehenden Definition des Teilers — eindeutiq ein Knotenpunkt von D als
Bild zugeordnet. Die Kanten von D seien paarweise verschieden gefirbt, die ver-
wendeten Farben seien [y, f,, . . ., f,. Dann ist es immer moglich, die Kanten von .
G ebenfalls je mit einer der Farben [, [,, . .., [, zu versehen derart, daf3 fir
A=1,2,...1 jeder Knotenpunkt von G mit genau so vielen Kanten der Farbe
[ inzidiert wie der zugehérige Bildknotenpunkt in D; hierbei sind Schlingen
doppelt zu zihlen.

In der Sprechweise der kombinatorischen Topologie konnen wir also
sagen:

D ist genau dann ein Teiler von @, wenn G als unverzweigter Uberlage-
rungskomplex von D aufgefaf3t werden kann.

Der Beweis der Behauptung (*) folgt am Schlul der Einleitung.

Immer wenn im Folgenden vorausgesetzt wird, dall ein Graph G, Teiler
eines Graphen @, sei, wollen wir annehmen, daf} damit zugleich im oben aus-
gefithrten Sinne eine bestimmte Zuordnung der Knotenpunkte und Kanten
von (7, zu denen von @, gegeben sei; auf diese konnen wir dann im weiteren
Verlauf bezug nehmen.

Fir ,,D ist Teiler von G sagen wir auch

,,@ ist Vielfaches von D
und schreiben

D|a.
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Die Teilerrelation ist offenbar
ransitiv: Aus A | B und B |C folgt 4 |C,

reflexiv: A | A

und in folgendem Sinne antisymmetrisch :

Aus A | B und B | A folgt: A ist isomorph zu B.

Das Problem, zu einem gegebenen zusammenhingenden Graphen @ alle
zusammenhingenden Vielfachen von G zu bestimmen, wird in den Lehr-
biichern der kombinatorischen Topologie gelost (siehe z. B. [1], p. 114).

Wir beschiftigen uns hier mit dem Problem, zu zwei gegebenen zusam-
menhéngenden Graphen ¢, @, ein gemeinschaftliches Vielfaches ¢ zu finden,
d. h. einen Graphen @ mit der Eigenschaft ¢ | @, @, | G zu konstruieren. In
§ 3 wird eine einfache notwendige Bedingung fiir die Existenz eines solchen
Graphen @ angegeben (Satz 1). In § 4 setzen wir voraus, daf} ¢, und G, regulir
vom gleichen Grade sind, und fithren die Konstruktion eines gemeinschaft-
iichen Vielfachen effektiv aus. Die Frage nach der Minimalzahl der hierzu
bendtigten Knotenpunkte fithrt zu folgenden Ergebnissen: Wenn G, und G,
ny bzw. ny Knotenpunkte haben, so existiert stets ein gemeinschaftliches Vielfaches
mit nicht mehr als 2 ny n, Knotenpunkten (Satz 3). Haben iberdies Gy und @,
einen gemeinsamen Teiler mit d Knotenpunkten, so existiert stets ein gemein-

schaftliches Vielfaches mit nicht mehr als 2 7% Knotenpunkten (Satz 5).

*

Beweis der Behauptung (*):

Wir betrachten zunéchst zwei beliebige verschiedene Knotenpunkte K,
K, von D (der Index gebe die Farbe des Knotenpunktes an). Ist dann ;4 = 0,
d. h. sind K; und K} nicht verbunden, so ist auch in @ kein Knotenpunkt der
Farbe 7 mit einem solchen der Farbe . verbunden. Ist aber d; > 0, so bildet
die Gesamtheit der Kanten, welche in ¢ einen Knotenpunkt der Farbe ¢ mit
einem solchen der Farbe £ verbinden (zusammen mit den Endknotenpunkten
aller dieser Kanten) einen Untergraphen U von @, welcher offenbar regulir
vom Grade d, ist. U enthilt simtliche Knotenpunkte der Farben ¢ und % von
G und nur diese; zwei Knotenpunkte gleicher Farbe sind in U nicht verbunden,
U ist also ein paarer Graph. Nach einem bekannten Satz von KoNig konnen
wir U in d; Linearfaktoren Ly, L, . . ., Lq, zerlegen. Sind dann (bei willkiir-
licher Numerierung) #,, #,, ..., B4, die Kanten, welche die Knotenpunkte
K;und K in D miteinander verbinden, so versehen wir jede Kante des Linear-
faktors L, mit der Farbe der Kante B, (a =1, 2, .. ., dy).

SchlieBlich betrachten wir einen beliebigen Knotenpunkt K; von D und
die zugehorige Zahl d;;. Ist d;; = 0, d. h. ist K; durch keine Schlinge mit sich
selbst verbunden, so sind auch in @ keine zwei Knotenpunkte der Farbe ¢ mit-
einander verbunden. Ist aber d;; > 0, so bildet die Gesamtheit der Kanten
(einschlieBlich Schlingen) von @, deren beide Endknotenpunkte die Farbe
haben (zusammen mit allen diesen Knotenpunkten) einen Untergraphen V
von (, welcher offenbar regulir vom Grade d;; ist. V enthilt simtliche Knoten-
punkte der Farbe ¢ von ¢ und nur diese. Da d;; gerade ist, konnen wir V' nach

einem bekannten Satz von PETERSEN in% d;; quadratische Faktoren @),

Q,, - . ., Qa2 zerlegen. Sind dann Sy, S,, . . ., 8,2 die Schlingen, welche zum
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Knotenpunkt K; gehiren, so versehen wir jede Kante von Qs mit der Farbe
der Schlinge Sy (=1, 2, ..., d;/2).

Es ist leicht einzusehen, daf} auf diese Weise jede Kante von G genau
eine der Farben f,, f,, . . ., f; erhilt und daf} die so gewonnene Fiirbung die in
(*) genannte Eigenschaft besitzt.

2. Summe, direktes und paares Produkt zweier (gerichteter) Graphen

Fiir die zu fiihrenden Beweise erweist es sich als zweckmiBig, folgende
Graphenverkniipfungen zu betrachten:

Summe. A und B seien zwei beliebige gerichtete Graphen iiber der glei-
chen Knotenpunktmenge &, A = (a;) und B = (b;) seien die zugehorigen
Adjazenzmatrizen. Dann definiert die Matrix S =A + B = (ay + bir)
einen gerichteten Graphen S iiber &, die Summe von 4 und B. Wir schreiben

S=A4+ B.

Entsprechend ist die Summe fiir mehr als zwei Summanden definiert, wir ver-
wenden auch das Summenzeichen X.
Direktes Produkt. A und B seien zwei beliebige gerichtete Graphen,

A habe die Knotenpunkte K; (¢ =1, 2, ..., m), B habe die Knotenpunkte
K;(j=1,2,...,n). Wir fiihren m - n neue Knotenpunkte K;; (1 =1, 2, ...,
m;j=1,2,..., n)ein und verbinden diese folgendermaflen durch gerichtete

Kanten: Die Anzahl m;; ;, der Kanten, die von einem Knotenpunkt K;; zu
einem Knotenpunkt K, laufen, sei gleich der Anzahl der Kanten, die in 4 von
K, nach K, laufen, multipliziert mit der Anzahl der Kanten, die in B von
KJ’ nach K;j laufen, oder kurz:

m,-]-,k, = Qi * bj[ 5
Der Graph M, der hierbei entsteht, heifle das direkte Produkt von 4 und B;

wir schreiben
M=A4 X B.

Die Adjazenzmatrix M von M erhilt man, wenn man in A jedes Element
a;; durch die Matrix a; + B ersetzt. '

Paares Produkt. A und B seien zwei beliebige gerichtete Graphen iiber
der gleichen Knotenpunktmenge £ = {K,, K,, ..., K,}. Ki=K,,; (¢ =1,
2, ..., n) seien n weitere Knotenpunkte, ferner sei 8 = {Kj, K;,..., K,} =
= {Kn4;, Knis, - . -, Ky }. Wir definieren iiber

R+ R =K, Ky . vis Ky}

einen gerichteten Graphen P mit der Adjazenzmatrix

P=(pu) (Glo=1; 2, 5 20)
durch folgende Festsetzung:
a; r—n fir K;€ R, K, €8
Dik = b,‘_n, ¢ fir K;€ &,K,€ &
0 fir K;€ R, K€ &
sowie fir K;€ &', K, € &,



SIMULTANE UBERLAGERUNG GEGEBENER GRAPHEN . 419

d. h. es sei
0 A

B 0"

P ist ersichtlich ein (gerichteter) paarer Graph, der paares Produkt von 4 und
B heillen moge; wir schreiben

Bi—= A0 B

P ist offenbar genau dann ungerichtet, wenn B zu A transponiert ist.
Ist B = A, so nennen wir 4 O A das paare Quadrat von A.

H bezeichne den Graphen, der aus einer ungerichteten Kante und deren
beiden Endknotenpunkten besteht. Dann gilt

A oA ="H A

Fiir die Definition des direkten Produktes und damit auch des paaren

Quadrates ist — anders als fiir die Definition der Summe und des paaren
Produktes im allgemeinen Falle — die Anordnung der Knotenpunkte nicht
wesentlich.

Ist G ungerichtet, so ist auch ¢ O @ ungerichtet, und man veranschau-
licht sich ¢ O & auf folgende Weise: Der Graph (¢ sei isomorph zu &; dann
kann man sich ¢ und G” in zwei parallelen Ebenen kongruent iibereinander-
liegend gezeichnet denken, und man erhilt G' O @, indem man jedes Paar
uberelnandelhegender (ungerlchteter) Kanten [K; K;], [K}, K;] durch das
zugehorige Paar ,,sich kreuzender” Kanten [K;, K}, [K}, K|] etsetat.

Aus dieser Konstruktion liest man sofort folgende Elgenschaf‘cen des
paaren Quadrates eines ungerichteten Graphen G ab:

(A) Ist G zusammenk(ingend und nicht paar, so ist auch G O G zusammen-
hingend.

(B) Ist G zusammenhingend und paar, so zerfillt G O G in genaw zwei zusam-
menhingende Komponenten, welche beide zu G isomorph sind.

(C) Ist G zusammenhingend, so gilt

¢|1Go6.

Auflerdem benétigen wir folgenden Hilfssatz:
(D) Der Graph H sei paar, und der Graph G sei ein nicht-paarer Teiler von H.
Dann ist auch G O G ein Teiler von H.

Beweis. Wir konstruieren ¢ O ¢ auf die oben angegebene Weise, der
Knotenpunkt K; erhilt die ,,Farbe” (7, 1), der dariiberliegende Knotenpunkt
U= K erhalt die Farbe (¢, 2). Dann haben verschiedene Knotenpunkte
von G O G verschiedene Farben, und die Farben zweier durch eine Kante ver-
bundener Knotenpunkte haben verschiedene zweite Komponenten.

Da H paar ist, konnen wir die Knotenpunkte von H so in zwei Klassen
€, G, einteilen, dal zwei Knotenpunkte der gleichen Klasse niemals durch
eine Kante verbunden sind. Nun ordnen wir auch jedem Knotenpunkt von
H eine Farbe (i, j) zu, wobei ¢ die Nummer seines Bildknotenpunktes in @ und
J die Nummer der Klasse ist, welcher er angehort (z =1,2,...,7n;j =1, 2).

Diese Fiarbung der Knotenpunkte vermittelt eine lokal-homéomorphe
homomorphe Abbildung von H auf G' O G, denn die Farben der Nachbarn
eines Knotenpunktes von H stimmen ersichtlich mit den Farben der Nachbarn
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des zugehorigen Knotenpunktes von G O @ (in ihrer Gesamtheit und je mit
der richtigen Multiplizitit gezihlt) sowohl in der ersten Komponente ¢ (wegen
G | H) als auch in der zweiten Komponente j (weil // und @ O G beide paar
sind) iiberein.

3. Eine notwendige Bedingung fiir die Existenz eines
gemeinschaftlichen Vielfachen

Satz 1. Es seien G und G, zwei gegebene zusammenhingende Graphen.
) sei die Anzahl der in G; vorkommenden Knotenpunkte vom GQrade 7, n; ses
die Anzahl aller in G; vorkommenden Knotenpunkte (2 =1,2; j =1,2,...).
Wenn dann ein Graph G mit der Eigenschaft G | G und G, | G existiert, so gilt

(1) ny 0, = ny 0, 0

Beweis. n\) und n seien die Anzahlen der Knotenpunkte vom Grade
j bzw. aller Knotenpunkte von G. G ist Uberlagerungsgraph zu G, jeder
Knotenpunkt K von G4 wird von je gleich vielen Knotenpunkten von & iiber-
lagert (s. [1], loc. cit.), welche iiberdies alle den gleichen Grad wie K haben.
Folglich gibt es eine natiirliche Zahl ¢, so, daf}

(2) w9 = g, +m, N (=184
und entsprechend eine natiirliche Zahl ¢, mit

(3) nl) = ¢, + n,\) i B W
Durch Summation iiber j ergibt sich aus (2) und (3)

(4) DGl == Co b5

aus (2) und (3) folgt weiter

(5) e, ) = ¢y m,» G=12..),

und aus (4) und (5) ergibt sich die behauptete Relation (1).

Bemerkung. Ist insbesondere G regulir vom Grade » und gilt G, |G,
G,| @, so sind G und G, notwendig ebenfalls regulir vom Grade r. Fiir regulire
Graphen gleichen Grades ist die Bedingung (1) von selbst erfiillt. Diesem Fall
wenden wir uns im folgenden Abschnitt zu. i

4. Konstruktion gemeinschaftlicher Vielfacher fiir gegebene
regulire Graphen

Satz 2. G, und G, seien zwei beliebige zusammenhingende regulire Gra-
phen vom Grade r mit n, bzw. n, Knotenpunkten, welche beide in lineare und
quadratische Faktoren zerfallen.! Dann existiert ein zusammenhingender regu-
lirer Graph G vom Grade r mit nicht mehr als n, n, Knotenpunkten, welcher
ebenfalls in lineare und quadratische Faktoren zerfdllt, mit der Higenschaft
GG, .G, G

1 Das ist bekanntlich gewil} der Fall, wenn r gerade ist, sowie fiir »r = 3, wenn @,
und @, keine Briicken besitzen.
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Zusatz. Sind Gy und G, auferdem beide paar, so existiert sogar ein paarer

zusammenhingender Graph G mit nicht mehr als i3 n, ny Knotenpunkten und mit
2

der Eigenschaft @y | @G, G, | Q.

Beweis. Indem wir nétigenfalls Linearfaktoren paarweise zu quadrati-
schen Faktoren zusammenfassen, diirfen wir annehmen, dafl sowohl @, als
auch @, in genau u quadratische und » lineare Faktoren zerfillt (u = 0,
v = 0; 2u + v = r). Die quadratischen Faktoren @; und die linearen Fakto-
ren L; von G; werden folgendermaflen numeriert:

QSI), Q§2), o qu); L§2u+l), L$2u+2), iy L§2u+v) B LEr) (1=1,2):-
Wird nun jeder Kreis eines quadratischen Faktor Q) in beliebiger Weise fest
orientiert, so geht hierdurch @{’ in einen gerichteten Linearfaktor
L{) iiber; der entgegengesetzt orientierte Linearfaktor werde mit Z{4+7)
bezeichnet, so daB also L{) + L&D = Q0 (j=1,2,...,%; i =1,2). Nach
dieser Festsetzung haben wir also
r
G, =3 LO (=12).
=1
Dann ist '
r
Go= 310 x I
o=1

ein ungerichteter Graph mit », n, Knotenpunkten, » ungerichteten quadrati-
schen Faktoren

QY = LY x LY + L{M+D x LMD (g =1,2" ")
und » ungerichteten Linearfaktoren
TR IR == LR 5¢ DK (=1,2 1 V)

@, habe die Knotenpunkte K}
G, habe die Knotenpunkte K}
G, habe die Knotenpunkte K (@ =2 s hmis =190 v ),

wobei die Indizierung der Knotenpunkte von G, durch die direkte Multiplika-
tion der Linearfaktoren gegeben ist. Man macht sich leicht klar: Durch die
Zuordnung

B K+ o o By = B (e =12% )

ist eine homomorphe und lokal-homéomorphe Abbildung von @, auf ¢, defi-
niert, das bedeutet @, | G, und ebenso schlieen wir @, | G, (vgl. Abb. 1); also
hat G oder — falls ¢, nicht zusammenhéingend ist — jede zusammenhén-
gende Komponente von ¢, alle im Satz fiir ¢ geforderten Eigenschaften.

Beweis des Zusatzes: Sind @ und @, paar, so gilt n;, = n, = 0 (mod 2),
und die Knotenpunktmengen von @, und @, zerfallen je in zwei Klassen von

je%n1 bzw. %7@ Knotenpunkten derart, dall zwei Knotenpunkte der glei-

chen Klasse niemals durch eine Kante verbunden sind. Wir denken uns die

12 A Matematikai Kutato Intézet Kozleményei IX. 3.
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Knotenpunkte so numeriert, daf jeweils die Knotenpunkte mit ungeradem
Index die eine und die mit geradem Index die andere Klasse bilden, so daf3 also
jede Kante einen Knotenpunkt mit geradem Index mit einem solchen mit
ungeradem Index verbindet.

G, und @, zerfallen nach einem bekannten Satz von KONIG als regulire
paare Graphen vollstindig in Linearfaktoren, wir konnen also die im Beweis

Gy

7
QY
3

2
Ky KZ%
1
1 2 |7
2
A2 KSs

A4bb. 1.

zu Satz 2 angegebene Konstruktion mit « = 0 und » = » durchfithren. Wir
teilen die Knotenpunkte K in zwei Klassen ein: Diejenigen K}, mit ¢ = j
(mod 2) bilden die eine, diejenigen mit ¢ == j (mod 2) bilden die andere Klasse.

1
Jede dieser Klassen enthélt genatu—2~7L1-7z2 Knotenpunkte.

Auf grund der Konstruktionsvorschrift fiir ¢ ist klar: Jede der neu
eingefiihrten Kanten verbindet zwei Knotenpunkte miteinander, welche zur
gleichen Klasse gehoren. Folglich zerfallt &, in mehrere (untereinander nicht

verbundene) Komponenten, von denen keine mehr als %nl n, Knotenpunkte

besitzt, und jede dieser Komponenten hat sowohl G, als auch @, zu Teilern.
Diese sird iiberdies paar, da sie paare Teiler haben.

Satz 3. @, und G, seien zwei beliebige zusammenhingende regulire Graphen
vom Grade r mit n, bzw. n, Knotenpunkten. Es ser

hi= %nl ny, falls G, und G, beide paar sind,

h = n, ny, falls genaw einer der Graphen G, G, paar ist,
h = 2 n, n,, falls keiner der Graphen G,, G, paar ist.
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Dann existiert ein zusammenhdingender requlirer p a arer Graph G mit nicht
mehr als h Knotenpunkten und mit der Higenschaft G, | G, G, | G.

Bemerkung. Aus Satz 3 folgt insbesondere, dal3 es zu zwei beliebigen
zusammenhéngenden reguldren Graphen gleichen Grades stets ein gemein-
schaftliches Vielfaches mit nicht mehr als 2 n; n, Knotenpunkten gibt. Diese
Schranke ist scharf in dem Sinne, daf} es Fille gibt, in welchen kein gemein-
schaftliches Vielfaches mit weniger als 2 n; n, Knotenpunkten existiert; Bei-
spiel siehe Abb. 2.

a
b
6, ¥
G2

Abb. 2.

(Man zeigt leicht durch Probieren, dal} kein gemeinschaftliches Viel-
faches mit 4, 8 oder 12 Knotenpunkten existiert.)

Es kann jedoch neben dem paaren Vielfachen, dessen Existenz in Satz
3 behauptet wird, weitere nicht-paare gemeinschaftliche Vielfache mit 2 n, n,
Knotenpunkten geben; fiir unser Beispiel siehe Abb. 3.

2C
sed i’b

@c’za {d

N

Abb. 3.

Beweis von Satz 3. Wenn G, und G, beide paar sind, so stimmt die
Behauptung mit dem Zusatz zu Satz 2 iiberein.

Wenn genau einer der beiden Graphen, etwa @) paar ist, so betrachten
wir die Graphen @, und G¥ = G, O G,; nach dem Zusatz zu Satz 2 existiert

e 1
dann ein paarer Graph G* mit nicht mehr als —2—n1 - 2 my = n, n, Knoten-

punkten und mit der Eigenschaft @,|G*, GF|G*. Wegen G,|G,06,=G¥ gilt
dann auch @G, | G*.

12%
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Wenn keiner der Graphen @,, @, paar ist, so betrachten wir die Graphen
4% = 0,0 G, und G¥ = G, O G, und wenden wieder den Zusatz zu Satz 2 an:

hiernach existiert ein paarer Graph G** mit nicht mehr als %2 Ny 20y =

= 2 n, n, Knotenpunkten und mit der Eigenschaft G§ | G**, G¥ | G¥*. Daraus
ergibt sich wegen @, | G und G, | G§ sofort G, | G** und G, | G**.

Satz 4. G| und G, seien zwei beliebige zusammenhingende regulire Gra-
phen mit n, bzw. n, Knotenpunkten, welche einen gemeinsamen Teiler D mit
d Knotenpunkten besitzen, der in lineare und quadratische Faktoren zerfillt.
Dann existiert ein zusammenhiingender regulirer Graph G mit nicht mehr als

n——ldnz Knotenpunkten und mit der Eigenschaft G, |G, G, | G-

Bemerkung. Der Zusatz zu Satz 2 ergibt sich aus Satz 4 als Spezialfall,
die Rolle von D hat der aus zwei Knotenpunkten und » diese Knotenpunkte
miteinander verbindenden Kanten bestehende Graph.

Beweis von Satz 4 (vgl. dazu Abb. 4): Die Knotenpunkte von D seien
von 1 bis d numeriert. Auf der Menge {K} aller Knotenpunkte von G; und
@, definieren wir nun eine Funktion 6 = 6(K) durch die Vorschrift:

0(K) ist gleich der Nummer desjenigen Knotenpunktes von D, auf wel-
chen K abgebildet wird (durch den Homomorphismus, welcher der Relation
D | Gy bzw. D | @, zugrunde liegt).

D wird wie beim Beweis von Satz 2 in r (gerichtete und ungerichtete)
Linearfaktoren L zerlegt; diesen entsprechen je r Linearfaktoren L, von
G, und L,® von G, (p = 1, 2, . . ., 7).2 Wie beim Beweis von Satz 2 konstruie-
ren wir nun den Graphen

r
G* = LY x LY
o

mit den n, - n, Knotenpunkten K} (i =1,2,...,n;j=1,2,...,n); dabei
entspreche K% dem Knotenpunktpaar K}€ @, K¢ G, Es gilt G, |G*%
G, | G*. € sei die Klasse derjenigen Knotenpunkte K} von G*, fiir welche

3(K}) = 8(K3) ist; € enthiilt offenbar genau 22 Knotenpunkte. Wir wollen
d

zeigen, dafl in G* kein Knotenpunkt von € mit einem nicht zu € gehorigen
Knotenpunkt durch eine Kante verbunden ist; daraus folgt dann, daf} € einen

Untergraphen G von G* mit 7"17712 Knotenpunkten bestimmt, welcher ebenfalls

die Eigenschaft G, | @, G, | G besitzt, womit dann der Satz bewiesen sein wird.
Wir betrachten eine von dem Knotenpunkt K3 € € ausgehende gerich-

tete Kante B* = (K%, K%;) von G*, welche dem Linearfaktor L{ x L{
angehéren moge. Diese hat in @, die Bildkante H, = (K}, K}) € L{#) und in

# Allgemein gilt: Sind D und @ regulire Graphen mit D | G und besitzt D einen
(gerichteten oder ungerichteten) reguliren Faktor, so bilden die zu den Kanten dieses
Faktors gehérigen Originalkanten in (7 einen entsprechenden reguliren Faktor von G.
Zu einer Faktorzerlegung von D gehért eine entsprechende Faktorzerlegung von G.

Man beachte aber, dafl sich umgekehrt die Eigenschaft eines Graphen, eine Faktor-
zerlegung bestimmter Art zu besitzen, nicht allgemein auf seine Teiler {ibertrigt: Der
PerERsENsche Graph IT ist ein Teiler des Pentagondodekaeder-Graphen 4, A zerfillt in
3 Linearfaktoren, /I dagegen nicht.
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¢, die Bildkante B, — (K%, K?) € L9 . E, und E, wiederum haben in D Bild-
kanten, welche dem Linearfaktor L@ angehéren und von Knotenpunkten mit
den Nummern §(K}) und 0(K7) beziehentlich ausgehen. Wegen 6(K}) = 6(K?)
folgt hieraus aber sogleich, dafl diese beiden Kanten identisch sind, daB also
E, und E, in D dieselbe Bildkante und damit K} und K} in D denselben
Bildknotenpunkt haben. Das bedeutet aber 6(K}) = 0(Kj-), und folglich
gehort auch Kjj, zu €.

Gemeinsamer 7 1 G, : Wurfelgraph

Teiler o
Dvon G;, G2 Vd
Tetraeder- 7/
graph / 4
= e TR A e 2
e I~ b\/? A
"\ \ N .
/I\\ ey ~ //
/
/ 4 \\\ =] \\\ s
7 2
2 22 22
/’/ '\ // /II'
/I 111 \ 7 A
1)\ b P / ),
iy .\.‘\ Vi g BN g N ity
i\ e Lol INSLA b
i 3| 33 T S T ¢ B
Y 3 Neodf
4 5% (7
4 44 L 44
/ s ‘f/, \
3 i 33 £ ’,-’ LA IBE IR
Y /ll \\\ ﬁz__zl-/ // 7 \\ \‘
Wy TRl e / 1.7 \ \
\'y 4 \, .
\[ b e 17 Nk
\ / h\\\ ! \'\ G
2 22 22
Go Gemeinschaftliches Vielfaches von Gy, 62

Abb. 4.

Damit ist, da wir fiir die in die Knotenpunkte von G* einlaufenden
Kanten ganz entsprechend schlieen konnen, Satz 4 bewiesen.

Satz 5. G, und G, seien zwei beliebige zusammenhingende requlire Graphen
mit ny bzw. n, Knotenpunkten, welche einen gemeinsamen Teiler D mit d Knoten-
punkten besitzen.

Hs sei
h= % o o , falls D wicht paar ist, aber G| und G, beide paar sind,
h= w, falls D paar ist oder falls D nicht paar und genaw einer der Gra-
phen Gy, Gy paar ist,
7y Ny

h=2 7 , falls keiner der Graphen D, @, G, paar ist.
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Dann existiert exn zusammenhdngender requlirer paarer Graph G mit nicht
mehr als h Knotenpunkten und mit der Higenschaft G, | G, G, | G.

Beweis von Satz 5.

1. D ist nicht paar, (; und G, sind beide paar.

Nach (D) gilt sogar Do D |G, D 0 D | G,. Da D O D als paarer Graph
in Linearfaktoren zerfillt, kann Satz 4 mit D* = D O D angewandt werden:
Ny Ny My My

a® 2d
Knotenpunkten und mit &, | @, G, | @, und da G den paaren Teiler D* besitzt,
ist G gewil} paar.

2. a) D ist paar.

Dann folgt die Behauptung unmittelbar aus Satz 4.

b) D ist nicht paar, genau einer der Graphen G, @,, etwa G, ist paar.

Dann sei D*¥ = D O D, Gf = G, 0 G,; aus Satz 4, angewandt auf die
Graphen G, G, D*, ergibt sich die Existenz eines paaren Graphen @ mit

* 2 mn, ’ :
h = o I nldn‘ Knotenpunkten mit @, | @, G, | G.
3. Keiner der Graphen D, ,, @G, ist paar.
Jetzt sei D* = Do D, G¥ = G, 0 G,, G¥ = G, O G,; wie vorher ergibt

Lol PP Knotenpunk-
2d d

Es gibt einen zusammenhingenden reguliren Graphen @' mit

: ; : g o 2
sich die Existenz eines paaren Graphen @ mit

ten mit G, | G, G, | G-
Damit ist Satz 5 bewiesen.

(Eingegangen: 29. April, 1964.)
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OJHOBPEMEHHOE IMTOKPbBITUE NAHHbBIX 'PA®OB

H. SACHS
Pe3lome

Iycts D u G 0HOCBSI3HbIE, HEOPUEHTHPOBaHHBIE rpadbl. ) Ha3biBaeTcst
npesmTesem G m G HaspiBaeTcsi KpaTHBIM D, ecin D ABJIsieTcst TOMOMOPGOHBIM 1
JIOKQJIbHO roMeOMOP(pHBIM 0TOOpa)keHueM 0T G, T. e. eciu G sIBJIsIETCST Hepas3BeT-
BJIEHHBIM TOKPBIBAIOIMM MHO)KeCTBOM OT D.

B pa6ore usyyena 3ajiauya, HaiTH K JJAHHBIM J(ByM OJIHOCBSI3HBIM HeOpPHeH-
THPOBAHHBIM rpadam oOIMI KpaTHBIH.

B § 3 maercst mpoctoe Heo0X0auMOe YCJIOBME JUJIsI CYIIECTBOBAHMSI TAKOI0
rpada (Teopema 1).

B § 4 npeanonoskeHo, uto Gy u G, ABIAIOTCSA PeryJspHBIMU PABHbIMU N0~
pAokamu. B 3TOM cilydae KOHCTPYKLMsT 001ero KPaTHOTO MOYKET ObITb 3pdeK-
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THBHO BBINOJIHEHA. Bompoc 0 MUHMMAJILHOM 4YHMcile BepIUIMH, MOTPe6OBAHHBIX
JUISL 3TOT0 BeJIeT K CllelylolleMy pesyabTaTy: ecau Gy u Gy umeiom ny, u n, éep-
wuH, moz20a 6ce20a cywecmeyem 06wull KpamHwlil ¢ He Goablie Yem 2n.n, eepulll-
Hamu (Teopema 3). Ecau Gy u G, umerom o6wjuil deaumens ¢ d eepuiuHamu, mozoa

3 & Ny
6ce20a cywecnsyem o0wWull Kpamuslil ¢ He 00able YeM 2—d sepuiHamu.
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