
SIMULTANE ÜBERLAGERUNG GEGEBENER GRAPHEN 

von 

HORST SACHS 1 

1. Einleitung 

Bezeichnungen. Wir be t rach ten ger ichtete und unger ich te te G r a p h e n 
mi t endlich vielen K n o t e n p u n k t e n u n d K a n t e n ; Mehr fachkan ten und Schlin-
gen sind zugelassen. Das W o r t Graph (ohne Zusatz) bezeichnet s te ts einen 
unger ich te ten Graphen; es soll jedoch zwischen einem P a a r entgegengesetzt 
ger ichteter K a n t e n (К, К ' ) , ( К ' , К ) m i t den gleichen E n d k n o t e n p u n k t e n 
К , К ' ( К ' x K) und einer unger ichte ten K a n t e [K, K ' ] m i t denselben E n d -
k n o t e n p u n k t e n nicht unterschieden werden , und ebenso soll es ges ta t t e t sein, 
je zwei z u m gleichen K n o t e n p u n k t gehörige gerichtete Schlingen ( К , K)v 
(K, K)2 d u r c h eine unger ich te te Schlinge [K, K] zu e r se tzen und umgekehr t , 
so daß jeder (ungerichtete) Graph auch als spezieller ger ich te te r Graph (und 
umgekehr t jeder gerichtete Graph , dessen sämtliche ge r i ch te te K a n t e n sich 
paarweise zu unger ichteten K a n t e n zusammenfassen lassen, auch als unge-
r ichteter Graph) aufgefaßt werden kann . 

E in Graph heißt regulär vom Grade r, wenn mit j e d e m seiner K n o t e n -
punk te genau r (ungerichtete) K a n t e n inzidieren; Schl ingen sind doppe l t zu 
zählen. E in linearer bzw. quadratischer Faktor eines r egu lä ren Graphen G ist 
ein regulärer Un te rg raph von G mit den gleichen K n o t e n p u n k t e n wie G vom 
Grade 1 bzw. 2. Ein gerichteter Linearfaktor von G ist e in gerichteter U n t e r -
graph von G m i t den gleichen K n o t e n p u n k t e n wie G u n d m i t der E igenschaf t , 
daß in j edem seiner K n o t e n p u n k t e genau eine gerichtete K a n t e entspr ingt u n d 
genau eine gerichtete K a n t e münde t . 

E in (gerichteter) G r a p h heißt paar, wenn seine K n o t e n p u n k t e so in zwei 
Klassen eingetei l t werden können , daß zwei K n o t e n p u n k t e der gleichen Klasse 
niemals d u r c h eine K a n t e ve rbunden s ind. 

Die K n o t e n p u n k t e eines (gerichteten oder unger ichte ten) Graphen G 
seien numer ie r t , gik sei die Anzah l der ger ichte ten Kanten , welche vom K n o t e n -
p u n k t Kt zum K n o t e n p u n k t Kk laufen (дц sei die Anzahl d e r zum K n o t e n p u n k t 
K t gehörenden gerichteten Schlingen). Die Matrix 

G = (gik) 

h e i ß t die Adjazenzmatrix von G; durch sie ist G e indeut ig bes t immt . 

Problemstellung. I n den Theorien der verschiedenen S t ruk turen spielen 
die Begr i f fe „ U n t e r s t r u k t u r " u n d „ F a k t o r s t r u k t u r " eine g roße Rolle. A u c h in 
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der Graphentheor ie stößt m a n häufig auf den Begriff des „Unte rg raphen" , 
während jedoch der Begriff des „Fak to rg raphen" seltener angetroffen wi rd . 
D a s mag d a r a n liegen, daß d e r Begriff der homomorphen Abbildung, der d e m 
Begriff der F a k t o r s t r u k t u r zugrunde liegt, f ü r die Zwecke d e r Graphentheor ie 
in seiner al lgemeinen F a s s u n g zu weit ist, u n d es e n t s t e h t die Frage, d u r c h 
welche na tu rgemäßen Bedingungen er s innvoll e ingeschränkt werden k a n n . 
E s liegt nahe , lokale Homöomorph ie der Abbi ldung zu f o r d e r n ; wegen einiger 
Analogien wollen wir in d iesem Falle den Bildgraphen als Teiler bezeich-
nen : 

Der zusammenhängende Graph D he iß t ein Teiler des Graphen G, we n n 
G homomorph u n d lokal-homöomorph auf D abgebildet we rden kann. 

Der Begr i f f der lokal-homöomorphen Abbi ldung b e d a r f der Präzisierung: 
Der folgenden Definit ion des Teilers D von G i s t die in e inem gewissen wei teren 
Sinne lokal-homöomorphe Abb i ldung von G au f D zugrunde gelegt; wir werden 
anschließend zeigen, daß d a n n D stets auch i m engeren S inne (d. h. unter Ein-
beziehung der K a n t e n in die Abbildung) lokal -homüomorphes Bild von G is t . — 
Wir veranschaulichen die Zuordnung zwischen den K n o t e n p u n k t e n bzw. 
Kan ten , i ndem wir Original u n d Bild jeweils mit. der gleichen Farbe versehen. 

Definition. Die d Knotenpunkte des zusammenhängenden Graphen D 
seien paarweise verschieden gefärbt, die Farben seien von 1 bis d numeriert, und 
von einem Knotenpunkt К der Farbe i mögen genau dik Kanten ausgehen, welche 
zu einem Knotenpunkt der Farbe к führen ( / , 7 = 1 , 2 , . . . , d\ da ist gleich der 
doppelten Anzahl der zum Knotenpunkt К gehörigen Schlingen). D heißt genau 
dann ein Teiler des Graphen G, wenn es möglich ist, auch die Knotenpunkte von 
G je mit einer der Farben 1, 2, . . ., d zu versehen derart, daß auch in G von 
jedem Knotenpunkt der Farbe i genau dik Kanten ausgehen, welche zu Knoten-
punkten der Farbe 7 führen (г, к = 1, 2, . . ., d). 

Es gil t folgender Sa tz : 
(*) Es sei D ein Teiler von G, jedem Knotenpunkt von G sei — im Sinne 

der vorstehenden Definition des Teilers — eindeutig ein Knotenpunkt von D als 
Bild zugeordnet. Die Kanten von D seien paarweise verschieden gefärbt, die ver-
wendeten Farben seien fv f2, . . ., f . Dann ist es immer möglich, die Kanten von 
G ebenfalls je mit einer der Farben fv /2, . . .,/, zu versehen derart, daß für 
7 = 1 , 2 , . . . , I jeder Knotenpunkt von G mit genau so vielen Kanten der Farbe 
f-k inzidiert wie der zugehörige Bildknotenpunkt in D ; hierbei sind Schlingen 
doppelt zu zählen. 

In der Sprechweise d e r kombinator ischen Topologie können wir also 
sagen : 

D ist genau dann ein Teiler von G, wenn G als unverzweigter Überlage-
rungskomplex von D aufgefaßt werden kann. 

Der Beweis der B e h a u p t u n g (*) folgt a m Schluß d e r Einleitung. 
Immer wenn im Fo lgenden vorausgesetzt wird, d a ß e in Graph Gx Tei ler 

eines Graphen G2 sei, wollen wir annehmen, d a ß damit zugle ich im oben aus -
geführ ten Sinne eine b e s t i m m t e Zuordnung der K n o t e n p u n k t e und K a n t e n 
von Gx zu d e n e n von G2 gegeben sei; auf diese können wi r dann im wei teren 
Verlauf bezug nehmen. 

Für ,,D i s t Teiler v o n G" sagen wir auch 
,,G is t Vielfaches von D" 

u n d schreiben 
D \ G . 
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Die Teilerrelation ist offenbar 
transitiv : Aus А | В u n d В \ С folgt A \ G , 

reflexiv: A \ A 

und in folgendem Sinne antisymmetrisch: 
Aus A I В und В I A folgt: A is t isomorph zu В . 
Das Problem, zu e inem gegebenen zu sammenhängenden Graphen G alle 

zusammenhängenden Vielfachen von G zu bes t immen, wird in den Lehr -
büchern der kombinator ischen Topologie gelöst (siehe z. В. [1], p. 114). 

Wir beschäf t igen uns hier mit dem Problem, zu zwei gegebenen z u s a m -
menhängenden Graphen Gy, G.2 ein gemeinschaft l iches Vielfaches G zu f inden , 
d. h. einen Graphen G m i t der E igenschaf t Gy \ G, G.2 \ G zu kons t ru ieren . In 
§ 3 wird eine einfache notwendige Bedingung für die Exis tenz eines solchen 
Graphen G angegeben (Satz 1). In § 4 setzen wir voraus, d a ß Gy und G2 regulär 
vom gleichen Grade s ind, u n d führen die Kons t ruk t ion eines gemeinschaf t -
lichen Vielfachen e f fek t iv aus. Die F r a g e nach der Minimalzahl der hierzu 
benöt ig ten K n o t e n p u n k t e f ü h r t zu folgenden Ergebnissen: Wenn Gy und G2 
ny bzw. n2 Knotenpunkte haben, so existiert stets ein gemeinschaftliches Vielfaches 
mit nicht mehr als 2 ny n2 Knotenpunkten (Satz 3). Haben überdies Gy und G2 
einen gemeinsamen Teiler mit d Knotenpunkten, so existiert stets ein gemein-
schaftliches Vielfaches mit nicht mehr als 2 Va+A Knotenpunkten (Satz 5). 

d 
* 

Beweis der Behauptung (*): 
Wir be t rach ten zunächs t zwei beliebige verschiedene K n o t e n p u n k t e К,, 

Kk von D (der Index gebe die Farbe des K n o t e n p u n k t e s an) . Is t dann dik = 0, 
d. h. s ind Ki und Kk n i ch t verbunden, so is t auch in G ke in K n o t e n p u n k t der 
Farbe i m i t einem solchen der Farbe к verbunden . I s t abe r dik > 0, so b i lde t 
die Gesamthe i t der K a n t e n , welche in G einen K n o t e n p u n k t der F a r b e i mi t 
einem solchen der F a r b e к verbinden (zusammen mit d e n E n d k n o t e n p u n k t e n 
aller dieser Kan ten ) einen Unte rg raphen U von G, welcher offenbar r egu lä r 
vom Grade dik ist. U e n t h ä l t sämtliche K n o t e n p u n k t e de r Farben i u n d к von 
G u n d nur diese; zwei K n o t e n p u n k t e gleicher Fa rbe sind in U nicht v e r b u n d e n , 
U ist also ein paarer G r a p h . Nach einem bekannten Sa t z von K Ö N I G k ö n n e n 
wir U in dik L inear fak toren Lv L.2, . . ., Ldlls zerlegen. S ind dann (bei wi l lkür -
licher Numerierung) Ey, E.2, . . ., Eda die Kan ten , welche die K n o t e n p u n k t e 
Ki u n d Kk in I) mi te inander verbinden, so versehen wir j ede Kan te des L inea r -
fak tors La m i t der F a r b e der K a n t e Ea (a = 1, 2, . . ., dik). 

Schließlich be t r ach ten wir einen beliebigen K n o t e n p u n k t Кt von D u n d 
die zugehörige Zahl du. I s t du -- 0, d. h . ist Kt durch ke ine Schlinge m i t sich 
selbst ve rbunden , so s ind auch in G keine zwei K n o t e n p u n k t e der F a r b e i m i t -
einander verbunden . I s t abe r dn > 0, so bi ldet die Gesamthe i t der K a n t e n 
(einschließlich Schlingen) von G, deren beide E n d k n o t e n p u n k t e die F a r b e i 
haben (zusammen mi t al len diesen K n o t e n p u n k t e n ) e inen Un te rg raphen V 
von G, welcher offenbar regulär vom Grade du ist. F e n t h ä l t sämtliche K n o t e n -
p u n k t e der F a r b e i von G u n d nur diese. D a du gerade is t , können wir V n ach 

einem b e k a n n t e n Satz v o n P E T E R S E N in — dit quadra t i sche F a k t o r e n Qy, 
2 

02, . . ., Qdiii2 zerlegen. Sind dann Sy, S2, . . ., £ jj/2 die Schlingen, welche z u m 
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K n o t e n p u n k t Kj gehören, so versehen wir j ede K a n t e von Q„ m i t der F a r b e 
d e r Schlinge Sp (ß = 1, 2, . . ., du\2). 

Es ist l e i ch t einzusehen, d a ß auf diese Weise jede K a n t e von G genau 
eine der F a r b e n fv /2 /, e r h ä l t und d a ß d ie so gewonnene F ä r b u n g die in 
(*) genannte E igenscha f t bes i t z t . 

2. Summe, direktes und paares Produkt zweier (gerichteter) Graphen 

Für die z u führenden Beweise erweist es sich als zweckmäßig, folgende 
Graphen Verknüpfungen zu b e t r a c h t e n : 

Summe. A u n d В seien zwei beliebige ger ichtete Graphen über der glei-
chen Kno tenpunk tmenge Я, А = (aik) u n d В = (bik) seien d ie zugehörigen 
Adjazenzmat r i zen . Dann de f in ie r t die M a t r i x S = А + В = (aik -f- blh) 
einen ger ich te ten Graphen S ü b e r Я, die S u m m e von A u n d B. Wir schreiben 

5 = А + В . 

En t sp rechend i s t die Summe f ü r mehr als zwei Summanden def inier t , wir ver-
wenden auch d a s Summenzeichen 27. 

Direktes Produkt. A u n d В seien zwei beliebige ger ich te te Graphen , 
A habe die K n o t e n p u n k t e Kt (i = 1 , 2, . . ., m), В habe d ie K n o t e n p u n k t e 
K'j ( j — 1 , 2 , . . . , n). Wir f ü h r e n m • n neue K n o t e n p u n k t e Ktj (i — 1 , 2 , . . . ,  

m; j = 1, 2, . . ., n) ein und verb inden diese folgendermaßen durch ge l ich te te 
K a n t e n : Die A n z a h l т,ц,к [ d e r Kanten , die von einem K n o t e n p u n k t К t j zu 
einem K n o t e n p u n k t Kkl l aufen , sei gleich der Anzahl der K a n t e n , die in A von 
Kt nach Kk l au fen , mult ipl iz ier t mit der Anzah l der K a n t e n , die in В von 
K'j nach К ] l au fen , oder k u r z : 

mi],kt = « ik ' by . 

Der Graph M , der hierbei e n t s t e h t , heiße da s direkte P r o d u k t von A u n d U; 
wir schreiben 

M = A X В . 

Die A d j a z e n z m a t r i x M von M erhält m a n , wenn man in A jedes E l e m e n t 
aik durch die Mat r ix aik • В erse tz t . 

Paares Produkt. A u n d В seien zwei beliebige ger ich te te Graphen übe r 
der gleichen K n o t e n p u n k t m e n g e Я = {Kv K2, . . ., Kn}. K\ = Kn+i (7=1, 
2, . . ., n) seien n weitere K n o t e n p u n k t e , f e r n e r sei Я ' = (K[, K2, . . ., K f ) = 
= {Я„+1, Kn+2, . . ., K2n}. W i r definieren ü b e r 

Я + ffi' = {Kv K2 K2n) 

einen ger ich te ten Graphen P m i t der Ad jazenzmat r ix 

P = (Pik) (i, к = 1 , 2 , . . . , 2n) 
durch folgende Festsetzung: 

k-n für 
Pik bi-n, к fü r € Я 

О fü r K i £ Я, К к £ t 
sowie für K i £ Я ' , К к £ Я ' 
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d. h. es sei 

P = ° A . 
в 0 

P ist ersichtlich ein (gerichteter) paare r Graph , der paares P r o d u k t von A und 
В heißen möge; wir schreiben 

P = А о В . 

P ist offenbar genau dann unger ichte t , wenn В zu A t ransponie r t ist. 
I s t В = A, so nennen wir А О A das paare Quadrat von A. 

H bezeichne den Graphen, der aus einer unger ichteten K a n t e und deren 
beiden E n d k n o t e n p u n k t e n bes teh t . Dann gilt 

А О А = H X A . 

Für die Def in i t ion des d i rek ten P roduk tes u n d damit a u c h des paa ren 
Quadra tes ist — anders als f ü r die Defini t ion der Summe u n d des paa ren 
P roduk t e s im allgemeinen Falle — die A n o r d n u n g der K n o t e n p u n k t e n ich t 
wesentlich. 

I s t G unger ichte t , so ist auch G О G unger ichte t , und m a n veranschau-
licht sich G О G au f folgende Weise: Der G r a p h G' sei i somorph zu G; d a n n 
k a n n man sich G u n d G' in zwei parallelen E b e n e n kongruent übere inander-
liegend gezeichnet denken, u n d m a n erhält G О G, indem m a n jedes P a a r 
übereinander l iegender (ungerichteter) K a n t e n [Kh Kj], [Kj К)] durch da s 
zugehörige P a a r „sich k reuzender" Kan ten [AT,, K'j], [K'h Kj] e rse tz t . 

Aus dieser Kons t ruk t ion liest man sofor t folgende Eigenschaf ten des 
paa ren Quadra tes eines unger ichte ten Graphen G ab : 
(A) Ist G zusammenhängend und nicht paar, so ist auch G О G zusammen-

hängend. 
(B) Ist G zusammenhängend und paar, so zerfällt G О G in genau zwei zusam-

menhängende Komponenten, welche beide zu G isomorph sind. 
(C) Ist G zusammenhängend, so gilt 

G I G o G. 

Außerdem benöt igen wir folgenden Hilfssatz: 
(D) Der Graph PL sei paar, und der Graph G sei ein nicht-paarer Teiler von II. 

Dann ist auch G О G ein Teiler von H. 
Beweis. Wir konstruieren G О G auf die oben angegebene Weise, der 

K n o t e n p u n k t AT, e rhä l t die „ F a r b e " (г, 1), der darüberl iegende K n o t e n p u n k t 
К) = Kn+i e rhä l t die Farbe (г, 2). Dann haben verschiedene K n o t e n p u n k t e 
von G о G verschiedene Farben , u n d die F a r b e n zweier durch eine K a n t e ver-
bundener K n o t e n p u n k t e haben verschiedene zwei te Komponen ten . 

Da H paa r ist , können wir die K n o t e n p u n k t e von H so in zwei Klassen 
ß 2 einteilen, d a ß zwei K n o t e n p u n k t e der gleichen Klasse niemals durch 

eine K a n t e ve rbunden sind. N u n ordnen wir a u c h jedem K n o t e n p u n k t von 
H eine Farbe (i, j) zu, wobei i die Nummer seines Bi ldkno tenpunktes in G u n d 
j die N u m m e r der Klasse ist, welcher er angehör t (i = 1 , 2 , . . ., n; j = 1, 2). 

Diese F ä r b u n g der K n o t e n p u n k t e ve rmi t t e l t eine lokal-homöomorphe 
homomorphe Abbi ldung von H au f G О G, denn die Farben der Nachbarn 
eines K n o t e n p u n k t e s von H s t immen ersichtlich m i t den Fa rben der Nachbarn 
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des zugehörigen K n o t e n p u n k t e s von G О G (in ihrer Gesamthei t u n d je mit 
der r icht igen Mult ipl iz i tä t gezählt) sowohl in der e r s t en Komponen te i (wegen 
G I H) als auch in der zwei ten K o m p o n e n t e j (weil H u n d G О G be ide paar 
sind) übere in . 

3. Eine notwendige Bedingung für die Existenz eines 
gemeinschaftlichen Vielfachen 

Satz 1. Es seien Gx und G2 zwei gegebene zusammenhängende Graphen. 
n\d sei die Anzahl der in Gj vorkommenden Knotenpunkte vom Grade j , ft,- sei 
die Anzahl aller in Gj vorkommenden Knotenpunkte (i — 1, 2; j = 1, 2, . . .). 
Wenn dann ein Graph G mit der Eigenschaft O, | G und G2 | G existiert, so gilt 

(1) n2nX = nxn2 0> ( j = 1 , 2 , . . . ) . 

Beweis. m(ü u n d n seien die Anzahlen der K n o t e n p u n k t e v o m Grade 
j bzw. a l ler K n o t e n p u n k t e von G. G ist Überlagerungsgraph zu Gv jeder 
K n o t e n p u n k t К von Gx w i rd von je gleich vielen K n o t e n p u n k t e n von G über-
lagert (s. [1], loc. cit.), welche überdies alle den gleichen Grad wie К haben. 
Folglich g i b t es eine na tü r l i che Zahl cx so, daß 

( 2 ) ft(i) = g • nß> ( j = 1 , 2 , . . . ) , 

und en tsprechend eine natür l iche Zah l c2 mi t 

(3) ftO) = c2 • ft201 ( j = 1 , 2 , . . . ) . 

Durch Summat ion über j ergibt sich a u s (2) und (3) 

(4) ft = cx ftx = c2 ft2 ; 

aus (2) u n d (3) folgt wei te r 

(5) cx ftxG> = c2 ft2<b ( j = 1 , 2 , . . . ) , 

und aus (4) und (5) e rg ib t sich die behaup te t e Re la t ion (1). 

Bemerkung. I s t insbesondere Gx regulär vom Grade r u n d gi l t Gx | G, 
G21 G, so s ind G und G2 notwendig ebenfa l l s regulär v o m Grade r. F ü r reguläre 
Graphen gleichen Grades ist die Bed ingung (1) von selbs t erfüll t . Diesem Fall 
wenden wir uns im folgenden Abschn i t t zu. 

4. Konstruktion gemeinschaftlicher Vielfacher für gegebene 
reguläre Graphen 

Satz 2. Gj und G2 seien zwei beliebige zusammenhängende reguläre Gra-
phen vom Grade r mit nt bzw. n2 Knotenpunkten, welche beide in lineare und 
quadratische Faktoren zerfallen.1 Dann existiert ein zusammenhängender regu-
lärer Graph G vom Grade r mit nicht mehr als nx n2 Knotenpunkten, welcher 
ebenfalls in lineare und quadratische Faktoren zerfällt, mit der Eigenschaft 
Gx \G,G2\ G. 

1 Das ist bekanntlich gewiß der Fall, wenn r gerade ist, sowie für r = 3, wenn G, 
und G2 keine Brücken besitzen. 
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Zusatz. Sind Gx und G2 außerdem beide paar, so existiert sogar ein paarer 

zusammenhängender Graph G mit nicht mehr als — nx n2 Knotenpunkten und mit 

der Eigenschaft Gx \G, G2 \ G. 

Beweis. Indem wir nötigenfal ls L inear fak toren paa rwe i se zu q u a d r a t i -
schen F a k t o r e n zusammenfassen , dürfen wir annehmen, d a ß sowohl Gx als 
auch G2 in genau и quadra t i sche u n d v l ineare F a k t o r e n zerfällt (и 0, 
v ф 0; 2 и -f- v = r). Die quadra t i schen F a k t o r e n Qt u n d d ie linearen F a k t o -
ren Li von G, werden folgendermaßen numer i e r t : 

Qß, Qß, . . ., Qß; Lfu+*>, . . ., Lp+«> = Lß (i = 1, 2) • 

Wird nun jeder Kreis eines quadra t i schen F a k t o r Qß in beliebiger Weise f e s t 
orientiert , so geht h ierdurch Qß in e inen g e r i c h t e t e n L inea r fak to r 
L ß über ; der entgegengesetzt orientierte Linear fak tor werde mit L \ u + P 
bezeichnet, so daß also Lß + TßG) = Q(D ( j = 1 , 2 , . . . , u; i = 1, 2). N a c h 
dieser Fes t se tzung haben wir also 

Gi = £ Lß (i — 1 , 2 ) . 

D ann ist 

G0 = v L p x Lß 
8=1 

ein unger ichte ter Graph m i t nx n2 K n o t e n p u n k t e n , и unger ich te ten q u a d r a t i -
schen F a k t o r e n 

QU) = Lß x Lß + L[u+J) x Ц"+» ( j = 1, 2, . . ., u) 

und те unger ichte ten Linear fak toren 
Ц2и+к) = L(2u+k) x L(2u+k) (k = 1,2 те) . 

Gx habe die K n o t e n p u n k t e Kj 

G2 habe die K n o t e n p u n k t e Kj 

G0 habe die K n o t e n p u n k t e Kjj (i = 1 , 2 , . . . , nx, j — 1,2, . . ., n2), 

wobei die Indizierung der K n o t e n p u n k t e von G0 durch die d i rek te Mult ipl ika-
t ion der Linearfaktoren gegeben ist. Man m a c h t sich le icht klar: Durch die 
Zuordnung 

K°iv K%, . . ., K%2 Kj (i = 1 , 2 , . . . , щ) 

i s t eine homomorphe und lokal -homöomorphe Abbildung v o n G0 auf Gx de f i -
nier t , das bedeu t e t Gx \ G0, u n d ebenso schließen wir G2 \ G0 (vgl. Abb. 1); also 
h a t G0 oder — falls G0 n i ch t zusammenhängend ist — jede zusammenhän-
gende K o m p o n e n t e von G0 alle im Satz f ü r G geforderten Eigenschaf ten . 

Beweis des Zusatzes : S ind Gx und G2 paa r , so gilt nx = n2 = 0 (mod 2), 
u n d die K n o t e n p u n k t m e n g e n von Gx und G2 zerfallen je in zwei Klassen von 

je — Wj bzw. — n2 K n o t e n p u n k t e n derart , d a ß zwei K n o t e n p u n k t e der glei-
2 2 

chen Klasse niemals durch eine K a n t e ve rbunden sind. W i r denken uns die 

1 2 a Matematikai Kutató Intézet Közleményei IX. 3. 
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K n o t e n p u n k t e so numer ier t , d a ß jeweils d ie K n o t e n p u n k t e mit ungeradem 
Index die e ine u n d die mit g e r a d e m Index die andere Klasse bilden, so daß also 
jede K a n t e e inen K n o t e n p u n k t mit g e r a d e m Index m i t einem solchen m i t 
ungeradem I n d e x verbindet . 

Gx u n d G2 zerfallen n a c h einem b e k a n n t e n Satz von K Ö N I G als regu lä re 
paare Graphen vollständig in Linear fak toren , wir können also die im Beweis 

G 
G, 
• 

K1 K2 
- - 3 

э 

э>' 

-К? К?, //О 
K-21 X ) il г 

u s • 
W 4 / 

\ V / 7 
\ с Г 2, ]' л 

]y 
f/s V 

77 

r 
21 1/ 

KÏ 
вг 

K?2 1 

I > C 
Go 

С 

K22 

) 
Abb. 1. 

zu Satz 2 angegebene K o n s t r u k t i o n mi t и = 0 und v = r durchführen . Wir 
teilen die K n o t e n p u n k t e K f j in zwei Klassen ein: Die jen igen Щ m i t i = j 
(mod 2) b i lden die eine, d ie jenigen mit i ф j (mod 2) b i lden die andere Klasse . 

J ede dieser Klassen e n t h ä l t genau — n x - n 2 K n o t e n p u n k t e . 
2 

Auf g r u n d der K o n s t r u k t i o n s v o r s c h r i f t für G0 i s t k la r : Jede der neu 
e ingeführ ten K a n t e n v e r b i n d e t zwei K n o t e n p u n k t e mi te inander , welche zur 
gleichen K l a s s e gehören. Folgl ich zerfäll t G0 in mehrere (untereinander n ich t 
verbundene) Komponen ten , von denen ke ine mehr als — n x n2 K n o t e n p u n k t e 

besitzt, u n d jede dieser K o m p o n e n t e n h a t sowohl Gx als auch G2 zu Teilern. 
Diese s i r d überdies p a a r , d a sie p a a r e Teiler haben. 

Satz 3. Gx und G2 seien zwei beliebige zusammenhängende reguläre Graphen 
vom Grade r mit nx bzw. n2 Knotenpunkten. Es sei 

h = — пг n2, falls G у und G2 beide paar sind, 

h = Пу n2, falls genau einer der Graphen Gv G2 paar ist, 
h — 2 пу n2, falls keiner der Graphen Gv G2 paar ist. 
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Dann existiert ein zusammenhängender regulärer p aar er Graph G mit nicht 
mehr als h Knotenpunkten und mit der Eigenschaft Gy \G, Q2\ G. 

Bemerkung. Aus Sa tz 3 folgt insbesondere, daß es zu zwei beliebigen 
zusammenhängenden regu lä ren Graphen gleichen Grades stets ein gemein-
schaft l iches Vielfaches m i t n icht mehr als 2 nx n2 K n o t e n p u n k t e n gibt . Diese 
Schranke ist scharf in d e m Sinne, daß es Fäl le gibt, in welchen kein gemein-
schaft l iches Vielfaches m i t weniger als 2 nx n2 K n o t e n p u n k t e n exis t ier t ; Bei-
spiel siehe Abb. 2. 

(Man zeigt leicht d u r c h Probieren, daß kein gemeinschaft l iches Viel-
faches mi t 4, 8 oder 12 K n o t e n p u n k t e n existiert .) 

E s k a n n jedoch neben dem paa ren Vielfachen, dessen Exis tenz in Satz 
3 behaup te t wird, weitere nicht-paare gemeinschaf t l iche Vielfache mi t 2 nx n2 
K n o t e n p u n k t e n geben; f ü r unser Beispiel siehe Abb. 3. 

Beweis von Satz 3. Wenn Gx u n d G2 beide p a a r sind, so s t i m m t die 
Behaup tung m i t dem Zusa tz zu Satz 2 überein. 

W e n n genau einer de r beiden Graphen , etwa Gx p a a r ist, so b e t r a c h t e n 
wir die Graphen Gx u n d Gf = G2 О G2 ; nach dem Zusa tz zu Satz 2 exis t ier t 

dann ein paare r Graph G* mit n icht mehr als — nx • 2 n2 = nx n2 K n o t e n -

punk ten u n d mi t der E igenschaf t G, | G*, G? | G*. Wegen G 2 | G 2 o G 2 = G f gilt 
dann auch G2 | G*. 

Abb. 2. 

Abb. 3. 

2 

12* 
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Wenn keiner der G r a p h e n Gv G2 p a a r is t , so be t rach ten wir die Graphen 
Gf = Gx О Gx u n d Gf = G2 О G2 und wenden wieder den Zusa tz zu Satz 2 a n : 

hiernach ex i s t i e r t ein paa re r Graph G** m i t n icht mehr als — 2 nx • 2 n2 = 

— 2 nx n2 K n o t e n p u n k t e n u n d mi t der E igenscha f t Gf \ G**, Gf \ G**. D a r a u s 
ergibt sich wegen Gx \ Gf u n d G2 \ Gf sofor t Gx \ G** u n d G2 \ G**. 

Satz 4. Gx und G2 seien zwei beliebige zusammenhängende reguläre Gra-
phen mit nx bzw. n2 Knotenpunkten, welche einen gemeinsamen Teiler D mit 
d Knotenpunkten besitzen, der in lineare und quadratische Faktoren zerfällt. 
Dann existiert ein zusammenhängender regulärer Graph G mit nicht mehr als 
n n 
—- Knotenpunkten und mit der Eigenschaft Gx \G, G2 \ G. 

d 
Bemerkung. Der Zusa tz zu Satz 2 e rg ib t sich aus Satz 4 als Spezialfall, 

die Rolle v o n D ha t der aus zwei K n o t e n p u n k t e n und r diese K n o t e n p u n k t e 
mite inander verbindenden K a n t e n bes tehende Graph. 

Beweis von Satz 4 (vgl. dazu Abb. 4): Die K n o t e n p u n k t e von D seien 
von 1 bis d numer ie r t . Auf de r Menge {K} aller K n o t e n p u n k t e von Gx u n d 
G2 definieren wir nun eine F u n k t i o n b = b(K) durch die Vorschr i f t : 

ö(K) i s t gleich der N u m m e r desjenigen K n o t e n p u n k t e s von D, auf wel-
chen К abgebi lde t wird (durch den Homomorphismus , welcher der Rela t ion 
D I Gx bzw. D I G2 zugrunde liegt). 

D wird wie beim Beweis von Satz 2 in r (gerichtete u n d ungerichtete) 
L inear fak toren X(e) zerlegt; diesen entsprechen je r L inear fak toren R1

(e) von 
Gx und v o n G2 (g = 1,2,..., r).2 Wie be im Beweis von Satz 2 konstruie-
ren wir nun d e n Graphen 

G* = 2 ' x í s ) x Lf> 
e = i 

mit den nx • n2 K n o t e n p u n k t e n K* (i = 1, 2 nx; j = 1 , 2 , . . ., n2); dabe i 
entspreche K f j dem K n o t e n p u n k t p a a r K) £ Gx, Kf £ G2. E s gilt Gx \ G*, 
G2\G*. ß sei die Klasse der jen igen K n o t e n p u n k t e Kf, von G*, fü r welche 

9Ъ ?Ъ 
b(Kf) = b(Kf) i s t ; ß en thä l t offenbar genau ——2 K n o t e n p u n k t e . Wir wollen 

d 
zeigen, daß in G* kein K n o t e n p u n k t von ß mi t einem n i c h t zu ß gehörigen 
K n o t e n p u n k t du rch eine K a n t e verbunden i s t ; daraus folgt d a n n , daß ß einen 

Unte rg raphen G von G* mi t — K n o t e n p u n k t e n bes t immt , welcher ebenfalls 
d 

die E igenschaf t Gx \ G, G2 \ G besi tz t , womit d a n n der Satz bewiesen sein wird . 
Wir b e t r a c h t e n eine v o n dem K n o t e n p u n k t Kfj £ ß ausgehende gerich-

t e t e K a n t e E* = ( K f j , K f r j / ) von G*, welche dem Linea r fak to r L(f»> x X|eo) 

angehören möge. Diese ha t in Gx die B i ldkan te Ex = (Kj, K\.) £ L[eo) u n d in 

2 Allgemein gilt: Sind D und G reguläre Graphen mit D \ в und besitzt D einen 
(gerichteten oder ungerichteten) regulären Faktor, so bilden die zu den Kanten dieses 
Faktors gehörigen Originalkanten in G einen entsprechenden regulären Faktor von G. 
Zu einer Faktorzerlegung von D gehört eine entsprechende Faktorzerlegung von G. 

Man beachte aber, daß sich umgekehrt die Eigenschaft eines Graphen, eine Faktor-
zerlegung bestimmter Art zu besitzen, nicht allgemein auf seine Teiler überträgt: Der 
PETERSENsehe Graph П ist ein Teiler des Pentagondodekaeder-Graphen A, A zerfällt in 
3 Linearfaktoren, П dagegen nicht . 
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(J2 die Bildkante Е.г = (Kj, K)•) £ U p . Ey und E2 wiederum haben in D Bild-
kan ten , welche dem Linearfaktor B^o) angehören u n d von Knotenpunkten mit 
den Nummern b(Kj) und b(Kj) beziehentlich ausgehen. Wegen ô(KJ) = b(K'j) 
folgt hieraus aber sogleich, daß diese beiden K a n t e n identisch sind, daß also 
B, u n d B2 in D dieselbe Bildkante und damit K\ und Kj, in D denselben 
Bi ldknotenpunkt haben . Das bedeute t aber b(K\ ) = b(Kj-), und folglich 
gehört auch Kf,-., zu 6 . 

Abb. 4. 

Damit ist, da wir für die in die Knotenpunkte von G* einlaufenden 
K a n t e n ganz entsprechend schließen können, Satz 4 bewiesen. 

Satz 5. G y und G2 seien zwei beliebige zusammenhängende reguläre Graphen 
mit ny bzw. n2 Knotenpunkten, welche einen gemeinsamen Teiler D mit d Knoten-
punkten besitzen. 

Es sei 

h = Y n'1
1 falls j ) nicht paar ist, aber Gx und G2 beide paar sind, 

2 d 
n n 

h = ——-, falls D paar ist oder falls D nicht paar und genau einer der Gra-
d phen Gy, G2 paar ist, 

h — 2 nUtU j falls keiner der Graphen D, Gy, G2 paar ist. 
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Dann existiert ein zusammenhängender regulärer paarer Graph G mit nicht 
mehr als h Knotenpunkten und mit der Eigenschaft Gx | G, G2 | G. 

Beweis von Satz 5. 
1. Я ist n icht p a a r , Gx u n d G2 s ind beide paa r . 
Nach (D) gilt sogar D о D | Gv D о D | в2. D a D о D als p a a r e r Graph 

in Linear fak toren zerfäl l t , kann Satz 4 mit D* = D О D angewand t werden: 
• • Tb ТЬ. Tb 7Ь 

Es gib t einen zusammenhängenden regulären Graphen G mi t -1—- = 1—2 

d* 2d 
K n o t e n p u n k t e n u n d mi t Gx \G, G2 \ G, u n d da G den paaren Teiler D* besitzt, 
ist G gewiß paar . 

2. a) Я ist paa r . 
Dann folgt die B e h a u p t u n g unmi t t e lba r aus Satz 4. 
b) D ist n icht paa r , genau einer der Graphen Gx, G2, e twa Gv is t paar . 
Dann sei D* = D О D, G$ = G2 О G2; aus Sa tz 4, angewand t auf die 

G r a p h e n Gx, Gf , D*, ergibt sich die Exis tenz eines paaren G r a p h e n G mit 
Щ ' 2 П~- = K n o t e n p u n k t e n mi t Gx | G, G2 | G. 

2d d 
3. Keiner der Graphen D, Gv G2 ist paar . 
J e t z t sei D* = D о D, Gf = Gx О G1( Gf = G2 О G2; wie vorher ergibt 

2 Tb ' 2 7ъ тъ Tb 

sich die Exis tenz eines paaren Graphen G mit — — — - = 2 A—2 K n o t e n p u n k -

ten mit Gx \G,G2 \ G. 
Dami t ist Satz 5 bewiesen. 

(Eingegangen: 29. April, 1964.) 
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ОДНОВРЕМЕННОЕ ПОКРЫТИЕ Д А Н Н Ы Х ГРАФОВ 

H . SACHS 

Резюме 

Пусть D vi G односвязные, неориентированные графы. D называется 
делителем G w G называется кратным Я , если Я является гомоморфным и 
локально гомеоморфным отображением от G, т. е. если G является неразвет-
вленным покрывающим множеством от Я . 

В работе изучена задача, найти к данным двум односвязным неориен-
тированным графам общий кратный. 

В § 3 дается простое необходимое условие для существования такого 
графа (Теорема 1). 

В § 4 предположено, что G, и G2 являются регулярными равными по-
рядками. В этом случае конструкция общего кратного может быть эффек-
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тивно выполнена. Вопрос о минимальном числе вершин, потребованных 
для этого ведет к следующему результату: если Ох и G2 имеют пх и п2 вер-
шин, тогда всегда существует общий кратный с не больше чем 2пхп2 верши-
нами (Теорема 3). Если Gx и G2 имеют общий делитель с d вершинами, тогда 

всегда существует общий кратный с не больше чем вершинами. 
d 
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