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In der vorliegenden Arbei t k o m m e n nur solche endl iche Graphen vor , 
die weder Schlingen, noch mehrfache K a n t e n enthal ten. Bes teh t ein Sys tem 
E aus solchen Kan ten des Graphen G, die paarweise keine gemeinsamen 
P u n k t e 1 besi tzen, so sagen wir, daß die K a n t e n des Sys tems E unabhängig 
sind. Die maximale Anzahl der unabhäng igen Kanten von G bezeichnen wir 
mit E(G) u n d nennen ein Sys tem E , das aus E(G) unabhängigen K a n t e n von 
G besteht , ein e-System von G. Bes teh t das System E aus unabhäng igen 
Kan ten v o n G, und ist zu dem P u n k t x v o n G eine Я - K a n t e (d. h. eine zu E 
gehörige K a n t e ) Inzident, so heißt x ein d u r c h E saturierter P u n k t . I s t m i t x 
keine Я - K a n t e inzident, so sagen wir, d a ß E den P u n k t x unsaturiert l äß t . 
I s t jeder P u n k t von G du rch E sa tur ier t , so ist E ein 1 -Faktor von G (s. [12], 
[3]). Bezeichnet n(G) die Anzahl der P u n k t e von G, so g ib t n(G) — 2 e(G) die 
„minimale Anzahl der unsa tu r ie r t en P u n k t e " von G an. I s t л (G) — 2 e(G) = 0, 
so bildet jedes e-System v o n G einen 1 - F a k t o r von G. Gil t n(G) — 2 e(G) > 0, 
so besitzt G keinen 1 -Fak to r . Man n e n n t d a n n G einen primen Graphen . Den 
leeren G r a p h e n (der weder K a n t e n noch P u n k t e en thäl t ) be t rach ten wir als 
nicht-prim, m i t dem 1 - F a k t o r E = 0 . W i r nennen einen pr imen Graphen G  
kritisch-prim, wenn für jeden P u n k t x von G der Graph G — x n icht-pr im ist.2 

I m e r s ten Abschnit t unserer Arbei t beweisen wir bezüglich £-Systeme den 
folgenden 

Satz (E. l ) . Bezeichne Ms die Menge jener Punkte des Graphen G, die 
durch jedes e-System von G saturiert sind, Mu die Menge der übrigen Punkte, 
d. h. jener Punkte, die bei gewissen e-Systemen als unsaturierte Punkte vorkom-
men und Mb die Menge derjenigen Punkte von Ms, die mit Mu verbunden sind.3 

Dann ist jede Komponente von G—Mb entweder eine Komponente von [ M u ] 

1 Wir sagen statt Knotenpunkte kurz Punk te . 
2 In [3] haben wir die kritisch-primen Graphen durch eine andere Eigenschaft 

definiert und kurz kritisch genannt [s. die Definition (1.9) und den Satz (1.19) der vor-
liegenden Arbeit] . 

tr— x bezeichnet jenen Graphen, der aus G durch Weglassen von x und sämtlichen 
zu x inzidenten Kanten entsteht. 

3 Ist в' ein Teilgraph von G, M' die Menge der Punkte von G', und ist der nicht 
zu M' gehörige Punk t x durch Kanten von G mi t Af'-Punkten (d. h. mit Punkten von 
M') verbunden, so sagen wir, daß x mit M' oder daß x mit G' (in G) verbunden ist. 
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oder eine von [Ms — Л/}].4 Ist G prim, also ist Mu y 0, und bezeichnen Gv . . ., 
G (p 1) die Komponenten von [Mu], so gelten folgende Behauptungen: Jedes 
Gi (i = 1, . . ., p) ist ein kritisch-primer Graph, jede Komponente von [Ms— Mb~\ 
besitzt einnen 1-Faktor. Ist F ein beliebiges e-System von G, so ist jeder Mb-
Punkt durch eine E-Kante mit je einem G,- (1 + i p) verbunden, und verschie-
dene MyPunkte sind mit verschiedenen G, verbunden. Diejenigen Gi, die durch 
E-Kanten mit Mb-Punkten verbunden sind, enthalten keinen durch E unsaturiert 
gelassenen Punkt, die übrigen enthalten je einen solchen Punkt. 

Satz ( E . l ) kann als Spezialfall des Satzes ( 7 . 1 4 ) von [ 4 ] (s. die Bemerkung 
a m Ende des Abschnit tes 8 von [4]) und - falls man nu r endliche Graphen 
betrachtet — als eine Verallgemeinerung gewisser Behaup tungen über p a a r e 
Graphen von [8] S. 134 —135 betrachtet werden. Der Satz läß t sich mi t Hi l fe 
der Theorie der al ternierenden Züge verhäl tnismäßig kurz beweisen (s. [1] u n d 
Abschnitt 7 von [ 4 ] , sowie Abschnit t 4 . 4 von [ 1 0 ] ) . Wir wollen jedoch n ich t 
diese Theorie benützen, sondern eine Methode anwenden, die auf e inem 
bekannten Satz über p a a r e Graphen [s. ( 1 . 1 ) ] und auf der Unte rsuchung 
gewisser ex t remalen Punk tmengen beruht . Die le tz terwähnten Untersuchun-
gen dürf ten auch in sich gewisses Interesse haben. In [3] haben wir mi t de r 
gleichen Methode den b e k a n n t e n Tut te ' schen Satz über 1-Faktoren bewiesen. 
[Satz (E. l) e n t h ä l t den nicht t r ivialen Teil dieses Tut te ' schen Satzes in s ich.] 
Mit Hilfe des Tut te ' schen Satzes könnten wir unsere Untersuchungen einiger-
maßen verkürzen, wir woll ten jedoch diese Möglichkeit n ich t benützen, u m 
eine vollständige Behandlung geben zu können . Wir wollen noch bemerken, 
daß durch eine Modifizierung unserer Behandlungsweise einige Vereinfachun-
gen erreicht werden könnten , dadurch würden jedoch gewisse Ergebnisse ver-
loren gehen [s. die Bemerkung ( 1 . 2 0 ) ] . Abschn i t t 1 en thä l t die Untersuchun-
gen über die ext remen Punk tmengen , Abschni t t 2 den Beweis des Satzes ( E . l ) . 

In Abschn i t t 3 behande ln wir mit Hilfe des Satzes (E . l ) ein E x t r e m a l -
jiroblem bezüglich e-Systeme. Ein Tut te ' scher Satz (s. [12] und [1]) besag t , 
daß die Bedingung der Regu la r i t ä t , d. h. die Bedingung, d a ß alle P u n k t e des 
Graphen gleichen Grades5 s ind zusammen mit gewissen Zusammenhangs-
bedingungen, die Existenz von 1-Faktoren s ichert . Die schwächere Bedingung, 
daß d" — d' bzw. d'jd' „k l e in" ist, wobei d' bzw. d" den minimalen bzw. 
maximalen W e r t der im Graphen G vorkommenden Grade bezeichnet, r e ich t 
schon nicht aus , um einen 1 -Faktor von G zu sichern. Man k a n n jedoch erwar-
ten, daß sich aus diesen Bedingungen gewisse Folgerungen über die Größe von 
e(G) ziehen lassen. Tatsächl ich hat J . H . W E I N S T E I N [ 1 3 ] bewiesen, daß im 
Falle d' = 1 u n d im Falle Л' = 2, d" >. 4 die Ungleichung 

d'n 
( ! ) w è 

d' + d" 

besteht, wobei e m a x = e(G) u n d n = л (G) gesetzt wurde. E r zeigte sogleich 

4 Ist A eine Punktmenge von G (d. h. besteht sie aus Punk ten von G), so bezeich-
net G—A jenen Graphen, der aus G durch Weglassen der A-Punkte und der zu den A-
Punkten inzidenten Kanten entstellt . Mit_[A] bezeichnen wir den durch A gespannten 
Teilgraphen von G, d. h. den Graphen G—A, wobei A die Menge der nicht zu Л gehörigen 
Punkte von G bezeichnet. 

5 Der Grad (in G) des Punk tes x ist die Anzahl der zu a- inzidenten Kanten von G. 
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daß in (1) f ü r halbreguläre paa re Graphen 6 die Gleichheit gil t . Es wurde ferner 
von G. A. D I R A C die V e r m u t u n g ausgesprochen (mündl iche Mitteilung), daß 
(1) auch f ü r d' 3 r icht ig ist , vorausgesetz t , daß eine Bedingung, die even-
tuell d" d' + 2 oder d" 2 d' l au te t , gefüll t ist. E r bemerkte wei terhin , 
daß fü r halbreguläre p a a r e Graphen die Gleichheit in ( 1 ) auch für d ' 3 ein-
t r i t t . Bezeichnet man mi t itm l n die min imale Anzahl de r unsa tur ie r ten P u n k t e 
in G, ist also Mmin = n — 2 e m a x , so l ä ß t sich (1), falls d' 1 ist, folgender-
maßen umfo rmen 

(2) • 
p ~ d' e m a x 

In Abschni t t 3 wird nun m i t Hilfe des Sa tzes (E.l) die Gült igkei t der D i r ac ' -
schen V e r m u t u n g bes tä t ig t . Wir beweisen nämlich den folgenden 

Satz (E.2). Bezeichnen emax, Mmln , d' und d" der Reihe nach die maximale 
Anzahl der unabhängigen Kanten, die minimale Anzahl der unsaturierten 
Punkte des Graphen G, den minimalen und den maximalen Wert der in G vor-
kommenden Grade, so besteht, falls d'^ 1 ist, 

Mmin m a x (2, d" - d') 
( 3 ) 

e d' 
Das Gleichheitszeichen gilt 

a) falls d" — d' > 2 oder d" - d' = 2 und d' ungerade ist, dann und nur 
dann, wenn G ein halbregulärer paarer Graph ist, 

b) falls d" d' = 2 und d' gerade ist, dann und nur dann, wenn die 
Komponenten von G vollständige (d' -f- 1)-Graphen7 und eine nicht ver-
schwindende Anzahl solche halbreguläre paare Graphen sind, in derer jedem 
die Grade d' und d" vorkommen. 

c) falls d" — d' < 2 ist, dann und nur dann, wenn d" = d' besteht und 
d' gerade ist, und jede Komponente von G ein vollständiger (d' + \)-Graph ist. 

Wir wollen noch bemerken , daß in § 4 von [2] gleichfalls eine E x t r e m a l -
aufgabe bezüglich dem W e r t em a x b e h a n d e l t wird. D i e d o r t angewendete 
Methode s t i m m t im wesentl ichen mit j e n e m Verfahren übere in , das wir z u m 
Beweis von (E.2) benützen. 

1. Extreme Punktmengen. k-Prime Graphen 

Wir s tü t zen uns in unse ren Unte rsuchungen auf d e n folgenden b e k a n n -
ten Satz über paare Graphen : 8 

(1.1) Es seien A und В die Punktklassen des paaren Graphen G, d. h. G 
enthalte nur А В-Kanten.9 Ist für eine jede Teilmenge B' von В die Anzahl jener 

0 Der Graph G heißt ein halbregulärer paarer Graph, wenn die Punkte von G so 
in zwei Klassen At und A2 eingeteilt werden können, daß jede K a n t e von G einen A , -Punk t 
mi t einem A 2 -Punkt verbindet und sämtliche A,-Punkte den gleichen Grad d, haben 

= b 2 ) . . 
' Ein vollständiger (-Graph enthält genau j Punkte, und je zwei von diesen sind 

durch eine Kan te des Graphen verbunden. 
8 Dieser Satz, der mit bekannten Sätzen von KÖNIG, HALL und RADO (S. [6] S. 

232 — 236, [5] und [11]) in enger Beziehung steht , wurde zuerst von ORE formuliert 
( [ 7 ] , [ 8 ] ) . 9 Eine Aß-Kan te verbindet einen A-Punk t mit einem B - P u n k t . 



404 (»ALLAI 

A-Punkte, die (durch Kanten von G) mit В'-Punkten verbunden sind, nicht 
kleiner als die Anzahl der B'-Punkte, so läßt sich die Menge В durch Kanten von 
G auf eine Teilmenge von A eineindeutig abbilden, d. h. man kann zu jedem B-
Punkt eine zu diesem inzidente Kante von G so auswählen, daß die ausgewählten 
Kanten paarweise keinen gemeinsamen Punkt enthalten. 

(1.2) Wi r führen einige weitere Bezeichnungen ein: 
(M) bezeichnet die A n z a h l der E l e m e n t e der end l ichen Menge M . 

9(G) bezeichnet die M e n g e der P u n k t e des Graphen G. (Mit G bezeich-
nen wir immer einen Graphen . ) 

Es ist 71(G) = «лr(9(G)) . 
1(G) bezeichnet die A n z a h l der pr imen Komponen ten v o n G. 

ÔG(B) = 1(G - В) - 9"(B), wobei В с 9(G) ist . 

Wir wollen nun, bei e i n e m festgehal tenen Graphen G solche Teilmengen 
В von 9(G) untersuchen, f ü r d ie ÔG(B) gewisse extreme Eigenschaf ten bes i t z t . 
Dazu werden einige weitere Bezeichnungen u n d Begriffe b e n ü t z t . Wir se tzen 

"5max = m a x ô a ( B ) • 
в е д е ) 

Die Menge В с 9(G) he iß t eine extreme P u n k t m e n g e von G, w e n n 
àa(B) = <%ax gilt-

Die Menge В с 9(G) h e i ß t eine Ь-maximale P u n k t m e n g e von G, we n n 
f ü r jedes B' m i t В с IV ç 9(G) die Ungleichung bc(B') < ÔG(B) be s t eh t . 
(9(G) ist eine ő-maximale P u n k t m e n g e v o n G.) 

Der K ü r z e halber wollen wir in den Bezeichnungen bG(B) und á ° a x d ie 
Indizes G weglassen. Also bez iehen sich b(B) und <5max i m m e r auf den m i t G 
bezeichneten Graphen. E b e n s o beziehen s ich die Begriffe (»-maximale u n d 
ext reme P u n k t m e n g e n auf d e n mit G bezeichneten G r a p h e n . 

Offensichtlich gelten d ie folgenden zwei Behaup tungen : 
(1.3) Ist TI(G) ungerade, so ist G prim. 
(1.4) 1(G) > 0 besteht dann und nur dann, wenn G prim ist. 
Wir beweisen die B e h a u p t u n g 
(1.5) Enthält G einen 1-Faktor, so gilt für jedes В c. 9(G) die Ungleichung 

0(B) 9 0. 
Beweis. E s genügt, d e n Fal l 1(G — B)> 0 zu b e t r a c h t e n . F sei e in 

1-Faktor von G. Dann g ib t es zu einer j eden primen K o m p o n e n t e G,- v o n 
G — В mindes tens eine solche B-Kante , die G, mit einem B - P u n k t verb inde t . 
Daraus folgt 1(G - B) 9 9^(B), d. h. 0(B) 9 0. 

Nach (1.5) gilt 
(1.6) Gibt es ein В с 9(G) mit ö(B) > 0, so ist G prim. 
Offensichtlich bestehen auch die folgenden B e h a u p t u n g e n : 
(1.7) Für В = 0 gilt b(B) = 1(G) + 0. Ist G prim, so ist für ß = 0 

0(B) > 0. 
(1.8) Es gilt stets <5max 0. ómax > 0 besteht dann und nur dann, wenn 

G prim ist. 
Die wicht igste Begri f fsbi ldung unserer Unte r suchungen ist die fo lgende 

Definit ion: 
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(1.9) Definition. Der prime G r a p h G heißt k-prirn,10 falls er zusammen-
hängend ist und für jedes nichtleere В ö( B) ig 0 besteht. 

So ist z. B. ein einpunktiger G r a p h k-prim. 
(1.10) Die Menge В c ^ ( f f ) sei ö-maximal. Dann sind sämtliche nicht-

leeren Komponenten von G — В k-prim. 
Beweis. 1) Es sei G0 eine solche nichtleere K o m p o n e n t e von G — В, die 

einen 1 -Fak to r en thä l t u n d x0 £ G 0 . u D a n n ist n(G0 — x0) ungerade, u n d dem-
zufolge G0 — x0 p r im. E s gilt d a h e r A(G0 — #0) > 0. Für B0 = В (J {#0} 
bes teh t so X(G - B0) = X(G - B) + Я(6?? - x0) > X(G — B), woraus Ô(B0) ^ 
ig ô(B) folgt . Dies widerspricht der Maximal i tä t v o n B. 

2) J e t z t sei Gx eine pr ime K o m p o n e n t e von G — В, und n e h m e n wir an, 
daß Gx n ich t k-pr im is t . Dann g i b t es ein nicht leeres Bx с .MAßß) mit 
Я(Gx - Bx) > U"(BX). E s bestehen В' = В U Bx дз В und X(G — B') = 
= X(G - В) - 1 + X(Gx - Bx). D a h e r ist Ô(B') = X(G - B') - ^T(B') = 
= X(G - B) - W (B) + X(Gx - Bx) — <уГ(Вх) - 1 ^ X(G - B) - U (B) = 
= ô(B), u n d dies widerspricht ebenfalls der Maximal i t ä t von B. 

(1.11) Definition. Die Menge В с J7i(ß) he iß t eine k-extreme Punk t -
menge (von G), wenn В extrem ist u n d sämtliche p r i m e n Komponen ten von 
G — В k -p r im sind. 

N a c h (1.10) gilt die folgende B e h a u p t u n g 
( 1 . 1 2 ) Ist die Menge В с 6A(G) extrem und ö-maximal, so ist sie auch 

k-extrem. 
D a in jedem (endlichen) Graphen solche e x t r e m e P u n k t m e n g e n existie-

ren, die auch ö-maximal sind, folgt aus (1.12), daß in j e d e m (endlichen) Graphen 
k-ex t reme P u n k t m e n g e n existieren. 

(1.13) Definition. Die Menge В <zI-fi(G) he iß t eine minimale k-extreme 
P u n k t m e n g e (von G), wenn sie k - ex t r em ist, und ke ine von ihr verschiedene 
k -ex t reme Teilmenge bes i tz t . 

I n jedem (endlichen) Graphen exis t ier t eine min imale k -ex t reme P u n k t -
menge. E s gilt ferner 

(1.14) Enthält G einen l-Faktor, so ist B= 0 eine k-extreme Punktmenge, 
und sie ist die einzige minimale k-extreme Punktmenge von G. 

I n den Abschni t ten 1 und 2 wi rd der Satz (1.1) über paare G r a p h e n nur 
beim Beweis des folgenden Satzes geb rauch t . 

(1.15) Ist В с .J7J(G), so bezeichne H* die Menge der primen Komponen-
ten von G — В. Es sei 

a) В eine extreme Punktmenge von G und H = H*, oder 
b) G zusammenhängend, 

m a x b(B) ^ 0 , В <Z&(G) mit b(B) = max b(È) , 

ferner H = H*, oder 

10 Im folgenden wird sich ergeben [s. (1.19)], daß die k-primen Graphen mit den 
in der Einleitung definierten kritisch-primen Graphen identisch sind (s. auch die Fuß-
note 2). 

11 Die Punkte werden stets mit kleinen lateinischen Buchstaben, die Kan ten mit 
Buchstabenpaaren bezeichnet, x ( G bedeutet, daß der Punk t x zu dem Graphen G gehört. 

I I A Matematikai Kutató Intézet Közleményei IX. 3. 
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с) В eine minimale lc-extreme Punktmenge von G und H = H* — {G0} , 
wobei G0 ein beliebiges Element von H* ist. 

In jedem dieser drei Fälle kann В eineindeutig durch Kanten von G auf 
eine Teilmenge von H abgebildet werden, d.h. es gibt in G iJ^ (В) solche Kanten, 
die je einen Punkt von В mit je einer zu H gehörigen Komponente verbindet, und 
zwar verschiedene B-Pmikte mit verschiedenen Komponenten. 

Beweis. Bezeichne B' eine beliebige Tei lmenge von В u n d II' die Menge 
j ener K o m p o n e n t e n von H, die (durch K a n t e n von G) mit / / ' -Punk t en ver-
b u n d e n sind. Wir beweisen, daß «ИДЯ') ( B j besteht. D a r a u s folgt d a n n 
n a c h (1.1) die Rich t igke i t der B e h a u p t u n g von (1.15).12  

Von der A n n a h m e 

(1) . И Д Я ' ) < . И Д Я ' ) 

ausgehend, werden wir in jedem de r drei Fäl le a) , b) und c) zu einem Wider-
s p r u c h gelangen. A u s (1) folgt 

( 2 ) в ' а 0 -

Man setze H" = H — H' und В" = В - В'. D a die zu H" gehörigen K o m -
p o n e n t e n (durch K a n t e n von G) n u r mit / / " -Punk ten verbunden sein können, 
gi l t mi t Rücks ich t auf (1) 

(3) A(G - В") ф «лГ(Н") = «ИДЯ) - « И Д Я ' ) > ^Г(Н) - «ИДЯ') . 

I n den Fä l l en a) und b) ist «ИДЯ) = X(G — В), und so fo lg t aus (3) m i t 
H i l f e von В' = В — В" 

(4) X(G - В") - «ИДЯ") > X(G - В) - <уГ{В) . 

I m Falle a) bedeute t dies unmi t te lbar e inen Widerspruch. 
I m Falle b ) ergibt (4) n u r d a n n keinen Widerspruch, w e n n Я" = 0 i s t . 

I n diesem Falle m u ß auch H" = 0 bestehen, d a die Elemente v o n Я " nur m i t 
Я ' ' -Punk ten v e r b u n d e n sein k ö n n e n , und G z u s a m m e n h ä n g e n d ist . Es fo lgt 
Я ' = Я, Я ' = H u n d nach (1) «ИДЯ) < П Д Я ) , also X(G - Я) <«ИДЯ) . Dies 
s t e h t jedoch mi t d e r Bedingung <5(B) ^ 0 in Widerspruch. 

I m Falle c) i s t -ИДЯ) = X(G — Я) — 1, u n d so folgt aus (3) mit R ü c k -
s icht auf Я ' = Я — Я" 

(5) X(G - Я") - И Д Я " ) ^ X(G — В) - ^Г(В) . 

D a Я eine e x t r e m e Menge ist, k a n n in (5) n u r d a s Gleichheitszeichen gelten. 
E s folgt daraus einerseits, daß B " eine ex t r eme Menge ist, u n d andererseits, 
d a ß in (3) X(G — В") = «ИДЯ") bestehen m u ß . Das letzte b e d e u t e t jedoch, 
d a ß die primen K o m p o n e n t e n v o n G — Я" eben die Menge Я " bi lden, also alle 
E l em en t e von Я * s ind. Da Я k - e x t r e m ist, s ind alle Elemente v o n Я * k-pr im, 
woraus also folgt , d a ß auch B" k-ex t rem ist. D ies s teht jedoch wegen (2) m i t 
de r Minimali tät v o n Я in Widerspruch . 

12 Zur formalen Anwendung von (1.1) betrachte man jenen paaren Graphen G*, 
dessen Punktklassen H und В sind, und in dem ein »Punkt« von II, d.h. eine zu H gehörige 
Komponente Gj d a n n und nur dann mi t einem P u n k t b £ В durch eine Kante von G* 
verbunden ist, falls Gt in G mit b verbunden ist. 
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Der folgende Satz d r ü c k t die wicht igste Eigenschaf t der k -pr imen 
Graphen aus. 

(1.16) Satz. Ist G k-prim, so gilt für jedes nichtleere В с Aft (G) die Unglei. 
chung ô(B) < 0. Auf den Fall • уР'(В) = 1 angewendet ergibt dies: Für jeden 
beliebigen Punkt x des k-primen Graphen G besitzt G — x einen 1- Faktor. 

Beweis. Zuers t zeigen wir, daß die zwei te B e h a u p t u n g tatsächlich d ie 
Folge der e rs teren ist. I s t ж £ G und В = {ж}, so ist ô(B) = A(G — ж) — 1. 
Daher folgt aus 0(B) < 0 die 'Gleichung A(G — ж) = 0. Dies bedeute t jedoch, 
d a ß G — ж 1 -Fak to ren bes i tz t . 

Wir f ü h r e n n u n den Beweis der ersten B e h a u p t u n g mi t Indukt ion bezüg-
lich n(G) du rch . I s t n(G) — 1, so ist die B e h a u p t u n g richtig. Nehmen wir a n , 
d a ß sie f ü r Graphen mit weniger als n (n > 1) P u n k t e n r ich t ig ist, und es sei 
G ein k-pr imer Graph mit n(G) = n. Da j e t z t f ü r jedes n icht leere В с Aft (G) 
ô(B) g 0 gilt , bedeute t f ü r G das Gegenteil der B e h a u p t u n g unseres Sa tzes , 
d a ß nichtleere В с Aft(G) m i t ö(B) = 0 exist ieren. Wir wäh len von diesen 
eine maximale Menge В aus. D a n n ist В auch ô-maximal, u n d es besteht 

(1) 0(B) = max ô(È) = 0. 
вФВ^&дл) 

D a В nicht m i t Aft(G) zusammenfal len kann , s ind nach (1.10) sämtliche K o m -
ponenten von G — В k -pr ime Graphen. E s seien diese K o m p o n e n t e n Gx, . . ., 
Gp, wobei wegen ö(B) = 0 

p = A(G — В) = В) 

bes teh t . Man setze ferner В = . . ., bp} u n d H = {Gv . . ., Gp}. Da G 
zusammenhängend ist, k a n n m a n nach (1) den Satz (1.15) b) anwenden. D i e 
nach diesem Satze exist ierenden „abb i ldenden" K a n t e n von G seien mit 6,- ж,-
(ж, £ G/, i — 1, . . ., p) bezeichnet . Lau t der I n d u k t i o n s a n n a h m e besitzt G,- — ж,-

p 
einen 1 -Fak to r Я , (г = 1, . . ., p) . Die K a n t e n von (J F i , zu sammen mit d e n 

<=i 
K a n t e n bxxx, . . .,bpxp bi lden jedoch einen 1 -Fak tor von G. Dieser Wide r -
spruch beweist die Richt igkei t unseres Satzes. 

Aus der zweiten B e h a u p t u n g von (1.16) folgt 
(1.17) Ist G k-prim, so ist n(G) ungerade. 
Wir beweisen jetzt die U m k e h r u n g der zweiten B e h a u p t u n g von (1.16): 
(1.18) Es sei G nichtleer, und besitze für jedes x £ G der Graph G — ж 

einen l-Faktor. Dann ist G k-prim. 
Beweis. D a л (G) unge rade ist, muß G p r i m sein. Zuers t zeigen wir, d a ß 

G zusammenhängend ist. I m entgegengesetzten Falle gäbe es nämlich e ine 
pr ime K o m p o n e n t e Gx u n d eine von Gx verschiedene K o m p o n e n t e G2 von G. 
I s t ж £ G2, SO wäre G — ж (entgegen unserer Annahme) p r i m . 

Is t n u n der zusammenhängende Graph G nicht k -p r im, so gibt es e in 
nichtleeres В с Aft(G) mi t b(B) > 0. Dann k a n n nach (1.6) f ü r ein ж£ В d e r 
Graph G' = G — ж keinen 1 - F a k t o r besitzen, d a f ü r В' = В — ж 

A(G' - В') = A(G - В) > ^Г(В) > ^Г(В') 
besteht . 

Aus (1.16) u n d (1.18) fo lg t 

11* 
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(1.19) Die k-primen Graphen sind mit den in der Einleitung definierten 
kritisch-primen Graphen identisch. 

(1.20) Bemerkung. L. p ó s a u n d V. T . Sós haben mich darauf a u f m e r k -
sam g e m a c h t , daß der in [3] gegebene Beweis des Tu t t e ' s chen Satzes über 
1-Faktoren durch Modifizierung unserer Beweismethode kürzer gefaßt werden 
kann. W i r wollen diese Modifizierung k u r z andeuten: 

Beze ichne p(G) die Anzahl der „unge raden" K o m p o n e n t e n von G, d. h. 
jener K o m p o n e n t e n , die e ine ungerade Anzahl von P u n k t e n besitzen. D a n n 
gilt fü r А с +>(G) 

(1) p(G — A) - ='n(G) (mod 2). 

Es g enüge nun G f ü r ein jedes А с .y5 (G) der Bed ingung 

p(G ^Г(А) . 

Um zu beweisen, daß d a n n G 1-Faktoren besitzt, b e t r a c h t e man — s t a t t die 
in [3] b e n ü t z t e ő-maximale Menge В — eine max ima le P u n k t m e n g e А с 
С ,+(G) v o n größtmöglichem u(G - А) — 'Ж'( А). Gewisse E igenschaf t en 
dieses A u n d (1) ermöglichen — ohne E i n f ü h r u n g des Begriffes der kr i t isch-
primen G r a p h e n — vol ls tändige I n d u k t i o n bezüglich n(G) anzuwenden u n d 
dadurch z u m gewünschten Resul ta t zu gelangen. 

E i n e ähnliche Modifizierung k a n n auch bei unse rem Beweis des Satzes 
(E.l) d u r c h g e f ü h r t werden. S t a t t MG - В) - -УГ(В) n ä h m e man p(G — B) — 
— tJ^ (B) , u n d dementsprechend ve r ände re die Def in i t ionen der k -pr imen 
Graphen u n d der ex t remen, ^-maximalen, k-extremen, minimalen k -ex t r emen 
P u n k t m e n g e n . Der modif iz ier te Beweis is t möglicherweise ein wenig kü rze r als 
der von u n s mitgeteilter, es gehen jedoch dabei gewisse Ergebnisse [z. B. die 
B e h a u p t u n g (1.16) fü r > 1] ver loren . 

2. Beweis des Satzes (E. 1) 

Wie wir in (2.2) zeigen werden, ermögl icht der fo lgende Satz die Bes tä t i -
gung sämt l i cher Behaup tungen von ( E . i ) . 

(2.1) Satz, a) Bezeichnet Mmin die minimale Anzahl der unsaturierten 
Punkte des Graphen G, so gilt 

umin ^max • 
b) Ist G prim, В eine extreme Punktmenge von G und E ein beliebiges 

e-System von G, sind ferner Gv ..., Gp die primen Komponenten von G — В p 
und ist Gu = U G,, so liegen sämtliche durch E unsaturiert gelassenen Punkte 

i = i 
in G", und zwar befindet sich in jedem G, höchstens ein solcher Punkt. Enthält 
ein Gj einen (keinen) solchen Punkt, so gibt es keine (genau eine) E-Kante, die 
Gj mit einem B-Punkt verbindet. Jeder B-Punlct ist durch eine E-Kante mit je 
einem G,- verbunden. 

Enthält ein G, einen durch E unsaturiert gelassenen Punkt, und ist G,- ein 
k-primer Graph, so existiert zu einem jeden Punkt x von G, ein solches e-System 
E' von G, das x unsaturiert läßt. 

c) Ist die in b) vorkommende Menge В eine minimale k-extreme Menge 
von G und x ein beliebiger Punkt von G", so gibt es ein solches e-System von G, 
das x unsaturiert läßt. 
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Beweis. I) Besi tz t G 1 -Fak to ren , so is t wmin = 0 u n d őm a x = 0 [s. 
(1.8)]. I m folgenden sei n u n G ein primer Graph . Dann i s t ramin > 0 u n d 
Őmax > 0. Ferner sei В eine e x t r e m e P u n k t m e n g e von G, d. h . es bestehe 

0(B) = A(0 — B) — :Г(В) = á m a x . 
WiF setzen 

p = X(G - B) , q — oT(B) 

u n d im Fal le q > 0 В = {6X bq} . 
E s bes teh t dann 

( 1 ) p = ^ + ^ m a x > 0 . t u V = 4 i - " m a x > 

Die Menge der p r imen K o m p o n e n t e n von G В sei 

Я * = {0X, . . . , Gp} , ferner sei Gu = U Gt . 
i = i 

Diese Bezeichnungen wollen wir während des ganzen Beweises behalten. 
II) Es sei E ein e-System von G und Bs die Menge jener 0 , (1 51 i p), 

die keinen durch E unsa tur ie r t gelassenen P u n k t enthal ten. W i r setzen Bu = 
= Я * Bs. Zu jedem 0 , £ Bs exis t ier t mindes tens eine solche B-Kante, d ie 
0 , mi t einem Я - P u n k t verb inde t . E s gilt dahe r 

(2) ~T(BS) ^ q , 

u n d demzufolge 

(3) o T ( H u ) i L P - q = á m a x . 

D a r a u s folgt, daß in Gu mindes tens <5max durch E unsa tur ier t gelassene P u n k t e 
liegen. Es bes teh t also 

( 4 ) « m m + < W . 

III) Wir nehmen jetzt vor läuf ig an, d a ß in (4) das Gleichheitszeichen 
gilt . Daraus folgt in Bet rach t von (3), daß jeder durch E u n s a t u r i e r t gelassene 
P u n k t in 0 " liegt, jedes 0,- £ Bu genau einen unsa tur ie r ten P u n k t enthäl t u n d 
xJ^(Bu) = p — q bes teh t . Die l e t z t e Behaup tung ergibt Bs) = q, woraus 
man sieht, daß es zu jedem 0 , £ Bs genau eine, zu jedem 0 , £ Bu dagegen 
keine solche B - K a n t e gibt, die 0 , mi t einem Я - P u n k t ve rb inde t . Dann wi rd 
jeder B - P u n k t du rch eine B - K a n t e mit je e inem 0,- £ Bs v e r b u n d e n . 

Es sei 0 , £ Bu, 0 , ein k -p r imer Graph u n d x £ 0 , . N a c h (1.16) bes i t z t 
0 , — x einen 1 - F a k t o r F[. Bezeichnet B , die Menge der zu 0,- gehörigen 
B - K a n t e n , so sieht man aus den vorangehenden, daß В ' = ( В — B,) U F[ ein 
solches e-System von G ist, da s den P u n k t x unsa tur ie r t l ä ß t . 

IV) Von je tz t ab soll u m l n = <5max nicht vorausgesetz t werden . Wir n e h -
men n u n an, daß В nicht nur e x t r e m , sondern auch k-extrem is t . E s sind d a n n 
0X 0p alle k-pr ime Graphen . I s t q > 0, so existieren nach (1.15) a) solche 
K a n t e n in 0 , welche die Menge В auf eine Teilmenge von Я * eineindeutig 
abbi lden. Wir dü r fen diese in der Form h-, xt (ж, £ 0 „ i = 1, . . . ,q) angeben. 
W ä h l e man — auch im Falle q = 0 — in j edem 0 , (г = q + 1, . . ., p) e inen 
beliebigen P u n k t x, aus. Es soll ferner В , (г = 1 p) einen nach (1.16) 
exist ierenden l-Fakt,or von 0 , — x, bezeichnen, u n d es sei B 0 e in 1-Faktor des-
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jenigen Graphen , der d u r c h die Vereinigung der n i ch tp r imen K o m p o n e n t e n 
von G — В ents teht . (Fa l l s es keine solche K o m p o n e n t e gibt , so sei F0 — 0.) 

I m Falle q = 0 setze m a n E' = U F „ im Falle q > 0 sei E' = ( U F f ) (J 
i = 0 i = 0 

U {6t xx bq xq}. Die K a n t e n von E' s ind unabhängig , und E' l äß t in G nur 
die P u n k t e xq+1, . . ., xp, a lso genau p — q = <5max P u n k t e unsa tur ie r t . E s be-
s teht d e m n a c h Mmln 9 <5max. Dies und (4) ergeben 

( 5 ) « m i n = ô m a x • 

Damit s ind also der Teil a) u n d in B e t r a c h t von 1П) a u c h der Teil b) unseres 
Satzes bewiesen. 

V) U m den Teil c) zu beweisen, sei В eine min ima le k-ext reme Menge 
und x ein beliebiger P u n k t von 0". E s sei a;£Gp u n d H = H* — {Gp}. Im 
Falle q > 0 g ib t es nach (1.15) c) solche K a n t e n in G, welche die Menge В auf 
eine Tei lmenge von H eineindeutig abbi lden. Man d a r f diese in der Form 
h. Xi (Xj £ G i, i = 1 q) angeben. M a n setze xp = x und , wenn p > q + 1, 
wähle — a u c h im Falle q = 0 — in j e d e m G; (i = q + 1, . . ., p — 1) einen 
beliebigen P u n k t x a u s . D a n n füh r t die in IV) benü tz te Kons t ruk t ion zu einem 
solchen Kan tensys t em E ' , welches aus unabhängigen K a n t e n bes teht u n d nur 
die P u n k t e xq+v . . . , * = * unsa tur ie r t läßt . Nach (5) ist E ein gesuchtes 
e-System v o n G. Dami t i s t der Beweis v o n (2.1) beende t . 

(2.2) Haben die Mengen Ms, Mu u n d Mb die i m Satze (E . l ) gegebene 
Bedeutung , u n d ist В e ine minimale k -ex t reme Menge v o n G, so folgt au s (2.1) 
Gu = [Mu] u n d В = Mb. Man kann folglich mit H i l f e von (1.19) u n d (2.1) 
sämtl iche Behaup tungen des Satzes ( E . l ) leicht bes tä t igen . 

Auf G r u n d dieser Überlegungen gelangt man a u s (2.1) zu folgendem: 
(2.3) Satz. In jedem Graphen G gibt es eine einzige minimale k-extreme 

Punktmenge. Diese ist der Durchschnitt sämtlicher k-extremen Mengen von G und 
fällt mit der in der Einleitung definierten Menge Mb zusammen. 

3. Beweis des Satzes (E. 2 ) 

(3.1) Wi r beweisen den Satz erst f ü r zusammenhängende Graphen . 
Bes i t z t der Graph G einen 1 -Fak to r , gilt also wmin = 0, so ist die zu 

beweisende Ungleichung 

( 1 ) « m i n ^ m a x ( 2 , d" - d ' ) > 

e m a x d 

offensichtl ich richtig. D a s Gleichheitszeichen kann in diesem Falle nie auf-
t re ten. 

I) W i r nehmen a n , d a ß G ein zusammenhängende r primer G r a p h ist. 
Es gilt d a n n Mmln > 0. Ms, Mu, Mb sollen die im Satze ( E . l ) definierten Mengen 
sein, Gv . . ., Gp die K o m p o n e n t e n v o n [,¥„]. Nach ( E . l ) sind Glt . . . , Gp 

kr i t i sch-pr ime Graphen. Se t z t man -Ж\МЪ) = q, so gi l t nach (E. l ) 

( 2 ) P = Я + « m m • 

E s sei E ein beliebiges £-System v o n G, und bezeichne a,- (i = 1, . . .,p) 
die Anzahl der in G,- l iegenden B - K a n t e n . Nach (E . l ) i s t .v(G,) = 2 а,- + 1 und 
es gibt in j edem G, genau einen P u n k t x,, der en tweder durch E unsa.turiert . 
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oder durch eine X-Kante mi t einem d f 6 - P u n k t verbunden ist (i = 1, . . ., p). 
Es gibt genau q X-Kanten, die J f^ -Punkte mi t den Graphen Gx, . . ., Gp ver-
binden. Falls Ms у 0 ist, so sind sämtliche df s -Punkte durch E saturiert . Wi r 
setzen X = {xx, . . ., xp} und werden die Anzahl v(X, Mb) jener Kanten , die 
X - P u n k t e mit Ж 6 -Р unkten verbinden, von oben und von un t en abschätzen. 

D a in dem Graphen G zu jedem P u n k t e höchstens d" Kanten inzident 
sind, besteht 

(3) v(X, Mb) + qd". 

Zu einem P u n k t х,- (1 + i + p) sind mindestens d' K a n t e n inzident, von 
denen wegen n(Gt) = 2 а,- + 1 höchstens 2 a, Kan ten in G,- liegen können. Des-
halb gilt f ü r die Anzahl v(x,-, Mb) jener K a n t e n , die x,- mi t Áf6-Punkten ver-
binden, 

(4) v(xi, Mb) ^ d' - 2 a,- (i = 1, . . ., p) . 

Demzufolge ist 

(5) v(X, Mb) = 2 v(Xi, Mb) ^ 2 (d' - 2 a,) = pd' - 2 2 + • 
i = l i = l i = l 

Die Anzahl derjenigen X-Kanten , die zu Ж и -Punk ten inzident sind, ist q + 
p 

+ 2 Hi- Es gilt daher 
i = i 

p 
(6) q + 2Hi<,e m a x . 

i = i 

Aus (3), (5) und (6) erhält man 

(7) p d ' - 2(emax - 5) + 

Lau t (2) gilt daher 

(8) d' Mmin + (<T - d')q + 2(emax - g) . 

Setzt man m = max (2, d" — d') , so ergibt sich 

(9) d' umin + mq + m(emax - 5) = mem a x . 

I s t d' jä. 1, so ergibt sich daraus die Richtigkeit von (1). 
II) Nehmen wir nun an, daß in (1) die Gleichheit bes teh t . Dann m u ß 

auch in (8), (7), (6), (3) und in (4) für i = 1, . . ,,p das Gleichheitszeichen 
gelten. 

In (6) bes teht die Gleichheit nur dann, wenn Ms — M b = 0 ist. In (3) n u r 
dann, wenn jeder Punkt den Grad d" h a t und jeder solche Punkt nur m i t 
X-Punk ten verbunden ist. 

1) Bet rachte man erst den Fall, wo n ich t alle а, verschwinden. Es sei 
z. B. ax > 0. Wir zeigen, daß wenn in (4) f ü r i = 1 die Gleichheit besteht, so 
Mb leer sein muß. Is t nämlich Mb А 0 , dann m u ß — da G zusammenhängend 
ist — mindestens ein Punk t von Gx mit einem d/ f t-Punkt verbunden sein. Es i s t 
also v(xx, Mb) = d' — 2 ax > 0. Aus d' > 2 ax folgt dann jedoch, daß der G r a d 
eines jeden von xx verschiedenen Punktes von Gx kleiner als d' ist. Das ist ein 
Widerspruch. 
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Aus Мь = 0 folgt G = Gy. Je tz t k a n n in (4) die Gleichheit nur im Fal le 
d' — 2 dy gel ten. Wegen n(G) = 2 a 1 + l = d ' + l muß d a n n d" = d' bes tehen, 
also G ein vollständiger ( d ' + 1)-Graph sein, wobei d' e ine gerade Zahl ist . 
I n diesem Fa l le besteht in (1) tatsächlich die Gleichheit. 

2) Wir nehmen je tz t a n , daß ax = . . . = a p = 0 gi l t , also alle G,- aus 
den einzelnen Punk t en Xj bestehen (i = 1, . . ., p). Die Gleichheiten in (4) 
ergeben d a n n , daß alle X - P u n k t e den gleichen Grad d' besi tzen. Daraus u n d 
aus den Folgerungen, die wi r aus der Bes t ehung der Gleichhei t in (3) gezogen 
haben, sieht m a n , daß G ein halbiegulärer paarer Graph sein muß. In diesem 
Falle ist d'p = d"q, und m i t Hilfe von (1.1) erhält m a n , falls d'^ 1 ist , daß 
emax = Я be s t eh t . Es gilt d a n n in (8) die Gleichheit, u n d zwar in der F o r m 

d 4 n i n = — d ' ) « w 

Man sieht da r aus , daß im be t rach te ten Fa l l e in (1) das Gleichheitszeichen d a n n 
u n d nur d a n n gilt, wenn d" — d' + 2 ist . D a m i t ist der Sa tz (E.2) f ü r zusam-
menhängende Graphen vol ls tändig bewiesen. 

(3.2) E s besitze n u n G die K o m p o n e n t e n G(1>, . . . , G® ( j > 1), u n d 
«min/ «iiax. d f , df sollen f ü r den Graphen G ( i ) dieselbe Bedeu tung haben , wie 
«min- «max> d', d" für G. M a n setze ferner 

f(d', d») = m a X ( 2 ' d" - d'] ( d ' i l ) . 
d' 

Aus d'gbd'j ^ df ^ d" fo lg t dann 

(1) f{d'h d f ) ^ f(d', d'j (£= 1, . . . , / ) , 

aus (3.1) 

( 2 ) « i l / k , d f ) e f l f a x ( i = l , . . . , j ) . 

E s besteht abe r 
J j 

2 «min = «min und 2 eniax = «max > 
; = i 1 = 1 

u n d so erhäl t m a n aus (2) u n d (1) 

(3) uMnfLf(d',d")ema%. ' 

Das Gleichheitszeichen b e s t e h t hier dann u n d nur d a n n , wenn es in (2) u n d 
(1) für jedes г = 1, . . .,j gi l t (wegen d' ^ 1 ist e®ax > 0 , i = 1, . . . , / ) . E s 
muß also df — d' (i = 1, . . ,,j), und im Falle d" — d' > 2 auch df = d" 
(i = 1 , . . . , j ) bestehen. E s erg ib t sich n u n leicht, daß in (3.1) (1) die Gleichheit 
tatsächlich n u r in jenen Fä l len auf t r i t t , d ie im Satze (E.2) angegeben wurden . 
Dami t ist de r Beweis von (E.2) beendet. 

(Eingegangen: 29. April, 1964.) 
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МАКСИМАЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ НЕЗАВИСИМЫХ РЕБЕР 
T . GALLAI 

Резюме 

Пусть G — конечный граф, не содержащий петли и кратного ребра. 
Обозначаем через e(G) максимальное число независимых ребер графа G, т. е. 
из графа G можно выбирать e(G) — ребер, попарно не содержащих общую 
точку, а больше таких ребер нет. Множество Aíu — точек графа G 
определяется так: точка х£Ми тогда и только тогда, если из графа G можно 
выбирать e(G) — независимых ребер, каждое из которых не содержит точки 
x. Одна из теорем, теорема (E. 1) приводит несколько знаменитых 
свойств множества Ми. В теореме (Е. 2) дана нижняя оценка для е(в), в 
которую входит только число точек графа G и минимальное и максималь-
ное значение степени этих точек. 
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