MAXIMALE SYSTEME UNABHANGIGER KANTEN

von

T. GALLAI
Einleitung

In der vorliegenden Arbeit kommen nur solche endliche Graphen vor,
die weder Schlingen, noch mehrfache Kanten enthalten. Besteht ein System
E aus solchen Kanten des Graphen @, die paarweise keine gemeinsamen
Punkte! besitzen, so sagen wir, dafl die Kanten des Systems K wunabhingig
sind. Die maximale Anzahl der unabhéngigen Kanten von G bezeichnen wir
mit &(@) und nennen ein System £, das aus &(¢) unabhingigen Kanten von
G besteht, ein e-System von (. Besteht das System Z aus unabhingigen
Kanten von @, und ist zu dem Punkt  von @ eine E-Kante (d. h. eine zu ¥
gehorige Kante) inzident, so heilt  ein durch F saturierter Punkt. Ist mit «
keine K-Kante inzident, so sagen wir, dall # den Punkt z wunsaturiert 1a3t.
Ist jeder Punkt von @ durch £ saturiert, so ist ¥ ein 1-Faktor von G (s. [12],
[3]). Bezeichnet n(@) die Anzahl der Punkte von @, so gibt n(G) — 2 &(@) die
,,minimale Anzahl der unsaturierten Punkte‘‘ von G an. Ist #(@) — 2 ¢(G@) = 0,
so bildet jedes e-System von G einen 1-Faktor von G. Gilt #(GQ) — 2 ¢(@) > 0,
so besitzt G keinen 1-Faktor. Man nennt dann G einen primen Graphen. Den
leeren Graphen (der weder Kanten noch Punkte enthiilt) betrachten wir als
nicht-prim, mit dem 1-Faktor ' = @. Wir nennen einen primen Graphen ¢
kritisch-prim, wenn fiir jeden Punkt « von G der Graph G — x nicht-prim ist.?

Im ersten Abschnitt unserer Arbeit beweisen wir beziiglich e-Systeme den
folgenden

Satz (E.1). Bezeichne Mg die Menge jener Punkte des Graphen @G, die
durch jedes e-System von G saturiert sind, M, die Menge der iibrigen Punkte,
d. h. jener Pumnkte, die beiv gewissen e-Systemen als unsaturierte Punkte vorkom-
men und M, die Menge derjenigen Punkte von M, die mit M, verbunden sind.®
Dann st jede Komponente von G—DM, entweder eine Komponente von [M,]

1 Wir sagen statt Knotenpunkte kurz Punkte.

*In [3] haben wir die kritisch-primen Graphen durch eine andere Eigenschaft
definiert und kurz kritisch genannt [s. die Definition (1.9) und den Satz (1.19) der vor-
liegenden Arbeit].

@ —a bezeichnet jenen Graphen, der aus G durch Weglassen von 2 und sémtlichen
zu z inzidenten Kanten entsteht.

3Ist G ein Teilgraph von G, M’ die Menge der Punkte von G, und ist der nicht
zu M’ gehorige Punkt @ durch Kanten von G mit M’-Punkten (d. h. mit Punkten von
M’) verbunden, so sagen wir, dal x mit M’ oder daB z mit G’ (in G) verbunden ist.
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oder eine von (M, — M.t Ist G prim, also ist M, # @, und bezeichnen @, . . .,
G, (p = 1) die Komponenten von [M,], so gelten folgende Behauptungen : Jedes
G (t=1,...,p) ist ein kritisch-primer Graph, jede Komponente von [ M, — M,]
besitzt einnen 1-Faktor. Ist B ein beliebiges e-System von G, so ist jeder M-
Punkt durch eine E-Kante mit je einem G; (1 < 7 < p) verbunden, und verschie-
dene M,-Punkte sind mit verschiedenen G; verbunden. Diejenigen G, die durch
E-Kanten mat M ,-Punkten verbunden sind, enthalten keinen durch E unsaturiert
gelassenen Punkt, die iibrigen enthalten je einen solchen Punkt.

Satz (E.1) kann als Spezialfall des Satzes (7.14) von [4] (s. die Bemerkung
am Ende des Abschnittes 8 von [4]) und -~ falls man nur endliche Graphen
betrachtet — als eine Verallgemeinerung gewisser Behauptungen iiber paare
Graphen von [8] S. 134 —135 betrachtet werden. Der Satz lit sich mit Hilfe
der Theorie der alternierenden Ziige verhiltnismélflig kurz beweisen (s. [1] und
Abschnitt 7 von [4], sowie Abschnitt 4.4 von [10]). Wir wollen jedoch nicht
diese Theorie beniitzen, sondern eine Methode anwenden, die auf einem
bekannten Satz iiber paare Graphen [s. (1.1)] und auf der Untersuchung
gewisser extremalen Punktmengen beruht. Die letzterwihnten Untersuchun-
gen diirften auch in sich gewisses Interesse haben. In [3] haben wir mit der
gleichen Methode den bekannten Tutte’schen Satz iiber 1-Faktoren bewiesen.
[Satz (E.1) enthilt den nichttrivialen Teil dieses Tutte’schen Satzes in sich.]
Mit Hilfe des Tutte’schen Satzes konnten wir unsere Untersuchungen einiger-
mallen verkiirzen, wir wollten jedoch diese Moglichkeit nicht beniitzen, um
eine vollstindige Behandlung geben zu kénnen. Wir wollen noch bemerken,
dal} durch eine Modifizierung unserer Behandlungsweise einige Vereinfachun-
gen erreicht werden konnten, dadurch wiirden jedoch gewisse Ergebnisse ver-
loren gehen [s. die Bemerkung (1.20)]. Abschnitt 1 enthilt die Untersuchun-
gen iiber die extremen Punktmengen, Abschnitt 2 den Beweis des Satzes (E.1).

In Abschnitt 3 behandeln wir mit Hilfe des Satzes (E.1) ein Extremal-
problem beziiglich e-Systeme. Ein Tutte’scher Satz (s. [12] und [1]) besagt,
dal} die Bedingung der Regularitit, d. h. die Bedingung, daf} alle Punkte des
Graphen gleichen Grades® sind zusammen mit gewissen Zusammenhangs-
bedingungen, die Existenz von 1-Faktoren sichert. Die schwiichere Bedingung,
daB d" — d’ bzw. d"/d’ , klein” ist, wobei d’ bzw. d” den minimalen bzw.
maximalen Wert der im Graphen ¢ vorkommenden Grade bezeichnet, reicht
schon nicht aus, um einen 1-Faktor von @ zu sichern. Man kann jedoch erwar-
ten, daf} sich aus diesen Bedingungen gewisse Folgerungen iiber die Grofie von
&(@) ziehen lassen. Tatsdchlich hat J. H. WEINSTEIN [13] bewiesen, dal} im
Falle d = 1 und im Falle d” = 2, d" = 4 die Ungleichung

d’'n
d’ + dll

(1) -

besteht, wobei e, = ¢(@) und n = a(@) gesetzt wurde. Er zeigte sogleich

1Ist A eine Punktmenge von @ (d. h. besteht sie aus Punkten von @), so bezeich-
net G—A jenen Graphen, der aus G durch Weglassen der A-Punkte und der zu den A4-
Punkten inzidenten Kanten entsteht. Mit [A4] bezeichnen wir den durch 4 gespannten
Teilgraphen von @, d. h. den Graphen G— A, wobei A die Menge der nicht zu 4 gehorigen
Punkte von G bezeichnet.

5 Der Grad (in () des Punktes « ist die Anzahl der zu « inzidenten Kanten von G'.
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daB in (1) fiir halbregulire paare Graphen® die Gleichheit gilt. Es wurde ferner
von G. A. Dirac die Vermutung ausgesprochen (miindliche Mitteilung), dal
(1) auch fiir d” = 3 richtig ist, vorausgesetzt, dafy eine Bedingung, die even-
tuell d” = d” + 2 oder d” = 2 d’ lautet, gefiillt ist. Er bemerkte weiterhin,
daB fiir halbregulire paare Graphen die Gleichheit in (1) auch fiir ” = 3 ein-
tritt. Bezeichnet man mit «,,;, die minimale Anzahl der unsaturierten Punkte
in G, ist also w, = 7 — 2e4,,, so laflt sich (1), falls d” = 1 ist, folgender-
mallen umformen

(2) e =

emax d,

In Abschnitt 3 wird nun mit Hilfe des Satzes (E.1) die Giiltigkeit der Dirac’-
schen Vermutung bestéitigt. Wir beweisen namlich den folgenden

Satz (K.2). Bezeichnen ey, Uymin, 4" und d" der Reihe nach die maximale
Anzahl der wnabhingigen Kanten, die minimale Anzahl der unsaturierten
Punkte des Graphen G, den minimalen und den maximalen Wert der in G vor-
kommenden Grade, so besteht, falls d” = 1 ist,

a1 )
d’ '

(3) min

emax

H/\

Das Gleichheitszeichen gilt

a) falls d" — d’ > 2 oder d" — d’ = 2 und d’ ungerade ist, dann und nur
dann, wenn G ein halbregulirer paarer Graph ist,

b) falls d" — d’ = 2 und d’ gerade ist, dann und nur dann, wenn die
Komponenten wvon G wvollstindige (d’ -+ 1)-Graphen” wund eine nicht wver-
schwindende Anzahl solche halbregulire paare Graphen sind, in derer jedem
die Grade d” und d" vorkommen.

¢) falls d" — d’ < 2 ist, dann und nur dann, wenn d" = d’ besteht und
d’ gerade ist, und jede Komponente von G ein vollstindiger (d’ + 1)-Graph ist.

Wir wollen noch bemerken, daf in § 4 von [2] gleichfalls eine Extremal-
aufgabe beziiglich dem Wert e, behandelt wird. Die dort angewendete
Methode stimmt im wesentlichen mit jenem Verfahren iiberein, das wir zum
Beweis von (E.2) beniitzen.

1. Extreme Punktmengen. k-Prime Graphen

Wir stiitzen uns in unseren Untersuchungen auf den folgenden bekann-
ten Satz iiber paare Graphen:8

(1.1) Es seien A und B die Punktklassen des paaren Graphen G, d. h. G
enthalte nur A B-Kanten.® 1st fiir eine jede Teilmenge B’ von B die Anzahl jener

¢ Der Graph G heiit ein halbregulirer paarer Graph, wenn die Punkte von G so
in zwei Klassen A4, und 4, eingeteilt werden kénnen, daf jede Kante von G einen 4,-Punkt
mit einem A,-Punkt verbindet und sémtliche A4;-Punkte den gleichen Grad d; haben
(¢ = 1,2).

? Ein vollsténdiger j-Graph enthiillt genau j Punkte, und je zwei von diesen sind
durch eine Kante des Graphen verbunden.

8 Dieser Satz, der mit bekannten Sitzen von Koni¢, HALL und Rapo (s. [6] S.
232—235, [56] und [11]) in enger Beziehung steht, wurde zuerst von ORE formuliert
(71, [8)).

? Eine A B-Kante verbindet einen 4-Punkt mit einem B-Punkt.
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A-Punkte, die (durch Kanten von G) mit B’-Punkten verbunden sind, nicht
kleiner als die Anzahl der B’-Punkte, so lift sich die Menge B durch Kanten von
@G auf eine Teilmenge von A eineindeutig abbilden, d. h. man kann zu jedem B-
Punkt eine zu diesem inzidente Kante von G so auswihlen, daf3 die ausgewdihlten
Kanten paarweise keinen gemeinsamen Punkt enthalten.

(1.2) Wir fiihren einige weitere Bezeichnungen ein:

A" (M) bezeichnet die Anzahl der Elemente der endlichen Menge M.

P (@) bezeichnet die Menge der Punkte des Graphen G. (Mit G bezeich-
nen wir immer einen Graphen.)

BEs ist #(@) = A/ (5(Q)) .

A(@) bezeichnet die Anzahl der primen Komponenten von @.
0g(B) = M@ — B) — -/7(B), wobei B C (@G) ist.

Wir wollen nun, bei einem festgehaltenen Graphen (& solche Teilmengen
B von 9(@) untersuchen, fiir die d,(B) gewisse extreme Eigenschaften besitzt.
Dazu werden einige weitere Bezeichnungen und Begriffe beniitzt. Wir setzen

08« = max d4(B).
B S 5(G)

Die Menge B c .9%(G) heillt eine extreme Punktmenge von ¢/, wenn
bG(B) = 5?nax gilt.

Die Menge B c.% (@) heillt eine d-maximale Punktmenge von ¢, wenn
fiir jedes B” mit B ¢ B’ c .%(() die Ungleichung 6;(B”) < 05(B) besteht.
(A() ist eine d-maximale Punktmenge von G.)

Der Kiirze halber wollen wir in den Bezeichnungen 65(B) und 0%, die
Indizes G weglassen. Also beziehen sich 6(B) und 6,,, immer auf den mit &
bezeichneten Graphen. Ebenso beziehen sich die Begriffe o6-maximale und
extreme Punktmengen auf den mit G bezeichneten Graphen.

Offensichtlich gelten die folgenden zwei Behauptungen:

(1.3) Ist (@) ungerade, so ist G prim.

(1.4) A(@) > 0 besteht dann und nur dann, wenn G prim ist.

Wir beweisen die Behauptung

(1.5) Enthilt G einen 1-Faktor, so gilt firr jedes B C 59(Q) die Ungleichung
o(B) < 0.

Beweis. Es geniigt, den Fall A(@ — B) > 0 zu betrachten. F sei ein
1-Faktor von @. Dann gibt es zu einer jeden primen Komponente G; von
G — B mindestens eine solche F-Kante, die (; mit einem B-Punkt verbindet.
Daraus folgt A(G — B) < -/7(B), d. h. §(B) < 0.

Nach (1.5) gilt

(1.6) Gibt es ein B < .59(Q) mit 6(B) > 0, so ist G prim.

Offensichtlich bestehen auch die folgenden Behauptungen:

(1.7) Far B =@ gilt 6(B) = MG) = 0. Ist @ prim, so ist fir B= @
o(B) > 0.

(1.8) Es gilt stets 0,4 = 0. Oy > O besteht dann und nur dann, wenn
G prim ist.

Die wichtigste Begriffsbildung unserer Untersuchungen ist die folgende
Definition:
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(1.9) Definition. Der prime Graph @ heil3t k-prim,1° falls er zusammen-
hingend ist und fiir jedes nichtleere B < .5((), 6(B) < 0 besteht.

So ist z. B. ein einpunktiger Graph k-prim.

(1.10) Die Menge B C .5(G) sei d-maximal. Dann sind simtliche nicht-
leeren Komponenten von G' — B k-prim.

Beweis. 1) Es sei ¢, eine solche nichtleere Komponente von @ — B, die
einen 1-Faktor enthilt und z, € ¢).'' Dann ist #n(G, — x,) ungerade, und dem-
zufolge G, — x, prim. Es gilt daher A(G, —z,) > 0. Fir B, = B U {z,}
be%teht 80 Z(G B,) = MG — B) + MG, — z,) > A(G — B), woraus 6(B,) =
> 0(B) folgt. Dies w1derspricht der Maximalitit von B.

2) Jetzt sei (7, eine prime Komponente von ¢ — B, und nehmen wir an,
daf3 @, nicht k-prim ist. Dann gibt es ein nichtleeres B, C .%9(¢;) mit
(G, — B)) > #"(B,). Es bestthen B’=BU B, D B und AG@ — B’) =
= NG — B)—1+A(G—B) Daher ist §(B )_l(G B)— A (B’) =
MG@—B)— A (B)+ NG, — B) — A (B)— 1= ANG— B) —#(B) =
0(B), und dies widerspricht ebenfalls der Maximalitit von B.

(1.11) Definition. Die Menge B C .5 (@) heil3t eine k-extreme Punkt-
menge (von (), wenn B extrem ist und sédmtliche primen Komponenten von
G — B k-prim sind.

Nach (1.10) gilt die folgende Behauptung

(1.12) Ist die Menge B C .59(G) extrem und O-maximal, so ist sie auch
k-extrem.

Da in jedem (endlichen) Graphen solche extreme Punktmengen existie-
ren, die auch é-maximal sind, folgt aus (1.12), dal in jedem (endlichen) Graphen
k-extreme Punktmengen existieren.

(1.13) Definition. Die Menge B c .%(@) heil3t eine minimale k-extreme
Punktmenge (von (), wenn sie k-extrem ist, und keine von ihr verschiedene
k-extreme Teilmenge besitzt.

In jedem (endlichen) Graphen existiert eine minimale k-extreme Punkt-
menge. Es gilt ferner

(1.14) Enthilt G einen 1-Faktor, so ist B= @ eine k-extreme Punktmenge,
und sie ist die einzige minimale k-extreme Punkimenge von (.

In den Abschnitten 1 und 2 wird der Satz (1.1) iiber paare Graphen nur
beim Beweis des folgenden Satzes gebraucht.

(1.15) Ist B c .59(@G), so bezeichne H* die Menge. der primen Komponen-
ten von G — B. Es sei

a) B eine extreme Punkitmenge von G und H = H*, oder

b) G zusammenhingend,

max O&(B) =0, Bc.%(G) mit §(B) = max B),
2 #B S P(G) o +#B < PFG)

ferner H = H*, oder

>

I l||

10 Im folgenden wird sich ergeben [s. (1.19)], daBl die k-primen Graphen mit den
in der Einleitung definierten kritisch-primen Graphen identisch sind (s. auch die Ful-

note 2).
11 Die Punkte werden stets mit kleinen lateinischen Buchstaben, die Kanten mit

Buchstabenpaaren bezeichnet. @ € G bedeutet, da der Punkt « zu dem Graphen G gehért.

11 A Matematikai Kutaté Intézet Kozleményei IX. 3.
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c) B eine minimale k-extreme Punktmenge von G und H = H* — {G,} ,
wobei G, ein beliebiges Element von H¥* ist.

In jedem dieser drei Fille kann B eineindeutig durch Kanten von G auf
eine Teilmenge von H abgebildet werden,d. h. es gibt in G #"(B) solche Kanten,
die je einen Punkt von B mit je einer zu H gehorigen Komponente verbindet, und
zwar verschiedene B-Punkte mit verschiedenen Komponenten.

Beweis. Bezeichne B’ eine beliebige Teilmenge von B und H’ die Menge
jener Komponenten von H, die (durch Kanten von () mit B’-Punkten ver-
bunden sind. Wir beweisen, dall <7 (H’) = f (B’) besteht. Daraus folgt dann
nach (1.1) die Richtigkeit der Behauptung von (1.15).%?

Von der Annahme

(1) S(H') <A (B)

ausgehend, werden wir in jedem der drei Fille a), b) und ¢) zu einem Wider-
spruch gelangen. Aus (1) folgt

(2) B =

Man setze H" = H — H” und B” = B — B’. Da die zu H" gehorigen Kom-
ponenten (durch Kanten von ) nur mit B”-Punkten verbunden sein koénnen,
gilt mit Riicksicht auf (1)

(3) MN@—-B)z=SH)=SH) —A(H)>SH)—A(B).

In den Fillen a) und b) ist «#/"(H) = A(G@ — B), und so folgt aus (3) mit
Hilfe von B"= B — B’

(4) MG — B — A B = NG — By — 1B

Im Falle a) bedeutet dies unmittelbar einen Widerspruch.

Im Falle b) ergibt (4) nur dann keinen Widerspruch, wenn B” = ¢ ist.
In diesem Falle mull auch H#” = & bestehen, da die Elemente von H” nur mit
B”"-Punkten verbunden sein kénnen, und ¢ zusammenhingend ist. Es folgt
B’ = B, H’ = H und nach (1) /" (H) < #/(B), also A(G — B) </"(B). Dies
steht jedoch mit der Bedingung 6(B) = 0 in Widerspruch.

Im Falle ¢) ist -7 (H) = A(G — B) — 1, und so folgt aus (3) mit Riick-
sicht auf B> = B — B”

(5) A BB s A = B =B

Da B eine extreme Menge ist, kann in (5) nur das Gleichheitszeichen gelten.
Es folgt daraus einerseits, dall B” eine extreme Menge ist, und andererseits,
daf3 in (3) A(G — B") = /" (H") bestehen mul}. Das letzte bedeutet jedoch,
dafl} die primen Komponenten von ¢ — B” eben die Menge /" bilden, also alle
Elemente von H* sind. Da B k-extrem ist, sind alle Elemente von H* k-prim,
woraus also folgt, dafl auch B” k-extrem ist. Dies steht jedoch wegen (2) mit
der Minimalitit von B in Widerspruch.

12 Zur formalen Anwendung von (1.1) betrachte man jenen paaren Graphen G¥,
dessen Punktklassen H und B sind, und in dem ein »Punkt« von H, d.h. eine zu H gehorige
Komponente @; dann und nur dann mit einem Punkt b € B durch eine Kante von G'*
verbunden ist, falls G; in G mit b verbunden ist.
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Der folgende Satz driickt die wichtigste Eigenschaft der k-primen
Graphen aus.

(1.16) Satz. Ist G k-prim, so gilt fir jedes nichtleere B < A (@) die Ungles.
chung 6(B) < 0. Auf den Fall /" (B) = 1 angewendet ergibt dies: Fir jeden
beliebigen Punkt x des k-primen Graphen @ besitzt G — x einen 1-Faktor.

Beweis. Zuerst zeigen wir, dafl die zweite Behauptung tatsichlich die
Folge der ersteren ist. Ist € G und B = {z}, so ist 0(B) = A(G — z) — 1.

-Daher folgt aus 6(B) < 0 die Gleichung A(G' — x) = 0. Dies bedeutet jedoch,
dafl ¢ — x 1-Faktoren besitzt.

Wir fithren nun den Beweis der ersten Behauptung mit Induktion beziig-
lich #(@) durch. Ist #(@) = 1, so ist die Behauptung richtig. Nehmen wir an,
daf sie fiir Graphen mit weniger als n» (n > 1) Punkten richtig ist, und es sei
@ ein k-primer Graph mit #(G) = n. Da jetzt fiir jedes nichtleere B C (@)
0(B) < 0 gilt, bedeutet fiir @ das Gegenteil der Behauptung unseres Satzes,
daf} nichtleere B c (@) mit §(B) = 0 existieren. Wir wihlen von diesen
eine maximale Menge B aus. Dann ist B auch é-maximal, und es besteht

(1) 8(B) = max &UB)=0.
o#B<S FG)

Da B nicht mit .57(@) zusammenfallen kann, sind nach (1.10) sdmtliche Kom-
ponenten von ¢ — B k-prime Graphen. Es seien diese Komponenten G, . . .,
@G,, wobei wegen 6(B) = 0

p)
p = M@ — B) = A#(B)

besteht. Man setze ferner B = {b;,...,b,} und H = {Gy, ..., G,}. Da @
zusammenhingend ist, kann man nach (1) den Satz (1.15) b) anwenden. Die
nach diesem Satze existierenden ,,abbildenden¢* Kanten von @G seien mit b; x;
(x; € G2 =1, ..., p) bezeichnet. Laut der Induktionsannahme besitzt G; — z;

P
einen 1-Faktor F; (+ = 1, .. ., p). Die Kanten von u F;, zusammen mit den

i=1

Kanten b, x,, ..., b, 2, bilden jedoch einen 1-Faktor von . Dieser Wider-
spruch beweist die Richtigkeit unseres Satzes.

Aus der zweiten Behauptung von (1.16) folgt

(1.17) Ist G k-prim, so st (@) ungerade.

Wir beweisen jetzt die Umkehrung der zweiten Behauptung von (1.16):

(1.18) Es sei G michtleer, und besitze fir jedes x€ G der Graph @ — x
einen 1-Faktor. Dann ist G k-prim.

Beweis. Da 7(G) ungerade ist, mufl ¢ prim sein. Zuerst zeigen wir, daf
@ zusammenhéngend ist. Im entgegengesetzten Falle gibe es nidmlich eine
prime Komponente ¢, und eine von (¢ verschiedene Komponente ¢, von G.
Ist « € G,, so wire G — z (entgegen unserer Annahme) prim.

Ist nun der zusammenhidngende Graph G nicht k-prim, so gibt es ein
nichtleeres B C .%9(G) mit 6(B) > 0. Dann kann nach (1.6) fiir ein 2 € B der
Graph G” = G — x keinen 1-Faktor besitzen, da fir B = B — «

M@ — By = ANG — B)> AN (B)> A (B)
besteht.
Aus (1.16) und (1.18) folgt

L%
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(1.19) Die k-primen Graphen sind mit den in der Einleitung definierten
kritisch-primen GQraphen identisch.

(1.20) Bemerkung. L. P6sa und V. T. Sés haben mich darauf aufmerk-
sam gemacht, dall der in [3] gegebene Beweis des Tutte’schen Satzes iiber
1-Faktoren durch Modifizierung unserer Beweismethode kiirzer gefal3t werden
kann. Wir wollen diese Modifizierung kurz andeuten:

Bezeichne u(@) die Anzahl der ,,ungeraden‘* Komponenten von @, d. h.
jener Komponenten, die eine ungerade Anzahl von Punkten besitzen. Dann
gilt fir 4 € .99(G)

(1) wG@ — 4) — A(4) = a(G) (mod 2).
Es geniige nun @ fiir ein jedes 4 < .%9(() der Bedingung
We — A) < #7(4) .

Um zu beweisen, dafl dann @ 1-Faktoren besitzt, betrachte man — statt die
in [3] beniitzte 0-maximale Menge B — eine maximale Punktmenge A4 C
Cc (@) von groBtmoglichem u(G — A) — /7(4). Gewisse Eigenschaften
dieses 4 und (1) ermoglichen — ohne Hinfiithrung des Begriffes der kritisch-
primen Graphen — vollstindige Induktion beziiglich 7(@) anzuwenden und
dadurch zum gewiinschten Resultat zu gelangen.

Eine ahnh(he Modifizierung kann auch bei unserem Beweis des Satzes
(E.1) durchgefiihrt werden. Statt A(G — B) — -/7(B) nihme man u(G — B) —
—A7(B), und dementsprechend veridndere die Definitionen der k-primen
Graphen und der extremen, d-maximalen, k-extremen, minimalen k-extremen
Punktmengen. Der modifizierte Beweis ist moglicherweise ein wenig kiirzer als
der von uns mitgeteilter, es gehen jedoch dabei gewisse Ergebnisse [z. B. die
Behauptung (1.16) fiir -7 (B) > 1] verloren.

2. Beweis des Satzes (E. 1)

Wie wir in (2.2) zeigen werden, ermoglicht der folgende Satz die Bestéti-
gung samtlicher Behauptungen von (E.1).

(2.1) Satz. a) Bezeichnet uy, die minimale Anzahl der unsatwrierten
Punkte des Graphen G, so gilt

Umin = 6max'
b) Ist G prim, B eine extreme Punktmenge von G und E ein beliebiges
e-System von G sind ferner G, ..., @, die primen Komponenten von G — B

und ist G4 = U @G, so liegen simitliche durch E unsaturiert gelassenen Punkte

m QY und zwar befindet sich in jedem G; hichstens ein solcher Punkt. Enthdlt
ein G etnen (keinen) solchen Punkt, so gibt es keine (genaw eine) E-Kante, die
G mit einem B-Punkt verbindet. Jeder B-Punltist durch eine E-Kante mit je
einem G; verbunden.

Enthilt ein G; einen durch E unsaturiert gelassenen Punkt, und ist G; ein
k-primer Graph, so existiert zu einem jeden Punkt x von G; ein solches e-System
B’ von G, das x unsaturiert lif3t.

c) Ist die in b) vorkommende Menge B eine minimale k-extreme Menge
von G und x ein beliebiger Punkt von GY, so gibt es ein solches e-System von @,
das x unsaturiert lif3t.
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Beweis. I) Besitzt G 1-Faktoren, so ist %y, =0 und 0, =0 [s.
(1.8)]. Im folgenden sei nun G ein primer Graph. Dann ist wug,,> 0 und
Omax > 0. Ferner sei B eine extreme Punktmenge von @, d. h. es bestehe

0(B) = MG — B) — -#/7(B) = dax -
Wir setzen
p=MNG— B), q=AS(B)
und im Falle ¢ >0 B={b,,...5;}.
Es besteht dann

(1) pZQ+6max>O'

Die Menge der primen Komponenten von @ — B sei

P
A% == {0 B ferner sei G = U G; .

i=1
Diese Bezeichnungen wollen wir withrend des ganzen Beweises behalten.

II) Es sei & ein &-System von @ und H die Menge jener G; (1 < © < p),
die keinen durch £ unsaturiert gelassenen Punkt enthalten. Wir setzen H, =

= H* — H,. Zu jedem G,;€ H, existiert mindestens eine solche E-Kante, die
(; mit einem B-Punkt verbindet. Es gilt daher

(2) A (H) < q,
und demzufolge
(3) M (H,) =2 p—q=08pax -

Daraus folgt, daf} in G* mindestens d,,,, durch Z unsaturiert gelassene Punkte
liegen. Es besteht also

(4) Umin 2 6max J

IIT) Wir nehmen jetzt vorldufig an, dal in (4) das Gleichheitszeichen
gilt. Daraus folgt in Betracht von (3), dafi jeder durch £ unsaturiert gelassene
Punkt in G“ liegt, jedes G;€ H, genau einen unsaturierten Punkt enthilt und
A"(H,) = p — q besteht. Die letzte Behauptung ergibt /7 (H,) = ¢q, woraus
man sieht, dafl es zu jedem G;€ H, genau eine, zu jedem G € H, dagegen
keine solche E-Kante gibt, die @ mit einem B-Punkt verbindet. Dann wird
jeder B-Punkt durch eine £-Kante mit je einem G; € H, verbunden.

Es sei (€ H,, G; ein k-primer Graph und x € G’ Nach (1.16) besitzt
G — z einen 1-Faktor F;. Bezeichnet F; die Menge der zu (; gehorigen
E-Kanten, so sieht man aus den vorangehenden, da E’ = (£ — F;) U F; ein
solches e-System von @ ist, das den Punkt a unsaturiert 1lat.

IV) Von jetzt ab soll uy,;,, = 0., nicht vorausgesetzt werden. Wir neh-
men nun an, daf3 B nicht nur extrem, sondern auch k-extrem ist. Es sind dann
Gy w0 Gy alle k- -prime Graphen. Ist q > 0, so existieren nach (1.15) a) solche
Kanten in @, welche die Menge B auf eine Teilmenge von H * eineindeutig
abbilden. Wir diirfen diese in der Form b;z; (x; € G;, 1 =1, . . . ,q) angeben.
Wihle man — auch im Falle ¢ = 0 — in jedem G (i=q+ 1, ..., p) einen
beliebigen Punkt z; aus. Es soll ferner F; (z =1, ..., p) einen nach (1.16)
existierenden 1-Faktor von G; — «; bezeichnen, und es sei F ein 1-Faktor des-
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jenigen Graphen, der durch die Vereinigung der nichtprimen Komponenten
von G — B entsteht. (Falls es keine solche Komponente gibt, so sei F =g.)
Im Falle ¢ = 0 setze man £’ = U F; im Falle ¢ > 0 sei B’ = ( U F)U
Udgay, ... bk D1e Kanten von E' sind unabhéngig, und £’ laBt m G nur

die Punkte x4, . . , also gerau p — q¢ = 0, Punkte unsaturiert. Es be-
steht demnach umm _<_ 6max Dies und (4) ergeben
(5) . Umin = 6max'

Damit sind also der Teil a) und in Betracht von III) auch der Teil b) unseres
Satzes bewiesen.

V) Um den Teil ¢) zu beweisen, sei B eine minimale k-extreme Menge
und z ein beliebiger Punkt von G“. Es sei x€ G, und H = H* — {G,}. Im
Falle ¢ > 0 gibt es nach (1.15) ¢) solche Kanten i in @, welche die Menge B auf
eine Teilmenge von H eineindeutig abbilden. Man darf diese in der Form
bizi(xi€Gi,3=1,...,q) angeben. Man setze z, = z und, wenn p > q + 1,
wihle — auch im Falle ¢ = 0 — in jedem G; (1 =¢q 4 1,...,p — 1) einen
beliebigen Punkt z; aus. Dann fiihrt die in IV) beniitzte Konstruktion zu einem
solchen Kantensystem E’, welches aus unabhingigen Kanten besteht und nur
die Punkte X4y - - - Xp = ® unsaturiert liBt. Nach (5) ist £ ein gesuchtes
e-System von G. Damit ist der Beweis von (2.1) beendet.

(2.2) Haben die Mengen M, M, und M, die im Satze (E.1) gegebene
Bedeutung, und ist B eine minimale k-extreme Menge von @, so folgt aus (2.1)

= [M,] und B = M,. Man kann folglich mit Hilfe von (1.19) und (2.1)
samthche Behauptungen des Satzes (E.1) leicht bestétigen.

Auf Grund dieser Uberlegungen gelangt man aus (2.1) zu folgendem:

(2.3) Satz. In jedem Graphen G gibt es eine einzige minimale k-extreme
Punlctmenge. Diese ist der Durchschnitt siimtlicher k-extremen Mengen von G und
fallt mit der in der Einleitung definierten Menge M, zusammen.

3. Beweis des Satzes (E. 2)

(3.1) Wir beweisen den Satz erst fiir zusammenhingende Graphen.
Besitzt der Graph @ einen 1-Faktor, gilt also w,,, = 0, so ist die zu
beweisende Ungleichung

max (2, d" — d’)
dl
offensichtlich richtig. Das Gleichheitszeichen kann in diesem Falle nie auf-

treten.

I) Wir nehmen an, dal @ ein zusammenhingender primer Graph ist.
Es gilt dann wp,, > 0. M, M,, M, sollen die im Satze (E.1) definierten Mengen
sein, Gy, ..., @, die Komponenten von [M,]. Nach (E.l) sind G,, ..., G,
kritisch- prlme Graphen Setzt man /7 (M,) = q, so gilt nach (E.1)

(2) P =g+ Unp -

Es sei K ein beliebiges e-System von @, und bezeichne a; (1 = 1, . . ., p)
die Anzahl der in G, liegenden E-Kanten. Nach (E.1) ist #(@;) = 2 a; + 1 und
es gibt in jedem @; genau einen Punkt z;, der entweder durch £ unsaturiert.

(@ =1)

( l) mlné
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oder durch eine E-Kante mit einem M,-Punkt verbunden ist (z =1, .. ., p).
Es gibt genau ¢ E-Kanten, die M,-Punkte mit den Graphen G, ..., G, ver-
binden. Falls M # @ ist, so sind simtliche M -Punkte durch  saturiert. Wir
setzen X = {x;,...,2,} und werden die Anzahl »(X, M,) jener Kanten, die
X-Punkte mit M,-Punkten verbinden, von oben und von unten abschétzen.

Da in dem Graphen G zu jedem Punkte hochstens d” Kanten inzident
sind, besteht

3) WX, M,) < qd”.

Zu einem Punkt z; (1 < ¢ < p) sind mindestens d” Kanten inzident, von
denen wegen 7(@;) = 2 a; + 1 hochstens 2 a; Kanten in @, liegen kénnen. Des-
halb gilt fiir die Anzahl »(z;, M,) jener Kanten, die x; mit M,-Punkten ver-
binden,

(4) Wz, M) =>d — 2a; (=1, .p)-
Demzufolge ist

6) WX, M) = gp] Wei My) >

Mo

p
(@ —2a)=pd" — 2} a,.
i-1

1l

1
Die Anzahl derjenigen B-Kanten, die zu M o~ Punkten inzident sind, ist ¢ 4

4 Zp'ai. Es gilt daher
i=1

(6) ¢+ 3 61 < e

Aus (3), (5) und (6) erhilt man

(7) pd’ — 2emax — q) = qd”.

Laut (2) gilt daher

(8) @ Uiy = (A" — d')q + 2(emax — ) -

Setzt man m = max (2,d” — d’) , so ergibt sich
(9) a’ Umin = mq S m(emax Sy q) = Menax -

Ist d” > 1, so ergibt sich daraus die Richtigkeit von (1).

II) Nehmen wir nun an, daf} in (1) die Gleichheit besteht. Dann mul}
auch in (8), (7), (6), (3) und in (4) fiir 2 = 1, ..., p das Gleichheitszeichen
gelten.

In (6) besteht die Gleichheit nur dann, wenn M, — M, = @ ist. In (3) nur
dann, wenn jeder M,-Punkt den Grad d” hat und jeder solche Punkt nur mit
X-Punkten verbunden ist.

1) Betrachte man erst den Fall, wo nicht alle ¢; verschwinden. Es sei
z. B. a;, > 0. Wir zeigen, dafl wenn in (4) fiir ¢ = 1 die Gleichheit besteht, so
M, leer sein muB3. Ist namlich M, # @, dann mull — da G zusammenhéngend
ist — mindestens ein Punkt von @, mit einem M ,-Punkt verbunden sein. Es ist
also »(z;, M,) = d’ — 2a, > 0. Aus d’ > 2 a, folgt dann jedoch, daB der Grad
eines jeden von z, verschiedenen Punktes von @, kleiner als d” ist. Das ist ein
Widerspruch.
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Aus M, = @ folgt @ = @,. Jetzt kann in (4) die Gleichheit nur im Falle
d’ = 2 a, gelten. Wegen 7(G') = 2a, + 1 = d” 4+ 1 mulldann d” = d’ bestehen,
also @ ein vollstindiger (4 + 1)-Graph sein, wobei d’ eine gerade Zahl ist.
In diesem Falle besteht in (1) tatsichlich die Gleichheit.

2) Wir nehmen jetzt an, daBl @, = ... =a, = 0 gilt, also alle G; aus
den einzelnen Punkten x; bestehen (¢ = 1, ..., p). Die Gleichheiten in (4)
ergeben dann, dal} alle X-Punkte den gleichen Grad d’ besitzen. Daraus und
aus den Folgerungen, die wir aus der Bestehung der Gleichheit in (3) gezogen
haben, sieht man, daf} ' ein halbregulirer paarer Graph sein muf}. In diesem
Falle ist d’p = d"q, und mit Hilfe von (1.1) erhilt man, falls d” > 1 ist, daB
€nax = ¢ besteht. Es gilt dann in (8) die Gleichheit, und zwar in der Form

A Uiy = (8" — d’) eayx -

Man sieht daraus, dafl im betrachteten Falle in (1) das Gleichheitszeichen dann
und nur dann gilt, wenn d” — d’ > 2 ist. Damit ist der Satz (E.2) fiir zusam-
menhingende Graphen vollstandig bewiesen.

(3 2) Es besitze nun G die Komponenten GO, ..., G (5> 1), und
wl,, e, di, df sollen fiir den Graphen GV dieselbe Bedeutung haben, wie
Urins o d’ d” fir . Man setze ferner

max (2, i af)

min

fd, d") = — @ = 1)
Aus d’ < d; < dj < d" folgt dann
(1) fldi, &) < f(d’, d") (t=1,...7),
aus (3.1)
(2) e < 1}, df) e (i=1...4.

Es besteht aber
oY (- (0
.Zvlumin Umin und 2 emax = €max>
i=

und so erhdlt man aus (2) und (1)

(3) Upin = (A7, d")eay.

Das Gleichheitszeichen besteht hier dann und nur dann, wenn es in (2) und
(1) fiir jedes t =1,...,J gilt (wegen d" =2 1 B8t &), >0, 4=1,...,7) Ea
muB} also d;=d” (¢t=1,...,5), und im Falle d" — d” > 2 auch df = d”
(2 =1,...,7) bestehen. Es ergibt sich nun leicht, daf3 in (3.1) (1) die Gleichheit
tatsiichlich nur in jenen Fillen auftritt, die im Satze (E.2) angegeben wurden.
Damit ist der Beweis von (E.2) beendet.

(Eingegangen: 29. April, 1964.)
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MAKCHUMAJIBHbIE CUCTEMbI HE3ABUCHUMbIX PEBEP

T. GALLAI
Pestome

ITycte ¢ — KoHeuHblif Tpag, He cojepyKalUil MeTJIM U KpaTHOro pedpa.
Obosnauaem uepes &(G') MakcuMajbHOE YHCJI0 He3aBUCUMBIX pebep rpada @, T. e.
u3 rpaga G M0)KHO BbIOUpaTh &(G') — pebep, MOMAapHO He COJEPIKAIMX OOLLYI0
TOYKYy, a O0ojblle Takux pebep Her. Muo)kectBo M, — Touek rpapa G
OTIpeJieISIeTCsl TaK: TouKa @ € M, Torja u TOJbKO TOT/a, ecm U3 rpada G' MOyKHO
BoIOMpaTL &(G) — He3aBUCHMBIX pefep, Ka)kjioe U3 KOTOPBIX He COAePIKHUT TOUKH
z. Onmna wus Tteopem, Teopema (E. 1) npuBoguT HeCKOJLKO 3HAMEHHUTHIX
cBoifctB MHOXKectBa M ,. B teopeme (E. 2) pana nwkusisa ouenka mia (@), B
KOTOPYIO BXOJUT TOJIbKO YUCJIO ToUeK rpada ' ¥ MUHMMaJbHOE W MaKCUMalb-
HOe 3HayeHue CTEMeHU ITUX TOYEK.
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