
ÜBER DIE NÄHERUNGSLÖSUNG EINES 
WÄRMELEITUNGSPROBLEMS  DURCH ANWENDUNG 

DER THEORIE  DER HYPERMATRIZEN 

von 

P. KOSIK 

Betrachten wir eine lange, hohe Wand, mit der Dicke d. Die Wand ist ihrer 
Länge entlang aus Säulen zusammengesetzt. Diese Säulen sind homogen, jedoch in 
bezug auf Wärmeleitungseigenschaften zweierlei Art. Ihre Temperaturfähig-
keiten seien durch a\ bzw. a | bezeichnet. Die Säulen sollen der Wand ent lang 
so aufeinander folgen, wie das in der Abbi ldung 1 veranschaulicht ist. Die 
Temperaturlei t fähigkeiten von je zwei nebeneinander stehenden Säulen sind 
immer verschieden. 
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Abb. 1. 

Nehmen wir an, dass die Temperatur der einen Wandfläche, welche wir 
„äussere Wandf läche" nennen wollen, sich unabhängig vom Orte periodisch 
änder t . Diese Temperatur soll gleich A cos cot bzw. A sin cot sein (t ist die Zeit). 
Die Aufgabe ist, f ü r einen beliebigen inneren P u n k t der Wand die Temperatur 
als Funkt ion der Zeit zu f inden, wenn wir annehmen, dass zwischen der an-
deren (als „ innere" bezeichneten) Wandfläche und dem Medium, welches 
die innere Fläche der Wand begrenzt, keine Wärmeüber t ragung stat t f indet . 

Da die Wand genügend lang ist, so wird es genügen, die Temperaturver-
tei lung nur in zwei nebeneinander stehenden Säulen zu untersuchen. Die an den 
Enden der Säulen auf t retende Temperaturänderung beeinträchtigt die Tempe-
ra tu r der Säulen nicht wesentlich. Es genügt also einen zu der Grundfläche der 
Säulen parallelen Durchschnitt zu untersuchen. 

Mathematisch wird das hier besprochene Problem folgendermassen 
lauten : 
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Betrachten wir in einer (x, y)-Ebene die beiden, von den Geraden 

x = 0 , x = d , y = 0 , y = a 
und 

x = 0 , x = d , y = 0 , y = —Ú 

begrenzten Gebiete. Es ist dasjenige System ù(õ,  ó), u2(x, ó) der L�sungen der 
Gleichungen 

( la) «!„  + = a\ uu , falls 0 + 0 + y + a 

( lb) u2xz + «2jw = a2 «2(, falls O + x + d , — é + ó + Î 

zu best immen, welches folgende Bedingungen befr iedigt : 

(2a) ufd, y, t) = Àåø ; 0 + ó + à 

( 2 b ) u2(d, y, t) = Àåû ; — é + ó + Î 

(Çà) «1,(0, ó, 7) = Î ; Î  + ó + à 

(ÇÚ) «2,(0, ó, 7) = 0 ; — é ^ ó + Î 

(4) èõ(õ, 0, 7) = ì 2(õ, 0,7) 

(5) Àõ ì 1ó(õ, 0, 7) = ß2 «2Äõ, 0, 7) 

(6) M X(X, à, 7) = ì 2(õ, —5,7) 

(7) Ëõ «jr(x, à, 7) = ß2 «^(õ, —6, 7) 

(Àõ und ß2 sind die Wärmeleitungskoeff izienten in den beiden, oben beschriebe-
nen Gebieten.) 

Aus den vier letzten Gleichungen und daraus, dass die Säulen in bezug 
auf Wärmelei tung homogen sind, folgt, dass 

(8) M l , j x , | - , 7 | = 0 

und 

(9) «2y(x, - —,7 | = 0 . 
2 

Werden die Bedingungen (6) und (7) durch die Bedingungen (8) und (9) 
ersetzt, so kann daraus das ursprüngliche System der Anfangsbedingungen ein-
fach hergeleitet werden. 

Nehmen wir an, dass 
(10) «x(x, y, 7) = fy(x, ó) åø 

und 
(È) u2(x, y, t) = /2(õ, ó) åø 

ist. 
Wenn wir die Funkt ionen «t und «2 in der Form (10) und (11) schreiben, 

so folgt aus den Gleichungen (la) und ( lb ) : 

(12) Afx = a\ iwfy 

und 

(13) Af2 = a2 icof2. 
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Zur L�sung des Problems wenden wir das Differenzen verfahren an. 

Teilen wir das, durch die Geraden —, y = , x = 0, x = d 
2 2 

begrenzte Gebiet mit Hilfe zu den Achsen x, y parallelen Geraden in der Weise 
auf , dass wir durch diese Auftei lung ein quadratisches Gi t ter bekommen. Der 
Einfachheithalber nehmen wir an, dass die Wer te von a, b und d dieser Bedin-
gung entsprechen. 
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Abb. 2. 

Die zu der x Achse parallele Auftei lung soll so vorgenommen werden, 
dass die x Achse selbst keine Gitterlinie sei, jedoch soll sie zwischen zwei 
Gitterlinien liegen die von ihr gleich weit en t fe rn t sind. Zwischen den Geraden 
x = 0 und x = d laufen r zu der Achse ó parallele Gitterl inien. Parallel zur 
x-Achse sollen sich oberhalb der Achse m, und unterhalb ihr n Gitterl inien 
befinden. Die Näherungswerte von ux und u2 bestimmen wir in der Gi t ter -
punkten, die sich innerhalb des Gebietes bef inden. 

Numerieren wir die zur x Achse parallelen Gitterlinien von oben nach 
unten von 1 bis (m + n) und die zur ó Achse parallelen Gitterl inien von l inks 
nach rechts von 1 bis r. So geh�r t zu jedem Git terpunkt je ein Indexpaar , 
welches den P u n k t eindeutig best immt. Der, dem Laplace'schen Operator en t -
sprechende Differenzen-Operator kann also in folgender Form geschrieben 
werden1 (wobei h der Abstand zweier benachbarter Gitterl inien ist): 

( 1 4 ) h2 A f ( x , y ) c* (/,_!, k - /,• k ) + (/,• k_x - /,• k ) + (//+1> k - /,- k ) + 

+ ( / ' , fc+l — / i , k) = fi-1, ê + f i , ê-1 + / ( +1 , ê + f i , fc+i — 4 f i k . 

1 S . z . Â . [ 1 ] . 

15 A Matematikai Kutató Intézet Közleményei IX. 3. 
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Zum Zwecke der einfacheren Darstellungsweise führen wir nun eine Funkt ion 
f(x, y) ein. Es soll 

f(x, y) = f ß x , y) sein, falls 0 g x g d , 0 g y g — 
2 

und es soll 

f(x, y) = f2(x, y) sein, falls 0 g x g d, — — g y g 0 . 

In diesem Falle kann die Wärmeleitungsgleichung durch folgende par-
tielle Differenzengleichung ersetzt werden (der Index i bezieht sich auf die 
horizontalen, der Index ê auf die vert ikalen Gitterlinien): 

, . , , , , ih2afico für 1 g i gm 

\h-a\ ico i ü r m + i g i g m + n. 

Den Randbedingungen werden folgendermassen in Betracht gezogen: 
Da /, î - / ; ä ø 0 und auch /0 k — f y k a ä 0 so lassen wir aus (14) diese Diffe-
renzen weg: 

(16) h2 A f n ^ - 2 / u + /12 + / 21 . 

Im Falle i > 1 : 

(17) h2 Afir ^ / , _ v + - 4 + / ,+ l i r + À 

[da wir s t a t t / , r + 1 die Gr�sse A einsetzen müssen — s. (2a) und (2b)]. 
Bezeichnen wir die Schni t tpunkte der zur ó Achse parallelen Gitterl inien 

und der Achse x der Reihe nach durch die Indizes 

m + — , 1 
2 

, j m + j , 2 | , . . . , m - f - — , r 
2 

Gemäss den Gleichungen (1) und (5) erhalten wir dann : 

(18) KUm.k — fm+4,k) = M{fm+\,k ~ fm+l,k) • 

Die Grösse fm+±,k drücken wir durch die Funkt ionswerte fm k und 
fm+i,k a u s : 

/10\ f Kfm,k + I-ifm+i.k 
(16) fm+\,k= — • 

+ + ÿ 2 

Da 

( 2 0 ) • / m + i , f e — fm,k ^ 2 { f m + ± , k ~ fm,k) , 

so erhalten wir, wenn wir laut (14) den Näherungswert von Afm k unter 
Beachtung von (19) und (20) berechnen: 

(21) h2 A f m k ø fm_l k + fm k_x - (4 + a) fm,k + fm,k+1 + 2 ßfm+lj[ 

und ebenso: 

(22) h2Afm+1>k^ 2(1 - ß)f - ( 4 + a ) f m + u k + f m+i,k+i + fm+ 2 ê 

Ê - Ã „ „ ë R _ wobei a = — ï und ß = 
ÿ2 + ß4 ÿ2 + ÿ4 
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Wenn wir die Unbekann ten / , k (k = 1, 2, . . ., r; i = 1, 2, . . ., m + n) in 
lexikographischer Reihenfolge aufschreiben und auch die obenerwähnten 
Randbedingungen in Bet racht ziehen, so können wir die Dif ferenzengleichung 
(15) als ein algebraisches Gleichungssystem mit r(m + n) Unbekann ten auf-
fassen. Die Koef f iz ientenmatr ix dieses Gleichungssystems kann in v ier Hyper -
matr izen zerlegt werden, die aus Blöcken r-ter Ordnung bestehen. Diese 
Koef f iz ientenmatr ix soll durch Q, der unbekannte Vektor , welcher (òî -j- n)r 
E lemente enthäl t und dessen E lemente durch die Indexpaare (I, i) charakte-
risiert werden sollen, durch u bezeichnet werden. Dann kann dieses Gleichungs-
system in der Form 

(23) Qu = f 

geschrieben werden, wo jedes kr-te (ê = 1, 2, . . ., òî + n) E lement des Vek-
tors f gleich A ist, und wo die übr igen Elemente gleich Null sind. 

Die Lösung der Aufgabe wird dadurch ermögl icht , dass die Blöcke der 
Koef f iz ientenmatr ix Q lineare Funk t ionen von einer sehr einfachen St ruk tur 
der folgenden Matrix Ê sind: 

(24) ê = 

1 - 1 0 0 

—1 2 — 1 0 

0 — 1 2 — 1 

1 

0 

2 — 1 

1 2 

( 1 

(2 

(r 

Die Matr ix Q kann nämlich, wenn man die obenerwähnte Zerlegung aus-
füh r t , in der Form 

(25) Q = 
P R 

s t 

geschrieben werden, wo P eine Hype rma t r i x òî-ter Ordnung (d. h. aus òî Block-
zeilen und òî Blockspalten bestehend) und T eine Hype rma t r i x òå-ter Ordnung 
(d. h. aus n Blockzeilen und n Blockspalten bestehend) ist, und zwar 

Ê+( 1 -f- icoa\h2)E - E 

- E Ê + (2+ãÚà?À2)Å 
0 e • 

0 

e 

E Ê + (2+ãÚà|Ë2 )Å 

ã = 

" Ê + ( 2 + ãÚà2+')Å — e 

î 

î 

- e 

- e 

K + ( 2 + i cua fÄ2 +a)E j (òî 

( 1 

(2 

ê + ( 2 + ia>a2h2 )Å —Å 

- Å Ê + ( 2 + ã ø à2 À 2 ) Å — Å 

Î — Å Ê+(1+ãøà2 À 2 )Å 

( 1 

(2 

(òå 

15* 
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Weiterhin haben wir: 

(28) R = - 2ß 
( I 

j ; s = — 2 ( 1 - ß) 

( m 

( 1 

(ft 

wobei durch e die Einheitsmatr ix r- ter Ordnung bezeichnet wird. 
Der Vektor u  wird best immt, indem die Gleichung (23) — angenommen, 

dass q nicht singular ist — mit q " 1 von links multipliziert wird: 

(29) q ! f 

Unsere Aufgabe besteht also in der Best immung der Kehrmatr ix Q 1 . 
Es soll noch bemerkt werden, dass es genügt das kr-te (ê = 1, 2, . . , m + n) 
E lement von jeder Zeile der Matr ix Q 1 zu best immen, da doch nur die 7r-ten 
Komponenten des Vektors f von Null verschieden sind. Für die Inverse der 
derar t zerlegten Matr ix ist folgende Formel bekannt (S.  z. B. [2]): 
(30) 

p r 1 p 1 + p 1 r ( t  s p 1 r ) 1 s p 1 p i r ( t - s p 1 r ) 1  

s t - ( t s p 1 r ) 1 s p - 1 ( t - s p - i r ) 1 

Die Blöcke der hier vorkommenden Kehrmatr izen können mit Hilfe fol-
gender Überlegungen konstruiert werden: Da die Blöcke der obenerwähnten 
Matr izen p, r , S, T alle einfache Polynome der Matrix Ê sind, sind sie ver-
tauschbar und deshalb k�nnen sie als skalare Gr�ssen bet rachte t werden. 
Nachdem wir die vorgeschriebenen Operationen (die Bildung der inversen 
Matr izen und die Multiplikationen) durchgeführt haben, können wir wieder in 
Bet racht ziehen, dass die Blöcke Ê Matrizen sind. 

Wie wir noch sehen werden, wird dies dadurch erm�glicht, dass wir die 
Spektralzerlegung der Matrix in expliziter Form ausführen können. 

U m die Kehr matr ix P 1 zu bestimmen, benutzen wir die bekannten, 
sich auf die Bildung der Inversen der Kont inuantenmatr izen von einfachster 
S t ruk tu r beziehenden Zusammenhänge (S.  z. B. [3]). 

Die Determinante der Matr ix 

d n ( * ) = 

x 
1 

1 

X 

0 

1 

X 

1 

1 

X 

( 1 

(2 

(ft 

ist ein Tschebvscheffsehes Polynom zweiter Art : 

(31) D n ( 2 c o s 0 ) =S Í n ( W + 1 ) 0 , oder Dn (2 eh 0 ) = S h + 1 ) 0 . 
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Es ist leicht einzusehen, dass infolge dieser Formeln die Elemente der Kehr-
mat r ix d~1(x) in der Form 

(32) Qn4x)u 

sh iO • sh (n + 1 - j) â 

sh 0 • sh (n+ 1 ) 0 

sh jO • sh (n + 1 - i ) 0 

, wenn i < j 

sh 0 • sh (n + 1)0 
wenn ã 1 

aufgeschrieben werden k�nnen. 
Führen wir nun die, durch die Transformat ion 

(33) Ê + (2 + icoaf h2) = 2 c h 0 

def in ierte Gr�sse 0 ein. Durch Verwendung der Zusammenhänge (31) und (32), 
ergeben sich nach einfacher Rechnung die Elemente der gesuchten Matr ix P_ 1 : 

(34) 

1 h j = 

ch 
2 

0 { s h [ ( m + l J ) 0 ] + à sh [(m — d) 0 ] } 

ch 

sh ©ich 

[ j - Ö â 
2 ) 

m + — l � 
2) . 

{sh[(m + 1 

+ a ch 

- / ) 0 ] 

m j 0 
2) . 

+ a [sh(m 

sh 0 j c h m + — 
2 

0 + a ch m 0 
2 

, wenn I < J 

, wenn I > . J. 

seien : 

(35) 

und 

(36) 

Best immen wir nun die E lemente der Keh rma t r i x ( t s p 1 r ) 1. Es 

Ê + (2 + ima2 h2) = 2 c h Ô 

à + 4 / 3 ( 1 - / 3 ) 

ch 
1 

m  
2 

0 

ch m + — 
2 

0 + a c h 1 m  
2 

= ãð. 

Mit  Hilfe dieser Bezeichnungen ergibt sich f ü r die Matrix t — sp 1 r : 

(37) 

t - s p ! r 

" 2 c h Ô xp E 

— E 2 c h Ô 

0 E 

0 

0 

0 

e 

-E 2 ch Ô —E 
0 - E 2 ch Ô — E 
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Wiederum, unter Benutzung der Zusammenhänge (31) und (32) erhalten wir: 

(38) 
en n - j - 1 1 w [sn v j — ó â ï ö ã — 

, wenn I < J 

[ T -  SP_1R]7j = 

ch n — 

-ÍI 
Ô {sh [1Ô\ — ãð sh [(/ — 1)Ô]} 

s h 0 ch n + — 
2 

Ô — y> ch 
1 

n  
2 

Ô 

ch j n - 1 -f i U 
2 1 

{shf /Ô] - ó sh [( J -- 1 )Ô]} 

sh Ô jeh 
LI 2 

Ô — cp ch 1] 
n  

2 
Ô 1 

, w e n n / > / . 

Nunmehr k�nnen wir leicht die Bl�cke r-ter Ordnung der Kehrmatr ix Q 
bestimmen. 

Führen wir die Bezeichnung 

ein und es sei 

X{0, Ô) = ich 

P R — i "U  V" 

S T w z 

(39) 

(40) 

(41) 

\n -\  
I 2 

Ô a ch 
1 

n  
2 

Ô 

-f- a ch 
1 

0 í ra — — 0 í 
2 1 

0 —4/3(1 — ß) ch n 
1 

Ô 

ch 

ch 

m + 
2 

1 i 

2 i 

ÍÖÔ ) = ch 

ß 2 ( 0 ) = ch 

n -\  
2 

Ô a ch n Ô 

Í 1 0 
-

11 ra -|  0 + a ch m  0 
1 2 

+ a ch 
2 

Dann können durch Substitut ion von y: [S. Formel (36)] die Matrizen 
U, V, W, Z folgendermassen geschrieben werden: 

(42) 

u / 7 = 

ÙÔ) 
sh [(ra — J + 1 ) 0 ] sh [(ra — J ) 0 ] 

ã & 

• ch 

sh 0 

n — Ô 
sh[(ra - J ) 0 ] 

sh 0 

ch 

sh 0 

/ - i 

4 / 3 ( 1 - / 3 ) 

0 

Õ(â,Ô) 

Íó(Ô) 
sh [(ra — / + 1)0] sh [(ra — I ) 0 ] 

' ct 
sh 0 sh 0 

ch 

• ch Ô 
sh [(ãà - I ) 0 ]1 

j - i 
2 

s h 0 J Õ(â,Ô) 

für I < J 

4 / 3( 1 ß)-

0 

für l > J 
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( 4 3 ) = — ch 
Õ(â,Ô) 

â ch / + - i Ô 
2 

(44) w ^ ^ c h 
X(0, Ô) 

n — I H Ô 
2 

ch J 1 ) 0 

(45) 

' l j : 

ß2(0) 
çÜ[ /Ô] ^ s h [ ( I — 1)Ô] 

ç ü ô 

ß 2 ( 0 ) 

sh Ô 

sh[(7 - 1)Ô]  

sh Ô 

â ü ^ / ô ] _ a s h [ ( j - 1 ) ô ] 

4/5(1 — /5) ch m 0 
2 1 

ch n - J + 
1 

Ô 

sh Ô sh Ô 

sh [ (5 - 1 ) Ô] 

sh Ô 

ch 

Õ(â,Ô) 

A ß ( l - ß ) c h 

n - I + -

für I J 

m  
2 

0 

Ô 

õ ( 0 , ô ) 
fü r I > J . 

Die hier vorkommenden Matrizen q und ô  hängen von der Matr ix ê 
genau in derselben Weise ab, wie die durch die Formeln (33) u n d (35) def in ier-
ten Skalaren 0 und Ô von der skalaren Gr�sse K . 

Die Komponente u/(- des Vektors u erhal ten wir du rch Summat ion der 
Jr-ten E lemente nach J (J = 1, 2, . . ., m, -j- n) in der Zeile mi t dem I n d e x 
(Ii)  der Matr ix Q 1 und Mult ip l ikat ion der so erhaltenen S u m m e mit A : 

m + n 

(46) u „ = A 2 ( Q - W . 
7 = 1 

Nun best immen wir die E lemente ( q - 1 ) / j ; , > - Die Bl�cke  ( q " 1 ) / J sind 
Funkt ionen f , j der Matr ix K: 

( 4 7 ) ( q _ 1 ) i 7 = f i A ê ) = i f u ( h ) Vk y*k • 
k= 1 

Die Vektoren vk sind die zu den Eigenwerten Xk geh�rigen Eigenvektoren 
der Matr ix K: 

Wir müssen also die Spektralzer legung der Matrix Ê durch führen . Du rch 
die Subst i tu t ion: 

2 - ß = 2 cos ä 
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ergibt sich f ü r das charakter ist ische Po lynom: 

Ê - / Å I  = 

(48) 

2 cos # — 1 - 1 0 0 
- 1 2 cos 0 — 1 0 

0 — 1 

1 2 cos ê — 1 
0 — 1 2 cos Ü 

( 1 

(2 

(r 

sin (r + 1 ) ê — sin r 
cos 

sin cos — ê 
2 

mithin erhal ten wir für ftk a u s der charakter is t ischen Gleichung 

1 
(49) 

den Wert 

cos ê = 0 
2 j 

2 ê — 1 

2 r + 1 

und hieraus d ie Eigenwerte 

(50) /* = 2 — 2 cos À = 4 sin2 2 &  — 1 

2 r + 1 2 

( 4 = 1 , 2 , . . , , r ) , 

( 4 = 1 , 2 , . . . . r ) . 

Die Eigenvektoren der Mat r i x Ê erhalten wir durch die dyadische Zerlegung 
der Pro jek toren 

(51) 
D (/ft) 

wo die Lk(z) die Lagrange'schen Interpolat ionspolynome mit den Werten Eins 
in den Kno tenpunk ten Xk s ind. (S. z. B. [3].) 

Wenn wir in Be t rach t ziehen, dass 

1 
cos Ã + — ä 

2 

cos — ä 
2 

r + 
1 

= ( - l ) k 

2 sin 
Ã2 4 - 1 Ã 2 ê - 1 ë 

2 sin — 71 c o s — 

2 r + 1 l_2 r + 1 2 

{adj ( Ê /ft E ) } y = ( —l ) k _ 1 

cos [ K l À cos 3 -
Î H 

cos 
1 

2 À sin #ft 
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so erhalten wir durch Substitution in (51): 

(52) {L k(K)}ij—  cos ÍÍ-
 1 2 7 — 1 1 ) 2 7 — 1 
ã  ë cos j ë 

.1 2 2 r + 1 2)2 r + 1 2 r + 1 

Hieraus bekommen wir die normierten Komponenten der Eigenvektoren in 
der Form 

2 
(53) v.k 

/ 2 r + 1 
cos i f - 1 2 7 — 1 

\l - — ë 
i 2 2 r + 1 

(7=1,2,.. ., r). 

Entwickeln wir nun die rechte Seite der Gleichung (47). Da wir die Eigenwerte 
und die Eigenvektoren der Matrix Ê kennen, so k �nnen wir die Elemente mit 
den Indizes (ir) der Matrizen (Q ~ 1)Ij  unmit telbar aufschreiben. Wenn nämlich 
(Q^1)/./ eine Punkt ion f u der Matrix Ê ist, so ergibt sich: 

(54) 
( q hJ-.ir 

2 r + 1 ê---1 
f i j ( h ) cos (2 i 1) 

2 7 — 1 ë 

2 r + 1 2 

sin 
2 7 1 

ë 
2 r + 1 

Nehmen wir zuerst an, dass I gm. In diesem Falle müssen, um die 
Formel für u/ ( abzuleiten, die Elemente mit den Indices Jr der /- ten Zeilen in 
den / - t en Blockzeilen der Matrizen U und V nach J summiert werden (J = 1, 
2 , . . . , m + n ) . 

Diese Summierung soll zuerst fü r die Matr ix U durchgeführt werden. Sie 
geschieht in zwei Schri t ten. Es sei zunächst I ô J. Wenn wir in Betracht 
ziehen, dass 

(55) 

so erhalten wir 

j ' c h 

7 - 1 

J 
1 

2) 
â 

sh (10) 

2 

i u 

J= 1 
IJ 

sh ( 1 0 ) 

X(G, <Z>)2sh-
2 

Í Õ(Ô) 
s h [ ( r r a - / + l ) 0 ] , s h [ ( T O - - / ) 0 ] 

| - a 

(56) 
4 ß(\ - ß) ch 

Im Falle / < J erhalten wir 

n 

sh 0 

sh [(m 

sh 0 

Ô 
7 ) 0 ] 

sh 0 

sh 

(57) 2 s h [ ( m 

J=i+ 1 

4 + 1 ) 0 ] = 

(m - I ) 
0 

sh ( m - I + 1 
0 

sh 
0 

sh 

und V sh[(?n - J ) 0 ] = 

(m - I ) 
0 

sh ( m / - 1 
0 

J=i+ 1 sh 
0 
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Mit  Hilfe letzterer Gleichung bekommen wir: 

1 

2 
ch 0 m 

g 

j ÍT+i  X ( 0 , 0 ) s h -

Í Õ(Ô) 

sh ( m - / ) -
2 

sh ( m - / + i ; 
0 

sh 0 
+ 

(58) + a 

sh (m - I - 1 ) - sh (TO -  /)  — 
2 2 

sh 

sh 0 

(òî 1 ) 
0 

sh 

- 4 /3(1 - /3) ch 

( ò î — 7 ) — 
2 

1 
n  ô 

2 

sh 0 

Für die Summe der in der / - t en Blockzeile stehenden Blöcke der Matrix 
V erhalten wir durch Anwendung der Formel (55) folgenden Ausdruck: 

(59) 
J -1 õ ( 0 , ô ) 

ch 
1 

0 
sh (ïÔ) 

Ô ' 
2 s h -

i m Falle / > òî, müssen die Elemente mit den Indices Jr der 7-ten Blockzeilen 
der Matrizen W und Z nach J (J = 1, 2, . . ., òî + n) summiert werden. 

Ahnlicherweise wie vorhin, erhal ten wir folgende Beziehungen: 

(60) 
m ( 1 — ß) 
Ó w , , = i ch 

/Ti X(0, Ô) 
n - / + — 

2 
Ô 

sh (TO0) 

sh 
0 

(61) 
/= ! X ( 0 ^ ) 2 s h — 

-4 /3 (1 /3) ch 

ch / + -2 

òî 

Ô 

(62) 
x ( 0 , ô ) ç ü 

sh 
Ô 

sh 

Ô 

2 

ô 

' i f 
â ü ô 

sh (1Ô) sh [( / — 1) Ô] 

sh Ô 

0 

sh Ô 

# 2 ( 0 ) 

sh [ ( / -- 1)Ô]) 
sh Ô i ' 

sh / Ô sh (/ + 1 ) 
2 

(/ + 1 ) 

-
sh Ô 

7 1 
0 - /3) ch m 

2 
0 

Ô 

2 

sh 
ô 

sh Ô 

eh 7 
Ô 
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Denjenigen Block, aus dessen mit dem Index ir bezeichneten Elemen-
ten — auf Grund der Beziehung (46) — sich die gesuchten u7, Elemente 
ergeben, erhal ten wir im Fal le 7 ^ òå durch Summation der Beziehungen (56), 
(58) und (59) und im Falle I > m durch Summation der Beziehungen (60), (61) 
und (62). Diese Bl�cke sind rationale Funkt ionen der Matrix K, ihr beliebiges 
Element kann also durch die bekannte Spektralzerlegung der Matrix Ê in 
expliziter Fo rm angegeben werden. Durch Anwendung der Formel (54) und 
durch E in führung der Bezeichnungen dk bzw. cpk fü r die Eigenwerte der durch 
die Summen (33) und (35) definierten Matrizen 0 bzw. Ô, welche aus den 
Beziehungen 

2 ch 4 sin2 2 4 — 1 ë 

2r + 1 2 
+ 2 + icoal h2 

und 

2 ch cpk = 4 sin2 2 4 — 1 
+ 2 + ima2 h2 ( 4 = 1 , 2 , . . ., r) 

2 r -f 1 2 

berechnet werden k�nnen, erhalten wir endlich folgendes Resul tat : 

4 

(63) 
ùôü Vi, t) Aeimt 

. À Î 1 F O & u , Ôè) cos 
ft= i 

2 r + 1 

(2 i - 1)-
2 4 — 1 ti "2 4 1 

sin ë 
2 r + 1 2 2 r + 1 

wo 

Åõ (0 ,Ô) = 
1 

X(0, Ô) 

1 / 1 
ßÕ(Ô) 

2sh — sh 0 
ßÕ(Ô) 

2sh — sh 0 l 
2 

ßÕ(Ô) sh ( / 0 ) { sh [(òî - I + 1 )0 ] + 

+ a s h [(m — 7 ) 0 ] } + 2 ch \l — — 
2 

0 sh (m, — I ) —-
2 

sh (m — 7 + 1) — 
2 

+ 

a sh (m 7 1 
0 

sh (m - 7) j - 4 ß(\ - ß) ch \n Ô 

(64) 
sh ( 7 0 ) sh [(òî - 7 ) 0 ] + 2 ch |7 -

• sh \(m - 7) — 1 + ßch 
2 

0 sh ( ò î - 7 — 1) — 
2 

0 
sh (ïÔ) } 

s h ^ 
2 



4 8 0 KOSI ê 

und 

ô ) 2 â ü * â ü ô | 

1\(â,Ô) = 

a s h [(7 - 1)Ô]} + 2 c h n — / + 

Hf Î) j sh [(» - 7)Ô] {sh (1Ô) 

Ô 1 
Ô sh sh 

ô 

( / + ! ) -
2 

(65) — a s h 
Ô 

(7 - 1)— sh 7 -
Ô 

4 ß(l - /3) ch 
I 1 

0 Im — - — 0 

\ 2. 

sh [ ( / - 1)Ô] sh [(» - /)Ô] + 2 ch 

+ (1 - ß ) ch sh 17 — n - 7 

| ô | sh J (7 - 1) ® 

sh (n â 

sh 
0 ß 

Diejenige L�sung, welche an der äusseren Wandf läche der Randbedingung 
è — A cos (at bzw. è — A sin cot genügt, wird durch den reellen bzw. durch 
den imaginären Teil der Formel (63) gegeben. 

(Eingegangen: 19. Mai, 1964.) 

L I T E R A T U R V E R Z E I C H N I S 

[ 1 ] K A N T O R O W I T S C H , L . W . — K R Y L O W , W . I . :  Näherungsmethoden der höheren Analysis 
Berl in, Deutscher Ver lag der Wissenschaften, 1956. 

[2] ÁÓËÃÀÊÎÂ,  Á. Â.: Êîëåáàíèÿ. Ãîñ. èçä. òåõí.-òåîð. ëèò. Ìîñêâà, 1954. 
[3] EGERVÁRY, J . : „Mátr ix- függvények kanon ikus elõál l í tásáról és annak néhány a lka 

mazásáró l . " A Magyar Tudományos Akadémia I I I . (Matematikai és I izikai 
Osztályának Közleményei 3 (1953) 417 — 458. 

Î  ÏÐÈÁËÈÆÅÍÍÎÌ  ÐÅØÅÍÈÈ  ÎÄÍÎÉ  ÇÀÄÀ×È 
ÒÅÏËÎÏÐÎÂÎÄÍÎÑÒÈ  ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅÌ  ÒÅÎÐÈÈ  ÃÈÏÅÐÌÀÒÐÈÖ 

P . K O S I K 

Ðåçþìå 

Â ýòîé ñòàòüå àâòîð îòûñêèâàåò ïðèáëèæåííîå  ðåøåíèå óðàâíåíèÿ 
òåïëîïðîâîäíîñòè  ïðè  ñïåöèàëüíûõ ãðàíè÷íûõ  óñëîâèÿõ. Îí  ïîëüçóåòñÿ 
ïðè  ýòîì  ìåòîäîì  ðåøåòîê; â ðåçóëüòàòå îí  ïîëó÷àåò ñèñòåìó ëèíåéíûõ 
óðàâíåíèé ñ ìíîãèìè  íåèçâåñòíûìè,  ðåøåíèå êîòîðîé  äàåò èñêîìóþ  ôóíêöèþ 
â ïðèáëèæåííîì  âèäå. Ñèñòåìà óðàâíåíèé ðåøàåòñÿ ïóòåì  îáðàçîâàíèÿ 
îáðàòíîé  ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ.  Ïðåäñòàâëåíèå ýëåìåíòîâ  îáðàòíîé  ìàò-
ðèöû â ñðàâíèòåëüíî çàìêíóòîì  âèäå ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì  ïóòåì  ðàñ÷ëå-
íåíèÿ  ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ  ïîäõîäÿùèì  îáðàçîì  òàê, ÷òîáû åå ìîæíî 
áûëî  ðàññìàòðèâàòü êàê ãèïåðìàòðèöó, áëîêè êîòîðîé  ÿâëÿþòñÿ ëèíåé-
íûìè  ôóíêöèÿìè  âûðàæåíèÿ (24). Äàëåå, â ÿâíîì  âèäå çàïèñûâàþòñÿ ñîá-
ñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå  âåêòîðû ìàòðèöû, ïðè  ïîìîùè  êîòîðûõ 
— ïóòåì  èñïîëüçîâàíèÿ  íåêîòîðûõ  ñïåöèàëüíûõ òåîðåì  òåîðèè ãèïåðìàò-
ðèö — ïîëó÷àþòñÿ èñêîìûå  âûðàæåíèÿ îáðàòíûõ  ýëåìåíòîâ. 
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