UBER DIE NAHERUNGSLOSUNG EINES
WARMELEITUNGSPROBLEMS DURCH ANWENDUNG
DER THEORIE DER HYPERMATRIZEN

von

P. KOSIK

Betrachten wir eine lange, hohe Wand, mit der Dicke d. Die Wand istihrer
Liénge entlang aus Séulen zusammengesetzt. Diese Sdulen sind homogen, jedoch in
bezug auf Wirmeleitungseigenschaften zweierlei Art. Thre Temperaturfihig-
keiten seien durch a} bzw. a} bezeichnet. Die Sdulen sollen der Wand entlang
so aufeinander folgen, wie das in der Abbildung 1 veranschaulicht ist. Die
Temperaturleitfihigkeiten von je zwei nebeneinander stehenden Siulen sind
immer verschieden.
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Abbd. 1.

Nehmen wir an, dass die Temperatur der einen Wandfliche, welche wir
,,aussere Wandfldache” nennen wollen, sich unabhingig vom Orte periodisch
andert. Diese Temperatur soll gleich A4 cos wt bzw. A4 sin wt sein (¢ ist die Zeit).
Die Aufgabe ist, fiir einen beliebigen inneren Punkt der Wand die Temperatur
als Funktion der Zeit zu finden, wenn wir annehmen, dass zwischen der an-
deren (als ,,innere”” bezeichneten) Wandfliche und dem Medium, welches
die innere Fliche der Wand begrenzt, keine Wirmeiibettragung stattfindet.

Da die Wand geniigend lang ist, so wird es geniigen, die Temperaturver-
teilung nur in zwei nebeneinander stehenden Sédulen zu untersuchen. Die an den
Enden der Siulen auftretende Temperaturinderung beeintrachtigt die Tempe-
ratur der Siaulen nicht wesentlich. Es geniigt also einen zu der Grundfliche der
Saulen parallelen Durchschnitt zu untersuchen.

Mathematisch wird das hier besprochene Problem folgendermassen
lauten:
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Betrachten wir in einer (z, y)-Ebene die beiden, von den Geraden

=0 r=d, w—=20, y=2a
und
2=0, s=d, y=10,.y==—b

begrenzten Gebiete. Es ist dasjenige System u,(z, y), u,(, ) der Losungen der
Gleichungen

(1a) U+, =afuy, falls 0 <r<d, 0=Zy=<a

(1b) Uy, + Uz, = A5 ug, falls 0 < 2x<d, —b=<y=<0

zu bestimmen, welches folgende Bedingungen befriedigt:

(2a) w(d, y, 1) = Aeiot ; 0<y<a
(2b) uy(d, y, t) = Ae't ; i g0
(3a) u1,(0, y, ) = 0 - =y <ga
(3b) uz(0,y,8) =0 —b=y=<0
(4) uy(z, 0, 2) = uy(z, 0, #)

(5) ) A uy(x, 0, 8) = A ug (2, 0, 2)

(6) uy(x, a, t) = uy(x, —b, t)

(7) A w(x, a, t) = Ay ug (2, —b, t)

(A, und A, sind die Wirmeleitungskoeffizienten in den beiden, oben beschriebe-
nen Gebieten.)

Aus den vier letzten Gleichungen und daraus, dass die Sdulen in bezug
auf Warmeleitung homogen sind, folgt, dass

a
(8 u x,—,t):()
) S
und
b
(9) U, |2, ——, ¢ =0.
2

Werden die Bedingungen (6) und (7) durch die Bedingungen (8) und (9)
ersetzt, so kann daraus das urspriingliche System der Anfangsbedingungen ein-
fach hergeleitet werden.

Nehmen wir an, dass

(10) ul(x’ Y, t) = fl(x’ .7/) g
und

) (11) u2(x’ Y, t) = fz(x7 ?/) el
ist.

Wenn wir die Funktionen «, und u, in der Form (10) und (11) schreiben,
so folgt aus den Gleichungen (la) und (1b):

(12) Af, = a2 iof,
und
(13) Af, = ak iof, -
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Zur Losung des Problems wenden wir das Differenzenverfahren an.

Teilen wir das, durch die Geraden y =£;—, Y =%, 2=0, x—=d

begrenzte Gebiet mit Hilfe zu den Achsen x, y parallelen Geraden in der Weise
auf, dass wir durch diese Aufteilung ein quadratisches Gitter bekommen. Der
Einfachheithalber nehmen wir an, dass die Werte von a, b und d dieser Bedin-
gung entsprechen.

Q|02 = ek rrsf
2 o
1
2
(
1
0 m "2
m+17 X
m+n
-g m+n+1
d
Abb. 2.

Die zu der x Achse parallele Aufteilung soll so vorgenommen werden,
dass die x Achse selbst keine Gitterlinie sei, jedoch soll sie zwischen zwei
Gitterlinien liegen die von ihr gleich weit entfernt sind. Zwischen den Geraden
x = 0 und = = d laufen » zu der Achse y parallele Gitterlinien. Parallel zur
x-Achse sollen sich oberhalb der Achse m, und unterhalb ihr » Gitterlinien
befinden. Die Niherungswerte von u, und u, bestimmen wir in der Gitter-
punkten, die sich innerhalb des Gebietes befinden.

Numerieren wir die zur = Achse parallelen Gitterlinien von oben nach
unten von 1 bis (m + n) und die zur y Achse parallelen Gitterlinien von links
nach rechts von 1 bis ». So gehort zu jedem Gitterpunkt je ein Indexpaar,
welches den Punkt eindeutig bestimmt. Der, dem Laplace’schen Operator ent-
sprechende Differenzen-Operator kann also in folgender Form geschrieben
werden! (wobei A der Abstand zweier benachbarter Gitterlinien ist):

(14) R Af(x, y) e (Fig 6o — i o) + Fixma — Fii) + Fiv, e — Fi 1) +
+Foopr—Ffi)=Fiae+ e+ e+ Fien — 4 k-

18. z. B. [1].

15 A Matematikai Kutat6 Intézet Kozleményei IX. 3.
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Zum Zwecke der einfacheren Darstellungsweise fiihren wir nun eine Funktion
f(z, y) ein. Es soll

fx,y) =filz,y) sein, falls 0 <z <d, 0=y <

<
(RS

und es soll

[z, y) = foz, y) sein, falls 0 < x < d, — 0.

o | o
[IA
<
[IA

In diesem Falle kann die Wirmeleitungsgleichung durch folgende par-
tielle Differenzengleichung ersetzt werden (der Index 7 bezieht sich auf die

horizontalen, der Index % auf die vertikalen Gitterlinien):
ha?io fir 1 <i<m
ha3io fir m +1<i1 < m -+ n.

(15)  fiau+Ffika—4fix+Firn+finx= {

Den Randbedingungen werden folgendermassen in Betracht gezogen:
Daf; o —fi 122 0undauch fy » — f, x =2 0 solassen wir aus (14) diese Diffe-
renzen weg:

(16) h? Afn% ~= Sfn -t et
Im Falle z > 1:
(17) R Af g, e frogp + Frpma — S + frnip A4

[da wir statt f; ., die Grosse A einsetzen miissen — s. (2a) und (2b)].
Bezeichnen wir die Schnittpunkte der zur y Achse parallelen Gitterlinien
und der Achse x der Reihe nach durch die Indizes

m+—1—, IJ, {m—l—i, 2),...,(m—}—l, rJ.
2 2 2

Gemiss den Gleichungen (1) und (5) erhalten wir dann:

(18) }'1(fm,k i fm+%,k) e 22(fm+1},k — fm+1,k) .

Die Grosse fniy r driicken wir durch die Funktionswerte f, , und

[m+1,k aUS: o
19 T el il m,k 2/ m+1,k )
( ) f +4,k zl + 12
Da
(20) : fm+1,k = fm,k o z(fm—!-%,k = fm,k) )

so erhalten wir, wenn wir laut (14) den Néherungswert von Af, , unter
Beachtung von (19) und (20) berechnen:

(21) h? Afm,k = /m—l,k + fm,/<—1 5 (4 _'_ (1) fm,k ‘I’ fm,k+1 + 2 ﬂfm+1,k

und ebenso:
(22) h? Afmﬂ,k o 2(1 i ﬁ) fm,k + fm+1,k—1 i (4 +a)fm+1,k + fm+1,k+1 + fm+2 k

Rl e
e W

wobel a =
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Wenn wir die Unbekannten f;x (k=1,2,...,7; ¢t =1,2,...,m 4 un) in
lexikographischer Reihenfolge aufschreiben und auch die obenerwéhnten
Randbedingungen in Betracht ziehen, so kinnen wir die Differenzengleichung
(15) als ein algebraisches Gleichungssystem mit »(m + n) Unbekannten auf-
fassen. Die Koeffizientenmatrix dieses Gleichungssystems kann in vier Hyper-
matrizen zerlegt werden, die aus Blocken r-ter Ordnung bestehen. Diese
Koeffizientenmatrix soll durch Q, der unbekannte Vektor, welcher (m -+ n)r
Elemente enthilt und dessen Elemente durch die Indexpaare (/, 7) charakte-
risiert werden sollen, durch u bezeichnet werden. Dann kann dieses Gleichungs-
system in der Form

(23) Qu =f

geschrieben werden, wo jedes kr-te (k =1, 2,..., m + n) Element des Vek-
tors f gleich A4 ist, und wo die iibrigen Elemente gleich Null sind.

Die Losung der Aufgabe wird dadurch ermoglicht, dass die Blocke der
Koeffizientenmatrix Q lineare Funktionen von einer sehr einfachen Struktur
der folgenden Matrix K sind:

V. s "D st i (1
5 B S e S e (2
(24) K= 0o —1 2 ) R TR S
—1 2 —1
R T e e 0 —1 2 _|(r

Die Matrix Q kann néamlich, wenn man die obenerwihnte Zerlegung aus-
fithrt, in der Form

PR
(25) Q= [S TJ

geschrieben werden, wo P eine Hypermatrix m-ter Ordnung (d. h. aus m Block-
zeilen und m Blockspalten bestehend) und T eine Hypermatrix n-ter Ordnung
(d. h. aus n Blockzeilen und n Blockspalten bestehend) ist, und zwar

K-+ (1+iwah?)E = O i et aren i B e s
., RID MRS L o 1 N R S
0 - 5
.............................. —E K+ (2+iwa2h?)E =i
e 0 —E K+ (24 iwaih®+a)E_|
K+ (2-+iwa2h?)E -, T S . T S
s KLl B i itovs s smmswssi meics
................................ —E K+ (2+iwaih?)E —E
................................ 0 = K+ (1+iwa2h?)E

(1
(2

(m

(1
(2
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Weiterhin haben wir:
N Ej(1
(28) R = —28 o S=~2(1_ﬁ)[5 I]S i

wobei durch E die Einheitsmatrix »-ter Ordnung bezeichnet wird.
Der Vektor u wird bestimmt, indem die Gleichung (23) — angenommen,
dass Q nicht singulédr ist — mit Q! von links multipliziert wird:

(29) b= 011,

Unsere Aufgabe besteht also in der Bestimmung der Kehrmatrix Q1.
Es soll noch bemerkt werden, dass es geniigt das kr-te (k =1,2,.., m + n)
Element von jeder Zeile der Matrix Q! zu bestimmen, da doch nur die kr-ten
Komponenten des Vektors f von Null verschieden sind. Fiir die Inverse der
derart zerlegten Matrix ist folgende Formel bekannt (S. z. B. [2]):
(30)
lP RJI |P*1 + P 1R(T — SP1LR)1SP! -P-1 R(T — SP1R)!

ST (T — SP1R) 1 SP! (T — SP1R) !

Die Blocke der hier vorkommenden Kehrmatrizen konnen mit Hilfe fol-
gender Uberlegungen konstruiert werden: Da die Blocke der obenerwihnten
Matrizen P, R, S, T alle einfache Polynome der Matrix K sind, sind sie ver-
tauschbar und deshalb konnen sie als skalare Grossen betrachtet werden.
Nachdem wir die vorgeschriebenen Operationen (die Bildung der inversen
Matrizen und die Multiplikationen) durchgefiihrt haben, kénnen wir wieder in
Betracht ziehen, dass die Blocke K Matrizen sind.

Wie wir noch sehen werden, wird dies dadurch ermoglicht, dass wir die
Spektralzerlegung der Matrix in expliziter Form ausfiihren kénnen.

Um die Kehrmatrix P! zu bestimmen, benutzen wir die bekannten,
sich auf die Bildung der Inversen der Kontinuantenmatrizen von einfachster
Struktur beziehenden Zusammenhinge (S. z. B. [3]).

Die Determinante der Matrix

x —1 0 (R IR e (i
—1 x —1 O S ormies st 2
D(z) = ;
................... 1 —1
0 -1 x - |(n

ist ein Tschebyscheffsches Polynom zweiter Art:

(31) Dn (2 CcOS @) — e (n + 1_),_0 : Odel' Dn (2 Ch @) s w '
sin O . ok B




EINE ANWENDUNG DER THEORIE DER HYPERMATRIZEN 473

Es ist leicht einzusehen, dass infolge dieser Formeln die Elemente der Kehr-
matrix D;(z) in der Form
shi0 - sh (n +1— §) O
sh @ -sh (n}1)60
sh jO - sh (n +1— 7)O =
sh©-sh(n+10 "o P27

, wenn ¢ < j
(32) D;l(x);; =

aufgeschrieben werden konnen.
Fiihren wir nun die, durch die Transformation

(33) K + (2 + iwa2 k) = 2 ch @

definierte Grosse © ein. Durch Verwendung der Zusammenhéinge (31) und (32),
ergeben sich nach einfacher Rechnung die Elemente der gesuchten Matrix P~1:

e ch[ ll] @] fehi [(m =1 — JVO] + ash [ — J) O}
2 > 1 1 —,wennl <J
sh@{ch (m+—)(~)J~i—achHm— ——] @”
] 2 2
o=ty [(J_ l] (-)]{sh[(m + 1 — I)@] + a [sh(m — 1)O]}
: - 3 1 ——— ,wennl>J.
sh F)gchl m + ~)(~)J —i—ach“m - ~JO]}
; 2] 2

Bestimmen wir nun die Elemente der Kehrmatrix (T — SP~1R) L Es
seien:

(35) K+ (2 + iwaZ h?) = 2 ch @
und
g 1
(ﬂhl(m—-gl@]
(36) a+ 461~ f) - =y
ch (m +5)9 —{—achHm -E)O]

Mit Hilfe dieser Bezeichnungen ergibt sich fiir die Matrix T — SP~ 1 R:

(37) [2chd —yp —E RS TCE T ¥
_E Bl il o o i b e
T — SP-1R = 0 =
e —E 2ch® -
: e A T 0 —FK 2ch®d —E i
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Wiederum, unter Benutzung der Zusammenhinge (31) und (32) erhalten wir:

188) ch[ n~J—{——1—]Q§] (sh[I®]— psh[(I 1)}
- 2 1 i ,wennl <.J
sh¢{ch n -+ 5]@ ‘ ——y)ch[(n _EJ(Z)”
[T— SP-1R];} — '
ch“n—[-l—i)Q)]{sh[J@]—zpsh [(J —1)®]}
2
1 1 ,wennI>J.
shqs{eh[[n i qs] —y)ch[(n ——](b”
\ 2 &l

Nunmehr kénnen wir leicht die Blocke r-ter Ordnung der Kehrmatrix Q
bestimmen.
Fiithren wir die Bezeichnung

PR|! [UV
ST] W Z

ein und es sei

(39) X(@’qj):{ChU“élqj ﬁach["';)QJ}{Cll[7n+%]@]+
soalfo o amm o]l 3e

(40) Hy(®) = ch (n—}—%l@]- ach[(n—;]¢},

(41) H2<@):ch[[m+§ @]+ ach“m—é]e].

Dann konnen durch Substitution von y [S. Formel (36)] die Matrizen
U, V, W, Z folgendermassen geschrieben werden:

(42) sh[(m—J+1)0] | shm —J)O]] T
{Hm = Wl ] 480 —p)
| ch”] «i)e]
- ch [[n - l] @] ol J)O]} - el <
v, 9 sh O X(0, D)
e, sh[m —I+1)0]  sh[(m — I)0]
{H@)[ =L e
oh [{J l]@]
-ch[[n~l]¢]8h [(m‘l)@]} b BL ) T
2 sh O X(0, @)
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28 _ 1 1 1 @]
(43) Yoo X(@’(p)ch[l 2) @]c [n F 2] ,
_21-p) gl i
(44) W, X(6, D) ch[[n I+ 2] @] ch[ J 2) ],
(45) _[shLI®]  sh[( — VBT . s
{HZ(O)[SM5 a B ] 4 801 mch”nz : @]
[n~J—}—l @'
Sh[(I — 1)®] i
sh @ X(6, ?)

iﬂz(@)[sh[J(D]_ash[(J - 1)¢]]*4ﬁ(1*ﬁ)ch[ml] @] :

sh @ sh @
ﬁ—1+2]]
= fire T =T

sh[(J — 1) @]]
sh @ X(0, )

Die hier vorkommenden Matrizen Q und @ hiéngen von der Matrix K
genau in derselben Weise ab, wie die durch die Formeln (33) und (35) definier-
ten Skalaren @ und @ von der skalaren Grosse K.

Die Komponente u;; des Vektors u erhalten wir durch Summation der
Jr-ten Elemente nach J (J = 1,2,...,m -+ n) in der Zeile mit dem Index
(I7) der Matrix Q! und Multiplikation der so erhaltenen Summe mit A4:

(46) u, =4 Z‘l Q Yrssir -

Nun bestimmen wir die Elemente (Q 1),,.;. Die Blocke (Q1);; sind
Funktionen f;; der Matrix K:

(47) QY = fr)(K) = % Fro(2e) vie v

Die Vektoren v, sind die zu den Eigenwerten 4, gehorigen Eigenvektoren
der Matrix K:

Wir miissen also die Spektralzerlegung der Matrix K durchfiihren. Durch
die Substitution:

2 — )= 2cos P
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ergibt sich fiir das charakteristische Polynom:

2 cos ¥ — 1 —1 QRO s el e o e (1
—1 2 cos ¥ g i o oo (2
|K—1E| = i = .
0 2w e s et s —1 2cos? —1
Ol Vel cneaisit e ot s 0 —1 2cosd|(r
ad cos r—{—l 9
_sin(r—{—l)z?—smrﬁ 2
sin ¢ cos — 9

mithin erhalten wir fiir #, aus der charakteristischen Gleichung

(49) cos r—l—%Jﬁ————O
den Wert
=2k—ln (KI=1y2, 0 050,
2r 4+ 1
und hieraus die Eigenwerte
(50) zk=2--2cosﬂk:4sin2[2k'“l-1 k=1,2,...7r)
2r+1 2

Die Eigenvektoren der Matrix K erhalten wir durch die dyadische Zerlegung
der Projektoren

1
L (K — dj [K — A, E],
(51) i (K) D,(lk)a il r E]

wo die Ly(z) die Lagrange’schen Interpolationspolynome mit den Werten Eins
in den Knotenpunkten 2, sind. (S. z. B. [3].)
Wenn wir in Betracht ziehen, dass

s 1
cos[[r+— 19] r+ —
‘i %_2]; =(—1)k 2

ldz R seml2E—1 1 T2k—1=
2 S 2r +1 2r +1 2

i_%pdmﬂpam]

cos [% ?91(] sin ¥

cos[
{adj (K — 4 E)};j = (—1)?

’
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so erhalten wir durch Substitution in (51):

6 (a0 =t on [ 4R oo [l 2] 2],

Hieraus bekommen wir die normierten Komponenten der Eigenvektoren in
der Form

(53) @vi,;zjz__*cos i‘l2k_ln, (=05 20T
Ver +1 2/2r +1

Entwickeln wir nun die rechte Seite der Gleichung (47). Da wir die Eigenwerte
und die Eigenvektoren der Matrix K kennen, so kénnen wir die Elemente mit
den Indizes (i) der Matrizen (Q~'),; unmittelbar aufschreiben. Wenn nimlich
(Q 1), eine Funktion / 1 der Matrix K ist, so ergibt sich:

r

Lo P ﬁ__kfl B 2k-—l£.
sy (@m0 f,mk)eos[(zz 1>2r+12]

. [2k—1
- sin — .

2r +1
Nehmen wir zuerst an, dass I < m. In diesem Falle miissen, um die
Formel fiir u;; abzuleiten, die Elemente mit den Indices Jr der i-ten Zeilen in
den I-ten Blockzeilen der Matrizen U und V nach J summiert werden (J = 1,

2,...,m—+ n).

Diese Summierung soll zuerst fiir die Matrix U durchgefiihrt werden. Sie
geschieht in zwei Schritten. Es sei zunichst 7 > .JJ. Wenn wir in Betracht

ziehen, dass

I 1 sh (10)
55 Sehil ——|O= ————
@ Fafl=sle

i 2shg ’
2
so erhalten wir
I 3 o o onisngi,
SU,= *LO)@ [Hl(q)) rh[(m ESU6] Sl @I)@]] B
= X(O,®P)2sh — sh @ sh
(56) 1) . }sh[(m — 1)0O)]
- 4 (1 — h — D L
i eia [(n 2) ] sh @
Im Falle I <~ J erhalten wir
O | @)
m sh[(m — I)—~ sh| (m — I + 1)—2—]
(57) 2 sh[(m — J + 1)0] = —* o
J=T+1 2
- sh[(nz~] sh’(m[—l g]
und JZ, sh{(m —J)O] = — @
h )



478 KOSIK

Mit Hilfe letzterer Gleichung bekommen wir:

ki ch“l’—i 9][ sh[(m—])g]sh[(m—l—{—l)—@}
M= e L 21+
JETh X(0,®)sh-~ l .
sh [(m - 1)-;}sh [(m = 1)2)] s
(58) +a — — 4 B(1 — B)ch [ln _EJ(D} -
' @) @)
| s}l[(m L 1);] sh[(m = 1)5-]

sh O

Fiir die Summe der in der /-ten Blockzeile stehenden Blocke der Matrix
V erhalten wir durch Anwendung der Formel (55) folgenden Ausdruck:

(59) é‘V,J:LchHI l] O]Sh (”(5)).
= X, |7 2 AP
2

Im Falle I > m, miissen die Elemente mit den Indices Jr der I-ten Blockzeilen
der Matrizen W und Z nach J (J =1,2,...,m + n) summiert werden.
Ahnlicherweise wie vorhin, erhalten wir folgende Beziehungen:

. 1—75) § 1 sh (m0O)
W hiln —I+-|® I
(60) j%l 1J X(0,9) ch Hn + 2] = 9
2
1 sh [(n — I)®] sh (I®)  sh[{ — 1)D]
Y Z,, = ————=1H,(O — .
J2;1 u X( 6,(1)) 28119 2( ) [ sh @ . sh @
(61) 2
1 sh [(Z — 1)
— 4 (1 — B) ch {m —;] @] S[—(sh—@)]}’
i ch[(n -1 -{—%, <I>] [Sh [1(125] sh [(I + 1)%'
Lyye= “ [ H,(0)
le 1 x@ oh2 U AL#
(62)

(bsh Dy

sh[(1~1)»é IEJ} :
. T e -4ﬂ(l—ﬂ)ch[m—§)9]'
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DenjenigenBlock, aus dessenmit dem Index ir bezeichnetenElemen-
ten — auf Grund der Beziehung (46) — sich die gesuchten u;, Elemente
ergeben,erhaltenwir im Falle 7 » 04 durch Summationder Beziehungen(56),
(58) und (59) und im Falle I > m durchSummationder Beziehungen(60), (61)
und (62). Diese Bl cke sind rationale Funktionender Matrix K, ihr beliebiges
Element kann also durch die bekannte Spektralzerlegungder Matrix E in
expliziter Form angegebenwerden. Durch Anwendung der Formel (54) und
durch Einfihrungder Bezeichnungend bzw. cpcfur die Eigenwerteder durch

die Summen (33) und (35) definierten Matrizen 0 bzw. O, welche aus den
Beziehungen

, 24 —1 &

2 ch 4 sin + 2+ icoal H
2r + 12
und
L, 24—1
2chcpc= 4 sin? + 2+ imd W (4=1,2,... 0
2r 4 1 2

berechnetwerdenk nnen, erhaltenwir endlich folgendes Resultat:

4

<A V', Aé’mt
(63) uél i, 1) s e 1
L. N — 1t "2 4 1
. AT * FO&u, 0&) cos (2i - 1)-24 L sin é
ft= i 2r+ 12 2r + 1
wo
N 1 1 / N
Rs(0,0) = ) Re(®) sh (/0){sh [& - | + 1)0] +
X0 ) 2sh—sh 0 |
2
+ ash[(m —7)0]} + 2chM —— 0 sh m—I1)— sh m —7+ 1) — +
2 2 2
ashm 7 1°% shm- 7 j- 480 - 8 chn o
(64)
sh (70)sh[©f - 7)0] + 2ch |7 - 0 sh @1 - 7 — 1) >
h i®
eshim - 7)— 1 + Rch sh(o) 3
2 Shl\

2
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und
1\(8,0) = Hf 0) jsh[(» - 7)0] {sh 106)
) 2aid*aio|
. 1 4 0 )
ash[(7- 1)O]} + 2ch n- , . O sh sh (/41
2
o} C [ 1
(65) —ash (7- 1)= sh o 4%1 - B)ch im _ o
2.
sh[(/ - 1)O]sh[(» - /O] + 2ch |6] shd(7- 1)®
sh(n a

shl7— + @-B) ch n- 7 sh

Diejenige L sung, welche an der ausserenWandflacheder Randbedingung
€ — A cos(at bzw. € — A sin cotgeniigt, wird durch den reellen bzw. durch
den imaginarenTeil der Formel (63) gegeben.

(Eingegangen:19. Mai, 1964.)
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