
EIN MATRIZENTHEORETISCHES PROBLEM, 
UND SEIN ZUSAMMENHANG MIT DER THEORIE 

D E R ORTHOGONALREIHEN 

F. BALATONI 

Einleitung 

Es sei Оn die Menge derjenigen reellen, symmetr i schen Matrizen А = 
= [ny) w-ter Ordnung, die so beschaffen sind, dass f ü r jedes beliebiges Wer t -
system d e r reellen Veränderl ichen £х, | 2 , • • •> in die quadrat ischen F o r m e n 

n 
2 ajk I,- den Ungleichungen 

i,k= i 

( 1 ) 2 ajk i j + Л 
j.k-1 

£2 

Gl + k f 

(Ii + £ , + . . . + £») 

genügen. 
In d iesem Artikel wird die Grössenordnung des maximalen H a u p t d i a g o -

nalelements de r Matrizen А £ Q n un te r such t . Wir beweisen den folgenden 
Satz. Es existiert eine universelle Konstante Kx > 0 derart, dass für ein 

beliebiges Element A von ün die Beziehung 

(2) m a x akk ^ Kx (log ra)2 (ra = 2, 3, . . . ) . 
1,2,.. . ,n 

gilt, und es existiert in Qn eine Matrix A und eine universelle Konstante K2 > 0 
derart, dass 

(3) m a x äk k ^ X2(log ra)2 (ra = 2, 3, . . .) . 
k=l,2,...,n 

Als eine e infache Folge des Satzes erg ib t sich die folgende Version des R a d e -

m a c h e r — MENSCHOw'schen Lemmas ( [ 1 ] , S. 75): 
Sind av av . . ., aN beliebige reelle Zahlen und yx(x), y2(x), . . ., rpN(x) ein 

beliebiges orthonormiertes Funktionensystem im Räume L\;(x), so ist das Quadrat 
der Funktion ôN(x) 

V 

(4) ôN(x) = max | 2J yk(x) | ^ 0 
k= 1 

integrierbar, und es gilt: 

$ ô*N(x)dy(x)^K2(log N f Z a l . 
k=l 
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(K 2 ist die in unserem Satz vorkommende universelle pos i t ive Kons tan te . ) 
Wi r beweisen d e n Satz auf mat r izen theore t i schem Wege, u n d geben dadurch 
im wesentlichen einen mat r izentheore t i schen Beweis des R A D E M A C H E R — 
MENSCHOw'schen Lemmas. 

Eine Fo lge dieses L e m m a s ist der Fundamen ta l sa t z über die Konvergenz 
de r Orthogonalreihen, den zu ers t R A D E M A C H E R und M E N S C H O W bewiesen 
haben ([1], S. 76): 

Die Orthogonalreihe 

ist unter der Bedingung 

fast überall konvergent. 

Z cn <Pn(x) 
n= 0 

Z C 2 l 0 g 2 « < + oo 
n= 1 

§ 1. Vorbereitung des Beweises 

1. Wir benutzen die folgenden Bezeichnungen: а 

i a n 

bezeichnet 

einen Spal tenvektor , dessen Transponier te r der Re ihenvektor a* = 
= [av a2, . . ., an] ist. 

Demnach ist der Wer t des Matr izenproduktes b* a eine skalare Grösse, 
u n d ba* eine Mat r ix (Dyade) v o m Rang 1. 

Es sei ff* = [ |x , s2> • • -, í n ] '-'in beliebiger Reihen vektor ; e , sei ein Vek to r 
dessen »-tes E l e m e n t gleich 1, alle anderen E lemen te gleich 0 sind. Ferner sei 
T = [7,-ft], wobei tik = 1 fü r i + k + n + 1 u n d tik = 0 f ü r i -f- k > n + 1. 

Ten + 1_, = b, . 

Die ersten » E l emen te des Vek to r s b, sind gleich 1, die ande ren gleich 0. Die 
Mat r ix T ist symmetr isch, d . h. T* = T. Schliesslich sei m(A) = max ( a u , 
a22, . . ., ann). 

Die Bed ingung (1) lässt sich auch in folgender Form schreiben: 

g * a g ^ £ * b , - b f g (» = 1 , 2 , . . . , « ) , 

oder 

(1.1) §* A g ^ g* Те,- ef T g (г = 1 , 2 n) , 

also besteht A £ Q n dann u n d n u r dann, wenn die Bedingung (1.1) erfüllt is t . 
2. Wir benutzen die Spektra lzer legung 

n 
t = 2 А щ 

k = 1 
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der Matrizen 
1 1 
1 1 

1 
0 

Man bestätigt leicht die Beziehungen: 

t " i = 

1 1 
1 0 

о 0 
о 0 

0 1 
1 - 1 

0 1 
1 — 1 

0 
0 

und 

( 1 . 2 ) 

0 1 — 1 
1 2 - 1 
0 — 1 2 

0 
0 

0 
0 

2 — 1 
- 1 2 

(Siehe: [2].) 
Diese Matrix m„ ist eine Kont inuan te mit einer einfachen St ruktur , deren 

Spektralzerlegung mi t bekannten Methoden best immbar ist (Siehe [3] u n d 
[4]). Wir kommen zum Resul ta t , dass die Eigenwerte und die normierten 
Eigenvektoren der Matrix M„ die Grössen 

(1.3) 

und 

xk — 4 sin : 2k — 1 л 

2n + 1 2 

(1.4) щ 
у 2 n + 1 

c o s 
2 к — 1 л 

c o s 3 

2n + 1 2 

2 к — 1 л 
2 n + 1 2 

c o s ( 2 n — 1 ) 
2 k — 1 л 
2 f t + l 2 

( k = 1 , 2 , . . . , n ) 

sind. 
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Alle Eigenwer te xk sind verschieden, d a h e r sind die Eigenvektoren der Matri-
zen T u n d M„ paarweise gleich. Man k a n n die absoluten Beträge der Eigenwerte 
der Matrix T unmit te lbar angeben: 

(1.5) 1 4 1 = 4 = - 1 
„ . 2 к 1 л ' 
2 sin  

2n + 1 2 

Bemerkung. Obwohl die Vorzeichen der Eigenwerte aus dem Zusammen-
hang: 

(1.6) Tuk = 4 u„ 

bes t immbar sind, lassen wir sie ausser A c h t , da wir sie n ich t brauchen werden. 
Es ergibt sich: 

(1.7) 4 = / ä l - ' l л (4=1,2,.. ., n) . 
2 sin — 

2n + 1 2 

3. W i r benutzen d a s folgende 

Lemma. Falls A positiv définit ist, so bestehen für beliebige Vektoren x und 
y die Beziehungen: 

(1.8) x* Axy* A " x y ^ (x*y)2 , 

und 

(1.9) x* A x + y* A ~ 1 y ^ 2x*y 

([5], S. 69 u n d 86.). 
4. Auf Grund v o n (1.1) gilt g* ^ 0, jedoch is t der Zusammenhang 

f AÇ = 0 infolge von (1) n u r im Falle f = 0 erfüllt; fal ls also A £ Q n , so besteht 
für jedes g (g К 0) die Ungleichung g* A g > 0. Desha lb ist jedes Element 
A von ü n positiv défini t (was durch die Bezeichung A > 0 ausgedrückt werden 
soll). 

5. E s sei Q > 0 e ine beliebige Mat r ix . 
Setzen wir in (1.8) 

x = g u n d y = Te, 

ein, so e rha l ten wir: 

g* Te, ef T g ^ g*QÇef T Q - 1 T e / ^ m ( T Q - 1 T ) g * Q g . 

Es gilt also fü r jede K o n s t a n t e с ^ 1 die Ungleichung 

cm(TQ- 1 T) g* Q g ^ g* Te, ef Tg (i = 1, 2, . . .,n) . 

Daraus e rg ib t sich, dass die Matrix 
(1.10) A = CTO(TQ-!T)Q (C > 1) 
ein Element von Qn ist. 

6. W i r zeigen noch , dass jedes Element A von Qn in der Form (1.10) 
geschrieben werden kann. 
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Wenn wir in (1.1) 
g = A " 1 Te, 

einsetzen, so erhalten wir: 

ef T A - 1 Te, ^ ( e f T A ^ T e , ) 2 = (g* A g)2 > 0 , 

da A > 0 und g ^ 0 ist . Daraus folgt 

0 < ef T A - 1 Te, g 1 , 

das heisst, es gilt die Beziehung: 

0 < m ( t a _ 1 t ) ^ 1 • 
Es sei nun 

c =  
m(TA- x T) _ 

also kann A in der Fo rm 

(1.11) A = cm(TA~1T)A 

geschrieben werden, was wir auch zeigen wollten. 

§ 2. Beweis des Satzes 

1 . Unsere Aufgabe besteht i n der Untersuchung des Ausdrucks 

m(TQ - 1 T) m(Q). Für das Weitere k a n n man annehmen, dass с = 1 u n d 

(2.1) m(TQ _ 1 T) = ra(Q) 

ist, da sich der Wert von m(A) = m(Q) m(TQ - 1 T) nicht ändert, wenn man 
A Q ans t a t t Q nimmt, wobei А > 0 ist . Insbesondere kann A derar t gewählt 
werden, dass (2.1) erfül l t sei. 

Es sei Q eine beliebige positiv def ini te Matrix un t e r der Annahme (2.1), 

m t q - i t m q ) = m m = + * 
2 

è — ( s p Q + s p T Q 4 ) = — sp(Q + TQ-1T) 
2 и 2 n 

und es sei 

(2.2) В = Q + T Q _ 1 T 

mit den Eigenwerten und Eigenvektoren f„, xv (v = 1 , 2 , . . . , n). W e n d e n wir 
nun (1.9) fü r 

A = Q x = u,, , у = I Ak I ufe 
an. 
Es seien lk — \ ).k |, u,; u n d ?.k die in (1.4) und (1.7) vorkommenden Eigenvek-
toren und Eigenwerte. Dann gelten die Ungleichungen 

< Q Uk + xi uf Q 1 u,,. è 2 4 u* ид- = 2 l k , 

u* Quk + uf TQ 1 Tu,, è 2 4 

1С A Matematikai Kutató Intézet Közleményei I X . 3. 



4 8 6 BALATONI 

also laut der Bezeichnung (2.2): 

n n 
I I * (2.3) 2 и* B . a 2 V h • 

k=1 k=l 

Mi t Hilfe einiger bekann te r Eigenschaf ten der Eigenvektoren zeigen wir, dass 

(2.4) 2 «* B uk = sp в 
k= 1 

i s t . 
E s gilt nämlich: 

n n n n n 

2 u * в u k = 2 u * 2 x „ x * u k = 2 u k u * x r = 
k = \ k = 1 V=1 r=l k = l 

= 2 e x „ = 2 2 e p b . 
*»= I 1 1 

D a m i t ist (2.4) nachgewiesen. 
W i r zeigen nun, das s 

(2.5) 2 h è f X i те log те 
к = 1 

i s t . 1 

A u f Grund von (1.5) gilt 
n n " 1 " 1 

2 l k = 2 I I = 2 n . 2 4 — 1 я ^ ^ 2 4 - 1 те = 

k=i fc=i " = 1 2 s i n 2 — 
2 те + 1 2 2 те + 1 2 

= £ - J — * V M n log те 
я i 2 4 — 1 

womi t (2.5) bewiesen ist. 

Aus den obigen folgt: m(Q) ^ — sp В . 
2 те 

Mit Benutzung v o n (2.3), (2.4) u n d (2.5) e rha l t en wir: 

m(Q) ^ — sp в = — У uj Bu,( ^ — У lk ^ УЖХ log те , 
2 те 2 n k = \ 2 n k „ \ 

a lso 

™(Q) ^ w l log n . 
Wegen (2.1) gilt: 

( 2 . 6 ) w i ( Q ) to(TQ-x T ) ^ k ß l o g те)2. 

I n (2.6) kann die Bedingung (2.1) weggelassen werden. Also exist iert fü r j ede 
beliebige Matr ix Q > 0 eine K o n s t a n t e Kx > 0, mit welcher (2.) erfüllt i s t . 

1 Die E i g e n w e r t e und die Eigenwektoren der Matrix T, ferner die Beziehung 
(2.5) siehe auch in [6] . 
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Es sei 
а 

Nach (1.11) folgt: 

m(A) = cm(Y\rx T) m(A) ^ то(ТА~ 1 Т)то(А) ^ Jf^log я)2 . 

Damit ist der erste Teil des Satzes bewiesen. 
2. Zum Beweis von (3) wählen wir die Matrix Q in einer speziellen Art . 
Es sei 

(2.7) Q = 2 h »»új?, 
k = 1 

Q > 0. Q und T sind vertauschbar, da ihre Eigenvektoren übereinstimmen. 
Ferner ist 

Q- = T 2 , d a l k = \ X h \ . 
Aus den obigen folgt: 

Q - Q - 1 T 2 = T Q - 1 T . 

Für die Matrix Q ist die Bedingung (2.1) erfüll t . Wegen (1.10) ist À = 
= то ( T Q - 1 ! ) Q = to(Q) Q ein Element von Q n . Wir zeigen: 

(2.8) to(Ä) = to2(Q) ^ X2(log я)2. 

Mit Benutzung von (1.4) und (1.5): 

2 (2 t - 1)(2 4 - 1) л 
„ cos2-1 1 — 

e*Oe - V / . c * u , u * c - 4 V 2 n + l 2 < 
k=i 0 ' 1 fc=i 2 sm - — 

2 я + 1 2 

V - V I -

2 я + 1 2 я 2 я + 1 2 

2 71 
da sin x — x f ü r 0 < x < — . Des weiteren : 

л 2 

e f Q e , ^ 2 У ^ Щг l o g « (z = 1 , 2 n) , 
fc=i 2 4 — 1 

daher 
m ( Q ) ^ щ log n . 

Also ist (2.8) verifiziert, und dami t auch der zweite Teil des Satzes bewiesen. 

§ 3. Bemerkungen. Probleme 

1. Wir beweisen das R A D E M A C H E R — M E N S C H O W ' s e h e Lemma. Es seien 
av a2, . . ., aN beliebige reelle Zahlen, und y>x(x), y>2(x), . . ., ipN(x) ein ortonor-
miertes System im Räume D2

( x ) . 

16* 
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Es seien weiterhin £k = ak грк(х) und n = N , ferner 

max x | a 

fc=i 
= max у ak гpk(x) 

k=\ 
= m * ) 

b%(x) ist integrierbar, da sie die obere Hülle endlich vieler integrier-
barer Funktionen ist. Setzen wir die obigen Werte von £k in (1) ein. Dann 
erhalten wir 

N 
2 ' äJk aj ak y)j(x) xpk(x) ^ Ö2

n(x) . 

Nun sollen beide Seiten über dem Basisintervall integriert werden. Auf Grund 
von (3): 

J 
ь 

&№) d p ( x ) + 2 ä k k a ? ^
 m M 2 ^ ^ 2 ( b g n ) 2 2 < -

k = \ fc = l 

w. z. b. w. 
2. Wir nennen eine Matrix Q £ Q n optimal, wenn für irgendein Element 

A der Menge Qn 

m(TQ XT) m(Q) + m(TA"1T) m(A) 
ausfällt. 

Wir haben die einzig mögliche optimale Matrix f ü r nur n = 2, 3 gefunden. 
In diesen Fällen genügt die optimale Matrix Q den folgenden Bedingungen: 

a) TQ XT = Q 
und 

b) ef Qe, = a (a unabhängig von i). 
Im Falle n = 2, 3 lässt sich Q aus den obigen beiden Bedingungen eindeutig 
bestimmen und die so erhaltene Matrix ist optimal. Es wird vermutet , dass 
die Bedingungen a) u n d b) im Falle Q > 0 für beliebige n eindeutig die optimale 
Matrix bestimmen. 

(Eingegangen: 21. Mai, 1964.) 
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ПРОБЛЕМА ИЗ ТЕОРИИ МАТРИЦ И ЕЕ СВЯЗЬ С 
ТЕОРИЕЙ ОРТОГОНАЛЬНЫХ РЯДОВ 

F. B A L A T O N I 

Резюме 
Пусть Q n множество вещественных симметричных матриц А = [ а д ] 

ft-го порядка, которые удовлетворяют условия 

2 a j k ç j ç k + 
j,k=i 

я 

( f i + f 2 ) 2 

( f , + | 2 + . . . + u 2 , 

где | 1 ( f 2 , . . ., f n любые вещественные числа. 
Доказываем следующую теорему: 
Существует универсальная константа Кх > 0, такая, что в каждом 

случае: 
max akk ^ K f log nf (n = 2, 3, . . .), 

если A £ Qn, и существует b Qn матрица A u универсальная константа K2  

такие, что 
m a x akk g K2(log w)2 (n = 2, 3, . . .) . 

fc=l,2,...,n 

Простое следствие теоремы следующий вариант леммы Радемахера— 
Меньшова: 

Если av а2, . . ., aN любие вещественные числа и у f x ) , у2(х), . . ., yN(x) 
любая ортонормированная система, то функция 

m a x 2 au ы х )  
fc=1 

= àN(x) 2l О 

Е2
м-интегрируемая, и 

I Щх) dp(x) g К2(log X ) 2 > ' al 
k= 1 
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