EIN MATRIZENTHEORETISCHES PROBLEM,
UND SEIN ZUSAMMENHANG MIT DER THEORIE
DER ORTHOGONALREIHEN

von

F. BALATONI

Einleitung

Es sei 2, die Menge derjenigen reellen, symmetrischen Matrizen A =

= [a;] n-ter Ordnung, die so beschaffen sind, dass fiir jedes beliebiges Wert-

system der reellen Verdnderlichen &, &, ..., &, die quadratischen Formen
n

'kz; @ §j §x den Ungleichungen
Jt=

(1) Dap ;=
At Tl

eniigen.
k gIn diesemn Artikel wird die Grossenordnung des maximalen Hauptdiago-
nalelements der Matrizen A € @, untersucht. Wir beweisen den folgenden
Satz. Hs existiert eine universelle Konstante K, > 0 derart, dass fiir ein
beliebiges Hlement A von L, die Beziehung

(2) max a;, = K, (log n)? (=243 o)l
k=1,.2,...,n

gilt, und es existiert in Q, eine Matriz A und eine universelle Konstante K, > 0
derart, dass
(3) max ay < K,(log n)* (=235
k=12,...,n

Als eine einfache Folge des Satzes ergibt sich die folgende Version des RADE-
MACHER —MENSCHOW schen Lemmas ([1], S. 75):

Sind ay, a,, . . ., ay beliebige reelle Zahlen und vy, (x), py(x), . . ., py(x) ein
beliebiges orthonormiertes Funktionensystem im Raume L7y, so ist das Quadrat
der Funktion 0y/(x)

(4) On(%) = max | X' ax pi(x) | 2 0
vSN k=1
integrierbar, und es qilt :

b N
{ 8(x) du(z) < Ky(log N2 3 af .
a k=1
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(K, ist die in unserem Satz vorkommende universelle positive Konstante.)
Wir beweisen den Satz auf matrizentheoretischem Wege, und geben dadurch
im wesentlichen einen matrizentheoretischen Beweis des RADEMACHER—
MEeNscHOW schen Lemmas.

Eine Folge dieses Lemmas ist der Fundamentalsatz iiber die Konvergenz
der Orthogonalreihen, den zu erst RADEMACHER und MENSCHOW bewiesen
haben ([1], S. 76):

Die Orthogonalreihe

5' Cn Pn(2)
n=0

ust unter der Bedingung

Zm' c2log?n < + oo
n=1

fast iberall konwvergent.

§ 1. Vorbereitung des Beweises

a,
Qy
1. Wir benutzen die folgenden Bezeichnungen: a =| - [ bezeichnet
\ay,
einen Spaltenvektor, dessen Transponierter der Reihenvektor a* =

— [ @y 05 5. @y ] ST

Demnach ist der Wert des Matrizenproduktes b* a eine skalare Grosse,
und ba* eine Matrix (Dyade) vom Rang 1.

Essei &* = [§, &, . . ., &,] ein beliebiger Reihenvektor; e; sei ein Vektor
dessen i-tes Element gleich 1, alle anderen Elemente gleich 0 sind. Ferner sei
T = [ty], wobei ¢y =1fire +k<n+ 1lund ity =0firs +%k>n -+ 1.

Ten+1—i =bh;.

Die ersten ¢ Elemente des Vektors b; sind gleich 1, die anderen, gleich 0. Die
Matrix T ist symmetrisch, d. h. T* = T. Schliesslich sei m(A) = max (a,;,
(0 e g

Die Bedingung (1) lisst sich auch in folgender Form schreiben:

EYAEZE'h I (t=1,2...9),
oder

i X AL > £*Te;e* TE I Y e

also besteht A € Q, dann und nur dann, wenn die Bedingung (1.1) erfiillt ist.
2. Wir benutzen die Spektralzerlegung

n
T=) Au,u}
k=1
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der Matrizen

15 =
f L |
sl
L. 10

Man bestitigt leicht die Beziehungen:

T-1=

und

(Siehe: [2].)

M. 2T

0 0
0 0
0 1
| 1=}
T S
]
s ISV R
0 0 0
0 0 0

B0
0 0
0 0
e
s 2
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Diese Matrix M, ist eine Kontinuante mit einer einfachen Struktur, deren
Spektralzerlegung mit bekannten Methoden bestimmbar ist (Siehe [3] und
[4]). Wir kommen zum Resultat, dass die Eigenwerte und die normierten
FHigenvektoren der Matrix M, die Grossen

.2k —1
(1.3) . = 4 8in? -
2n +1 2
und
= 2k—1 = ]
cos —
2n+1 2
cos32]c_1 i
(14) u, = *:%: 27l+1 2 (]CZ 1, 2,.
Ven +1 :
E—1
cos(2n—1)2 -
[ 2n +1 2

sind.
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Alle Eigenwerte x; sind verschieden, daher sind die Eigenvektoren der Matri-
zen T und M,, paarweise gleich. Man kann die absoluten Betrige der Eigenwerte
der Matriz T unmittelbar angeben:

1
(1.5) | Al =y = ST B i
2 sin
2n +

Bemerkung. Obwohl die Vorzeichen der Eigenwerte aus dem Zusammen-
hang:

(16) Tllk ‘:. }.k uy

1 =’
1 2

bestimmbar sind, lassen wir sie ausser Acht, da wir sie nicht brauchen werden.
Es ergibt sich:

(1.7) PAPETIEE. v k=1,2,...,0).

3. Wir benutzen das folgende

Lemma. Falls A positiv definit ist, so bestehen fiur beliebige Vektoren x und
y die Beziehungen :

(1.8) x* Axy* A~y > (x*y)?,
und
(1.9) x*Ax+ y* A1y > 2x*y

([5], S. 69 und 86.).
4. Auf Grund von (1.1) gilt £* AE > 0, jedoch ist der Zusammenhang

EAE=0 infolge von (1) nur im Falle & = 0 erfiillt; falls also A € 2, so besteht
fiir jedes & (§ # 0) die Ungleichung &* A& > 0. Deshalb ist jedes Element
A von 2, positiv definit (was durch die Bezeichung A > 0 ausgedriickt werden
soll).

5. Es sei Q > 0 eine beliebige Matrix.

Setzen wir in (1.8)

x =E und y="Te;
ein, so erhalten wir: :

E*Teief TE < £* Qfef TQ ' Te; < m(TQ ' T)E* Q5.
Es gilt also fiir jede Konstante ¢ > 1 die Ungleichung
cniTQ1T)E* Q& = E* Te el TE () = I RO 8
Daraus ergibt sich, dass die Matrix

(1.10) A =cem(TQ1T)Q (ci=1)
ein Element von Q,, ist.

6. Wir zeigen noch, dass jedes Element A von 2, in der Form (1.10)
geschrieben werden kann.
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Wenn wir in (1.1)
g — . Te;

einsetzen, so erhalten wir:
efTA 1Te; > (e¥TA 1Te,)? = (§* A% >0,
da A > 0 und § # 0 ist. Daraus folgt
0<efTA 1Te; <1,
das heisst, es gilt die Beziehung:

0<m((TAT)<1.
Es sei nun

(}:___li.?__l

m(TA-1T)

also kann A in der Form
(1.11) A = cm(TA1T)A

geschrieben werden, was wir auch zeigen wollten.

§ 2. Beweis des Satzes

1. Unsere Aufgabe besteht in der Untersuchung des Awusdrucks
m(TQ 1 T) m(Q). Fiir das Weitere kann man annehmen, dass ¢ = 1 und

(2.1) m(TQ~1T) = m(Q)

ist, da sich der Wert von m(A) = m(Q) m(TQ1T) nicht dndert, wenn man
2Q anstatt Q nimmt, wobei 1> 0 ist. Insbesondere kann A derart gewihlt
werden, dass (2.1) erfiillt sei.

Es sei Q eine beliebige positiv definite Matrix unter der Annahme (2.1),

m(TQ 1 T)m(Q) = m(Q) = m(Q) + Z(TQ_lT) 5

> L (spQ +5p TQT) =~ sp (Q + TQT)
2n 2n

und es sei
(2.2) B=0-1901T
mit den Eigenwerten und Eigenvektoren &, x, (v =1, 2, . . ., n). Wenden wir

nun (1.9) fiir
A=0,x=u;, y=|4% |0
an.
Es seien I = | 4|, ux und A die in (1.4) und (1.7) vorkommenden Eigenvek-
toren und Eigenwerte. Dann gelten die Ungleichungen
wfQu; + ZufQ lu, = 2L ufu, = 21,

uf Qu; + wfTQ 1 Tu, > 21,

16 A Matematikai Kutaté Intézet Kozleményei IX. 3.
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also laut der Bezeichnung (2.2):
n n
(2.3) SutBu, =23k
=1
Mit Hilfe einiger bekannter Eigenschaften der Eigenvektoren zeigen wir, dass

n
(2.4) SufBu,=spB
ist.
Es gilt ndamlich:

Damit ist (2.4) nachgewiesen.
Wir zeigen nun, dass

(2.5) 35 =K nlogn
ist.?
Auf Grund von ( 1.5) gilt

i 2 1 e 1
vl]‘ | lk l —_— Z e e e
2n +1 2 2n 4+ 1 2
n ————
wtnpl : > /K, nlogn

womit (2.5) bewiesen ist.

Aus den obigen folgt: m(Q) =
Mit Benutzung von (2.3), (2.4) und (2.5) erhalten wir:

1 i
m = —spB =— *Bu Z—— ly,= VK, logn,
(Q)_znp 27”% K2 2/ VK, log
also

m(Q) = VK, log n .
Wegen (2.1) gilt:

(2.6) m(Q) m(TQ1T) = K,(log n)* .

In (2.6) kann die Bedingung (2.1) weggelassen werden. Also existiert fiir jede
beliebige Matrix Q > 0 eine Konstante K, > 0, mit welcher (2.) erfiillt ist.

1 Die Eigenwerte und die Eigenwektoren der Matrix T, ferner die Beziehung
(2.5) siehe auch in [6].
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Es sei
AcQ,.
Nach (1.11) folgt:

m(A) = em(TA-1T) m(A) > m(TA-1T)m(A) > K,(log n)?.

Damit ist der erste Teil des Satzes bewiesen.
2. Zum Beweis von (3) wihlen wir die Matrix Q in einer speziellen Art.
Es sei

(2.7) Q =k:2nl by uff

Q > 0. Q und T sind vertauschbar, da ihre Eigenvektoren iibereinstimmen.
Ferner ist

=T, da h=|X4].
Aus den obigen folgt:

Q: Q*1T2=TQ—1T.

Fiir die Matrix Q ist die Bedingung (2.1) erfiillt. Wegen (1.10) ist A=
=m (TQ'T) Q = m(Q) Q ein Element von 2,. Wir zeigen:
(2.8) m(A) = m%(Q) < K,(log n)*.
Mit Benutzung von (1.4) und (1.5):
og? (27 —1)(2k — 1)
- 4 < 2n 41

e;?‘Qe,-=21k6’}‘“k“:fei: 2 2k —1 = =

K=l 2n + 1 4= 2 sin =
2n +1 2

|

—2n+1k:12sin2k_1~n—_—2n+1h=l232’6“12
2n+1 2 n2n+1 2

A

: 2 7 :
da sinx > —« fiir 0 <2 <—. Des weiteren:
14 2

2k1_1§]/leogn (t=12...,m),

efQe; < 2 2'1”
k=1

daher
m(Q) < JK,log n .

Also ist (2.8) verifiziert, und damit auch der zweite Teil des Satzes bewiesen.

§ 3. Bemerkungen. Probleme

1. Wir beweisen das RADEMACHER —MENSCHOW 'sche Lemma. Es seien
@y, a,, . . ., ay beliebige reelle Zahlen, und y,(x), py(x), . . ., py(x) ein ortonor-
miertes System im Raume L, .

16*
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Es seien weiterhin &, = a; yi(x) und n = N, ferner

|

2 ay ‘lpk ‘ BN(x

k=1

max
<N

ka
o

= max
ySN

ox(x) ist L, integrierbar, da sie die obere Hiille endlich vieler integrier-
barer Funktionen ist. Setzen wir die obigen Werte von &, in (1) ein. Dann
erhalten wir

N
,‘f\iv ajiajar p(x) ye(x) = Of(w) .

Nun sollen beide Seiten iiber dem Basisintervall integriert werden. Auf Grund
von (3):

—
S
zZe
®
=
&
I
(WE
N
=
)
BN
[IA
3
31
(WE
R
=0
[\/z
k‘w

< K,(log N)?

k=1 k=1 k

Il
—

WeZ: b.w:

2. Wir nennen eine Matrix Q € 2, optimal, wenn fiir irgendein Element
A der Menge 2,

m(TQ™1T) m(Q) = m(TA™1T) m(A)

ausfallt.

Wir haben die einzig mogliche optimale Matrix fiir nur » = 2, 3 gefunden.
In diesen Fillen geniigt die optimale Matrix Q den folgenden Bedingungen:

a) TQ 1T =Q
und

b) e¥ Qe; = o (o unabhiingig von 7).
Im Falle » = 2, 3 ldsst sich Q aus den obigen beiden Bedingungen eindeutig
bestimmen und die so erhaltene Matrix ist optimal. Es wird vermutet, dass
die Bedingungen a) und b) im Falle Q > 0 fiir beliebige n eindeutig die optimale
Matrix bestimmen.

(Eingegangen: 21. Mai, 1964.)
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NMPOBJIEMA U3 TEOPUHU MATPHULl U EE CB§I3b C
TEOPUENA OPTOrOHAJIbHBIX PSIIOB

F. BALATONI

Pe3iome

[lyctb £, MHOYKeCTBO BeleCTBEHHBIX CMMMETPHYHBIX MaTpull A = [a@j]
7-r0 TMOPSIIKA, KOTOPbIe Y/0BJIETBOPSIIOT YCJIOBUS

&

It (& + &)?
Sapéife=y -

1,k=1

G+ &t ... Eas

e &, &, ..., &, moOble BellleCTBEHHbIE YHMCJIA.
JloKaspiBaeM CJIeYIOIYI0 TeopeMy:
Cywecmesyem yuusepcarbraa koncmanma K, >0, maxasa, umo 6 Kaicoom
cayuae:
max ag = K (log n)? n=2,3,...);
k=12,...,n
ecau A€ Q,, u cywecmsyem b 2, mampuya A u ynusepcarvras koncmanma K,
makue, 4mo
max ay = K,(log n)? (=128 ) s

k=12,...;n

[TpocToe ciieficTBHe TeOpeMbl CeAylolUil BapuaHT JieMMbl Pajgemaxepa—
MeHb1IOBa:

Ecau ay, a,, . . ., ay mobue sewjecmsenivle yucaa u (), py(x), . . ., pa(x)
a0bas opmoHopMUPOSAHHAA cucmeMa, mo (PYHKYus
4
max | ¥ a yi(@) | = dy(z) = 0
vSN | k=1

L} y-unmeepupyemas, u

2

b
[ () du(x) < Ky(log NP N af .

k

I
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