
CONVERGENCE ET REPRÉSENTATION CONFORME 

p a r 

LÁSZLÓ A L P Á R 

§ 1. Introduction 

Soit C0 (0 < I C0 I < 1) un point fixe, r 0 un angle constant , 

(1.1) k f z ) = — h 

1 - co z 

une t ransformat ion homographique appl icant le cercle uni té sur lui-même, et 

est alors également holomorphe dans le cercle | z | < 1. Supposons de plus 
qu'il existe un point z' , | z ' | = 1, où f f z ) est encore définie et la série (1.2) 
converge, e t posons z ' = h f z " ) , donc | z" j = 1. Il v ient alors de (1.3) que 
f f z ' ) = f f z " ) . Mais il est une question à examiner si la convergence de la série 
(1.2) en z ' entraîne-t-elle la convergence de la série (1.3) en z"? Ce problème 
a été soulevé et résolu pa r P . T Ú R Á N [10] qui a démontré l'existence des fonc-
tions f f z ) telles que, malgré la convergence de la série (1.2) en z', la série (1.3) 
est divergente en z". 

E n généralisant le résultat de T Ú R Á N nous avons montré [ 1 ] que la 
sommabili té (С, к) (к 0) de la série (1.2) en z ' assure la sommabil i té 
( C , k + 1 / 2 ) de la série (1.3) en z", mais qu'elle n ' implique pas la sommabil i té 
(C,k + ô) de (1.3) en z" si 0 g ô < V2- Nous avons établi ensuite [2] que pour 
I z I = 1 la convergence absolue de la série (1.2) entraîne la convergence uni-
forme, mais non la convergence absolue de la série (1.3) sur la circonférence 

Plus récemment nous avons étendu ces investigations à certaines t r ans -
formations des séries de Faber [3]. Une série de Faber constitue une sor te de 
représentation d 'une fonction analytique dans un domaine différent d ' u n 
cercle don t la frontière est formée d 'un seul arc analyt ique régulier. La circon-
stance que le domaine de convergence d ' une série de Fabe r n'est pas un cercle 
soulève la question: comment faut-il choisir la t ransformat ion à employer, car 
hfz) utilisée pour les séries de Taylor a deux propriétés particulières qu 'on ne 

v = 0 

une fonction holomorphe pour | z | < 1. La fonction 

(1.3) ,f 
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peu t pas s imul tanément conserver. hx(z) es t d 'une part une fonction homo-

graphique qui ne se réduit pas à une rotation, d ' au t re part elle applique sur lui-

même le cercle unité, c 'est-à-dire le domaine de convergence des séries de 

Taylor envisagées. Si, dans le cas des séries de Faber, on fai t la t ransformat ion 
pa r une fonct ion homographique, elle n'applique pas en générale 
le domaine en question sur lui-même; par cont re si l'on effectue une représen-
ta t ion conforme du domaine considéré sur lui-même, la fonction qui réalise 
cet te t ransformat ion n'est pa s en générale homographique. Nous avons exa-
miné toutes les deux éventualités. 

Soient Q une courbe fe rmée simple d a n s le plan des z, formée d 'un seul 
a rc analytique régulier, F f z J une fonction holomorphe à l ' intérieur de Q , e t 

+ = Mz2) = {pz* + q a 0) 
z2 z2 

u n e t ransformat ion homographique qui appl ique l 'intérieur de Q sur celui 
d 'une courbe C 2 du plan des z2 telle que zf soi t à l 'extérieur de C2. La courbe 
C 2 est alors de la même na tu re que CL e t la fonction 

FJLHzM = F2(Z2) 

est holomorphe à l'intérieur de C2. F j z j resp. F2(z2) est ainsi développable en 
série de Faber à l'intérieur de Cx resp. C2, soit 

со 

(1-4) F f z J = ? а ф Ф ^ Щ ) , 
V =o 

(1.5) F 2 ( z 2 ) = 2 a < ? 0 < ? \ z 2 ) , 
v=0 

où Ф[д(гх) ( j = 1 ,2) désigne le r-ième polynome de Faber associé à Cd. Soient 
de plus \ £ C,, z2 £ C2 deux points liés p a r l'égalité zx = h(z2). Il est é tabl i 
qu' i l existe de fonctions F f z f ) telles que les phénomènes constatés au cas des 
séries de Taylor (1.2) et (1.3) a ient lieu sans aucun changement pour les séries 
de Faber (1.4) e t (1.5), c 'est-à-dire la sommabil i té (C, k) de la série (1.4) en z v 

entraîne la sommabil i té (С, к + V2) de la série (1.5) en z2, mais non la sommabi-
lité (С, к -f ô) de cette série, e t la convergence absolue pour z, £ Cx de la série 
(1.4) implique p o u r z2 £ C2 la convergence uniforme, mais non la convergence 
absolue de la série (1.5). F n ou t re les théorèmes respectifs peuvent être déduits 

directement de leurs analogues valables pour les séries de Taylor ([3], théorèmes 
1 - 5 ) . 

Considérons ensuite une courbe С du p lan des z différente d une circon-
férence et a y a n t les mêmes propriétés que C r Soit k(z) une fonction fa isant la 
t ransformation conforme biunivoque et non identique de l ' intérieur de С sur 
lui-même, et admet tons que k(z) n'est pas homographique. Toutefois la fonc-
t ion Fx[k(z)] = F2(z) est holomorphe et développable en série de Faber à l ' in-
térieur de C. Or , dans la note [3] nous avons démontré seulement que le com-
portement de la série de Faber de F2(z) sur la courbe С ne résulte pas directement 

des propositions homologues établies pour les séries de Taylor ([3], théorème 6). 
On ne peut d o n c pas exclure à priori l 'existence des courbes particulières pour 
lesquelles cer ta ins des théorèmes invoqués ne subsistent plus. 

Dans cet ouvrage nous allons donner u n e réponse partielle aux questions 
restées ouvertes dans la note [3]. Sans pouvoir résoudre tous les problèmes 



CONVERGENCE ET REPRÉSENTATION CONFORME 5 0 5 

mentionnés plus haut , nous sommes parvenus à généraliser la proposit ion 
initiale de T U K Á N , à condition que k(z) ne soit pas équivalente à une ro ta t ion . 
Le sens de cette notion sera précisé dans le § 2. 

Théorème. — La convergence des séries de Faber en un point de leur courbe 

de convergence n'est pas un invariant conforme. Plus exactement, soient С une 
courbe fermée simple formée d'un seul arc analytique régulier, k(z) une applica-
tion conforme biunivoque de l'intérieur de С sur lui-même, non équivalente à une 

rotation, et z' £ C, z" £ С deux points tels que z' = lc(z"), il existe alors de fonc-
tions 

( 1 . 6 ) F M ) = 2<фФ9(г) 
v=0 

holomorphes à l'intérieur de C, dont les séries de Faber convergent en z' et, malgré 

cela, les séries de Faber des fonctions 

( 1 . 7 ) Fx\k(z)] = F2(z) = £ а ? ) Ф М ) , 
v=0 

holomorphes également à l'intérieur de C, sont divergentes en z". 

Cette proposition est susceptible de la généralisation ci-après: 

Corollaire. — Étant données deux courbes Q et C2 fermées simples chacune 

formée d'un seul arc analytique régulier, une transformation zx = k*(z2) non 

équivalente à une rotation, faisant la représentation conforme biunivoque de 

l'intérieur de C , sur celui de C 2 , et zx £ C , , z2 £ C 2 deux points tels que 

zx = k*(z2), il existe alors de fonctions 

f m i ) = I а ф ф ? м х ) 
r = 0 

holomorphes à l'intérieur de C,, dont les séries de Faber convergent en zx et, 
malgré cela, les séries de Faber des fonctions 

Fx[k*(z2)] = F2(z2) = f a ß ФМ(г2) 

holomorphes à l'intérieur de C2 divergent en z2. 

* * 
* 

On désignera par c, c, (i = 0, 1, . . .) des constantes numériques posi-
tives. 

§ 2. Remarques sur les polynomes et les séries de Faber 

Nous allons exposer sans démonstrat ion certaines propriétés des poly-
nomes et des séries de Faber que nous utiliserons par la suite (cf. [4], [5], [6], 
[7], [9], [11], [12]). 

Soit С une courbe fermée simple dans le plan des z formée d un seul arc 
analyt ique régulier avec l 'intérieur 1(C), l 'extérieur E(C). 1(C) et E (C) dé-
signent les domaines correspondants fermés. 



5 0 6 ALPAR 

Il existe une fonction, e t une seul rp(z) qui, pour des | г | assez élevées, 
s 'écrit sous la forme 

( 2 . 1 ) w=<p(z) + . . . 
Z Z' 

e t qui fait la représentation conforme biunivoque de E(C) sur Е(КД), où l 'on 
no te par KR la circonférence \ w \ = 11. Les quanti tés R, a0, av . . . sont déter-
minées univoquement par les conditions imposées à <p(z). 

Les images des circonférences Kg : | w \ = g par <p(z) sont les courbes de 
niveaux : | cp(z) | = g; nous écrirons aussi CR au lieu de C. 

Désignons par 

(2.2) г = ф „ ) = w + ß 0 + A + A + . . . 
w w 

l a fonction inverse de <p(z). L a série (2.2) es t convergente pour \ w \ > r, avec 
u n r < R. 

L'anneau circulaire l imité par Ki? et Kr et le domaine annulaire l imité 
p a r CR et C r jouen t un rôle impor tant dans la théorie des séries de Faber . 

Si cp(z) es t représentée p a r la série (2.1), Ф„(г), le те-ième polynome de 
Fabe r associé à CR , est la p a r t i e polynomiale de l'expression 

( 2 . 3 ) [<p(z)Y = Фп(г) + ад , 

В„(г) ne contenant que les puissances négatives de г. On démontre aussi que 

Фп(г) pour n'A. 0 
( M , 

2лiJ £ - z 
« € l (X) , 

0 pour n < 0 

où Г est une courbe fermée simple telle que I (C r ) с ЦГ). On voit de (2.3) que 
Ф,,(г) = 1. L'expression (2.4) peu t être interprétée comme celle qui donne 
Ф„(г) pour chaque n et Фп(г) = 0 si n < 0. 

La fonction génératrice des Фп{г) est donnée par la formule 

00 

(2.5) 
tp(w) — Z ^ 

n=0 

Toute fonct ion F(z) holomorphe dans I ( C F ) peut être représentée par sa 
série de Faber unique: 

(2.6) F(z) = 2 av Ф„(г) 
>=o 

q u i est uniformément et absolument convergente sur chaque sous-ensemble 
f e rmé de I (C F ) . Les coefficients an s 'expriment par l ' intégrale: 

(2.7) « „ = — ( ' F M w ) ] d w , r < q < R , n A 0 . 
2л г J ivn+1 

Ke 
Si F(z) a de singularités sur CR, on d i t que CR est la courbe de conver-

gence de la série (2.6). 
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Inversement , é tant donnée une sui te de nombres {an } telle que 

(2.8) l i m I an \V" g — , 
Ii 

alors la série 2J an Фп(7*) es t convergente d a n s Ï(CR) o ù elle représente u n e 
«=o 

fonct ion holomorphe; cette série est d ive rgen te dans E ( C R ) . 
I l subsis te de plus la re la t ion 

фп(г) (2.9) lim 
n—-" cp(z)n 

= 1 

un i fo rmément sur chaque sous-ensemble f e rmée de E(C r ) . P lus e x a c t e m e n t , 
soient e > 0 a rb i t ra i rement pe t i t , g r —f- e, z £ Cg, on a alors 

Фп(г) (2.10) 

I l en résul te que 

(2.11) 

ф ) " 

1 < cn 
r -f- e) 

A I cp(z) I" < I Фп(г) I < P I q>(z) I" 

sur chaque sous-ensemble f e rmée de E ( C r ) où A > 0, y > 0 sont des con-
s tan tes indépendantes de z. 

Il découle en outre de (2.9) que, z é t a n t f ixé , la série (2.5) est convergente 
pour I w I > I cp(z) I . 

Nous sommes ma in t enan t en mesure d e définir le sens de la phrase q u e 
la t r ans fo rma t ion k(z) n 'es t p a s équivalente à une ro t a t i on . Considérons les 
points z ' £ Cp, z" £ Cp sa t i s fa i sant à l 'égali té z ' = k(z") e t posons w' = <p(z'), 
w" = cp(z"), avec \w' \ = \w" \ = R. Si w'/w" = е'ш» res te c o n s t a n t e 
lorsque z ' e t z" parcourent CR, nous disons que k(z) es t équivalente à u n e 
ro ta t ion ; si pa r contre w'fw" va r ie avec z ' e t z", nous disons q u e k(z) n 'es t p a s 
équivalente à une rotat ion. Ce t t e notion s ' é t e n d sans peine a u cas où la t r a n s -
format ion n ' app l ique pas le domaine considéré sur lui-môme. 

§ 3. Démonstration du théorème 

Nous adme t tons dans ce qui suit que k(z) a un po in t double z0 = k(z0) 
sur CR, ce qui assure que k(z) ne soit pas équivalente à u n e rotation. So i t 
z ' = z" = z0. Ces conditions ne restreignent p a s la généralité, mais p e r m e t t e n t 
certaines simplifications des calculs. Dès lors F {(za) = F f z 0 ) e t il est à p r o u v e r 
que malgré la convergence de la série (1.6) en z0, la série (1.7) peu t être d ive r -
gente en z0. 

On a, en ve r tu de (2.7), (1.6) et (1.7), 

a(n = ——. f 
2 n i J w n + 1 

(3.1) Ke 

= —; У aP Г ФАк[гр(го)]) r < g < В, n ^ 0. 

ке 
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Posons 

(3.2) ОДуИ]) = ФЛЬ) - 2 ад) = ^?>(го) • 
Р=0 

Comme | (p(z0) | = R, on t i re de (2.11) que ФМ0) 0. On peu t donc écrire, vu 
(3.1) et (3.2), 

= 2 a<n2) фпМо) = - 1 - . i ад) Г ~ 2 ад^ = 
J to 2 л г Г"0 J Ф„(г0) /Го m"+1 

(3.3) 

Го J K(z 0 ) Фч+iÜo)] лГо 2 л» v=o 

c'est que 

(3.4) A&HzJ = V cmv Д«(г 0 ) , 

avec 

(3.5) 

Cm" 2 
1 Г 10,(4) Ф,+ 1(4) ™í>„(z0) 
яг-J |Ф„(20) Ф„+1(г0) á 

Ко 

- í 
2 я г J 

- о 
dm = 

Dv(w) 
n = 0 w 

La sui te {Aß(z0)} é t a n t convergente, le théorème es t établi, selon (3.4), 
si l'on vérifie que la matrice [em„] n'est pas régulière, et si l 'on montre que {uv} 
é tan t une su i te convergente qui se t ransforme par [cmv] en une suite diver-
gente {v m } , alors, en posan t Aß(z0) = uv, Aß(z0) = vm, on peut déterminer 
les suites des coefficients {a*1*}, {a®}, d o n t chacune sat isfai t à la relat ion 

(2.8) tels q u e 2 aß<Pv(z) = FM) et 2 a i v ФА7-) = F2(z) soient des főné-
v i v=0 

tions holomorphes dans 1(СЯ) . 
Nous établirons en premier lieu que 

(3.6) lim f I cmv\ = oo . 

Dans ce b u t nous allons transformer l 'expression (3.5) de cmv, introduire les 
quantités y%v, ymv et démont re r d'une p a r t que 

j 2 ( I cm J - I ïmv ! ) ! ^ 2 \ Cmv — Ymv I á 2 I xmv ~ ï L I + 
ir=o ; »=o *=o 

( З Л ) + 2 \ y * m v - y m v \ = 0 ( 1 J ( « - « > ) , 

d 'autre pa r t que 

(3.8) lim I ' I ymv\ = oo . 
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1° CR é t a n t formée d 'un seul arc ana ly t ique régulier, k(z) e s t prolongeable 
a u delà de CR d a n s un domaine part iel de Е ( С Л ) . Pa r conséquent si R0> R 
désigne le plus g r a n d nombre p o u r lequel k(z) es t encore holomorphe d a n s 
I (C# ), on peut remplacer dans (3.5) le contour d ' in tégrat ion К pa r К », a v e c 
R < g'< R0. 

De l 'aut re cô té | <p(z0) | = R < q ' , donc, v u (2.9), la série (2.5) est con-
vergen te pour I w I = q', et l 'on a 

/., = 
2 n i I 2 - + ? t 

i j „=o w +1 

0 ^ . d w = -
2 ni » (w) 

xp'(w) dw 

xp(w) - z0 

Kg »-g 

d ' où , avec le changement de var iab le £ = xp(w), e t en t enan t compte du f a i t 

que Ф„[4(£)] est holomorphe d a n s I (C 0, 

(3.9) 
2 ni 

Ф„+ 1[4(£)] Ф„[4(£)] 

со 
4>v+ l(«o) Ф.-(20) C - Z o 

= 0 . 

E n effet , k(z0) = z0, donc 0v+1[k(zo)]/0v+1(zo) - 0v[k(zo)]/0„(zo) = 0. Nous 
ob tenons ainsi de (3.5) et (3.9) 

z, n i j n=m 

Фп(2о) dw . 

Ke' 
n=m+1 w 

2° Posons m a i n t e n a n t 

(3.10) = I ' D » 2 
2 n i J n=m 

K o ' 
m+1 W 

y fa)" d w = y f a r j-
,n+l 2 ni 

Dv(w) dw 

wm+1[w — ç>(z0)] 

et fo rmons la d i f férence 

(3.11) cmv y%v ~ 
1 

2 ni n+l 

On a , d 'après (2.10), 

(3.12) I Ф » ) - 99(z0)" I ^ c0 -P(zo) I" = c0r" . 

E n changeant donc dans (3.11) Ke- en Ke (r < g < R), la s o m m e qui y f igure 
res te un i fo rmément convergente é t a n t majorée p a r la série 

(3.13) 
. 2 
Q n=m + l 

' r n 
Ф о ) n = c± y \ L 

r ' 

A W Q в 

m+1 

L'évaluat ion d e | Dv(w) | se f a i t main tenan t au moyen de (2.11). Comme 
k(z) appl ique CR s u r elle-même e t <p, xp, к sont univalentes , on a , si R — q es t 
su f f i s amment pe t i t , 

(3.14) R > m a x I cp(k[xp(w)]) | = q0 > r 
\w\=g 
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et, par suite, 

< Ф.+ i ( i ) + Фф) g t -
Ф ) 

V / 
Ф ) + 1 

Ф„+1(*о) 
+ 

Фф о) Я Фо) 1 Фо) 
+ 1 

я U J 

avec ф ) = ф [ ф ) ] ) . On obtient ainsi de (3.11), (3.12), (3.13) et (3.15) 

(3.16) 2 I Cm, - I £ 2 C ^ 
r = 0 л 

r 

(г т+ 1 Г ш+1 
— = с2 — 

в 
= с2 

le j 

3° Soit ensuite 

ф o ) m + 1 

Ут,„ = 
( 3 . 1 7 ) 

'Uo)m + 1 Г M i r 1 _ ад 
2 n i J ад-

Ko' 

dw 

= y ( z 0 ) m + 1 Г dv{w)dw 

2ni J тот+ 1[w; — <p(z0 
Ko' 

гУ"+1[то — q?(z0)] 

dv(w) dw 

)] 

où y(w0) = z0 et ф(7[у(гс0)]) = ç)[7(z0)] = <p(z0). Il suit alors de la seconde 
expression de y*v [cf. (3.10)] et de (3.17) 

(3.18) 7mv Ути 
<рЫ Dv(w) — dv(w) 

2 ni J wm+1[w — 9>(zo)] 
dw 

Ko' 

Ф„+1(7) <p(kY+1 
A fin de majorer 

(3.19) I Dv(w) - dv(w) \g 
l(Z0) <?(20r+1 

écrivons (2.10) sous la forme suivante 

+ фф) 

(3.20) 1 + Со 
<p(z) 

Ф„(*о) 9>(2о)' 

où I /„(z) I g 1. Puis nous obtenons, pou r la même raison que (3.14), 

(3.21) R < min I <р(7[|/)(то)]) | = < max | <p(k[y)(w)]) i = QÓ , 
M=e' |w|=e' 

et nous aurons, en ve r tu de (2.11), (3.20) et (3.21), 

I Фф) ФУ (3.22) 
Ф ф о) Ф о ) 

*Ф) I + ф о ) 
ф ) 

Ф о) 
< 2 с0 ге о 

R1 

Si q' — R est assez pe t i t , on a R < o'0 < R2/r et ro'JR2 < 1 . On conclut donc 
de (3.19) et (3.22) 

I Dv(w) - dv(w) \ g c3 ^ (3.23) 
R2 
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I l vient enfin d e (3.18) et (3.23) 

(3.24) I Ymv ïmv I = 
IR m+1 ( R m+l 

— =
 C4 — 

e' e ' v = 0 

R 2 

(3.16) et (3.24) ent ra înent (3.7). 
4° Il r es te à établir (3.8). À cet effet r emarquons que d a n s (3.17) la fonc-

t ion à intégrer n ' a pas de pôle en w0 = <p(z0), puisque w0 e s t u n zéro de dv{w). 
E n conséquence on peut changer le contour d ' intégrat ion Ke< en KR et m e t t r e 
(3.17) sous la f o r m e 

(3.25) 
2яг ) wm+í w — q>(z0) 

к r 

Posons, pour I w I = R, 

(3.26) y(k[y(w)]) = Re'° , cp(z) = w = R e , <p(z0) = w0 = йеИ«.) = pe«>. , 

c 'es t que co(û0) = û0. Nous pouvons ainsi écr i re 

(3.27) y m v = e*m-")»°gmv,  

avec 
2л 

(3.28) gmv = — Г e'l^-^m AdU ющ dû . 
2я I e,aW — e,â° 

cp, y>, k é t a n t des fonct ions analyt iques univalentes d a n s les domaines 
envisagés, œ(û) es t également analyt ique e t co'(û) > 0. eía>(ö) est en o u t r e 
pér iodique de période 2я. L a périodicité d e eituW en t ra îne œ(û -f- 2 л) = 
= o>{{}) -f- 2 л; ainsi, en éc r ivan t 

(3.29) co(û) = x{û) + û , 

on voit que r(û) = x(û + 2 л) es t u n e fonction analy t ique , et x(û0) = 0. Admet tons 
p o u r un ins tant , contra i rement à l 'hypothèse ini t iale , que г ' z" e t posons (p(z') = 
= w' = Pe ia ,0'> , <p(z") = w" = ReW), nous aurons, d ' ap rès (3.26) et (3.29), 
œ(û') = û" = x(û') -f- û'. U s ' ensu i t que si x(û) se réduisait à une cons tan te 
т0 = f)" — ()', k(z) serait équ iva len te à une ro ta t ion , cas exc lus par les con-
di t ions adoptées. Lorsque z' = z" = z0 et x(û) es t constante, o n a t0 = x(û0) = 
= 0, ou x(û) EE= 0; x(Û) est a lors une ident i té , c'est-à-dire équiva len te à u n e 
ro ta t ion d 'un angle zéro. 

Posons, en t e n a n t compte de (3.28) e t (3.29), 

2л 2л 

(3.30) 9mv = = Г p(û; m)dû=-- | е<[<-т)0-тт<ед dû , 
2 л J 2 л J 
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et désignons par A l 'ensemble des fonctions 

№ = 2 a v e » t , avec || / || = 2 | o„ | < °° • 
P - oo V — » 

q(û) é tant analytique, q(ê) £ A; et comme q( f>) A 0, 5 (A) - 1 aussi ana ly t ique 
et 5(A) -1 £ A, avec || 5 - 1 || = c. D'autre pa r t , selon u n e proposition de J. P . 
K A H A N E ([8], Théorème V, p . 254), r(A) étant réelle, analytique, périodique et de 

période 2л, et non constante, il existe deux constantes Ax et A3 telles que Ax Y\ n | < 
< Л einr II < A2 ]/| n I (—00 < n entier < 0 0 ) . 1 En conséquence, p(A; m) é t a n t le 
produit de fonctions appa r t enan t à A, p(ê; m) £ A, e t 

(3.31) Ax ]/m"< К e - i m r || + \\e i m e || • | | 5 - 1 | | • || p || = с || p || . 

Soit 

p(ê; m) = 2 ' pim)eM . 

La relation (3.30) expr ime alors que gmv = pYf , où l 'on avait admis que 
V A 0. Mais gmv a un sens même si v < 0. Il suffit donc de montrer que 

(3.32) £ \gmv I = 0 ( 1 ) ( m - 4 
v= — °° 

On a, par la définition (3.27), | gmv \ = | ymv | même lorsque v < 0. Changeons 
en (3.25) en Ke- (R < q' < R0), nous aurons, vu (3.21), pour v < 0 

I Ymv I ^ c5 

d'où 

m R 

le'. .e* 

- i 
(3-33) ^ | y m „ | ^ c 6 

m 
0, m 

(3.32) est donc établi. (3.31) et (3.32) ent ra înent déjà (3.8). 
La relation (3.32) n ' e s t pas ina t tendue. Nous a v o n s remarqué d a n s le 

§ 2 que la formule (2.4) p e u t être in terprétée telle que Ф„(г) = 0, pour v < 0. 
Il s'ensuit, d 'après (3.5), que cmv = 0 pour v < 0. 

5° Ceci posé considérons une suite convergente {«„} qui se t ransforme 
par [cmv] en une suite divergente {vm}. z0 comme un p o i n t double de la t rans-
formation k(z) (il en a d e u x au plus) es t bien déterminé. Soit uv =M[1)(z0), 
vm = M®(z0). On a alors, d 'après (3.2) e t (3.3), 

( 1 ) _ uy w y - l ( 2 ) _ « m « m - i 

ФуЮ m Фт(г0) 

(Фу(г0) yé'o, v = 0, 1, . . .) . Il en découle, grâce à (2.9), 

(3.34) Е Е I a<« I1" + —. 
»->« r 

1 C'est pourquoi que n o u s avons supposé que k(z) n 'est p a s équivalente à u n e rota-
tion; a u t r e m e n t z(û) était c o n s t a n t et la propos i t ion de KAHANE a ins i que notre t h é o r è m e 
n'aurait pas l ieu. 
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^ a^ 0v(z) représente donc une fonction Fx(z) holomorphe dans I (C R ) . 
v = 0 

On obtient pour a{2) la relation analogue à (3.34) en déduisant de (3.2) et (3.3) 
la formule (3.1) qui a lieu pour chaque g = R — rj, avec u n rj > 0 arbi t raire-
ment peti t . On en tire 

lim I a<2> j1"" ^ — . 
m . «» fi 

«m' Фm(z) = F2(z) est ainsi également holomorphe dans I(C f l). 
m=о 

6° La démonstrat ion du corollaire ne sera pas détaillée. Notons seulement 
qu'en ut i l isant les notat ions (façile à comprendre) rj, Rj, CRj, KRj, Wj = 
= (pj(zj), Zj = y>j(Wj) ( j = 1, 2) et en rappe lan t que zx = k*(z2) est à présent 
une application de I(CWi) sur ЦСд,), nous pouvons montrer avec des modifica-
tions insignifiantes des raisonnements précédents que 

S (I c m v \ - I y m v \ ) = 0(1) (m —>- oo), 

où 

у ш = — f á h t l l f * (** ) - ъ Ы d W 2 = £ e i K v y m v 
2 ni q>1('z1Y+1 J < + 1 w2-(p2(-z2) R2 

<рх(к*) = ç>i(4*[y2(
M'2)]) e f ~cmv> Vmv sont des quantités analogues à cmv e t 

7mv 

(Reçu le 23 Ju i l le t 1964) 
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СХОДИМОСТЬ И КОНФОРМНОЕ ОТОБРАЖЕНИЕ 
L. A L P Á R 

Резюме 

Пусть означают Ф„(г) многочлен Фабера, ассоциированный с кривой С 
и фФ(г) многочлен Фабера, ассоциированный с кривой С f j = 1,2). В работе 
доказываются следующие: 

Теорема. Сходимость рядов Фабера в одной точке своих кривых сходи-
мости не является конформно инвариантной. Точнее, пусть С простая, 
замкнутая кривая, которая состоит из единственной аналитической дуги, 
k(z) — конформное, однолистное отображение внутренности С на себя, не 
является эквивалентным ротации, и пусть z' £ С , z" £ С две точки, 
такие, что z' = k(z"), тогда существует функция 

F f z ) = v аР Ф„(2) 
v=0 

аналитическая внутри С , ряд Фабера, которой сходится в z', но функция 

FAk(z)) = F f z ) = f аРФ„(г) 
v = 0 

которая также является аналитической внутри С , имеет ряд Фабера, 
расходящийся в z". 

Следствие. Если Q и С 2 простые, замкнутые кривые (в плоскостях zx  

ссотв. z2) каждая которых состоит из единственной аналитической 
дуги, Zj = k*(z2) отображение внутренности С 4 на внутренность С 2 , кон-
формное, однолистное, не эквивалентное ротации, и если è f C v z2£C2, две 
точки, такие что zj=k*(z2) тогда существует функция 

F A*i) = I аР ФР(гх) «=о 
аналитическая внутри С1 ; ряд Фабера которой сходится в zv но ряд Фабера 
функции 

FAk*(z2)) = F2(z2) = f аРФР(г2) 
v=0 

являющейся аналитической внутри С 2 расходится в z2. 
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