CONVERGENCE ET REPRESENTATION CONFORME

par

Liszué ALPAR
§ 1. Introduction

Soit £, (0 < | {, | < 1) un point fixe, 7, un angle constant,

N =y

11 hy(z) = efto —— 2%

(L.1) i e

une transformation homographique applicant le cercle unité sur lui-méme, et
(1.2) he) =3 a,

une fonction holomorphe pour |z | < 1. La fonction

(1.3) Hll(2)] = fy(z) = ;{; b,(Lo) 2"
est alors également holomorphe dans le cercle |z | < 1. Supposons de plus
qu’il existe un point 2/, | 2| =1, ou f,(z) est encore définie et la série (1.2)
converge, et posons z” = A,(2"), donc |z”| = 1. Il vient alors de (1.3) que

f1(z") = f,(2"). Mais il est une question a examiner si la convergence de la série
(1.2) en z” entraine-t-elle la convergence de la série (1.3) en z"? Ce probléme
a été soulevé et résolu par P. TURAN [10] qui a démontré I'existence des fonc-
tions f,(z) telles que, malgré la convergence de la série (1.2) en 2/, la série (1.3)
est divergente en z”.

En généralisant le résultat de TurRAN nous avons montré [1] que la
sommabilité (C, k) (k= 0) de la série (1.2) en 2z’ assure la sommabilité
(C,k+ ,) de la série (1.3) en z", mais qu’elle n’implique pas la sommabilité
(C,k+ 6)de (1.3)enz"si 0 < 0 < Y/,. Nous avons établi ensuite [2] que pour
| z| = 1 la convergence absolue de la série (1.2) entraine la convergence uni-
forme, mais non la convergence absolue de la série (1.3) sur la circonférence
2= 1.

Plus récemment nous avons étendu ces investigations a certaines trans-
formations des séries de Faber [3]. Une série de Faber constitue une sorte de
représentation d’une fonction analytique dans un domaine différent d’un
cercle dont la frontiere est formée d’un seul arc analytique régulier. La circon-
stance que le domaine de convergence d’une série de Faber n’est pas un cercle
souléve la question: comment faut-il choisir la transformation a employer, car
hy(z) utilisée pour les séries de Taylor a deux propriétés particulieres qu’on ne
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peut pas simultanément conserver. %,(z) est d’'une part wune fonction homo-
graphique qui ne se réduit pas & une rotation, d’autre part elle applique sur lui-
méme le cercle wumité, c’est-a-dire le domaine de convergence des séries de
Taylor envisagées. Si, dans le cas des séries de Faber, on fait la transformation
par une fonction homographique, elle n’applique pas en générale
le domaine en question sur lui-méme; par contre si I'on effectue une représen-
tation conforme du domaine considéré sur lui-méme, la fonction qui réalise
cette transformation n’est pas en générale homographique. Nous avons exa-
miné toutes les deux éventualités.

Soient C, une courbe fermée simple dans le plan des z, formée d’un seul

arc analytique régulier, F,(z;) une fonction holomorphe & I'intérieur de C,, et
2z, +

= b =Pt

)

(p2% + q = 0)

une transformation homographique qui applique l'intérieur de C, sur celui
d’une courbe C, du plan des z, telle que z¥ soit a I'extérieur de C,. La courbe
C, est alors de la méme nature que C, et la fonction

F\[h(z)] = Fy(z,)

est holomorphe & l'intérieur de C,. F,(z,) resp. F,(z,) est ainsi développable en
série de Faber & l'intérieur de C, resp. C,, soit

(1.4) Fy(n) = 3 o 90(z,)
r=0
(1.5) Fy(z,) = %‘ a? DP(z,) ,

ol DY)(z)) (j = 1, 2) désigne le v-iéme polynome de Faber associé a C;. Soient
de plus z, € C,, %, € C, deux points liés par I'égalité z, = A(z,). Il est établi
qu’il existe de fonctions F,(z,) telles que les phénomeénes constatés au cas des
séries de Taylor (1.2) et (1.3) aient lieu sans aucun changement pour les séries
de Faber (1.4) et (1.5), c’est-a-dire lasommabilité (C, k) de la série (1.4) en z,,
entraine la sommabilité (C, k£ + 1/,) de la série (1.5) en 2,, mais non la sommabi-
lité (C, k + 0) de cette série, et la convergence absolue pour z, € C, de la série
(1.4) implique pour z, € C, la convergence uniforme, mais non la convergence
absolue de la série (1.5). En outre les théorémes respectifs peuvent étre déduits
directement de leurs analogues valables pour les séries de Taylor ([3], théorémes
1-5).

)Considérons ensuite une courbe C du plan des z différente d’une circon-
férence et ayant les mémes propriétés que C,. Soit k(z) une fonction faisant la
transformation conforme biunivoque et non identique de 'intérieur de C sur
lui-méme, et admettons que %(z) n’est pas homographique. Toutefois la fonc-
tion F,[k(z)] = F,(2) est holomorphe et développable en série de Faber & I'in-
térieur de C. Or, dans la note [3] nous avons démontré seulement que le com-
portement de la série de Faber de F,(z) sur la courbe C ne résulte pas dire‘ctement
des propositions homologues établies pour les séries de Taylor ([3],.thé_c3reme 6).
On ne peut donc pas exclure & priori I'existence des courbes particuliéres pour
lesquelles certains des théorémes invoqués ne subsistent plus. '

Dans cet ouvrage nous allons donner une réponse partielle aux questions
restées ouvertes dans la note [3]. Sans pouvoir résoudre tous les problémes
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mentionnés plus haut, nous sommes parvenus a généraliser la proposition
initiale de TURAN, & condition que k(z) ne soit pas équivalente a une rotation.
Le sens de cette notion sera précisé dans le § 2.

Théoréme. — La convergence des séries de Faber en un point de leur courbe
de convergence n’est pas un invariant conforme. Plus exactement, sotent C une
courbe fermée simple formée d’un seul arc analytique régulier, k(z) une applica-
tion conforme biunivoque de U'intérieur de C sur lui-méme, non équivalente & une
rotation, et z° € C, 2" € C deux points tels que z’ = k(2"), il existe alors de fonc-
tions

(1.6) Fy(z) = 3 a® ®,(2)
v=0

holomorphes a Uintérieur de C, dont les séries de Faber convergent en 2’ et, malgré
cela, les séries de Faber des fonctions

(1.7) Fi[k(2)] = Fof2) =

»

a? D,(z) ,

I

holomorphes également a Uintérieur de C, sont divergentes en z".
Cette proposition est susceptible de la généralisation ci-apres:

Corollaire. -— Etant données deux courbes C, et C, fermées simples chacune
formée d’un seul arc analytique régulier, une transformation z, = k*(z,) non
quivalente & wune rotation, faisant la représemtation conforme biunivoque de
Uintérieur de C, sur celut de C,, et z, € C,, 2,€ C, deux points tels que
z, = k*(%,), il existe alors de fonctions

Py(z) = 3 a® ®W(z,)
v=0

holomorphes & Uintérieur de C,, dont les séries de Faber convergent en 2, et,
malgré cela, les séries-de Faber des fonctions

F\[k*(2,)] = Fyfz,) = 2 a® DD (2 2)

holomorphes a Uintérieur de C, divergent en z,.

* *
*

On désignera par ¢, ¢; (i = 0,1, ...) des constantes numériques posi-
tives.

§ 2. Remarques sur les polynomes et les séries de Faber

Nous allons exposer sans démonstration certaines propriétés des poly-
nomes et des séries de Faber que nous utiliserons par la suite (cf. [4], [5], [6],
(7], [9], [11], [12]).

Soit, C une courbe fermée simple dans le plan des z formée d’un seul arc
analytique régulier avec lintérieur I[(C), I'extérieur E(C). I(C) et E(C) dé-
signent les domaines correspondants fermés.
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Il existe une fonction, et une seul ¢(z) qui, pour des | z | assez élevées,
g’écrit sous la forme

(2.1) w= @) =z+a, + -l- +
et qui fait la représentation conforme biunivoque de E(C) sur E(K r), ou 'on
note par Ky la circonférence | w | = R. Les quantltes R, a4, a4, ...sont déter-
minées univoquement par les conditions imposées & ¢(z).

Les 1mages des circonférencesK, : | w | = opar g(z) sont les courbes de
niveaux C, : | ¢(z) | = o; nous éerirons aussi Cr au lieu de C.

Dés1gnons par
(2.2) z=w(w)=w+ﬂo+ﬁ+ﬁf+

w o w?

la fonction inverse de ¢(z). La série (2.2) est convergente pour | w | > r, avec
un r < R.

L’anneau circulaire limité par K, et K, et le domaine annulaire limité
par Cp et C, jouent un réle important dans la théorie des séries de Faber.

Si p(z) est représentée par la série (2.1), @,(z), le n-iéme polynome de
Faber associé a Cp, est la partie polynomiale de 'expression

(2.3) [p(2)]" = Pn(z) + Rn(2) ,
R,(z) ne contenant que les puissances négatives de z. On démontre aussi que
; >
(2.4) : J PP g [TR) O R U L o
2nt ) { —2 0 pour »<O0

ou I' est une courbe fermée simple telle que I(C,) < I("). On voit de (2.3) que
D(z) = 1. L’expression (2.4) peut étre interprétée comme celle qui donne
D ,,(z) pour chaque n et @,(z) = 0 si n < 0.

La fonction génératrice des @,(z) est donnée par la formule

0

(2.5) 2 . 5 Pu(z)

p(w) —z w't

n=0

Toute fonction F(z) holomorphe dans I(Cy) peut étre représentée par sa
série de Faber unique:

oo

(2.6) H(2) = %’ a, D, (z)

»=0

qui est uniformément et absolument convergente sur chaque sous-ensemble
fermé de I(Cj). Les coefficients a, s’expriment par I'intégrale:

(2.7) an:LJF[’P("’]d o g B W,
271 it
Ke
Si F(z) a de singularités sur Cp, on dit que Cj est la courbe de conver-
gence de la série (2.6).
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Inversement, étant donnée une suite de nombres {a,} telle que

(2.8) Tim | a, V" < l,

n—>oo
alors la série 2‘ a, D,(z) est convergente dans I(Cp) ou elle représente une

fonction holomorphe cette série est divergente dans E(Cy).
11 subsiste de plus la relation

(2.9) T )
n>= g(z)"

uniformément sur chaque sous-ensemble fermée de E(C,). Plus exactement,

soient ¢ > 0 arbitrairement petit, ¢ > r 4 ¢, z € CQ, on a alors

e =

n

(2.10)

r+4e

11 en résulte que
(2.11) Al " <|Pa) | < ulo) "

sur chaque sous-ensemble fermée de E(C,) ou 1> 0, pu > 0 sont des con-
stantes indépendantes de z.

Il découle en outre de (2.9) que, z étant fixé, la série (2.5) est convergente
pour |w | > | ¢(z) | .

* *
*

Nous sommes maintenant en mesure de définir le sens de la phrase que
la transformation %(z) n’est pas équivalente a une rotation. Considérons les
points 27 € Cp, 2" € Cj satisfaisant a I'égalité z” = k(2") et posons w” = ¢(2),
w" = @(z"), avec |w'|=|w"|=R. Si w/w" =e® reste constante
lorsque z” et z” parcourent Cj,, nous disons que k(z) est équivalente & une
rotation; si par contre w’/w” varie avec z” et z”, nous disons que k(z) n’est pas
équivalente & une rotation. Cette notion s’étend sans peine au cas ou la trans-
formation n’applique pas le domaine considéré sur lui-méme.

§ 3. Démonstration du théoréme

Nous admettons dans ce qui suit que %(z) a un point double z, = &(z,)
sur Cp, ce qui assure que £(z) ne soit pas équivalente & une rotation. Soit
2z’ = 2" = z,. Ces conditions ne restreignent pas la généralité, mais permettent
certaines simplifications des calculs. Des lors F,(z,) = Fy(z,) et il est & prouver
que malgré la convergence de la série (1.6) en z,, la série (1.7) peut étre diver-
gente en z,.

On a, en vertu de (2.7), (1.6) et (1.7),

a<2>—— J Fy(k[p () ])

n+1

v

g _1_ S o [ kv )22, r<e<Bnzo0.
2 =7 10n+1
Ko
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Posons

(3:2) D,(kly(w)]) = P,(k), a‘”CD (7o) = AD(2,) -

,"0

Comme | ¢(z,) | = R, on tire de (2.11) que D,(z,) # 0. On peut donc écrire, vu
(3.1) et (3.2),

m D (k) m D(z)
AD(z AP (2,) = S‘amqi 2 f Uy —
% (%) 2 ey (%) D (z) ,,%() wntl
(3.3) ke
2 AMD(z,) J ((D(k) ) § (zo
2 T 1‘ QV(ZO) v-H(zO n=0 g
KQ g
c’est que
(3.4) AD(z) = 3 cmy AD(z)
avec .
g 1 f D, (k) v D, 11(k) | T Pn(2) Fpi=s
271 D,(z) D,41(20)) nm0 w1
(3.5) e
SRS JD,,(u:) E ¢"(z°)dztv
2t a0 Wt
Ko

La suite {A{M(z,)} étant convergente, le théoréme est établi, selon (3.4),
si 'on vérifie que la matrice [c,,, ] n’est pas réguliére, et si I’'on montre que {u,}
étant une suite -convergente qui se transforme par [c,,,] en une suite diver-
gente {v,,}, alors, en posant AN (z,) = w,, AP(z) = vm, on peut déterminer
les suites des coefficients {a{V}, {a®}, dont chacune satisfait & la relation

(2.8) tels que 2‘ aV® (z) = F,(2) et 2‘ a® @ (z) = Fy(z) soient des fonc-

tions holomorphes dans I(Cp).
Nous établirons en premier lieu que

(3.6) lim 2 | Gy | = 00 .

m-—>e v=0

Dans ce but nous allons transformer I’expression (3.5) de c,,, introduire les
quantités y% . v, et démontrer d’une part que

!m }' € 4 w‘
;()' l “—IYmv!)jéi|cmu¥7)mu|§%|cmv_'y#w,+

il + 3178 — | = o) (o),

d’autre part que
(3.8) lim 3|y | = 0.

m-—s>eo p=
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1° Cp étant formée d’un seul arc analytique régulier, (z) est prolongeable
au dela de C, dans un domaine partiel de E(Cy). Par conséquent si R, > R
désigne le plus grand nombre pour lequel %(z) est encore holomorphe dans
I(Cg,), on peut remplacer dans (3.5) le contour d’intégration K, par K, avec
R<pl< Ry

De l'autre coté | p(z) | = R < ¢’, done, vu (2.9), la série (2.5) est con-
vergente pour | w | = p’, et 'on a

Jos o = D(z5) 1 ¢ w’(w) dw
e >y gy | D)t
’ J Dy(w) whtl i 2 niJ i p(w) — 2,

n=0
Keo: Ke

d’oti, avec le changement de variable { = y(w), et en tenant compte du fait
que D,[%({)] est holomorphe dans I(C,),

271 D, 1+1(20) D,(20) )L —2

Ce

En effet, k(z,) = zy, donc D,.1[k(20)1/DP,+1(z0) — P,[k(2)1)/DP,(25) = 0. Nous
obtenons ainsi de (3.5) et (3.9)

Cmy — Iv —Cmyli= = J. Du(u)) ~

n=m+1 W

= 0g

’

Dp(20)

n+1

dw

2° Posons maintenant

i oo n m+1 -~
(g s J Dy S P& g, _ P J D, (w) dw
27t n=m-+1 w1 2.7 wh* l[w — @(2)]
K Ko

’

et formons la différence

1 3 djn(zo) e ‘P(zo)n )
511 Cmy — v, =— | D,(w SR T e
(3.11) m Vi = o ( )nz%‘H e
Ke'
On a, d’apres (2.10),
) A
(3.12) | Boz0) — plz0)" | < o (E) | plz0) I = cp™ .

En changeant donc dans (3.11) K, en K, (r < ¢ < R), la somme qui y figure
reste uniformément convergente étant majorée par la série

1y o 3 (Ef_a 5 [ apm
0 nmi | B w | Q,q:‘md_H e ele

L’évaluation de | D,(w) | se fait maintenant au moyen de (2.11). Comme
k(z) applique Cj sur elle-méme et ¢, y, k sont univalentes, on a, si B — p est
suffisamment petit,

(3.14) : B> max | p(k[yw)]) | = eo>r

wi=e
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et, par suite,

(3.15) | D,(w)| < ‘ Toalll| | Sl 1ot |01 ¥ [ 20|11 <2k (@
v+1(20) D,(zo) A | p(z0) ®(20) AR
avec p(k) = @(k[y(w)]). On obtient ainsi de (3.11), (3.12), (3.13) et (3.15)
oo m+1 m+1
(3.16) ;gl%f—mAg2q%1j&&l =w4ﬂ .

R
3° Soit ensuite
y (p(z m+1 J ((p V+1 (p(k

271 "*1 Zo),

dw

W w — @(z)]

(3.17)

= (p(zo)’"+1 —[ d,(w) dw
2mi wmt w — @(z0) ]
Ke’

ol y(w,) = 2, et p(k[p(w,)]) = @[k(zo)]1 = ¢(2). Il suit alors de la seconde
expression de y¥, [cf. (3.10)] et de (3.17)

mEl o g
(3.18) . N P(20) ] D, (w) — d,(w) o
2 wn T w — @(zy)]
Ko
B,(k) eyt
D,.1(20)  @(z)"?

. r 3 tn ] n
@] (2) | #(2)

ol | t,(z) | £ 1. Puis nous obtenons, pour la méme raison que (3.14),

A fin de majorer

(3.19) | D(w) — d(w) | < i

écrivons (2.10) sous la forme suivante

(3.20) D(2)— [1 + ¢

(3.21) R <|uf|n:1;1 | @(k[p(w)]) | = ok R Lo(kly()]) | = o5 ,
et nous aurons, en vertu de (2.11), (3.20) et (3.21),

& (L7 ) 1)" ; ”ﬂ’ﬂ
e[| 1am 1+ 1aent ]| 52

Si p” — R est assez petit, on a R < gy << R*r et rgy/R?> < 1. On conclut donc
de (3.19) et (3.22)

(3.23) | D,(w) — d,(w) | < ¢4

TQ
R

260

(3.22) l__q)"(k) _ PRy <2

D(%) @) |

700"
Rl
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II vient enfin de (3.18) et (3.23)

m+1

QI

e

o [R

= C
3.24 - S VI . ;
(3.24) %I'}’m yml_g’—Rl_r@o

R2

m+1 R
=@ (

’

(3.16) et (3.24) entrainent (3.7).

4° Tl reste & établir (3.8). A cet effet remarquons que dans (3.17) Ia fonc-
tion & intégrer n’a pas de pdle en w, = ¢(z,), puisque w, est un zéro de d, (w).
En conséquence on peut changer le contour d’intégration K, en Ky et mettre
(3.17) sous la forme

P(zo)™=" ( (k)" @(k) — @(2) p

w .
271 wmtl o — @(z)
Ke

(3.25) VYmw =
Posons, pour |w | = R,
(3.26) @(k[y(w)]) = Re?, ¢(z) = w = Rei*®) , @(z) = wy = Rel®®) = Rel®

c’est que w(d,) = ¥,. Nous pouvons ainsi écrire

(327) Ymy = ei(m—v)z%gmv s
avec
27 .
R e — et |
(3.28) Gy = —— [ etr-maon € 9y g9 .
PE eio®) __ oid,

0

@, p, k étant des fonctions analytiques univalentes dans les domaines
envisagés, w(¥) est également analytique et w’(#) > 0. ei*® est en outre
périodique de période 27. La périodicité de e® entraine (¥ + 2 7) =
= w(?) + 2 &; ainsi, en écrivant

(3.29) w(®) = 1) + 9,

on voit que 7(¢#) = (¥ 4 2 z) est une fonction analytique, et 7(9,) = 0. Admettons
pour un instant, contrairement a1’hypothese initiale, quez” = 2" et posons ¢p(z”) =
= w’ = Rel*(®) | ¢(2") = w" = Re!®), nous aurons, d’aprés (3.26) et (3.29),
o(?) = 9" = ©(9’) + 9’. 1l $’ensuit que si 7(?F) se réduisait & une constante
7, = 9" — 9, k(z) serait équivalente a une rotation, cas exclus par les con-
ditions adoptées. Lorsque z” = z” = z, et 7(9) est constante, on a 7, = 7(8,) =
= 0, ou 7(¥) = 0; 7(¥) est alors une identité, c’est-a-dire équivalente & une
rotation d'un angle zéro.
Posons, en tenant compte de (3.28) et (3.29),

2n 27

(3.30) gy = — j ¢ p(9; m) d = J ellt=mp-miO) ¢(9) dp
2n 2n
0 0
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et désignons par A I'ensemble des fonctions

oo

fit) =3 a,ent, avec |[f||=3|a,|<oo.

Y=— oo P=—o0

q(?) étant analytique, ¢(9) € A; et comme g(9) # 0, ¢(#) 1 est aussi analytique
et q(#)~1 € A, avec || ¢! || = c. D’autre part, selon une proposition de J. P.
Kamaxz ([8], Théoréeme V, p. 254), ©(9) étant réelle, analytique, périodique et de

période 27, et non constante, il existe deux constantes A, et 1, telles que 2, Vin|<
<|leint || < A V[ 7] (—oo < m entier < oo).1 En conséquence, p(#;m) étant le
produit de fonctions appartenant a A, p(9#; m) € A, et

(3.31) Mm<|letm || <|lem || -|lg |- [lpll=cllpll.
Soit
p(B; m) = f PMeirs |

Y= —co

La relation (3.30) exprime alors que g,,, = p/, ou l'on avait admis que
v > 0. Mais g,,, & un sens méme si » < 0. Il suffit donc de montrer que

=1
(3.32) 2 |gm | =0(Q) (m — oo).
On a, par la définition (3.27), | ¢, | = | ¥y | méme lorsque » < 0. Changeons
en (3.25) K en Ky (R < p” < R,), nous aurons, vu (3.21), pour » < 0
R\ym( R\~
IVmu]éC.s‘*jJ ||
4 \ Ox
d’ou
=1 R\m
(3.33) S| Pme | =6 (?’ -0, m — oo.

(3.32) est donc établi. (3.31) et (3.32) entrainent déja (3.8).

La relation (3.32) n’est pas inattendue. Nous avons remarqué dans le
§ 2 que la formule (2.4) peut étre interprétée telle que @,(z) = 0, pour » < 0.
11 s’ensuit, d’aprés (3.5), que c,,, = 0 pour » < 0.

5° Ceci posé considérons une suite convergente {u,} qui se transforme
par [c,, ] en une suite divergente {v,,}. z, comme un point double de la trans-
formation %(z) (il en a deux au plus) est bien déterminé. Soit u, =AML (z),
vm = AP(2,). On a alors, d’aprés (3.2) et (3.3),

U, — U, Vi — Vm—
o) = vl agg)_—_ﬂ?’"l

D,(2) D 1n(zo)
(D,(z) # 0, v=0,1,...). Il en découle, grice & (2.9),
(3.34) fim | a® |1 < L.

Yoo R

1 C’est pourquoi que nous avons supposé que k(z) n’est pas équivalente & une rota-
tion; autrement 7(#) était constant et la proposition de KAHANE ainsi que notre théoreme
n’aurait pas lieu.
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vé) aV @,(z) représente donc une fonction F\(z) holomorphe dans I(Cp).

On obtient pour a@ la relation analogue & (3.34) en déduisant de (3.2) et (3.3)
la formule (3.1) qui a lieu pour chaque p = R — 7, avec un 7 > 0 arbitraire-
ment petit. On en tire

e 1
lim | a® |Vm < —
Tim | afp i < —
27 al? @, (z) = Fy(z) est ainsi également holomorphe dans I(Cy).
m=0
6° La démonstration du corollaire ne sera pas détaillée. Notons seulement
qu’en utilisant les notations (fagile & comprendre) r;, R; Cg, Kg,, w; =
= @(z), zj = pj(w;) (j = 1, 2) et en rappelant que z;, = k*(z,) est & présent

une application de I(Cp,) sur 1(Cg,), nous pouvons montrer avec des modifica-
tions insignifiantes des raisonnements précédents que

(] G | =1 Ymw |) = o(1) (m — o),

(!

It
(<]

v

B
du)z — elomv iy
2

= 1 y(2y)" 1 J PuE*) @u(k*) — @,(%)
my 5 > -

27 ‘Pl(zl)HlK wgtl  wy — @y(2,)
Rz

Pi(k*) = @(k*[py(w)]) et &, P, sont des quantités analogues & ¢, et

Ymy-
g (Recu le 23 Juillet 1964)
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CXO0OUMOCTb U KOH®OPMHOE OTOBPAYXEHMUE
L. ALPAR

Pe3some

[lycte o3navalor @D,(z) MHOTOWIEH d)aﬁepa accouuﬂpOBaHHbm c KpHBOPl (&
u @Y)(z) muorounen Pabepa, acconquupoBaHubiii ¢ kpusoit C,(j= 1, 2). B pa6ore
JIOKa3pIBAIOTCST CJIe/lyloIue:

Teopema. Cxodumocms psidos Pabepa 6 00HOLU Mouke c60UX KPUBLIX CXOOU-
Mmocmu He fa6afemces KoH@opmHo unsapuanmmuoii. Tounee, nycms C npocmas,
3AMKHYMAs Kpueas, Komopdsi cOCmoum u3 eOuHCMmeeHHOU aHAaAumuieckoll oyeau,
k(z) — kongpopmnoe, oonorucmmuoe omobpancenue enympernocmu C na cebs, He
Aeasemea  Ikeusasenmusim  pomayuu, u nyems z'€C, 2" € C o0ee mouku,
maxue, umo z’ = k(z"), moeoa cywecmeyem @ynxyus

Fy) = 3 o 8,(2)

Y=

(=)

anaaumudeckas enympu C, psad Pabepa, xomopoii cxooumes 6 z°, HO PyHKYUA
P

ﬂwm=ﬂw=§WM@

Komopas maxkxce Agafemcst anaaumudecko enympu C, umeem pso Pabepa,
pacxoosyuiicsa 6 2"

CneactBue. Ecau Cyu C, npocmole, 3amkrymele Kpussle (8 naockocmsax z
CCOMEB.  2,) KaMcoan KomopwvlxX Cocmourmn u3 e0uHCmeeHHOU QHAAUMUYecKoll
oyeu, z, = k*(zy) omobpancerue enympernocmu C, na enympennocms C,, KoH-
opmioe, o0HOAUCMHOE, He IK6usarenmHoe pomayuu, u ecau z,€C,, Z,€C,, 0se
moysku, makue umo z,=k*(z,) mozoa cywecrmseyem pynxyus

Fi(z) = 3 afd #0(z,)
y=0
anaumuuaeckas enympu C,, pao ®abepa xomopoil cxooumes 8 zy, Ho pso Pabepa
Pynryuu

o

Fl(k*(zz)) == 2 al® DO (2 (25)

aeasowelic anarumudeckotd enympu C, pacxooumcs 6 z.
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