UBER EIN INTERPOLATIONSVERFAHREN

von
M. SALLAY

11

Herr Dr. G. FrReUD hat in seiner Arbeit [2] den folgenden Satz gezeigt:
Betrachten wir die Nullstellen des Tschebischeffschen Polynoms 7',(x) =
= cos n(arc cos z) als Knotenpunkte der Interpolation; dann kann man eine
Folge von Interpolationspolynomen konstruieren, welche den Jacksonschen Satz
direkt beweist.

In der vorliegenden Arbeit beschiftigen wir uns mit der Frage ob man
die Nullstellen allgemeiner Orthogonalpolynome als Knotenpunkte der Inter-
polation so wihlen kénnte, dass die in [2] definierten Interpolationspolynome
die Jacksonsche Eigenschaft besitzen. Wir geben eine positive Antwort auf das
Problem.

Wir bemerken, dass diese allgemeinere Klasse der Orthogonalpolynome
die Tschebischeffschen Polynome enthilt.

2.

Es sei w(x) in dem Intervall [—1, 1] stetige Funktion.
Setzen wir voraus, dass w(x) die Bedingungen
(2.1) O<m=<wz)=M, (—1l<z<l; m, M = konst.)

(2.2) | w(x,) — w(zy) | = O(| 23 — 2, |) (-l 1)

befriedigt.
Bezeichnen wir mit {p,(x)} die Folge der orthonormalen Polynome, die
zur Gewichtsfunktion w(z) gehoren, und mitz;, (¢ =1, 2, . . ., n)die Nullstellen

des Polynoms p,(x).
Da w(x) die Bedingung (2.2) befriedigt, gilt nach dem Satze von J.
Korous (s.z.B. [5] Seite 160) fiir —1 < « < 1 die Abschitzung

| e} | 2 AL — )18, (4 = konst.)

Also sind die Polynome {p,(z)} in irgendeinem Teilintervall (a, f) von
(—1, +1) gleichmissig beschrinkt, d. h.

(2.3) | pnl) [ < K, (e =z < f, K =konst.)

Es sei

(2.4) Pn() L vy(2) Bo(x) + 2(x — Tkn) Bnl®) Gin(2),
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wo
venla) = 1 —E00hn) ()
pn(xkn)
ist und es bezeichne
W

p;l(xkn) (Z i xlm)

die Grundpolynome der Lagrangeschen Interpolation iiber die Knoten-
punkte .

Es sei f(x) eine in dem Intervall (a, f) (—1< a < 0 < B < 1) stetige
Funktion, ferner sei

(2.5) I(f; =) %L (0) +z Pin(@) (@) — £(0)] -

Satz 1. Hs seien die Bedingungen (2.1)—(2.3) erfilllt. Dann st
1
Lalfs ®) — @) | = o],

wo C eine nur von w(x) abhingige Konstante ist, und o(f; ) bezeichnet den Stetig-
keitsmodul von f(x).

3.

Wir schicken jetzt einige wohlbekannten Formeln und Relationen voran,
die wir in unserer Arbeit anwenden werden.

Es bezeichne 1,(§) die, zur Stelle & gehorige Cottesche Zahl und 7,(z, &)
die zum Grundpunktsystem gehérigen Lagrange-Parabeln. Die folgenden Rela-
tionen gelten (s. z. B. [3]):

1

(3.1) () = [ B, &) wix)dz > 0,
=
n—1
(3.2) In(z, &) = 44(8) 2; &) px) ,
r=
1
(3.3) Arfl) = g
2 pi(é)
k=1
Es sei —1+ h < n < 1 — h; infolge (2.1) besteht fiir zwei benach-
barte, in (—1 + A, 1 — &) fallenden Nullstellen 2, und .,
(3.4) Gl S Ty — Tk = Colh) :
n n

wo C,(h) und Cy(h) nur von h abhingige positive Zahlen sind (s. [1]).
Endlich sind wegen (3.4) und (2.3) die folgenden Relationen giiltig:

(3.5) lin(x) = O(1)

Thss
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(s. [3], Hilfssatz I),

(3.6) An(&) =0 (i-) ; Eeéla B
(s. [3], Hilfssatz II),
(3.7) lin(2) = Ay On—y Pn—(Tkn) Pn(x)
E i n X — Zn
wo 2171 < 1 st (s. [4]), ferner
Qn

(3.8) = pn(xkn) ik An(‘”kﬂ) et 2‘_k_n

Pn(@kn) An(Tkn) Akn
(s. [3], Beziehung (19)).

4.

Hilfssatz 1. Fiirr —1 + h<x<< 1 — h st !
(1

n ¢y

(4.1) zlkn | & — @n | =

Beweis. Esseix; < x < x;,, (j=1,2,...,n — 1).
Wir zerlegen (4.1), wie folgt:

n
Zli"m(x) | 2 — 2kn | = 2;* Un(@) |2 — 2in | +
k=1 T#j

r#j+1

(4.2)

+ l}n I X — Zjn l + l}+1,n ] T xj+1,n l ’
wo Y'* bezeichnet die Summe, wo die Glieder » =4 und » = 5 + 1 unterdriickt

wurden. Nach den Relationen (3.7), (2.3), (3.6), ferner aus der linken Seite
von (3.4)

S5* Ua(@) |2 — 2in | < S* M,

o} 31

K8
|:t — Zkn

e

p 93
n-"’

P 'J ="

Ix"xk |3

il
n

folgt.

5 Wir wenden jetzt die Ungleichung der rechten Seite von (3.4) und die
[sich aus (3.2), (3.6) und (2.3) ergebene Relation] l{,(x) = O(1) (k= 1,2, ..., n)
an; dann kénnen wir das zweite resp. das dritte Glied von (4.2) folgenderweise
abschétzen:

lzn(x)lx—xsn|=0[i) g FAC T

n

woraus die Behauptung von (4.1) schon folgt.
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Ahnlicherweise kann die Abschiitzung
i 1
(4.3) Zlﬁn(x)lx—zkn|2=0(——2], (—1+r<xz<l—h)
k=1 n

bewiesen werden.

Hilfssatz 2. Hs set —1 + h <x <1 — h, dann ist die Relation

(4.4) N1 B(@) 1] G@) | & — @an | = O(1)
k=1

gulteg.

Beweis. Mit Riicksicht darauf, dass li,(x) in dem Intervall [—1, 1]
ein Polynom hochstens (n — 1)-ter Grades ist, ergibt sich nach dem Satze von
BERNSTEIN (8. z. B. [5], Seite 5.) die folgende Abschitzung:

O(n)
/1 — a2 ,

woraus wir fiir —1 + h < 2 < 1 — h die Ungleichung

| fn() | <

(4.5) | lin() | < O(n)
erhalten.
Der weitere Beweis ist dem Hilfssatze 1 dhnlich. Es sei z; < x < z;,,
j=1,2,...,n — 1; wir zerlegen den linken Seite von (4.4) folgenderweise:
1t Y ’
DB @ | Gen(@) || 2 — @i | = 3* | Gin(@) || Gn(®) || 2 — @en | +
i oyl

+ 1Bl ballz— @ | + | Bagn H Gaan | 1% — Zjan
Nach den Beziehungen (3.7), (2.3) und (4.5) gilt die Abschétzung
1!

(4.6) S* | Bn@) [ (@) [ | 2 — 26 | < O | % =t 01),
n?
weiter folgt aus |z;,;, —z;| < O (l) die Relation
n
| Ba(2) | | Lin(@) | |2 — 2, | = O(1) (6=53+1)-

Hieraus und infolge (4.6) erhalten wir die Behauptung von (4.4).
Ahnlicherweise kénnen wir die Abschéitzung

n ’ 1
(4.7) ZHM@HMWHx—MW=0b]
k=1
beweisen.
Hilfssatz 3. Es sei &, & € (a, f); dann besteht unter den Bedingungen des
Satzes 1
n(&;)
(4.8) I ( - ; |
l 51— 3 | n
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Beweis. Der Beweisgang geht nach einer Idee von Herrn G. FrREUD,
welche fiir den Beweis des Hilfssatzes X in [3] angewendt wurde.

Essei z.B. —1 4 A< & < & <1 — A, und es bezeichne ¢(z) die lineare
Funktion, fiir welche ¢(§,) = 52 und @(1) = 1 ist. Ferner es sei 7 der kleinste
Wert von g(x) in [—1, 4+1]. Dann ergibt sich

o) =1+ 2@ —
1—§&
a(E, — &)
— Lo
7 TR
und es ist weiter
Bl — e — (5t B
R

Mit Riicksicht auf 7,,(&,, &) = 1 ergibt sich aus der Minimumeigenschaft
von A,(&) die Ungleichung

TS

(4.9) In() <

I p(2), &) w(t) dt

Die inverse Funktion von ¢(z) sei

(4.10) b(z) =1+ Sk g [
1—&

Mit der Substitution ¢ = @(z) erhalten wir aus (4.9)

1
An(&) = Jlg(x, &) w(P(x)) dx .
1—§
Nach der Relation
052 — 0@ < - 25(52—51) LT
- &

folgt, dass
An(&) — An(&) = j Bz, &) [w[éb(x ] — w(x) ] dx -+

i i—:—g j B(w,) w(@(a) do

n

ist. Ahnlicherweise kann man die Ungleichung

1
An(&) — An(&) = — [ [, &) [w(P*(x)) — w(x)] dz —

&~ &

1+§1{F@£M¢N@»M
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beweisen, wo die Funktion @*(x) die inverse Funktion von

a9l 2(& — &)
(4.11) P*(z) =1— 1—2+f5217 (x — &)

ist, und ist es ferner

2
0< P¥=x) —2< —— — :
=)~ T 52(52 &)

Nach der Bedingung (2.2) und infolge (4.10) und (4.11) erhalten wir
| w[@(2)] —w(@) | = O( & — &),

1
[ 2n(€) — An(&) | S O( & — & ) [ Bi(=, &) dz +
=1

konst. | §, — &
h

1
. 1l | e & ae
rf

Aus w(x) m und nach (3.6) ergibt sich

J lr-x?(x, 52) dx é —!— Jﬁ l,zl(x, 62) w(x) dx = _1_ ln( 52) é konst. ,
m m e

also es folgt

1
[ 2(6) — An(&) | = O( & — & |)0[;] ) w.z.b.w.
Offenbar folgt aus dieser Abschitzung, dass fiir & — &, & = %k
(b =1;2 2 m)
(4.12) | X(@en) | = | Tim 28} — An(in)

E—Xin & — xyn

= 0(1)

besteht.

5.

Herr Dr. G. FREUD hat in seiner Arbeit [2] den folgenden Satz bewiesen:
Es seien die Zahlen xi,(k=1, 2, ..., n) in einem Intervall [a, b] so beschaffen,
dass die Funktionenfolge qyn(x) die folgenden Bedingungen befriedigt :

(5.1) 2" | pala) | = O(1),
(5.2) 2 Punla) | |2 — 1 | = O ]

(5.3) gmx) = 0(;].
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Dann st die Relation

| 1(f; ) — fl2) | = O(1) @ [f; %J

erfalls.

Um hieraus unseren Satz zu beweisen, ist es hinreichend zu zeigen, dass
fiir die in (2.4) definierten Funktionen ¢y,(x) die Bedingungen (5.1)—(5.3)
gelten.

Setzen wir in vy,(x) die Relation (3.8) ein. Dann erhalten wir

n

S prnla) = -3 [lk,,(x
k=1 k=1

)|1 + (x — Zkn)
kn

+ 2(2 — @) Bnl) l,:,,m],

also es ist

:

== | Ben(@) | & — @kn | +

kn

S punla) | < 3 lha() +
k=1

k=1 k=1

n

+2 31 0n(@) || fnlo) | 12 — i |-

Aus der Relation 2‘ lin(x) = O(1), ferner nach (3.6), (4.1), (4.4) resp.
(4.12) ergibt sich die Beha,uptung
S| prnla) | = O(1).
k=1

Ahnlicherweise, indem wir die Relationen (3.6), (4.3), (4.7) resp. (4.12) in
die Ungleichung

| @unl@) | 12 — in | ézk,.(x |2 — 2un | +

n }"n
3 fofa) |
k=1 Akn

setzen, bekommen wir die Abschitzung

lx—xknl"’-l—ZIlﬁn(x)lll;in(x)llm—wkn g
k=1

5

n

d. h. die Bedingung (5.2).
Es ist noch notwendig die Ungleichung (5.3) zu beweisen.
Es sei

(5.4) o(z, )“"‘[ () zp,(e) p,(x)]

Nach (3.2) folgt, dass die Funktion

2|‘Pkn || 2 — 2| = O

Oz, Whn) = Bnlkn) = [x,m 'S 1 (h0) p,(x)r

r=0

24 A Matematikai Kutat6 Intézet Kozleményei IX. 3.
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im z ein Polynom hochstens (2 n — 2)-ter Grades ist. Setzen wir in die Hermite-
Fejérsche Interpolationsformel

P2n—2(x) == 2’!' vk(x) ll‘czn(x) PZn—Z(xkn) + (x - xkn) liz(n(x) P".’n—2(xkn)

k=1

P, _(x) = D(z, &) ein. Dann erhalten wir

= Sue %@M%%Snmamwl

r=0
+2mw—mojnmamﬂ"4'm»mﬁ,
also es ist - " i
(z, ) zwm&>w>%ﬁ+
(5.5)

Mit der Substitution®! & = z in (5.4) ergibt sich

D(z, ) = 2 12 [ k() Bin(@) + 2(2 — Zkn) Gin() ()] -
. kn

k=1

Anderseits setzen wir die Relation (3.3) in (5.4) ein. Dann bekommen wir

D(z,z) =1,
woraus
3 [0kn(2) Bl@) + 22 — 24) Bol) Gin)] 220 —
(56) = kn kn kn) “kn kn AEH
2
== j (Pkn(x) M
k=1 2lzm
folgt. Schreiben wir die Gleichung in der Form
n n 22— 22(x)
5.7 n(x) =1 () ek e e
(5.7) ’é%() +é?’k() o

Die Ungleichung (5.3) zu beweisen miissen wir noch zeigen, dass das zweite
Glied von (5.7) gleich O {l] ist.
: n

! Hier wenden wir die Idee des Beweises des Hilfssatzes 1 in [2] von G. FREUD

an; in dem Falle der Tschebischeffschen Polynome ist aber 4,(&) gleich —717 s
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Tatsdchlich ist es

n 22 _— }»2(27)
® n(z) Sk T SnGEN

kn

A!m(xkn) + An(x)

2
kn

)‘n(x) i 2Im(xlm)
X — Xkn

n
= | Pxn(z) | | X — Zkn |
k=1

Axn(®kn) — An(2) L

X — Xyn

= 0(n) Zn

k=1

| Prn(@) || 2 — 24n |,

woraus nach (4.12) resp. (5.2) die notwendige Abschitzung folgt.
(Eingegangen: 19. November, 1964.)
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05 OAHOM CITOCOBE MHTEPITOJISILUU

M. SALLAY
Pe3iome

IMycrb w(x) — dyHKuuMs, onpejeseHHast Ui 3HAUEHUH TepPeMeHHOro0 z B
unrepBase [—1, 1] u yrosnerBopsiomas ycnoBusim (2.1), coots. (2,2). O6o3Ha-
4uM yepe3 {pn(x)} OPTOHOPMMPOBAHHYIO CHCTEMY MHOTOYJIEHOB, TpPUHAJJIe)Ka-
myi0 K BecoBOH ¢Gynkuuu w(xr) u nyctb Oyaer f(x) ¢yHKUMs HenpepbiBHAas B
HEKOTOpOM TnojauHTepBaie (a, f) unHrepBama (—1,-+1), nanee

nmm=#mw5§wwan»—ﬂML

Tle Ty, — W SABJSIOTCSL KOPDHSMM MHOTrouJieHa p,(x), k= 1,2,... n;
(pkﬂ(x) . vkﬂ(x) l}m(x) + 2(3} . xkn) lﬁn(x) lllm(x)
u
" x
() = 1 — ZolBn) oy,
pn(xkn)

Teopema. IlTpu e6bilienpuge0eHHbIX NPEONOAOHCCHUSX UHMEPNOAAYUOHHbIE
muo204nensl In(f; x) aeaaromes mHoz2ousenamu muna Jocexcona m. e.:

| f(x) — In(f; 2) | < Coo(f; ) ; x €(a, ),

20e roncmanma C 3aéucum moavko om @ynkyuu w(zx) u o(f, 8) s6agemes mooy-
Aem HenpepwvigHocmu @Pynkyuu f(x).

24*
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