
Ü B E R E I N I N T E R P O L A T I O N S V E R F A H R E N 

von 
M. S A L L A Y 

1. 

Herr Dr . G . F R E U D h a t in seiner Arbei t [2] den folgenden Satz gezeigt: 
Betrachten wir die Nullstellen des Tschebischeffschen Polynoms Tn(x) = 
= cos ft(arc cos x) als Kno tenpunk te der Interpolat ion ; d a n n kann man eine 
Folge von Interpolat ionspolynomen konstruieren, welche den Jacksonschen Sa tz 
direkt beweist. 

In der vorliegenden Arbei t beschäftigen wir uns mi t der Frage ob m a n 
die Nullstellen allgemeiner Orthogonalpolynome als Kno tenpunk te der I n t e r -
polation so wählen könnte, dass die in [2] definierten Interpolat ionspolynome 
die Jacksonsche Eigenschaft besitzen. Wir geben eine positive Antwort auf da s 
Problem. 

Wir bemerken, dass diese allgemeinere Klasse der Orthogonalpolynome 
die Tschebischeffschen Polynome enthält . 

2. 

Es sei w(x) in dem Interval l [ — 1, + 1 ] stetige Funk t ion . 
Setzen wir voraus, dass w(x) die Bedingungen 

(2.1) 0 <mgw(x)gM, (—1<ж<1; m, M = konst . ) 

(2.2) I w(x1) — w(x2) I = 0( | x2 — xx I) ( - l g ï , < i 2 g l ) 

befriedigt. 
Bezeichnen wir mit { p n ( x ) } die Folge der orthonormalen Polynome, die 

zur Gewichtsfunktion w(x) gehören, und mit Xjn (i = 1 , 2 , . . ., n) die Nullstellen 
d e s P o l y n o m s pn(x). 

Da w(x) die Bedingung (2.2) befriedigt , gilt nach dem Satze von J . 
K O R O U S (s.z.B. [ 5 ] Seite 1 6 0 ) fü r — 1 < x < 1 die Abschätzung 

I pn{x) I < A(\ — ж2)"1 '2 , (A = konst . ) 

Also sind die Polynome (pn(x)} in irgendeinem Teilintervall ( a, ß) von 
( —1, + 1 ) gleichmässig beschränkt , d. h. 

(2.3) I pn{x) I <K , (a g x g ß , X = konst . ) 

Es sei 

( 2 . 4 ) cpn(x) M vk(x) Pkn(x) + 2(x - xkn) Pkn(x) l'kn{x), 
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WO 

vkn{x) = \ { X - xkn) 
PÀ*kn) 

ist und es bezeichne 
l k n { x ) = p n m 

Pn(xkn) (X — Xkn) 
die Grundpo lynome der Lagrangeschen Interpolat ion über die K n o t e n -
punkte xkn. 

Es sei f(x) eine in d e m Interval l (a, ß) ( — 1 < а ^ 0 1 ß < 1) s te t ige 
Funkt ion , f e rne r sei 

( 2 . 5 ) / „ ( / ; * ) S / ( 0 ) + V ykn(X) l f ( X k n ) _ / ( 0 ) ] . 

Satz 1. Es seien die Bedingungen (2.1)—(2.3) erfüllt. Dann ist 

/„(/; X) - f(x) I С со (/ ; — 

ivó G eine nur von w(x) abhängige Konstante ist, und co{f; ö) bezeichnet den Stetig-

keitsmodul von f ( x ) . 

3. 

Wm schicken jetzt e inige wohlbekannten Formeln u n d Relat ionen vo ran , 
die wir in unse re r Arbeit anwenden werden . 

Es bezeichne /,,(£) die, zur Stelle | gehörige Cot tesche Zahl u n d ln(x, {) 
die zum G r u n d p u n k t s y s t e m gehörigen Lagrange-Parabe ln . Die folgenden Rela -
tionen ge l ten (s. z. B. [3]): 

(3.1) A„(£) = Г Pn(x, I) w(x) dx ^ 0 , 
-1 

(3 .2 ) in{x, I ) = Ш ) 2 Р № Р А * ) ' 
r=0 

(3.3) ш = „ _ / • 
i р ш ) 1 

Es sei —1 -j- h ^ xkn <; 1 — h; infolge (2.1) b e s t e h t fü r zwei benach -
barte, in ( — 1 + h, 1 — h) fal lenden Nu 11 stellen xk u n d xk+1 

n n 

wo 6\(A) u n d C\(h) nur v o n h abhängige posit ive Zahlen s ind (s. [1]). 
End l i ch sind wegen (3.4) und (2.3) d ie folgenden Rela t ionen gül t ig : 

(3.5) ! l U x ) = 0(1) 
A=1 
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(s. [3], Hilfssatz I), 

(3.6) 

(s. [3], ffilfssatz II), 

(3.7) 

wo a "~ 1 g 1 ist (s. [4]), ferner 

K ß ) = О 

k n ( x ) — hn 

, u ( a , ß ) 

'ln-1 pn-fXkn) Pn(x) 
AN X — XKN 

(3.8) 

(s. [3], Beziehung (19)). 

Pn(xkn) = K(xkn) = Kn 
Pnßkn) Лп(хкп) hkn 

4. 

Hilfssatz 1. Für — 1 + h<x< 1 — h ist 

(4.1) j b j W x ) I x - xftn I = О 
k= I 

Beweis. Es sei Xj g x g x ; + 1 ( j = 1 , 2 , . . . , » — 1). 
Wir zerlegen (4.1), wie folgt: 

2 l k n ß ) I « - xkn I = 2 * l r a x ) I x xkn I " b 
(4-2) k=i Гф] 

r ï j + l 

+ Ijn I X — Xjn I + IJ+! „ I X — xj+i,n I i 

wo 2/* bezeichnet die Summe, wo die Glieder r = j und r = j + 1 unterdrückt 
wurden. Nach den Relationen (3.7), (2.3), (3.6), ferner aus der linken Seite 
von (3.4) 

k* 
2 * l U x ) \ x - x k n \ g 2 * kn = О - 2 
^ ^ IX - xÄn i3 U4J 

i ) i 

Xkn 

о - I i — о 
n4; v3 

n3 

n 

" 1 
2 - = ° 
v=1 m 

folgt. 
Wir wenden jetzt die Ungleichung der rechten Seite von (3.4) u n d die 

[sich aus (3.2), (3.6) und (2.3) ergebene Relation] l4
kn(x) = 0(1) ( £ = 1 , 2 , . . ., ») 

an; dann können wir das zweite resp. das dritte Glied von (4.2) folgenderweise 
abschätzen: 

l4
sn(x) I x ~ x s n \ = 0 = j + 1), 

woraus die Behauptung von (4.1) schon folgt. 
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Ähnlicherweise kann die Abschätzung 

(4.3) 2 i m \ x - x k n \ 2 = 0 
k= 1 п 

( - 1 + h <x< 1 — h) 

bewiesen werden. 

Hilfssatz 2. Es sei — 1 + h < x < 1 — h, dann ist die Relation 

(4.4) 2 i kam ii p m ii x - x k n I = 0(1) 
k= 1 

gültig. 
Beweis. Mit Rücksicht darauf, dass lkn{x) in dem Interval l [—1, + 1 ] 

ein Polynom höchstens (та — l ) - te r Grades ist, ergibt sich nach dem Satze von 
B E R N S T E I N (S . Z . B. [5], Seite 5.) die folgende Abschätzung: 

I'M i ^ 0(n) 
/ 1 - я2 

woraus wir f ü r — 1 + A < x < l — h die Ungleichung 

(4.5) i I'M i ^ 0 ( n ) 

erhalten. 
Der weitere Beweis ist dem Hilfssatze 1 ähnlich. Es sei Xj 9 x 9 Xj+1, 

j = 1, 2, . . . . n — 1; wir zerlegen den linken Seite von (4.4) folgenderweise: 

2 1 p M 11 I M \ \ x - x k n \ = 2 * \ lkn(x) 11 i m 11 * - * * „ i + 
k=1 кф) 

кф]+1 
+ I Pjn 11 Ijn 11 z - xjn I + I ад 11 ад 11 ж — xj+1<n\. 

Nach den Beziehungen (3.7), (2.3) und (4.5) gilt die Abschätzung 

(4.6) 2* i p m 11 i ' m 11 * - xkn i ^ о (-1 2 \ = 0(1), 
\nz] jTi v* 

12 n-

weiter folgt aus | XJ+1 — XJ \ 9 О die Relat ion 

? „ ( ® ) i i u * ) l l » - * . n l = o( i ) (« =3,3 + 1) 
Hieraus und infolge (4.6) erhal ten wir die Behauptung von (4.4). 

Ähnlicherweise können wir die Abschätzung 

(4.7) 

beweisen. 
2 i p m 11 i m \\x-xkn\2 = о 
k = l 

Hilfssatz 3. Es sei , |2 £ (a, ß); dann besteht unter den Bedingungen des 
Satzes 1 

(4 8) -v
 ' t t si 

11 
= 0 

n i 
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Beweis. Der Beweisgang geht nach einer Idee von Her rn G. F R E U D , 

welche für den Beweis des Hilfssatzes X in [3] angewendt wurde. 
Es sei z.B. —1 + Ä < | 1 + | 2 < 1 — h, und es bezeichne <p(x) die lineare 

Funktion, fü r welche (p(£1) = | 2 und <p(l ) = 1 ist. Ferner es sei r) der kleinste 
Wert von cp(x) in [—1, + 1 ] . Dann ergibt sich 

<p(x) = 1 
1 ~~ i i 

1 - ^ und es ist weiter 

0 < <p(x) - X + — - I i ) • 
1 ~ 51 

Mit Rücksicht auf ln{£2, | 2 ) = 1 ergibt sich aus der Minimumeigenschaft 
von Xn{£) die Ungleichung 

i 

(4.9) Xn(£x) + jP n {<p{ t ) , l 2 ) w(t) dt. 

Die inverse Funktion von <p(x) sei 

(4.10) Ф(х) = 1 + 1 ~ ^ ( x - 1). 
1 — l 2 

Mit der Substitution t = Ф(х) erhalten wir aus (4.9) 

1 - i i 

Nach der Relation 

A„(fi) + I ^ Г Г-(х, | 2 ) ЦФ(х)) dx 
1 si j 

0 + х - Ф ( х ) + — — ( S t - S j ) ( T ] < x < 1) 
1 i i 

folgt, dass 

An(|x) - Дп(12) á J l2n(x, l2) [г«[Ф(х)] - w(x)} dx + 
i 

i 

+ m l k ( l ^ x ^ w ^ x ^ d x 
1 i2 j 52 

1 
ist. Ähnlicherweise kann man die Ungleichung 

UH) - A„(!2) ^ - J Pn(x, | 2 ) [ЦФ*(х)) - w(x)-} dx 
v 

4 
i 2 - i i -2 1 г I) ЦФ*(х)) dx 
1 + i i .) 

/ 
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beweisen, wo die Funktion Ф*(х) die inverse Funktion von 

2(1, - ii) (4.11) 

ist, und ist es ferner 

cp*(x) = 1 - (X - Ij) 
1 + f-s2 

0 g Ф*(х) — x g (l2 - ii) • 
1 + l 2 

Nach der Bedingung (2.2) und infolge (4.10) und (4.11) erhalten wir 

I w[0(x)] - w(x) I = 0 ( | | 2 - A I) , 

I An(A) - A„(!2) I ^ 0(| | 2 - l j I) J IJx, |2) dx + 

+ konst . I | 2 — | j 
j e (x, |2) d x . 

Aus w{x) Яг m und nach (3.6) ergibt sich 
1 1 

1 
Г r j x , |2) dx g - Г pn(x, | 2 ) w(x) dx = - Лп(|2) ^ 

j от j m 

konst. 
n 

also es folgt 

^n(li) — ^n(l2) I á 0(| | 2 — I i | )0 
(1 

n ] 

w.z.b.w. 

Offenbar folgt aus dieser Abschätzung, dass f ü r | 2 -»• £v I i = xAn  

( £ = 1 , 2 , . . ., n) 

(4.12) 

besteht. 

*n{xkn) i = 
l i m ал(1) — ал(^кл)  
í^x*. i — xkn 

5. 

^ 0(1) 

Herr Dr . G. FREUD h a t in seiner Arbei t [2] den folgenden Satz bewiesen: 
Es seien die Zahlen xkn ( £ = 1 , 2 , . . ., n) in einem Intervall [a, b~\ so beschaffen, 

dass die Funktionenfolge (pkn(x) die folgenden Bedingungen befriedigt: 

(5.1) 

(5.2) 

(5.3) 

2 \ n J x ) I = 0(1) ,  
k = 1 

n 

I <Pkn(x) I I X — xkn I = 0 
k= 1 

2 < p u x ) = 1 + o ( -
i n 
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Dann ist die Relation 

i m - , x ) - m i - « ( и » / А 
n 

erfüllt. 
Um hieraus unseren Satz zu beweisen, ist es hinreichend zu zeigen, dass 

für die in (2.4) definierten Funktionen (pkn(x) die Bedingungen (5.1) —(5.3) 
gelten. 

Setzen wir in vkn(x) die Relation (3.8) ein. Dann erhalten wir 

2 4>><m) = 2  
k = l k = l 

i m * ) 1 + ^ (x - xkn) i + 2(x - xkn) Pkn(x) l'kn(x) 
1k n 

also es ist 

2 1 П п ( х ) I ̂  2 i m * ) + 2 
k=1 
n 

k=1 

v 
Akn 

hn 

lkn(x) I * - *kn I + 

+ 2 2 \ l U x ) \ \ l ' k n { x ) \ \ x - x k n \ . 
k=1 

Aus der Relation j? lkn{*) — 0(1), ferner nach (3.6), (4.1), (4.4) resp. 
k = l 

(4.12) ergibt sich die Behauptung 

2 I <Pkn(x) I = 0(1). 
k= 1 

Ähnlicherweise, indem wir die Relationen (3.6), (4.3), (4.7) resp. (4.12) in 
die Ungleichung 

n n 

2 I Vkfx) I I X — Xkn I ^ 2 lkn(x) I X — Xkn I + 
k = l fc=I 

+ 2 l ^ ( x ) 
k = I 

Akn 

чп 
x — xkn I2 + 2 I lkn(x) I I l'kn(x) I I x — Xkn 

k=1 
setzen, bekommen wir die Abschätzung 

2\<pkn(x) \ \ x - x k n \ = о - , 
n 

d. h. die Bedingung (5.2). 
Es ist noch notwendig die Ungleichung (5.3) zu beweisen. 
Es sei 

(5.4) Ф(х, £) 
def 

r=0 

Nach (3.2) folgt, dass die Funktion 

0(x, xkn) = l f n { x k n ) = 

24 A Matematikai Kutató Intézet Közleményei IX. 3. 

n— 1 
hn 2 pr(xkn) pá*) 

r=0 
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im x ein Polynom höchstens (2 n — 2)-ter Grades ist. Setzen wir in die Hermite-
Fejérsche Interpolationsformel 

n 

Рщ-Ж*) = 2 Vk№ Pm-Axkn) + [X — Xkn) lkn(x) Р'т-г{Хкп) 

P2.,_2(x) = Ф(х, g) ein. Dann erhalten wir 

Ф(Х, g ) = jgVkix) Pkn(x) 4 ( g ) " 2 P r ( X k n ) P r ( t ) ) 2 + 

k= 1 
+ 2 2(X - Xk"ï feí»r(«*n) PrW I 2 Pr(Xkn) pr(è) 

• • V = o 

7=0 
n-

\r=0 

also es ist 

(5.5) 

n 

Ф(х, g) = 2 v k ( x ) P k n ( x ) l l ( £ ) ~ 1 + 
k=1 

+ 2 2 4 ш 

woraus 

Mit der Substitution1 g = ж in (5.4) ergibt sich 

Ф(х, X)= 2 ^ (Vkn(x) Pkn(x) + 2(x - xkn) Pkn(x) £„(*)]. 
k=i лкп 

Anderseits setzen wir die Relation (3.3) in (5.4) ein. Dann bekommen wir 

Ф(х, x) = l, 

ад 
(5.6) 2 t « u * ) lkn(x) + 2(x - xkn) Pkn(x) Гкп(х)] 

лкп 

= 2 ч>кп(х) 
ш  

4n 

folgt. Schreiben wir die Gleichung in der Form 

(5.7) 2 f u x ) = 1 + 2 r x n w x l j " { x ) 

k= i k=l лкп 

Die Ungleichung (5.3) zu beweisen müssen wir noch zeigen, dass das zweite 

Glied von (5.7) gleich О — ist. 
n 

1 H ie r wenden wir die Idee des Beweises des Hi l fssa tzes 1 in [2] von G. F R E U D 

an; in d e m Falle der Tschebischeffsohen P o l y n o m e ist aber A„(f) gleich— . 
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Tatsächlich ist es 

2 tknix) 
k=1 

- ш  

4n 

< 2 I tkn(x) I I x — xkn 
k= 1 

n) I л (x) 

4n 

лкп(хкп) — л п ( х ) 

= 0(п) 2 
k=l 

Ап(ж) — Xkn(xkn) 
x — хкп  

<pkn(x) ii x — xkn i , 
x xkn 

woraus nach (4.12) resp. (5.2) die notwendige Abschätzung folgt. 

(Eingegangen: 19. November, 1964.) 
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ОБ ОДНОМ СПОСОБЕ ИНТЕРПОЛЯЦИИ 

M . SALLAY 

Резюме 

Пусть w(x) — функция, определенная для значений переменного х в 
интервале [—1, + 1 ] и удовлетворяющая условиям (2.1), соотв. (2,2). Обозна-
чим через {р„(х)} ортонормированную систему многочленов, принадлежа-
щую к весовой функции w(x) и пусть будет /(ж) функция непрерывная в 
некотором подинтервале (а, ß) интервала ( — 1 , + 1 ) , далее 

/„(/; х) = /(0) + 2 tpkn{x) [f(xkn) - /(0)] , 
к=1 

где хкп — и являются корнями многочлена рп(х), к = 1, 2, . . ., n ; 

<Pkn(x) = vkn(x) Ркп(х) + 2(ж — хкп) Ркп(х) Гкп(х) 
и 

Vkn(x) = \ - хкп) . 
рп(*кп) 

Теорема. При вышеприведенных предположениях интерполяционные 
многочлены 1п(/; х) являются многочленами типа Джексона т. е. : 

I /(ж) - / „ ( / ; x) I ^ Cœ(f; х) ; ж £ (а, ß) , 

где константа С зависит только от функции w(x) и co(f, ô) является моду-
лем непрерывности функции /(ж). 

24* 
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