TOBBFOKOZATU SZALLITASI PROBLEMA

KOVACS LAszL6 Bira

Bevezetés

A tobbfokozatu szallitasi probléma, amellyel ebben a cikkben foglalko-
zunk, abban kiilonbozik a kozonséges szallitasi feladattol, hogy nemesak két
fajta telephelyet kiilonboztetiink meg — az egyik, ahonnan, a masik, ahova
szallitunk —, hanem kozbiilsé helyek is vannak, amelyeken dtmend szallités
torténik. Ezen kozbiilsé helyek kapacitasa korlatozott. A tovabbiakban rész-
letesen targyalt gabonaraktarak — malmok — lisztraktarak kozotti szallitdsi
probléman kiviil ilyen problémara vezet példaul, ha a termelShelyekrol bizo-
nyos arucikkeket elszallitanak a kozponti raktarakba, majd onnan masodik
fokozatként az iizletekbe. Tovabbi példaként megemlitjiik az olyan termékek
esetét, amelyeket tobb kiilonbozd tipust tizemben munkalnak meg egymés
utdn, és mindegyik fajta gyarbdl tobb van. Meghatarozandé az Gsszes gyarat
magabafoglalé kooperaciés program tugy, hogy a kombinalt szallitasi és ter-
melési Osszkoltség minimalis legyen. (A termelési koltséget hozzaszamithat-
juk a megfelel§ szallitasi koltséghez.)

Matematikailag a probléma a kovetkezd:
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linedris kifejezést. Az itt szerepld a, > 0, b, > 0, k; >0, ¢;, d;; mennyiségek
adott konstansok, amelyekre a
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relaciok teljesiilnek. Itt 7 jelenti az i-edik termelhely kindlatat, b; a j-edik
felhaszndlé fogyasztasit és k; a j-edik kozbiils6 hely kapacitasat.

A probléma ]elentoseget mutatja, hogy mar tébben foglalkoztak a meg-
oldasaval. Az egyik megfogalmazés szerint, amikor az i-edik termelShelyrdl
az l-edik kozbiilsé belyen keresztiil a j-edik fogyasztéhoz x;; mennyiséget
juttatunk. Ekkor az x;; = 0

Zz; .12 Tyj = a; 2 _Z Ly -—kl 2 %‘xilj:b/
i i
min Z 12 2 (ey + ¢pj) xyj
i j

un. multiindexes szallitasi problémahoz jutunk. (L. példaul [5]) Ekkor azonban
a valtozék szama mnp, ami viszonylag kis m, n és p esetén is igen nagy.
A valtozék nagy szama miatt még az elektronikus géppel valé megoldas is
komoly probléméat okoz. Példaul m = n = p = 30 esetén hazai gépekkel mar
nem tudndnk megoldani a problémat. A korabbi megfogalmazasban csak
mn + np valtozé szerepel !

A maésik megolddas W. Szwarc lengyel matematikus [3] dolgozataban
olvashaté az an. szallitasi séma alkalmazasaként. Ebben negativ valtozdk is
lehetnek. A meg nem engedett szallitasokat, példaul gabona a lisztraktarba,
+ oo ill. —oo megfeleld koltségekkel zarja ki az optimumbdl. Ezek a lehetdsé-
gek a jelen targyalasban mar nem is szerepelnek. Tovabbi roviditést jelent a
pétvaltozok egyszeri szerepeltetése a megoldé tablazatokban a Szwarc-
modellben talalhaté kétszeres felhasznalassal szemben.

A bizonyitasokat illetéen nem SzwArc eredményeit hasznaltuk fel,
hanem a klasszikus szallitasi probléma megfelelé tételeit altalanositottuk.
A standard szallitasi feladat elmélete megtalalhaté példaul HaprLey [2] és
G.B. Daxntzic [1]konyvében. Az ut6bbi konyv tartalmazza a teljesen altalanos
graffal jellemezhet6 rendszeren valé szallitdsi problémat (, transshipment
problem”), azonban az éppen az altalanos volta miatt meglehetGsen bonyolult.

A jelen cikk 1—2. pontja a feladat ismertetését és valtozatait targyalja.
A 3. pont az el6készitd tételeket tartalmazza, melyek a klasszikus szallitasi
probléma megfelels tételeinek altalanositasai. Az algoritmus lényegének leirasa
a 4. pontban van, mig az 5—17. és 9. pontok kiegészitéseket tartalmaznak.
Végiil az egész eljarast egy numerikus példan szemléltetjitk a 8. pontban.

1. Egy gyakorlati alkalmazas

Abbdl a célbdl, hogy a probléma lényegét és gyakorlati jelentGségét
jobban lathassuk, kezdjiik vizsgédlédasainkat egy konkrét feladaton.

Néhany évvel ezel6tt az optimalis gabona ill. liszt szallitastervezés
kérdésével a Matematikai Kutaté Intézethez fordultak a gazdasigi szak-
emberek. Az attekinthetGség kedvéért most leegyszeriisitve targyaljuk ezt a
problémat.

A feladatban m gabonaraktir, n malom és p liszttéroléhely szerepel.
Ezeket rendre A4;, K, és B;-vel jeloljiik. Adva van tovabbé az i-edik gabona-
raktarbél az l-edik malomba valé szallitas egységkoltsége, c;, és az l-edik
malombél a j-edik liszttarolohelyre vals szallitis egységkoltsége, d;. Meg-
jegyzendd, hogy ekkor a malomba beérkezd és onnan elszallitott mennylseg
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nem azonos, hiszen 1q bzabdél nem lesz 1q liszt, hanem csak kevesebb. Ezt a
nehézséget elkeriilhetjiik gy, hogy a lisztet is blza egységekben mérjiik, azaz
példaul egy egységnyinek nevezziik azt a lisztmennyiséget, ami 1q (altalaban
egységnyi) buzabol lesz. Ezen egységnyi liszt széllitasi koltsége lesz d,;, és a
lisztraktarak ,,igényét’”’ is ebben az egységben allapitjuk meg. Az i-edik
gabonataroléhelyen @; mennyiségli gabona all rendelkezésre, a j-edik liszt-
tarolohely sziikséglete pedig b;. Ekkor a fenti megjegyzést figyelembe véve, az
Osszes gabona mennyisége megegyezik az Osszes lisztkereslettel:

S

(L1) Sa=3b,.
i=1

J

Il
-

Legyen tovabba az l-edik malom kapacitasa k,.

Készitsiink egy vazlatot, melyen abrazoljuk a gabonaraktarakat
(4;, +=1,2,...,m), a malmokat (K,, I =1,2,...,n) és a liszttarols-
helyeket (B »J=1,2,...,p), valamint a kozottik levo szallitasi itvonalakat.
Nyilvédnvalo, hogy A;,-kbél K;-ekbe és K-ekbGl Bj-kbe vezetnek utak, de
kézvetleniil az A;-kbdl B;-kbe nem, hiszen gabonat egyenesen nem szallitha-
tunk a lisztraktdrba. Az 1. dbrdn az m = 3, n = 2 és p = 5 esetet vazoltuk.
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Legyen az A;-b8l K-be szallitott mennyiség x;, K,-b8l B;-be szallitott
mennyiség y,;. Ekkor az A; gabonaraktarbdl elszallitott Gsszes mennyiségnek
egyenl6nek kell lennie az ott talilhaté mennyiséggel, azaz

n
(1.2) X xy=a; 6 =1,2;..5m)
i=1

hasonléan a kiilonb6z6 malmokbél Bj-be szallitott mennyiségnek egyenlének
kell lennie az ottani kereslettel,

(1.3) y; = b j=12...p)

1=

1

Tovabba minden malombdl pontosan ugyanannyi lisztet vihetiink el (gabona-
egységekben mérve!), amennyi gabonat odaszillitottunk, ezenkiviil ez a
,,keresztiilszallitott” mennyiség nem lehet nagyobb, mint az illet6 malom
kapacitdasa, azaz
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Mivel az A;-bdl a K ;-be valé szallitas egységkoltsége c;, a teljes mennyiség,
x; szallitasi koltsege c,,x, /- Minden gabonaraktar-malom viszonylatra Kki-

szamolva az osszkoltseg 2‘ 2 c;x;. Hasonléan malom-lisztraktar szallitasi
I=1i=1

osszkoltsége 2 2‘ djy,j- fgy a szallitasok teljes koltsége:
m n p
(1.5) : 2 CiTy +1§ § 1415 -

A feladat tehdt a kovetkezs: KeresenddSk olyan x; > 0 ésy,; = 0 szamok
(i=1,...,m;l=1,...,n;j=1,... p), amelyek kielégitik az (1.2)—(1.4)
feltételeket és emellett az (1.5) fﬁggvény a lehetd legkisebb értéket vesz fel.

A most vazolt modell természetesen nem irja le pontosan a valésagot,
bizonyos kiegészitésekre szorul. Példdaul nem vettiik figyelembe azt, hogy a
malmok kiillonb6z6 koltséggel 6rolnek. Ezen konnyen segithetiink olymdédon,
hogy az 6rlési koltséget hozzaszamitjuk vagy az odaszallitas vagy az elszallitas
koltségeihez.

2. A probléma valtozatai

A tobbfokozati szallitasi feladat felmeriilhet a tervezés stadiumaban is
bizonyos ipari létesitményeknél vagy bizonyos termékeknél, amelyeket
egymas utan kiilonbozé helyeken kiilonb6z6 miiveleteknek vetnek ala. A meg-
miivelés koltségeit — amennyiben azok azonos tipusi gyaranként is valtoznak
— hozzaszamithatjuk ismét a megfelel6 szallitasi koltségekhez.

Jelentsenek most az A4;-k gyarakat, ahol a munkadarabokon az elsG
miiveletet végzik. Ezutan a munkadarabok a K -lel jelolt kooperalé gyarakba
jutnak, majd atadjik a kész termékeket a B; vel jelolt fogyasztéknak. Legyen
az A; iizem termelési kapacitasa a; (1 = 1, 2 ., m), a K, uzemeké k, (I =
= 1,:..,m), vegtl 1egyen a B; fogyaszto 1genye b;. Ez a példa mmdossze
abban kiilsnbozik az pontban targyalttol, hogy nem kivanjuk meg a

O
a;= 2 b;
j=1

vz

egvenldséget, ugyanis lehet, hogy az 4; gyarak osszkapacitasa nagyobb, mint
az Osszkereslet (ekkor bizonyos gyarakban marad kihasznalatlan kapacités),
azonban kisebb nem lehet, azaz a

m

p
(2.1) a2z b
i=1 j=1

egyenlitlenség fogja helyettesiteni az 1. pontban szereplé példaban feltétele-
zett (1.1) egyenlGséget. Szerencsére ez a probléma konnyen visszavezethets az
elGbbire. Vegyiink fel ugyanis egy fiktiv gyarat a kozépsé csoportban, valamint
egy fiktiv fogyasztét, ahova a tobbletkapacitasnak megfelel6 mennyiséget
szallitjuk, azaz legyen

kn+1 e bp-H 2/ a; — Z b
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Természetesen most mar

M3
2

p+1
= 2 by

i Jj=1
azonban azt még biztositanunk kell, hogy ez a fiktiv szallitds ne jelentsen
tobbletkoltséget, tehat ne zavarja meg az igazi szallitast, valamint azt, hogy
a K, , kozbiilsé (fiktiv) allomasrdl ne széllithassunk arut a B, .. ., B, valédi
fogyasztokhoz, tovabba valddi arut ne szallithassunk a fiktiv fogyasztohoz
Ezt a harom kivanalmat koénnyen kielégithetjiik, ha ¢;, , =d,,; .1 =0
2=1,...,m) egysegkoltseget valasztjuk a fiktiv szallitasokra, valamint
d,,“] =oco(j#p+1)ésd , = oo (I #n+ 1)egységkoltséget valasztjuk
a meg nem engedett szallitasokra. Az eddig elmondottak azonnal vilagossi
valnak, ha egy pillantast vetiink a 2. abrara, melyen ismét az m = 3, n = 2,
p = 4 esetet vazoltuk, de bejelsltiik a fiktiv allomasokat és a hozzatartozoé
egységkoltségeket is. Az 4dbran az eredeti utakat nem tiintettiikk fel, hogy
elkeriiljiik a sok vonal okozta zavart. Természetesen a oo koltségek helyett a
gyakorlati szamitasokndl egy kellen nagyra valasztott koltséget valasztunk,
amely az optimalis megoldasban lehetetlenné teszi a meg nem engedett
szallitasok részvételét.
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El6fordulhat az is, hogy bizonyos gyarakat csak ezutan fogunk létesiteni,
igy azok kapacitasat tetszolegesen nagynak tekinthetjiik a szamitdsok meg-
kezdésekor. Konnyen elkeriilhetjiik az ebbdl adédé nehézségeket ugyanis ha

példaul K, egy ilyen tetszéleges kapacitast gyar, akkor a k, = 2‘ b; kapacitds

J=

felvételével nem korlatoztuk a K, gyaron keresztiilhaladé mennylseget mert a
legrosszabb esetben a teljes kereslet ezen az iizemen mehet keresztiil. A most
elmondottak érvény esek a kiindulé, A gyarakra vagy raktarakra is. Meg-

jegyzendd, hogy a 2 a; = 2‘ k, = 2 b, esetben, amikor biztosan nem lesz
i=1 1=

kihasznalatlan kapacitas a feladat egyszerﬁen mint két egymasutani szallitasi

probléma oldhaté meg. Az eddig elmondottak érvényesek akkor is, ha az

Ay o ony Ay Kiindulé helyekrdl a K, .. ., K;, majd innen az Ly, . . ., L, koz-

bulso feldolgozo helyekre és innen a Bl, ..., B, célallomasokra keriil az aru,

80t a kozbiilsé fazisok szama még ennél is tobb lehet. (I.. bGvebben a 9. pontban.)
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3. Elokészité tételek

A megolda,s alapvetden a kozonséges szallitasi feladat gondolatmenetét
koveti, igy a megfelels altalanosabb tételeket kell elGszor bebizonyitanunk.
Attekinthet6ség kedvéért foglaljuk ossze a feladatot. Tegyiik fel, hogy

z (1.1) feltétel teljesiil, azaz

(3.1) szﬁb

Keresenddk az (1.2)—(1.4) feltételnek eleget tevd oly z;, y,; szdmok, melyre
az (1.5) fiiggvény a minimumat veszi fel.

Az (1.4) feltétel rendkiviil kényelmetlen, alapjaban két feltételt foglal
Ossze. Az egyik azt jelenti, hogy a K;-be beérkezd osszmennyiség megegyezik
az onnan elszallitott Osszmennyiséggel, azaz

(3.2) Vx,, = Zy,] =1 .5mn)

a masik pedig azt, hogy ez a kozos érték, azaz az dthaladé mennyiség nem tobb,
mint a K, pontbeli k; kapacitas.

(3.3) 2, <k i=1,...,n).

I3

Ezt agy is fogalmazhatjuk, hogy a K;-ben mind a befuté, mind a kiszallitott

Osszmennyiség az adott k, korlat alatt marad, éspedig ugyanannyival. Azaz a
(3.2) és (3.3) egyiitt equivalens az alabbi két egyenl6ség rendszerrel:

(3.4) ;’"‘] x; + 8 = k, (l =1, , n)
p

A.5) g?/lj"'sl:kl l=1,...,n)

ahol 3, =20 (I=1,...n).

Ennek alap]an tehdt a feladatunk a kovetkezoképpen irhaté fel, az
(1.4)-et, ill. (3.2)—(3.3)-t a (3.4)—(3.5)-tel helyettesitve:

(36) Zn‘ Ty = a; (?' == 1» 2, 7m)
=1

(3.7) Zm'x,.,—}-s,zk, (=1,2,.:,0)
i=1
P

(3.8) .Z; y,]+81=kl (l=l, 2,...,n)
Jj=

(3.9) lgwfzm (j=12...D)

Dy =0 (=0 0 .

(3.10) y; =0 i=12...,n)

3[%0 (j=1;27-"’p)

(8.11) min s;; %’ Cii%y + 2 d,]y,j ;
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A kozonséges szallitdsi problémahoz hasonléan ezt is kénnyen abrazol-
hatjuk egy egyszer(i sémaval, amely azonban két egymdasutani szallitasrol
lévén szé két téglalap alaki tablazatbdl all, ezek azonban nem fiiggetlenek
egymastél. Az osszefiiggést az s, pétvaltozék kettds szereplése jelenti, amely
azt biztositja, hogy pontosan ugyanannyit szallitsunk el egy kozbiilsé alloméas-
r6l, mint amennyit odaszallitottunk.

Az 1. tablazaton lathaték az emlitett résztablazatok is, amelyeken
konnyen lathaté, hogy a (3.6)—(3.10) kovetelmények itt azt jelentik, hogy
soronként, illetéleg oszloponként Osszeadva a valtozékat a sor, ill. oszlop
szélére irt szamot kell megkapnunk.

Az egészet egylitt tekintve is emlékeztet egy szallitdsi problémaéra,
amely (m + n) - (n 4 p) valtozét tartalmaz, ezek koziil azonban valéjaban
csak mn 4 n + np létezik. Természetesen a feladat megoldhaté volna ugy is,
hogy ezeket a valtozékat hozzavessziik, oo hozzarendelt koltséggel, eziltal
azonban a valtozék szama (m + n) (n + p) — (mn + n + np) = 02 —n +
+ mp-vel novekedne, amely kiilonGsen nagy n (vagy tobb mint két fokozatii
probléma) esetén jelentés tobbletmunkat eredményezne.

Most vizsgaljuk meg a (3.6)—(3.11) linedris programozasi feladat mat-
rixat, azaz azt a matrixot, amely a (3.6)—(3.9) egyenldségek bal oldalan
szerepld x;, y,; és s, ismeretlenek egyiitthat6ibél 4ll. Kénnyebb attekinthet8ség
kedvéért, valamint, hogy a bizonyitdsok megértését megkonnyitsiik, ezt a
matrixot részletesen kiirjuk:

(3.12)
Fllaesd

[ (PR | 1
1¥..-1 1
n sor

(+)

3 1 B 1 X

—— —

m X m oszlop n X p oszlop n oszlop
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Qg |Xg7|Xg2| - [¥1n

Qa2 [£zg|X22| -+ |¥X2p

Ap (Lt ¥m2| -+ [Emn

ks [s; Y11 Y12 cee Y10

k2 S2 l Yo1|Y22 2R Y2p

k” Yn1|Yn2 ehis 2 ynp
k, k, Ko by by . b,

1. tabldzat

A (3.12) Osszefiiggésben az 4 matrix tobbi helyén zérusok allnak.

A matrix tehat csupa olyan oszlopbdl all, amelyik két egyest tartalmaz.
Ezenkiviil két részméatrixa hagyoméanyos szallitasi feladatmatrix. Az m xXn
és n X p szallitdsi matrixot az utolsé n oszlop kapesolja Gssze.

Ezek utdan vizsgaljuk meg az 4 matrix néhany tulajdonsagat. Jeloljik
az xy, yy;, §; valtozok egyiitthatéibol allé vektorokat rendre p;;, q;; és r-lel.

1. Térel. Az A matrixz rangja, ha n > 2,
(3.13) r(Ay=m+ 2n +p — 1.

Bizonyitas. Mivel a matrix rangja a linearisan fiiggetlen oszlopvektorok
(vagy sorvektorok) maximalis szama, konnyen belathatjuk, hogy

(3.14) r(d)y<m+ 2n + p.

Ehhez csak annyit kell igazolni, hogy az 4 matrix m 4 2n 4 p szamu sor-
vektora egyiittesen nem linearisan fiiggetlen. Adjuk ossze az A matrix sorait
gy, hogy el6z6leg az elsé m sort pozitiv, a kovetkez6 n sort negativ, az utana
levé n sort ismét pozitiv, majd az utolsé p sort negativ elGjellel lassuk el,
ahogy azt az A matrix (3.12) felirasanal a zardjelbe tett elGjelek mutatjak.
Az eredmény nullvektor, igy a kérdéses matrix sorvektorai nem linedrisan
fiiggetlenek, tehat a (3.14) egyenlGtlenséget belattuk.
Most igazoljuk, hogy

(3.15) rA)y>m -+ 2n+p — 2.

Jeloljiik az A matrix elsé mn oszlopabdl 4116 részmatrixot 4,-gyel. Az elsé mn
oszlop, mint mar emlitettiik, egy kozonséges m X n méretii szallitasi probléma
matrixa (ha az utolsé n + p koordinatat, melyek mind zérusok, elhagynank).
Ismeretes, hogy az A, matrix rangja m + n — 1. Ezt azonban kénnyen ki is
mutathatjuk. Az A, matrix els§ m sordanak pozitiv és a kovetkezs n soranak
negativ elGjellel vett 9sszege null-vektor, igy r(4,) < m + n — 1. Ha azonban
kivéalasztjuk az elsé n oszlopvektorat, valamint minden tovabbi n-es esoportbél
az els6t, konnyen belathaté, hogy ezek linearisan fiiggetlenek, azaz r(4,) =
= m + n — 1. Hasonl6éan az 4, matrixra, mely az mn + 1-edik oszloptdl az
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mn -+ np-edik oszlopig terjed: r(4,) = n + p — 1. Ez annyit jelent, hogy az
A, és A, matrixbdl kivalaszthatunk m + n — 1, ill. » 4+ p — 1 linearisan
fiiggetlen oszlopvektort, amelyek természetesen egyiittesen is linearisan fiig-
getlenek, hiszen amelyik sorban az egyik matrixban a nemzérus elemek allnak,
ott a masikban a zérus elemek, és viszont. Egyiittesen tehat van m + 2n +
+ p — 2 linedrisan figgetlen oszlopvektorunk, amelyekrdl be kell latnunk,
hogy az A métrixra nézve nem alkotnak bazist, azaz van olyan oszlopvektor,
amely nem fejezhetd ki linearis kombinaciéik segitségével. Ez az oszlopvektor
nem keriilhet ki természetesen az 4, vagy A, matrixbol, hiszen onnan egy-egy
béazist valasztottunk. Ezért tekintsiik kéldaul az s, valtozé egyiitthaté-vektorat
r-et, amely az (m + 1)-edik és (m + n + 1)-edik hely kivételével csupa zérust
tartalmaz az emlitett pozicidkban pedig egyesek allnak. Jeloljiik az A4,-bél
kivalasztott bazis indexhalmazat B,-gyel, az 4,-bdl kivalasztott bazisét B,-vel,
a két bazis tehat

(3.16) pu(t,)€B, és ‘lzj(l» f1€B,.

Tegyiik fel indirekt médon, hogy az

(3.17) Fj = 2 Aupu+ 2 Mg
(i,1)€B, (1,))EB,

eléallitdas mégis létezik, valamilyen 4, és u;; konstansokkal. Az m + 1-edik
helyen szerepld egyes elGallitasaban azonban csak az elsé Osszeg vesz részt,
hiszen a q;; vektorok els6 m -+ n komponense zérus. Eszerint, ha (3.17) fenndll,
akkor

(3.18) €nt1 = ,Z AP
(i,)EB,
ahol e, . 1(€n 115« 3 Cmiimeansp) 3% (m + 1)-edik egységvektort jelenti.

Minthogy a p;, vektorok mindegyikének pontosan két eleme 1-es, még-
pedig egyik az els6 m elem, a masik pedigazm + 1, ..., m 4 n-edik elemek
valamelyike, ezért a (3.18) vektoregyenlGség els6 m sorat Osszeadva

m
(3-19) ) 2 }'il —= Z Cmtnk — 0
(i,1)€B, k=1
azm + 1, ..., m+ n-edik sorat osszeadva pedig
m+n )
(3-20) D = 2 epy=1.
(i,1)€B, k=m+1

Mivel (3.19) és (3.20) ellentmond egymasnak, befejeztiik annak a bizonyitasat,
hogy r, nem allithat el6 az A,-bél valasztott m + n — 1 és az A,-bll vilasz-
tott n -+ p — 1 elem, Osszességében is linearisan fliggetlen vektor segitségével,
igy belattuk, hogy az m + 2n + p — 2 elemi linearisan fiiggetlen vektor-
rendszer még nem bazis, azaz (3.15) igaz. Azonban (3.14) és (3.15) egyiitt a
tétel allitasat bizonyitja.

Megjegyzés. Ugyantgy belathaté, hogy az A maétrix barmelyik sordt
elhagyva ismét egy olyan matrixhoz jutunk, melynek rangjam + 2n 4 p — 1.
Egy matrix minormatrixardl (4,) beszéliink akkor, ha az eredeti matrix
tetszbleges szdmu sorat és ugyanannyi oszlopat kivalasztva, az ezek keresz-
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tez§déseiben 4ll6 elemek Osszességét tekintjik (az eredeti sorrendben!).
A minormétrix determinansat az eredeti matrix minoranak nevezziik.

2. Tétel. Az A mdtrix minden minordnak értcke 0, + 1 vagy —1.

Bizonyitas. Az A méatrix minden oszlopaban pontosan két egyes szerepel,
ezért egy tetszbleges minoranak minden oszlopaban 0, 1 vagy 2 egyes szerepel-
het. A minorokat harom csoportba oszthatjuk:

a) Van olyan oszlopa, amelyben nincsen egyes, ekkor értéke 0.

b) Minden oszlopdban pontosan két egyes van. Ekkor kénnyen belathat-
juk, hogy a minor értéke ismét zérus. Vizsgaljuk meg ugyanis, hogy melyik
sora valé az A matrix els§ m sorabdl, ennek elGjelét hagyjuk pozitivnak.
A kovetkez8 n sorbdl valét lassuk el negativ elGjellel, a tovabbi n sorbeli
elGjele ismét pozitiv marad, majd az utolsé p sorbeliét megint negativra valtoz-
tatjuk, mint az 4 matrix (3.12) felirasianal lathaté. Ha az igy elGjelezett
sorokat osszeadjuk, zérus vektort kapunk, ugyanis minden egyes eredeti
parja szerepel és a masik elGjelii csoportba esik, igy Osszegiik zérus. Ezzel
belattuk, hogy az ilyen tipust minorok értéke is zérus.

¢) Végiil tekintsiik azt az esetet, amikor bizonyos oszlopokban egy egyes
van, a tébbiben ketts. Ekkor fejtsiik ki a determinanst az egyediilallé egyesek
szerint. Egy kifejtés utdn a minor abszolat értéke valtozatlan, legfeljebb az
elGjele valtozhat meg:

| A | = | A | -

A kifejtést addig folytatjuk, amig van olyan oszlop, amelyben egy egyes van.
fgy vagy eljutunk egy egyetlen 0, ill. 1-bdl 4116 minorig, melynek értéke 0, ill.
-1 (ekkor az eredeti minor értéke ennek megfelelGen 0, ill. 4-1), vagy eljutunk
az a), ill. b) esetek valamelyikéhez, amikor is az eredeti minor értéke 0.

Mivel az a), b) és ¢) az Osszes esetet tartalmazza, a bizonyitast befejeztiik.

Mint azt az 1. tételben lattuk, az A matrix rangja m + 2n + p — 1,
azaz a bazis, melynek segitségével A Osszes oszlopvektorat kifejezhetjitk
line4ris kombindciéként, A pontosan ennyi oszlopvektorabél fog allni. Jeloljik
ismét az x;, y,;, s, valtozok egyiitthatévektorait rendre p;, q;;, r;-lel. Legyen
tovabba

B2} = (g} = [0 B~ = Bnimmsn=il (a=1,2,...,m+ 20+ p)
B=12...m+2n+p—1)

az A oszlopvektoraibdl allé tetszdleges bazis. Ezen vektorok linearis kombina-
ciéjaként kifejezziik az Gsszes egyiitthaté vektort:

— (@) Ghy=p; (b) Gzlj = qyj () Gw,=r,
(s (b =11,2, s 2 iy =L 200 05 G = 152, ¢ 50D,
ahol h;;, z; és w; a megfeleld linearis kombinaciés egyiitthaték.

3. Tétel. Az hy;, z;; és w, vektorok minden komponense 0, +1 vagy —1.

Bizonyitas. Az allitds helyességét csak h;-re mutatjuk be, a masik két
tipusi vektor esetén a bizonyitas teljesen hasonléan torténik.

A p;; vektor pontosan két egyest tartalmaz, egyiket az i-edik, masikat
az (m -+ l)-edik helyen. Ha elhagyjuk a (3.22(a)) egyenletrendszer (m -+ 1)-edik
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sorat, azaz a G matrix (m + l)-edik sorat (a kapott matrixot H-val jeloljiik)
és a p;, vektor (m -+ I)-edik komponensét, akkor a -

egyenletrendszerhez jutunk, ahol e; az i-edik egységvektort jelenti. A H métrix
nemszingularis (| H | # 0), ugyanis az 1. Tétel utdni megjegyzés szerint el-
hagyhatjuk az eredeti feladatbdl az A matrix tetszéleges — jelen esetben az
m -+ l-edik — sorat, rangja tovabbraism + 2n + p — 1 lesz. Mivel a G-nek
megfelel6 H a redukélt rendszer bazisa marad (az m + l-edik komponensek
elhagyésa eldtti eldallitas fennall a sor torlése utan is), igy rangja m + 2n +
+ p — 1. Mivel ez a szdm megegyezik sorainak, ill. oszlopainak szamaval,
tehat H nemszingularis, ahogy allitottuk, tehat létezik inverze. Igy a (3.23)
rendszerbol:

(3.24) h” - H_l e,-
h; tehat a H ! inverzmatrix ¢-edik oszlopat jelenti. Minthogy azonban H és
minorai az eredeti, A matrixnak minora, | H | = +1, vagy —1 (H nemszingu-

laris, tehat | H | # 0), ezenkiviill H Gsszes minora is 0, +1 vagy —1 értéki.
Az inverz matrix elemeit azonban ugy kaphatjuk meg, hogy a megfelel6 elem-
hez tartozé aldeterminanst osztjuk a teljes matrix determinansaval. Innen az
inverz méatrix minden eleme csak 0, +1 vagy —1, ami érvényes h;; komponen-
seire is, és ezzel allitasunkat igazoltuk.

Megjegyzés. Ismeretes, hogy a bazis segitségével torténd eldallitas egy-
értelm(, igy a fenti tétel egyben azt is jelenti, hogy minden vektor csak ugy
allithaté els, hogy a bazisbdl vesziink bizonyos vektorokat pozitiv, masokat
negativ elGjellel, és Osszeadjuk Oket.

4. Az algoritmus ismertetése

Tekintsiink most egy tetszéleges megengedett bazist. (Azaz egy olyan
bazist, amely segitségével a (3.6)—(3.9) egyenletrendszer jobb oldalan all6
vektort kifejezve a bazisvektorok egyiitthatéjaként — azaz wy, y,; és s, szd-

mara — nemnegativ értékek addédnak, amint azt a (3.10) feltételben meg-
koveteltiik.)
(4.1) pu (5, 0)€B; q;(l,j)€B, r l€B;

ahol B,, B, és B, a bazisban levé p;;, q;;, illetve r, indexpérjainak, ill. indexeinek
halmazat jeloli. Ezen bézis segitségével szeretnénk kifejezni az A matrix egy
tetszéleges oszlopvektorat, mondjuk p,,, vektort. Legyen ez a keresett kifejezés
az alabbi:

(4.2) Pio= 2 Aipu+ 2 wvhiq;+ 2 "r.
(i,1EB, (1,j)eB: IgB;

Tudjuk, hogy valamennyi 4%, u9;, 7 csak 0, 41 vagy —1 lehet (3. Tétel).
Ezenkiviil a p,, vektort is ismerjiik: az 7 -adik és m + l,-adik eleme egyes,
a tobbi zérus. Kell lenni tehat legalabb egy olyan vektornak a (4.2) eléallitas-
ban, amelynek i,-adik komponense szintén egyes. Ez a béazisvaltozé, mint a
(3.12)-bdl konnyen kiolvashaté, egy olyan valtozét jelent, amely z;,-lal egy

olo
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sorban van az 1. tablizatban. Legyen ez az oszlopvektor p, ., a hozzatartozé
egyiitthaté 1,;, = 1. Ekkor azonban a (4.2) elSallitaisban van egy —1 egyiitt-
hat6ja vektor, amelyiknek egy egyes komponense az (m + [;)-edik helyen van,
mint p,, -nek, azazz;  -gyel egy oszlopban van a kovetkezd valtozé. Igy példaul
az alabbi el6allitds adodhat:

(4.3) Pty =Pt — P + Psts = 1 v+ = — Pigha, T Pl =
Természetesen az elGillitasban szerepelhet r; és q; tipusi oszlopvektor is,
példaul lehet, hogy a baziselGallitas ilyen alak:
Pisty = Pty = Tn T8t — Wige T = » v v =Wl T80 — Pigly T

+ Platois, = & =+ — Pigip—+ Pinly»

Hogy ezeket az elGallitisokat jobban megvilagitsuk, tekintsiink egy konkrét
példat. Legyen m = 3, n = 4, p = 2. A bazis pedig alljon a kiovetkez6 vekto-
rokbdl (B,, B,, B, definiciéjat lasd (4.1) utan):

By = {(1,1),(1,2), (2, 3), (2, 4), (3, 4)}
By == ({1, 1}, (2,9}, (3, 2), (.1))
By==s 11,84,

Az 1. tdblazatnak megfelel6 2. tablazatban kis korrel jeloltiik a bazis
elemeit. Ha a sorok, illetve oszlopok mentén osszekotjiilk a baziselemeket,
latjuk, hogy nincs benne korut (2a. tablazat). Az egyiitthatomatrix segitségé-
vel (3. tablazat, ill. 4ltaldnosan a (3.12) matrix) konnyen belathaté, hogy a
korat a 2. tablazatban azt jelenti, hogy a megfelel6 egyiitthatévektorok
linearisan osszefiigg6k, ha pedig nincs korat, akkor az egyiitthatévektorok
linedrisan fiiggetlenek. Mivel a kijelolt valtozok egyiitthatévektorai linedrisan
fiiggetlenek, és szamuk m + 2n + p — 1 = 12, val6ban bazist alkotnak.

| IS

(4.4)

BASY
? | | o
5 o o |
] i3
a) b
2. tdbldzat /

Allitsuk el8 példaul az x,, viltozé egyiitthaté vektorat. (Ezt a tablazat-
ban ponttal jeloltiik.) Mint a rajzbdl is vilagos, az elGallitas a kovetkezo:
(4.5) Pu=Pu—T T4y — G+

Ugyanis a fenti megjegyzés értelmében ha taldlunk egy hurkot, amely tartal-
mazza az x,, valtozét, akkor a megfelel6 egyutthatévektorok linearisan ossze-
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fiiggnek. Az egyiitthatématrixbdl (3. tablazat) az is vilagos, hogy ekkor a
(4.5) eldallitas érvényes.

o

o

o

o

o

]

o

o

o

PH p12 p13p1lvp21 p22p23p24p31 p32p33p3‘vq11q'12q'2g22‘131q'32q43 3

o

421r2

o

5

o

N

k:2777

Y

! £ 17 7

|

& 1 1 fo)

7 7 1

3. tdblazat

Ha a berajzolt utat kovetve az utolsé sorban levés elGjelekkel osszeadjuk a
vektorokat, pontosan a p,, vektort kapjuk.

Természetesen a 2. tablazat kisebb mérete és jobb attekintése miatt
alkalmasabb szamolasra, mint a 3.

Ha mar egy tetszdleges, a bazison kiviili ;;, y,; vagy s, valtozé egyiitt-
hatévektorat eldallitottuk, akkor kovetkezhet a szimplex mddszer altalinos
targyalasaban szerepld c¢;; — z;; kiszdmitésa, amely megmutatja, hogy a meg-
felel6 valtozét bevonjuk a bazisba, fog-e csokkenni a célfiiggvény, vagy nem.
A ¢;; jelenti a kivalasztott valtozohoz tartozé koltséget, z;; pedig a kivetkezét :

(4.6) Z[jchB_laij

ahol a;; a vdltozé egyiitthatévektora, B a bazisvektorok egyiittesébdl allé
matrix, cg pedig a bazisbeli valtozékhoz tartoz6 koltségek. Az erre vonatkozé
részletek megtalalhaték pl. KrREk6 Bfra [4] és Haprey [2] konyvében.
B~1a;; azonban nem mas, mint a vizsgalt viltozé egyiitthatévektordnak kife-
jezése a bazisvektorokkal, jelen esetben 0, 41 és —1 szamokbdl all6 vektor.
A korabban elmondottak szerint (lasd példaul (4.3)—(4.5) elGallitasokat) a
+1 és —1 egyiitthatéval szereplé valtozék a vizsgalt valtozdval egyiitt,
amelynek koltségtényezdje + 1 egytitthatéval szerepel, egyiittesen egy hurkot
alkotnak (példaul 2. tablazat). Konnyen belathaté, hogy ez a hurok olyan
tulajdonsagi, hogy az egymasra kovetkezo élei mindig merdlegesek, ezenkiviil
minden sorbél vagy oszlopbdl legfeljebb két valtozot tartalmaz, és a vizsgalt
bazison kiviili valtozé egytitthatéja gy allithaté eld, hogy az emlitett hurok
mentén szereplé valtozék egytitthatévektorait valtakozva 41 és —1-gyel
szorozzuk és osszeadjuk. A fenti 0, 41, —1 komponensekbdl allé vektort kell
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megszorozni skalarisan a bazisvaltozokhoz tartozé koltségekkel, azaz példaul
a (4.3) elGallitas esetében

(47) zio[o = ciolx . cilll + Cillz _+ L + Cigla + Cigl,

vagy a (4.4) elGallitasnal, figyelembe véve, hogy az s; pétvaltozéhoz (kihasz-
nalatlan kapacitas) rendelt koltség 0 az y,; széllitdsokhoz rendelt kltség pedig

L

(4.8) Zig, = Ciy, — 0 + dll/z — dlz/z + — ... —dy+
eh il == Bl o g, 0

Vagy a konkrét példaban a (4.5) el6allitasnal

(4.9) Z2u=¢n—0+dy; —dy+0.

Az altalanos szimplex mddszerbdl ismeretes, hogy ha minden valtozoéra
a ¢;; — z;; = 0, akkor az optimumnél vagyunk, amennyiben pedig van olyan
valtoz6, amelyre ¢;; — z;; < 0, akkor annak a bazisba valé bevonasdval a
célfiiggvény értéke csokkenthetd, amennyiben degenericié nem all el6. Dege-
neraciérol beszéliink akkor, ha a bazisban szereplé m + 2n + p — 1 szamu
valtoz6 nem mind pozitiv, hanem zérus is van kozéttiik. Minden oszlopvektorra
a baziselGallitast természetesen csak r(A) = m + 2n + p — 1 linearisan fig-
getlen oszlopvektor segitségével tudjuk elvégezni, tehat a bazisnak ennyi
vektorbdl kell dllni, még akkor is, ha némelyik bazisvaltozé zérus. A degene-
raci6 esetével a 7. pontban foglalkozunk.

Az eddig elmondottakra tekintsiink most egy szampéldat. Mint a fenti
példaban, legyen m = 3, n = 4, p = 2. A koltségeket a 4. tablazatban tiin-
tettitk fel.

Legyenek tovabba az elszallitandé mennyiségek, a korlatok és a felvevé-
helyek igényei rendre a kovetkezok:

a5 = 6 k, =4

a = 6 Iy =1 4 b; =6

Gy = 3 ky = by =9
15 ky = 1 ]

Kénnyen belathaté, hogy az 5. tablazaton feltiintetett
=2, xp=4, Xy=>5, ay=1, x4=3
8, =2, 83=1, =3
Yn=2, Ypn=4%, Yp=>5, Yy==*4

egy megengedett bazismegoldas.
Szamitsuk ki példdul az x,-re vonatkozé c;; — z;; mennyiséget. Mint mér
kordbban lattuk

(4.10) Pu=Pu—T1+qn—qu+r,
(4.11) Zy=¢n—0+dy—dy+0
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514197 6 |4
d|12|3}2 6 5|1
41211715 3 3
[o] 5[4 42 2
0 1713 4 4
0 3|6 6 7 5
(0] 211 7 3 &
4 4 67 6 9
4. tablazat 5. tabldzat
és innen
By — Wy = g, iy Yy Pl s e Lo P B B Bt o

tehat az x,, valtozét érdemes bevonni a bazisba. Ha az x,, valtozo értékét egy
egységgel noveljiik, akkor a célfiiggvény értéke 7 egységgel csokken. Jeloljitk
b-vel az (a,, ay, ay, ky, ky, ks, &y, &y, &y, ks, ky, b;, b,) komponensekbdl allé m +
-+ 2n + p = 13 dimenzids oszlopvektort. Ekkor a (3.6)—(3.9) egyenldségek a
jelen példankban, a bazisvektorok segitségével felirva a kovetkezSképpen
alakultak:

(4.12)
2p1; + 4Pi2 + 5Pos + Pos + 3Pas + 2qy; + 4qps + 555 +4qy; + 21, + 13+ 31, =Dh.

A (4.10) egyenlGséget nullara redukalva, és A-val megszorozva hozziadjuk
(4.12)-hoz, azaz a p,, oszlopvektort 4 szinten behoztuk a b vektor eldallitasaba:

(2 —2) P11 + 4P12 + 5Pas + P2y + 3Pss + (2 — ) @y + 4G + 5q3, +
(418)  +(4+Nagu+ @+ A1+ 1+ (3 —Nr,+4p, =b.

Kordbban lattuk mar, hogy a p,, vektor egységnyi bevondsa (azaz x1
egységnyi novelése) 7 egységgel csokkenti a célfiiggvényt. Tehdt A értékét
minél nagyobbra kell valasztani. Ennek azonban hatart szab, hogy minden
valtozénak nemnegativnak kell maradnia, tehat

bedh,. B=02420, 85—-1210

Ennek alapjan x,, = max 1 = 2 értéket vehet fel legfeljebb. Ha az j béazist
kiszamitjuk, akkor a 6. tablazathoz jutunk. Figyelembe vettiik azonban azt is,

0[%
5(7
[4]
4
7 5
7] [6
6. tabldzat

2 A Matematikai Kutaté Intézet Koézleményei IX. B/4.
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hogy a bazisnak tovabbra is m + 2n + p — 1 = 12 vektorbdl kell 4llnia,
tehdt mivel két bazisvaltozé valt egyszerre zérussi, az egyiket (z,,) nulla
szinten benthagytuk a bazisban.

A most elmondottak sz szerint megismételhetdk teljes dltalanossagban,
ha a b vektor komponensei helyébe a (3.6)—(3.9) egyenletrendszer jobb
oldalait tessziik, a (4.10) bevonandé vektor elGallitdsa helyébe pedig az
dltalanos (4.3) ill. (4.4) elSallitasat.

Részletesebben kifejtve, kiszamitjuk minden véltozéhoz a ¢;; — z;
értéket. Az altalanos linedris programozasbél ismeretes (1. id. mfivek), hogy a
bazisvaltozékhoz tartozé c;; —z; = 0. Ha minden ¢;; —z; = 0, akkor a
vizsgalt bazismegoldds optimalis. Ha talalunk olyan valtozét, amelyhez tar-
toz6 ¢;; — 2z;; < 0, akkor ezt a véltoz6t vonjuk be a bazisba. Igy a célfiiggvény
értéke, amennyiben degeneracié nem lép fel (1. 7. pont), csokken. A béaziscsere
ugy torténik, hogy elvégezziik a bevonandé valtozé elGallitasat a bazisvaltozok
segitségével, ill. a fent emlitett — a bevonandé valtoz6t tartalmazé — hurkot.
Figyelembe véve, hogy ezekben az elGallitasokban egy, az el6allitandé vektort
tartalmazé, de egyébként csupa bazisvektorbdl 4116 hurok mentén véltakozva
+ és — elGjelet vesznek fel az egyes vektorok, az Gj bazis meghatarozasa igen
kénnyti. Az j valtozé meghatérozandé értékét jeldljitk A-val, akkor a hurok-
ban rdkévetkezd valtozé értéke — A-val vdltozik, majd a kovetkezd ismét
+A-val stb. Mivel a hurok egymasra kovetkezd élei egymésra merélegesek
(azaz ha egy valtozét az el6zdvel egy sorban valasztottunk, akkor a kovetkezot
vele egy oszlopban valasztjuk stb.), kénnyen belathaté, hogy visszaérve az 1j
véaltozé masik szomszédja is — A1 értékkel valtozik, vagyis mindegy, hogy a
hurkon milyen irdnyban indulunk el. A maximélis javitist ad6, tehat a leg-
nagyobb 4 értéke ezek alapjan Gigy hatérozhat6 meg, hogy a véltozék nem-
negativitdsa miatt azon régi valtozék koziil, amelyekhez —24 jarult, a leg-
kisebbet vessziik. Egytttal meghataroztuk a kies§ bazisvaltozét is. Ha egy-
szerre tobb bazisvaltozé valik zérussa, akkor csak egyet hagyunk el, a t6bbit
zérus szinten a bazisban hagyjuk.

5. Indulé bazismegoldas keresése

A fenti eljarast csak akkor alkalmazhatjuk, ha mar egy megengedett
bazismegoldés all a rendelkezésiinkre. Most bemutatunk egy médszert indulé
bazismegoldés keresésére. A kozonséges szallitasi problémara vonatkoz6 bazis-
keresé eljarasok csak akkor hasznalhaték minden tovabbi nélkiil, ha kiilon-
kiilon kereshetiink m 4 n — 1, ill. » + p — 1 elem{i bazisokat, azaz mivel
Osszesen m + 2n + p — 1 elemii a bézis, ez csak ugy lehetséges, hogy csak
egy s; legyen a bazisban. Ennek azonban az a feltétele, hogy

n m
(5.1) Dk—2a,=8,=<k,<maxk
=1 i=1 Isi=n

teljesiiljon. Ha ez teljesiil, akkor a két szallitdsi problémét kiilon megoldjuk,
és az optimalis megolddsokra vonatkozéan folytatjuk egyiittesen a kordbban
elmondott eljarast. Ha az (5.1) feltétel nem teljesiil, akkor a kovetkezSképpen
jarhatunk el: Az s, pétvaltozékat rendre a lehetd legnagyobbnak valasztjuk,
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mig a kihasznalatlan kapacitasokat teljesen szétosztjuk kozottiik, gy, hogy
legfeljebb egy legyen toredékesen, azaz

m

;‘k,—g;a,»:sl-i—sz—}—...+s,,+s,,+1

=1
Slzkl’SZ—__kZ""’Sh:kh’Sh+l§kh+1
=0 I>h+1.

Ez annyit jelent, hogy az els6 m X n méreti probléma redukalédik egy
m X (n — h) méretiire, mivel az els6 h oszlop Osszege k, — s, =0 (I < h).
Hasonléan a masik feladat redukalédik egy (n —h) X p méretiire. A két
feladatban a szokasos médszerek egyikével — példaul a északnyugati sarok
moédszerrel (1. példdul HADLEY [2]) — keresiink egy-egy m + (n — h) — 1, ill.
(n—h) + p—1 elemfi bazist. A bazishoz vesszitk még az s, (I=1,2,..., h-+1)
valtozokat. A megmaradé

2+ p—1)—ltR—b=1F8—0+p—1+A+1j=

szamu bazisvaltozét, melyek nulla szinten lesznek a bazisban, gy vélasztjuk,
hogy a bazisvaltozék egyiitthaté vektorai osszességiikben lineédrisan fiiggetle-
nek legyenek.

Természetesen most is kezdhetjik a két részprobléma kiilon-kiilén
torténd megoldasaval, és csak az optimumok elérése utan folytatva egyiitt,
azonban minél szélsGségesebb az eloszlis, annal kevésbé valdszini, hogy az
egylittes optimumnak akar csak a kozelébe is jutottunk.

Az eljarast a 8. pontban egy szampéldan is bemutatjuk.

6. A potencial médszer

A hosszadalmas hurok keresések helyett — mint a kzonséges szalhtasi
probléméndl — konnyen kidolgozhaté egy egyszer(ibb mechanikus eljaras z;;
kiszamitasara.

Ismeretes a szimplex médszer altaldnos targyaldsibdl, hogy ¢;; — z;; = 0
minden bazisvaltozéra vonatkozoéan fennall. Rendeljiink hozza a tobbfokozati
szallitasi problema minden sorahoz ill. oszlopahoz egy u;, ill. »; potencialt,
mégpedig gy, hogy minden elemre a megfelel6 sor és oszlop potenmalok
Osszege szolgaltatja a z;; mennyiséget, azaz

,iz

1, o My o v oM+ N
(o

s Wy wrney Wt D '
Késobb belatjuk, hogy ez lehetséges. Ilyen valasztas mellett a bazisvaltozokra

(61) zijzui‘l””j

l\:)l\"

¢;j — #; = 0 miatt
(6.2) cj=u+ v, (¢,5) € B,
ahol a B a bazishoz tartozé indexparokat jelenti és
(6.3) ¢j=0di_pnj—n ha i1>m; Jj>n
cij=20 , ha t=m4+17;45=1 (=152, «5% )5

2%
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A (6.2) egyenletrendszer segitségével, mivel ¢;; koltségek ismertek, a z;; mennyi-
ségek kiszamithat6k. Minthogy az egyenletek széma egyenl6 a bazisvaltozék
szamaval, (m + 2n + p — 1)-gyel, az ismeretlenek szama pedig ennél eggyel
nagyobb, egy potencilt (az u; és v; ismeretlenek barmelyikét) tetsz6legesen
megvalaszthatunk. Minthogy a béazisvaltozék kézétt ninesen hurok, a tetszo-
legesen megvélasztott potencidl segitségével a (6.2) egyenletrendszerbdl
minden potencidl egyértelmiien meghatérozhaté. Ezek segitségével a (6.1)
egyenldségek alapjan a z;;, valamint a ¢;; — z;; indikatorok is meghatarozhatok.
Természetesen a modell szerkezete miatt (lasd pl. 1. tablazat) csak az

1< m I=m
(6.4) it=m+1 j=I l=1.2,...,n)
T>m J>m

eseteknek megfelel6 ¢;; — z;; mennyiségeket kell kiszimitani, mert csak ezek
jelentenek tényleges valtozokat. Emiatt a tablazatot Osszevonhatjuk, ldsd
8. pont.

Azt kell még belatnunk, hogy a (6.1) Osszefiiggés a bazison kiviili valto-
zokra is igaz. (A bazisvaltozdk esetében azért nem kell errél meggy6zddni,
mert gy hatéroztuk meg z;;, mennyiségeket, hogy (6.1) teljesiiljon.)

Ezt az allitist konnyen beldthatjuk, ha figyelembe vessziik a z;; (4.7),
ill. (4.8) elGallitasat. Ezek most a (6.3) egyszertiisités miatt minden esetben igy

frhatdk:
(6.5) 2ij = Cik — O+ Cm — + ... — Cpr T Cpj

ahol az Osszes szerepld c, g koltségek bazisvaltozékhoz tartoznak, tehat igaz
rajuk az, hogy

(6.6) Cop = Uq + Vg
Felhasznalva (6.6) elGallitast, (6.5) igy irhaté:
z[j = (ui + UI() - (u[ + vk) + (u[ + v,n) ] + EIELE S5 (up + vr) + (’up + v]) s

A zaréjelek felbontasa és az Gsszevonasok elvégzése utan a kivant
ZI-]‘ — 'u,- + vl

osszefiiggést kapjuk a (6.4) esetekben, hiszen csak ekkor létezik a felhasznalt
(6.5) eléallitas. Azonban ez az oOsszes valtozét jelenti a probléma szerkezete
miatt. Tehat a bazison kiviili valtozdkra is igazoltuk a (6.1) Osszefiiggést,
amivel a moddszer teljes.

7. Degeneracié

Degeneraciénak nevezzilk azt az esetet, amikor a bazisban szereplo
valtozok kozott zérus is van. Masképpen fogalmazva, amikor az 4 matrix
rangjanal, jelen esetben m + 2n + p — 1-nél kevesebb pozitiv valtozé van.

Példaul a korabban felirt példaban a 6. tablazat degeneraciét mutat.
Ha példaul az z,, valtozét akarjuk bevonni, amelyhez a 4. koltségtablazat
alapjan a

Oy — By =8 =B F L —F=—8
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negativ érték tartozik, akkor azonnal latszik, hogy a

, . P21 — P+ Pys— P =0
elGallitas miatt csak
min (%, %,1) = min(1;0) =0

szinten vonhatjuk be, azaz a célfiiggvény értéke valtozatlan.

Eddig a ciklus, azaz a javitast nem hozé lépések ciklikus ismétlodésének
elkeriilését az biztositotta, hogy a célfiiggvény értéke minden lépésben csok-
kent. Degeneracié esetében nem ez a helyzet.

Bar a gyakorlati esetekben még nem fordult el§ ciklus a széllitasi prob-
lémak megoldasa sorin, azonban nem biztos, hogy ez nem kivetkezhet be.

A degeneraci6 csak akkor kovetkezhet be, ha az a; és a k, — s, mennyi-
ségek mar egy részhalmazanak Osszege is megegyezik.*

Tudjuk, hogy

-

M3

(7.1) =3 (k;—s).

I=

Il
-
-

Azonban el6fordulhat, hogy létezik egy oly indexhalmaz par, hogy

(7.2) I€ild:qnM}
Ly 4L, 8y 5 v 5 B}

mégis

(7.3) 2 a;i=2 (k,—s).
iel L,

Hasonléan el6fordulhat, hogy _
Lo {152, 5 soatt)
A8, il s

Ezt elkeriilend6, ha degeneracié lép fel, illet6leg ha degenericids ciklussal
talalkozunk, akkor bevezetjiik az

(7.4) 2 (b, —s)=2'b;, ahol
€L, i€l

(7.5a) a, + pe, a,+pe, ..., a, + pe
(7.5b) ki, ky, ..., k,+ mpe
(7.5¢) b1+me,b2+ms,...,bp+ms

uj szallitandé mennyiségeket ill. korlatokat.

Talalhaté olyan kis ¢,, hogy ¢ < ¢, esetén a (7.5) rendszerrel mar nem
kovetkezhet be (7.3) vagy (7.4). Ugyanis az a;, k, — s;, b; szdmokbél csak
véges sok részhalmaz valaszthaté ki, az ¢ pedig végtelen sok értéket vehet fel.

* A degenerdci6 ugyanis azt jelenti, hogy van zérus értékii is a bézisvéltozék kozott.
Ha ezt az elemet elhagyjuk, a bézis legalibb két részre bomlik, gy, hogy a kiilonbzé
csoportokb6l nem vélaszthaté tigy ki egy-egy bézisvdltoz6, hogy azok egy sorban vagy
egy oszlopban legyenek. Ellenkezs esetben ugyanis a zérus értékii bézisvdltozé elha-
gydsa el6tt a bdzisban hurok lett volna, ami lehetetlen a bézisvdltozok egyiitthatéinak
linedris fiiggetlensége miatt.
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Feltéve tehat, hogy 0 < & < ¢, tetszGlegesen kicsiny pozitiv szdm, az 4j
rendszerben degeneracié nem léphet fel, tehat ciklus sem. Az ¢ értékét nem is
szitkséges konkrétan megadni. A konkrét szamitasokra vonatkozéan lasd pl.
Haprey [2] 299—304. oldal.

8. Egy numerikus példa

A tovabbiakban az eljaras megvilagitasa céljabdl kiszamitunk egy szam-
példat. Legyen m = 3,n = 5 és p = 4.Jobb helykihasznalas és attekinthet6ség
kedvéért az eddig targyalt tipusua 7. tablazat helyett a 8. tablazat formajaban
fogunk szdmolni, ami abban kilénbozik, hogy az el6z6 tablazat masodik
matrixdnak transzponaltjat vettik, és hozzaillesztettik — az s, pétvaltozdk
szaméra fenntartott egy sor kihagyasaval — az el6z6 matrixhoz. Egy hurok,
mint azt a tablazatokban feltiintettiik, abban kiilonbozik a korabbitdl, hogy
az els6 matrixot tovabbra is csak fiiggGlegesen hagyhatjuk el, azonban a
masodik matrixba is csak fiigg6legesen léphetiink be a megfelel6 pétvaltozé
kozbeiktatasaval.

) ola
. &
(<] o o o
L °
[{' ;e
(-] o|o o o
o o
ﬁ,}, - o o
O G
7. tabldzat 8. tabldzat

A kidolgozandé feladat koltségmatrixa legyen a kovetkezo (9. tablazat.)

NN 00

(o] o [6fn]w»
3

NEERIBEIEEIRN
alz[wlu]lo] u|o|rnw
NEERIREERE
olo[w|r|[o]o|rn|s

WIN|©O|

G w NN

9. tabldazat

Az elsé matrix bal oldalan az a; kinalatokat, a masodik matrix jobb
oldaldn a b; keresleteket és végiil a két matrix kozott a kozbiilsé allomasok
korlétait tiintettiik fel. Természetesen az s; pétvaltozékhoz tartozé koltségek
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zérusok, ezt tiintettitk fel a két matrix kozotti mdsodik sorban. Mivel a
valtozék sorosszegei véltozatlanok (a melléirt o; vagy b; szdmmal egyenldk)
szabad a 9. tdblazat minden sorabdl tetszoleges szamot levonm ez az egyes
megengedett programokhoz rendelt célfiiggvény értékek sorrendjét nem
viltoztatja meg, a jobb (olesébb) program a levonasok utdni matrixszal
szdmolva is jobb lesz. Jeloljiik ugyanis a; j-vel az i-edik sor j-edik ismeretlenét
t=12...m+p+4+1;5=12,...,n) és ¢;vel a megfelelo koltséget.
Hasznaljuk tovabbé az a4, = b; (j =1,2,...p) jelolést, és {x;;}, vala-
mint {z7;} jelentse a feladat két tetszoleges megengedett megoldasat,
amelyekre

(8.1) =0 ZCU“?;<2 2 €1yt =
Vonjuk le most ac; koltsegmatrlx t-edik soranak minden elemébél egy M ; szamot
(t = 1,20 4Mm + p+ 1), amely természetesen negatlv is lehet. Ekkor azt

kell belatnunk hogy az {x, j} és {a7;} programokra az uj koltségekkel a (8.1)
osszefuggesben szereplG iranyta egyenlotlenseg all fenn. Ezt az alabbi atalakitas-

sal mutatjuk ki, felhasznalva, hogy 2‘ x;; = @; minden megengedett meg-
oldasra:
(8.2) 22‘ xj_z’—ZMi(foj):z’—ZMiai
i g i
(8.3) 22’ g =2" ——Z"M,-(Zac}’j):z”—ZM,-a,.
i J i

Tehat minden programhoz tartozé célfiiggvényérték ugyanazzal a konstanssal
valtozott, amivel allitdsunkat belattuk. Megjegyzendd, hogy ugyanezt az
oszlopokkal nem tehetjiik, mivel az oszlop 6sszeg nem allandé. Vonjuk le
tehat a 9. tdblazat minden sorabdl az ott szerepld legkisebb elemet:

s[3]o]7]5]2 5[5 5 g
415|6|0(7|3 4 (713 713] |
7 |3]ols[2]7 A BEIE 51240
68536 66 20 0 ki-s '
[0]o]o]o][0] [o]o[s]s]6]s; L1 [3]3]e]
3zlzls o] 7 6|7 7 6+1+HH-—0
6|6|0[3[4]|2 2 2 2
ol2[5]3]4|3 3 3 3
7[0[3]64] 4 2[2 4 215
z =94
10. tdbldzat 11. tablazat 12. tdbldzat

Az 5. pontban leirtak szerint keresiink egy indul6 bazist (11. tablazat),
figyelembe véve, hogy az itt hasznalt jelolésekkel

(8.4) 2, % =k;—s;= 2‘ @ (8j = Zpmy1,j)-

Ezt kiegészitjilk két tovabbi, zérus szinten bevont valtozéval, hogy bazist
kapjunk (12. tablazat). Az x,, és xy bevonasa azért célszerli, mert igy bazist
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kapunk és kis koltségli valtozékat vontunk be (¢, = 2 és ¢z = 0). A 12.
tablazat pedig mutatja, hogy az igy kivalasztott valtozék kozott nines hurok,
tehat valéban bazist kaptunk.

Most kiilon-kiilon megoldjuk a 12. tablazat két, szaggatott vonallal
levalasztott szallitdsi probléméjat a 4. pontban leirt hurok mddszerrel:

I [3]e]7 e 213 ANE
5|60 143 o 2[-|2
3|o]5 5|2 512 7] -
7
I 347 5171 | 6111 6170 3[40
6|60 +e 2, 2 N
ol2ls El 3 o+3 3|:1:
AE 212 %10 4 SR
€

12. tdbldzat

Most megoldjuk az egytittes optimalizaldsi feladatot az igy kapott
részoptimumok mint indulé bézis segitségével. Az els6 1épésben hurok médszer-
rel bevonjuk az s, pétviltozét, majd potencial médszerrel (1. 6. pont) folytatjuk
a megoldast.

n. (310715 ]2 LA
516]0]7]3 e
3lo]5]2]1 7
olo]o]o]o] [ 3[6
3[4]7]5]0 320
6|6|0]3]+ ]
0|2]5]3]% 3
1[o[3[6[% P

¢y

12. tdbldazat

A kovetkezGkben egy tablazatsor egy lépést jelent. Mindig felirjuk a jelenlegi
béazisvaltozékhoz tartozé c;; koltségeket, és az w; + v; = 2;; Osszefiiggések
segitségével u; = 0-bél kiindulva megkapjuk a potencialokat, majd a c;; —
— z;; = ¢;; — (u; + v;) Osszefiiggés segitségével kiszdmitjuk a ¢;; — z; indi-
katorokat. Ha ezek kozott van negativ, akkor a megfeleld valtozét bevonjuk
a bazisba. Ezt a szdmitdst természetesen a pétvaltozokra is elvégezziik.
A fenti hurok segitségével bevont véltozéval kapjuk a kovetkezé meg-
engedett bazismegoldast. (A megoldasok alatt mindig feltiintetjiik a cél-
fiiggvény hozzatartozd értékét). Az eljarast az optimumig folytatjuk. (Minden
c z; = 0.)

iy = i =
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9. Megjegyzések

Ez a megoldési médszer értelemszertien ketténél tobb fokozati szallitasi
probléma esetén is alkalmazhaté. Példaul a 3. dbran lathaté feladathoz
tartozé matrix elrendezést a 4. Abra mutatja, ilyen elrendezésben kell megadni
a szallitasi koltséget is, és a valtozok aktualis értékeit. Az elsd csoporthbol (A4)
a masodikba (K) szallitandé mennyiségeket kifejezd valtozék az I métrixba,
keriiltek. A méasodik csoportbél (K) a harmadikba (L) széllitandé mennyisége-
ket a II. matrixba irjuk stb.

i &
P 5

i

Ry

I~
K]

4. dbra

Minden egyes kozbiils6 csoportba (K, L, M) tartozé alloméashelynek
adott kapacitdsa van. Az egyes méatrixok kozé keriilnek azok a pétvaltozdk,
amelyek azt mutatjak, hogy az egyes helyeken mennyivel kevesebbet szallitunk
keresztiil, mint az ottani kapacitas.

A dolgozatban leirt algoritmus valtoztatas nélkiil alkalmazhaté. Most az
egyes hurkok természetesen tobb matrixra is kiterjedhetnek, azonban minden
matrixbél esak a vele szomszédosba mehetiink at és csak egy kozottik levo
potvaltozon keresztiil.

A vizsgalt feladat felmeriilhet egészen més jellegli probléméaknal is.
Példaul, ha egy iizem termelését akarjuk megszervezni, amelyben bizonyos
munkafolyamatok elvégzésére tobb gép is alkalmas, azonban a megmunkalas
ideje vagy koltsége nem azonos. Ekkor az egyes szallitasi fokozatokat az
azonos munkat végzo gépek jelentik, amelyeket megmunkalasi sorrendben
vazolunk a 3. dbrahoz hasonléan. A széllitasi koltségekhez (amely esetleg el-
enyészoen kicsi lehet a tobbi koltséghez képest) hozzaszamitjuk a megfeleld
termelési koltséget is. Ekkor a feladat megoldasaként megkapjuk, hogy
melyik gépen milyen mennyiség(i anyagot munkaljunk meg, hogy az egyes
gépkapacitasokat ne haladja meg, és a teljes termelési koltség minimalis
legyen. (Kéltség helyett az idSt is szamolhatjuk.)

Természetesen el6fordulhat, hogy egy késébbi fazisban a gyartmany
(termék) ugyanoda keriil, ahol mar egyszer volt, azaz a 3. abran lathaté
kiilonboz6 pontok azonos varost, gyarat vagy gépet reprezentilnak. Ez a
megoldas szempontjabél semmi problémat nem okoz. Példaul, ha egy gabona-
tdrolé helyen Grlésre is lehet&ség van, akkor a megfelelo szallitasi koltség zérus.

(Beérkezett: 1964. december 5.)
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3AJJAYA MHOIOCTYNEHYATOI'O (TPAH3UTHOT 0)
TPAHCIIOPTA

JI. B. KOBAY

Pesiome

B cratbe paccmaTtpuBaeTcs 3ajavya TpaHCIoPTa TAKOTO B KOTOPOM UMEIOTCSA
He TOJIbKO MCXOJHble M KOHEUHBbIE CTaHUMM, a TaK)Ke NPOMEKYTOUHbIE MecTa
4yepe3 KOTOPBIX COBEPIIAETCHA TPAaHCIOPT. TO‘lHee, MMEITCSI MCXOJIHbIe CTAHLUU

A4,, ..., A,, npoMme)xyTouHble NyHKTo: Ky, . . ., K;L;, ..., L,; ... 1 Mecrta Ha-
sHauenusi: By, B,, ..., B,. YcnoBus sajaun cieiyouiue:

(a) UMcxopnas craHuust 4; npejyiaraer KOJamuecTso a,(v = 1, . . ., m); crpo-
COM MecTa HasHaueHust B; siBnsiercst bi(j = 1, ..., m) a eMKOCTIO NPOMEKYTOY-
HBIX NYHKTOB SIBASIIOTCA k(s = 1,...,m), L(t =1,...,r) UT. A,

(0) TlepeBo3Ky Kakoro-HuOyab MecTa MOYKHO IIPOUSBOJUTHL TOJLKO J10
KaKoro-uubyab Mmecra mocyefayiouteil rpynmbl. Crenuduueckne pacxojsl JUIst
JOIYCTUMBIX MepeBO30K 3ajaHbl. 3ajauell SIBJIsIETCS C/leJlaTbh MUHHMAJIbHBIMU
NOJIHBIE PACXO/IbI IS MepeBO30K. ITy NpodJieMy MOYKHO ObIIO paspeuiuTb, ecJIn
NpeJICTaBUTL ee B BUJIe MyJILTUMHIEKCHOM 3aaun (cM. Hanpumep [5]) umu, ecou
UCKJIIOUMTh KaK TIepeBO3KH ¢ 0eCKOHeYHbIMM TPAHCIOPTHBIMM PACX0JaMU BCe
HeJIONyCTUMBIE TTepPeBO3KM KaK Hanpumep B ctaTbe [3]. st 060X MeTOOB IO-
JyuaeTcst CpaBHUTEJbHO OYeHb 00JIbLIOE YMCJIO TepeMeHHbIX. Hanpumep, eciu
UMEIOTCS 7 UCXOJHble CTAHLMM, P MeCTa Ha3HAUYeHUs] U B OT/EJIbHBIX Ipynnax
Ny, My, . . ., Ny TPOMEIKYTOUHBIE CTAHLUHM, TOT/IA TIPX MPUMEHEHUH TMEPBOT0 METO /1A
B BBIKJIQJIKAX YYaCTBYIOT M7, . . . pn, NepeMeHHbIe, a IPU BTOPOM MeTojie YHCJIIO
NepeMEeHHBIX paBHO (m + ny + ... + 7)) (Ry + . . . + 7y + D). B HHSTOHmeﬁ
CTaTbe NPEeJCTaBJISIETCSI aJTOPUTM, OCHOBMBAIOILMECH Ha KJIACCHYECKOIl TpaHC-
IOPTHOM 3ajaue, TAKO UTO B HEM UMCJIO NIePEMEHHBIX PABHO MmN,y + 1y + 1,7,
—}—n2—{—...—}—pnq.

[Ipobiema mnepexojuT M3 3ajaun U3 NpaxKTuku: TpebyeTcs mepeBO3UTb
8epHO B MeJIbHMIBI U3 am0apoB, a MyKy M3 MEJIbHMI[ K MeCT HasHaueHusl Tak,
uTo0bl CyMMapHasi 3artpaTa CpeJCTB JUIsi 9T0i Lenu Obuta MuHUMabHOR. (Kosu-
YeCTBO MYKH M3MepsieTcsl B eJIMHULAxX 3epHa). IIpumeHenne pesyJibTaToB K 9TOH
3ajave, a TaK)Ke K JIPYIUM 3ajiayaM paccMaTpUBAIOTCS B CTaThe I0/POGHO.

3a uckioveHueM I. 9 B cTaTbe paccMaTpuBaeTcs ciiyyaid Tpex rpymnmn —
MeCTa MCXO/Hble, MeCTa Ha3HaueHMUsl U OJHa TPyIa NPOMeXKYTOUHBIX CTAHLIMMH,
OJIHAKO aJropUTM NPUMEHUM 0e3 BCAKMX M3MEeHEHHUH TaroKe U B CJlyyde HeJm4ust
MHOTUX TPYNI TPOME)KYTOUHBIX CTAHLUH.
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TRANSIT TRANSPORTATION PROBLEM

by
L. B. KOVACS

Summary

This paper deals with a transportation problem which has not only
origins and. destinations but some other places in which the transportation
passes through. More exactly there are origins 4,,..., 4, one or more
group of other places K, . . ., K5 Ly, . . ., L,; . . . and destionations B, . . ., B,.
The conditions of the problem are the followmg

(a) The supply of the origin 4;is a; (¢ =1, ..., m), the demand of the
destination B; is b;(j=1,..., n); the capacities of the other places £k,
8=1;.. .,n), Lt = L, . o s 7) 010

(b) It is allowed to transport from any place only to the next group of
places. The unit costs of the permitted shipments are given.

The problem is to minimize the total transportation cost. It is possible
to solve this problem as a multi-index problem. (see for example [5]) or by
excluding the non-permitted transportations with oo costs as in [3]. In both
these methods the number of variables are relatively very large. For example
if there are m origins p destinations and nl, Ny, . . ., ny places in the other
groups then the first method needs for mn, ... np variables and the second
one needs for (m + n; + ...+ ny) (ny + ...+ n, 4+ p) variables. The
present paper guarantees an algorlthm — based on the classical transportation
problem — having mn; 4 n; + nny, + n, + ... 4 n,p variables.

The problem appeared as a practical task of minimal total cost trans-
portation of corn from granaries to mills and flour from mills to the destina-
tions. (The flour is measured in corn measure.)

The above application and other ones are written in the paper in details.

Except the point 9 the paper deals with the case having three groups at
places — origins, destinations and one group of intermediate places — but the
algorithm is suitable without any changes for the case having more groups of
places.
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