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IZOTON VETITESEK ES ALKALMAZASAIK

NEMETH SANDOR, NEMETH SANDOR ZOLTAN

Izoton a rendezett vektortérnek az a sajat leképezése, amely annak rende-
zését megtartja. Izoton pl. a vektorhdléban a pozitiv rész leképezés, vagy a
Hilbert-tér sajatos kipjaira valo6 vetités. Ezeknek és dltalanositdsaiknak gya-
korlati alkalmazéasain kiviil fontosak a kapcsoldd6 elméleti kutatasok, ame-
lyek tovabbi alkalmazéisok alapjat képezhetik. A jelen dolgozat e két as-
pektus eredményeinek fontos részét hivatott dsszefoglalni abban az esetben,
amikor a leképezés a metrikus vetités.

1. Bevezetd

A nemlinedris komplementaritas feladata fixpont keresésére vezethetd vissza,
melynek lényeges mozzanata a feladat kiapjara valé vetités. Ha utébbi a kap ér-
telmezte rendezés szerint izoton, a megoldas iterativ eljaras eredménye lehet. A
kipra vetités izotonitdsdnak kérdését a [8] dolgozat oldotta meg, amely kapcsol6dd
gyakorlati és elméleti kutatdsok el6zményéiil szolgdlt. Ezek lényeges mozzanata,
hogy, amint azt a [11] dolgozat kimondja, a vetités izotonitds esetén rendkiviil haté-
kony. A hatékonysag fontossdga onnan adédik, hogy az alkalmazasok tobbségében
a vetités iterativ eljardsok része. Bar a komplementaritds talajan fogant, a kutatds
eredményei hasznosnak bizonyultak a statisztikaban és a metrikus geometriaban
is.

Rovid osszefoglalénkban a kérdéskor néhany jelentGsebb elméleti és gyakorlati
eredményérdl szamolunk be.

2. Ertelmezések

Legyen H valds Hilbert-tér, (-, ) a téren értelmezett skaldris szorzat, || - || a
skalaris szorzat értelmezte norma.

A H térben értelmezett < binaris relacié rendezés, ha reflexiv, tranzitiv és anti-
szimmetrikus. Tételezziik f6l, hogy a relécio a tér vektorstruktirajahoz a kovetkezo
axiémékkal kapcsolddik: (1) ha x < y, akkor tx < ty, Vi € Ry = [0,+00); (2) ha
x <y, akkor z+ 2z < y+2z Vz € H A (H, <) kettSst rendezett Hilbert-térnek
nevezziik.
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A K ={x € H:0 <z} halmaz a tér < bindris reldcidjara vonatkozé pozitiv
kupja. A K pozitiv kup a kovetkezd tulajdonsdgokkal rendelkezik:

(i) K+KCK, (i) tK CK, VteR; és (iii)) KN(—K) ={0}. A pozitiv kip
jellemzi a rendezett Hilbert teret abban az értelemben, hogy x <y < y—z € K.
Ez indokolja a < és a < jelolések parhuzamos hasznélatat.

A K kup szdrmaztaté, ha K — K = H.

Az (i), (ii) és (iii) tulajdonsigokkal rendelkezd tetszlleges nemiires K C H
halmazt kipnak nevezziik. A K kip altal szarmaztatott <y bindris relaciot az
z <gy < y—ax € K ekvivalencia értelmezi. Minden K kup a H Hilbert-tér egy
pozitiv kipja az altala szarmaztatott bindris relaciéra vonatkozoéan.

A (H, <) rendezett Hilbert-tér vektorhdld, ha tetszéleges két x és y elemére
létezik a sup{z,y} = xVy € H elem és az inf{x,y} =z Ay € Helem. AV és A
operacidkat hdldoperdcicknak nevezziik. A vektorhalé pozitiv kipja un. hdldkip.

Egy K kup dudlisa a

K :={yeH: (z,y) >0, Vz € K}

halmaz. A K* halmaz egy zart kip. Ha a K kup zért is, akkor (K*)* = K. Tehat,
az L = K* jeloléssel, K = (K*)* = L*. Ezért a K és L kupokat kdlcsondsen dudlis
kupoknak nevezziik.

A p: H — Hleképezés K -izoton, hax <x y = p(z) <k p(y) és K-szubadditiv,
ha p(z +y) <k p(z) + p(y), Yo,y € H.

3. Hal6szertli operacidk a Hilbert-térben

Jelolje Pp a H Hilbert-tér nemiires, zart konvex D halmazara valdé metrikus
vetitést, azaz a

Ppx e D, |lxz— Ppz| =inf{||lz—-y|: ye D}.

Osszefiiggéssel értelmezett leképezést.
Hogyha K és L a H Hilbert-tér kolcsonosen dudlis kipjai, értelmezziik a ko-
vetkez6 hdldszert operdcidkat:

Ty =P gy, Uk y=Poyxy, vTpy=P,ry, ésxlUpy= Py

Az elnevezést az indokolja, hogy az értelmezett operdcidk tulajdonsdgai a vek-
toralo Vv és A haléoperdcidinak tulajdonsagaira hasonlitanak.

Az M halmazt K-invaridnsnak nevezziik, ha a Mg, My, Ug és LI, operacidkra
invaridns, vagyis x Oy € M, barmely x,y € M és barmely 0O € {Mg, Mk, Uk, Ur}
esetén.

Osszefoglalénk fontos eredménye a kovetkezé allitas:
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3.1. TETEL. (14sd [19], 1. Tétel) Legyen K C H egy zart kip és C C H egy
nemiires zdrt konvex halmaz. A C halmaz akkor és csak akkor K-invaridns, ha Po
K-izoton.

Ha a Pc K-izoton (jelolések a fenti tételbdl), akkor a C-t K-izoton wvetitd
halmaznak nevezziik. A K C H kipot izoton vetitd kipnak nevezziik, ha a Pk
vetités K-izoton, azaz a K kip egy K-izoton vetito halmaz.

A 3.1. Tételbdl adédik a

3.1. KOVETKEZMENY. A K C H kiip akkor és csak akkor izoton vetits, ha
K-invarians halmaz.

A hélészerli operdcidk segitségével igazolhaté a kovetkezd dualitasi tétel:

3.2. TETEL. (lasd [16], 1. Tétel) Legyenek K és L kélcsénésen dudlis kiipok a
H térben. A kévetkezé allitasok ekvivalensek:

1. Px K-izoton.
2. Pp, L-szubadditiv.

4. Izotonitas az euklideszi térben

Jelolje R™ az m-dimenzids euklideszi teret, {-,-) : R™ x R™ — R a benne

értelmezett skaldris szorzatot és || - || az dltala szérmaztatott normaét.
A
K={tix" +- +tpa™: t;, eR,, i=1,...,m}
halmaz, ahol ', ..., 2™ linedrisan fiiggetlen elemek, szimplicidlis kip.
Az

F; = {tlscl +"'+ti_117i71 +ti+1Ii+1 + et
t;€Ry, j=1,....i—1,i+1,...,m}

kupok a K mazimdlis lapjai, ahol : = 1,... m.
Az altalunk targyalt témakor kiinduldpontja és elsd jelents eredménye a ko-
vetkezd

4.1. TETEL. (1dsd [8], az 569. oldalon szerepld tétel) A K C R™ akkor és csak
akkor izoton vetits kip, ha olyan szimplicialis kip, hogy maximalis lapjainak kiils6
normalisai paronként nem hegyesszoget alkotnak.

A [8], valamint a [12] tételeinek kovetkezménye a kovetkezd

4.2. TETEL. Legyen K C R™ zdrt szarmaztatd kiip, K* ennek duilisa. Ekkor
a kovetkezé allitasok ekvivalensek:
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1. K izoton vetité kip;

2. K* olyan szimplicialis kip, amit paronként nem hegyes széget bezaré vek-
torok generalnak;

3. Py« K*-szubadditiv.

A tétel bizonyitasa nem terjeszthetd ki Hilbert-térre, mert az 1. < 2.ésa 2. &
3. ekvivalencidk bizonyitdsabdl all, ahol a 2. foltétel tipikusan véges dimenzids.
Tehdt a 3.2. és a 4.2. Tételek abban az értelemben fiiggetlenek, hogy egyik sem
kovetkezménye a mésiknak.

A szimplicidlis kup kitiintetett szerepet jatszik a rendezett euklideszi térben
megfogalmazott izoton leképezések elméletében. Ha példaul az euklideszi normat
egy bizonyos konvexitasi feltételeknek engedelmeskedd ¢ norméval helyettesitjiik
és a vetitést ezzel értelmezziik, kimondhatd, hogy

4.3. TETEL. (1asd [5], 9. Tétel) Legyen K C R™ zdrt szdrmaztaté kip. Ha a
o szerinti vetités K-ra K-izoton, akkor K szimplicialis kip.

Igaz tovabba a kovetkezd allités:

4.4. TETEL. (1asd [5], 10. Tétel) Barmely K C R™ szimplicidlis kiip esetén
létezik egy skalaris szorzat tgy, hogy a skalaris szorzat altal értelmezett vetités
szerint K izoton vetité kip legyen.

Legyen az R™ euklideszi tér az e,...,e™ ortonormalis vektorrendszer szar-

maztatta vonatkoztatasi rendszerrel félruhazva. Foltételezziik, hogy R minden
pontja egy oszlopvektor. (A tér elemeit stildris meggondoldsbdl esetenként pon-
toknak vagy vektoroknak nevezziik.)
Az
RT = {tie' +tae® + - +tpme™: t; eRy, i=1,2,...,m}

szimplicidlis kipot a vonatkoztatdsi rendszer pozitiv ortdnsdnak nervezzik. A
pozitiv ortans szarmaztatta rendezés az un. koordindtdnkénti rendezés.

Legyenek p,q pozitiv egész szamok. Az (z,u) € RP x R? jelolés a tovab-
biakban azt fogja jelenteni, hogy z € RP és u € RY. Ha (-,-), és (-,-)4 je-
16lik a skalaris szorzatot az RP, illetve R? Euklideszi terekben, akkor a tovab-
biakban feltételezni fogjuk, hogy az RP x R? Euklideszi tér skalaris szorzata az
((z,u), (y,v)) = (x,y)p + (u,v), 4ltal van értelmezve, ahol (z,u), (y,v) az RP x R?
tetszoleges vektorai. Jelolje e az RP azon vektorat, amelyiknek minden komponen-
se 1. A [17] dolgozatban bevezettiik az

L(p,g) = {(z,u) € R? xR : x> [|ule}, (1)
(ahol < a koordindtdankénti rendezés) kiterjesztett Lorentz-kipot és az

L>(pq) = {(z,u) €RP X RT 22y > - > 2 > luf|} (2)
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monoton kiterjesztett Lorentz-kipot. Ugy az £(1,q), mint az L>(1,q) Lorentz-kip.
Az L(p,q) (illetve L£>(p,q)) poliedrélis kip (azaz véges szdmu origdt tartalmazé
zart féltér metszete) akkor és csakis akkor ha ¢ = 1.

Az L(p,q) kiterjesztett Lorentz-kip és az L>(p,q) monoton kiterjesztett kip
izoton vetité halmazai a vegyes komplementaritasi feladatok és a hengereken ér-
telmezett varidcids egyenlStlenségek megolddsara haszndlhatdk [6, 17, 18]. Ezeket
a halmazokat a kovetkez6 két tétel adja meg:

4.5. TETEL. (14sd [17], 2. Tétel)

1. Legyen K = RP x C, ahol C egy tetszéleges nemiires belsejii zart konvex
halmaz R%-ban és L(p,q) az (1) dltal értelmezett kiterjesztett Lorentz-kup.
Ekkor K egy L(p, q)-izoton vetité halmaz.

2. Legyen q > 1 egész szam és K C RP xR? egy nemiires zart konvex halmaz. A
K halmaz akkor és csakis akkor L(1, q)-izoton vetits, ha létezik egy C C R?
nemiires zart halmaz gy, hogy K = RP x C.

3. Legyenek p,q > 1 egész szamok, és
K = QEENH*(W/{&@) g RP x Rq7

ahol v* = (a*,u’) € RP x RY egy egységvektor és H_(+*, 3) a B¢ € RP x RY
ponton dtmend, v¢ € RP x RY? kiils6 normalisi féltér. A K halmaz akkor
és csakis akkor L(p, q)-izoton vetits, ha barmely ¢ € N esetén fenndll egy a
kovetkez6 feltételek koziil:

(a) a* =0,
(b) u® =0, és létezik i # j tigy, hogy af = /2/2, af = —2/2 ésaf =0,
bdrmely k ¢ {i,j} esetén.

4.6. TETEL. (14sd [18], 3.4. Tétel) Legyenck p > 0 és q > 1 egész szdmok és
L>(p,q) a (2) dltal értelmezett monoton kiterjesztett Lorentz-kip. A nemiires
belsejii K C RP x RY halmaz akkor és csakis akkor Lx>(p,q)-izoton vetité, ha
létezik egy C' C RY nemiires belsejii halmaz gy, hogy K = RP x C.

5. Példak és alkalmazasok
5.1. Nemlinearis komplementaritas a Hilbert-térben

Legyen H Hilbert-tér, K’ C H kiup, K* a K dudlisa, f : K — H adott leképezés.
Az
NKF(K, f): Keresett az " € K elem, amelyre f(z*) € K™,

valamint

(27, f(z%)) =0
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feladatot a K kuphoz és f leképezéshez rendelt nemlinedris komplementaritdsi fel-
adatnak nevezziikk. Az NKF(K, f) komplementaritdsi feladat megoldédsa az

K>z~ Pg(z— f(x)) (3)

leképezés fixpontja.
Az izotonitasi kutatdsok kiinduldsi pontja olyan foltételek, keresése K-ra és

f-re amelyekre az
2 = (e — (")

tipusu iterdcié a feladat megolddsahoz vezet. Ezt a iteraciét ki lehet terjeszteni
implicit komplementaritasi feladatokra, vegyes komplementaritasi feladatokra és
variacios egyenl6tlenségekre is.

Hasonlé iteraciok vezethetdk be variacids egyenlStlenségek, valamint implicit és
vegyes komplementaritédsi feladatok esetén. A megfelel6 vetitések izotonitasi és az
értelmezd fliggvények monotonitasi feltételei kiilonb6z6 megoldési algoritmusokhoz
vezetnek. Ezeket tébbek kozott az [1, 2, 3, 6, 9, 10, 15, 17, 18] cikkek targyaljak.

5.2. Az izoton regresszié feladata

1. A derékszogli vonatkoztatdsi rendszer R'!-szal jelolt pozitiv ortdnsa izoton
vetité kip.

2. A

ﬁ:{x:(xl,x27...7mm)-l—ERm:Ole <z9 < ..Sxm}
kup izoton vetité kup.

A statisztikdban meghonosodott széhasznalattal a k kupot a kovetkezékben
izoton kupnak fogjuk nevezni.
Az adott y = (y1, 2, - . - ,ym)T pont esetén az

m
argmin, {Z@Z —2)?: 0< 2 <ap<... < xm}

i=1
pont meghatarozasa az ugynevezett izoton regresszio feledata.
Eszrevessziik, hogy a fenti 6sszeg nem maés, mint az y és az x pontok tavolsa-
ganak négyzete, tehat a fonti feladat megolddsa nem més, mint

m
argmin, {z:(yZ — xi)Q c0< 2 <ax<... < xm} = P.y,
i=1

azaz az y pontnak a k kupra valé metrikus vetitése.
Az izoton regresszi6 feladatanak jelentOs irodalma van. T6bb mdédszer is szii-
letett a feladat megoldédsara.
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Guyader és Jégou francia statisztikusok felismerték, hogy a x kup izoton vetito-
sége és egyéb tulajdonsagai lehetévé teszik bizonyos mddszerek ekvivalencidjanak
bizony{tasat [7].

Az izoton regressziéval parhuzamosan nagy fontossaga van a statisztikdban az
altalanos izoton regresszionak, amely a kovetkezoképpen fogalmazhaté meg:

Az adott y = (y1, 2, - - - ,ym)T pont esetén keresett az

argmin, {Z(yz - xi)z}
i=1
pont, midén z > 0, Vk € {1,2,...,m} és z; < z; és (i,7) € (N, G), ahol utébbi
az indexek alkotta teljes rendezett graf.
Ha

K= {x: (xl,xg,...,xm)—r eER™:x >0,Vk € {1,2,...,m},
7 <5, ¥ (i) € (N,G) },

akkor itt is az

m
argmin,, {Z(yl —x)?: (i,)) € (NG)} = Pgy
i=1
pont meghatarozasa a feladat.
A font értelmezett K kupot dltaldnositott izoton regresszios kiupnak nevezziik.
A probléma az, hogy K akkor és csak akkor izoton vetité kip, ha izomorf a k
kuppal, azaz izoton kiup. Tehat a kiterjesztett feladatra nem alkalmazhatdék azok a
megoldasi moédszerek, amelyek a standard izoton regressziés feladatra miikodnek.
Jelolje < a koordindtankénti rendezést az R™ térben, azaz x = (x!,...,2™) <
y = (y',...,y™) legyen akkor és csak akkor igaz, ha z* < y*, Vi € {1,...,m}.
Keressiik az L C R kipot, amelyre

r<y= Prx < Pry.

5.1. TETEL. (1dsd [14], 5. Tétel) Izomorfizmustdl eltekintve dsszesen m(m—1)
olyan L. C R} kiip létezik, amely a fonti tulajdonsdggal rendelkezik. Minden K
altalanositott izoton regresszios kip ehhez az osztalyhoz tartozik.

5.3. A képrekonstrukcié feladata

Legyenek A, A, ..., A, € R™ adott pontok , d;; = ||A; — 4;]|?, D = (d;j)
az un. euklideszi tdvolsdg-mdtriz, EDM, (D € EDM). (D szimmetrikus, azaz
dij = dji7 dij Z 0 és ,,lyukas”, azaz d” = O)

Tételezziik 61, hogy az {Ai,As,...,A,} € R™ ponthalmaz esetén a d;; =
|A; — Aj||? tavolsdgnégyzetek valédi értékét (esetleg néhany esettdl eltekintve)
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nem tudjuk meghatarozni, de ezek viszonyat igen, azaz megvannak az eszkozeink
arra, hogy egy nagysdgrendi sorrendet hatdrozzunk meg a d;; szdmok kozott:

dig < .o < dij < oo < dpg.

(Példénak okéért vehetd ezen szémok gyandnt a természetes szdmok nem csok-
kend sorozata.) Az igy szerkesztett szamsorozat tekintheté az R Descartes ko-
ordinata rendszerrel folruhazott euklideszi tér egy pontja koordinatdinak, ahol
N = m(m —1)/2. Osszuk ki a tér koordindtait olyképpen, hogy a d;; pontnak
(tdvolsdgnégyzetnek), azaz az (i, j) indexpédrnak az az r-edik xz, koordinéta feleljen
meg, ahanyadik helyen &all a sorozatban.

A gyakorlatban, ahol a térképkészités feladata és sok mas vele rokonithaté fel-
adat mertil f6l, eljarast dolgoztak ki arra, hogy a tavolsagviszonyokat felhaszndlva
a valésdgot jol megkozelit térképet rajzoljanak. Ennek lényege a kiovetkezd [4]:

Legyen

H:{(xl,xg,...,xN)TERN: 0<z <z <...<2xN}

(dlg, ce dij, . dkl) € K.

A d;; értékek folyamatos javitdsival, a nagysagrendi sorrend betartdsa mellett
arra toreksziink, hogy D = (d;;) € EDM legyen. Ez a r, valamint a pozitiv
szemidefinit matrixok S kupjdra valé alternativ vetités sorozatdval érhetd el.

Megjegyezziik, hogy az Sy kupra kénnyli vetiteni, ugyanis a vetiilet meghaté-
rozésa a szimmetrikus méatrix sajatértékei meghatarozasara vezetheto vissza.

Kezdetben a k kiipra valé minden vetités egy végtelen iterativ eljaras eredmé-
nye volt. Tekintettel a x kip o6ridsi dimenziéjara és az iteraciok nagy szamaéra, a
térkép-rekonstrukcio igen lassinak bizonyult.

John Dattorro folismerte, hogy a k-ra valdé vetitésnek van egy hatékonyabb
médszere, amelyet a [11] dolgozat ir le. Az izoton vetitd kipra val6 vetités véges
algoritmusanak felhasznalasdval a konvergencia két nagysdgrenddel javithato.

Azéta kideriilt, hogy a x kipra még ennél is hatékonyabban lehet vetiteni,
felhasznalva a P, = P,(z)" képletet (ahol z € R™ esetén 2 a z vektor nem-
negativ komponenseivel alkotott vektor) [13], ahol

p={reR": z1 <wy<---<uz,},

mivel az ugynevezett PAVA algoritmus (14sd a [13] irodalomjegyzékét) a p kupra
nagyon hatékonyan vetit.
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ISOTONE PROJECTIONS AND THEIR APPLICATIONS

ALEXANDER B. NEMETH, SANDOR ZOLTAN NEMETH

A self-mapping of a vector space is called isotone if it retains its order. For example,
the positive part mapping of a vector lattice, or the projections onto specific cones of a
Hilbert space are isotone. Besides of the practical applications of these mappings and
their generalisations, the related theoretical investigations, which can be the source of
further practical applications, are also important. The present article is dedicated to
summarise these two important aspects in the case when the mapping is the metric
projection.
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