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Benko Miklos:
Primszamvadaszat homogén lanctortekkel
A cikk két kétvaltozos fliggvényt ismertet. Az egyik alkalmas primszamok
keresésére, a masik sohasem eredményez primszamot. Bevezetésre keriil a
,,homogén reguldris lanctort” fogalma, szamitégépes programozok szamara
gyakorlati dtmutatdval.
Bevezetés
Lanctorton a kovetkezd matematikai alakzatot értjik (a,b € N):
b
al + az—+...
A regularis lanctort szamlaldiban csupa 1-es szerepel (b1, b, ..., b, = 1):
N 1
ag + ———.
Vet i
A reguldris lanctortet a kovetkezd formédban szokds dbrazolni: [ag; ay, as, . . .].
A lanctort a raciondlis szamok esetében véges, az irraciondlis és transzcen-
dens szamok esetében végtelen.
1.) A Fibonacci szamokat el64llit6 generdtorfiiggvény éltalanositasa
Vegyiik a kovetkezd masodfoku egyenletet: 22 — 2 — 1 = 0. Rendezziik
4t: 22 = z + 1, majd osszuk el mindkét oldalt z-szel:
1
r=1+—.
x
Ha a jobb oldali = helyébe behelyettesitjiik az egész jobb oldalt, egy emeletes
tortet kapunk:
1
=1 .
x + 1T i
A behelyettesités a végtelenségig folytathaté:
1+ !
]
—®
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Az igy kapott lanctort [1;1,1,1,1,1,1, 1, 1,.. ] hatdrértéke a fenti 22 — x —

1 = 0 egyenlet egyik gyokével egyezik meg:

1++5
5

A masik gyok ennek reciproka (elGjelcserével):

1-V5
5

Ezzel a két gyokkel levezethetd egy generdtorfiiggvény, mely n kitevd
kiilonboz6 értékei esetén a Fibonacci-szamokat 4llitja els:

(%) - (%)
N a—

1123581321 345589 144 233 377 610 987 1597 2584 4181 6765 10946
17711 28657 46368 75025 121393 196418 317811 514229.
Ha médositunk a mdsodfokd egyenleten: 2 — C' - x — 1 = 0, akkor a két

gyok
C+VC?2+4
2

C—vC?+4
2 Y
az ezekbdl alkotott generatorfiiggvény:

fill,n) =

és

(C+\/CQ+4) no (C—\/C’2+4>"
2 2
VO

Ez a formula tartalmazza mind a négy alapmiiveletet (a négyzetre emelés
onmagaval valé szorzds), valamint egy négyzetgyokos kifejezést is. Ha C'
és (a kitevében szereplé n) 0-ndl nagyobb természetes szdmok, mindig
egész szamokat kapunk, mert a szdmldléban azok a tagok, melyek nem
tartalmazzak a négyzetgyokos kifejezést, a két hatvanykifejezésben azonos
elgjellel 1€pnek fel, ezért a kivonas miatt kiesnek. A maradék tagok mind tar-
talmazzak a négyzetgyokos kifejezést, ezért /C? + 4-gyel végig lehet osz-
tani.

fl(07 TL) =
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14 Benkd Miklds: Primszdmvadaszat homogén lanctortekkel
A generdtorfiiggvényhez tartozé lanctort [C;C,C,C,C,C,C,C,.. ]
alaku: 1
C+ —F—
Ctan
és ,homogén reguldris lanctort” a neve (vagy egyszerlien ,,homogén lanc-
tort”).
2.) Az f1(C, n) fiiggvénynek két valtozoéja van, C' és n.
Nézziik meg, hogyan viselkedik rogzitett n kitevs esetén.
I. Han =1, f1(C,n) = 1, azaz konstans.
II. Han =2, fi(C,n) = C, azaz visszakapjuk C' értékét.
II. Han =3, f1(C,3) = C? + 1.
Ha vizsgdljuk a C? + 1 formulat, és kiilonboz6 értékeket adunk
C-nek, azt tapasztaljuk, hogy vegyesen kapunk Osszetett szdmokat
€s primszdmokat. Ha csak azokat az értékeket tiintetjiik fel, melyek
primszamok, a kovetkezd tdblazatot kapjuk:
. C= 2 5 Fermat-féle primszam
2. C= 4 17  Fermat-féle primszam
3. C= 6 37
4. = 10 101
5. = 14 197
6. = 16 257 Fermat-féle primszdm
7. = 20 401
8. (C= 24 7T
0. = 26 677
42. C' =256 65537 Fermat-féle primszam
Tehat ha C 2-t6]1 256-ig valtozik, az elballitott szamok kozott 42
primszam talalhat6, kozottiik 4 Fermat-féle prim.
IV. Han =4, f1(C,4) = C3+2- C. Léthat6, hogy a polinombdl C' kiemel-
hetd, ezért a fiiggvény mindig Osszetett szamot allit eld.
V. Han =5, f1(C,5) = C*+3-C?+1, és C értéke 1-t61 10 000-ig valtozik,
1148 primszamot allit el6, melybdl az els6 30 a kovetkezd (C' < 100):
—®
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5 29 109 701 2549 4289 10301 21169 84389 161201 281429 812701
1051649 1189189 4106701 5315329 7898909 11326589 14787869
20164589 21395249 24024701 31657501 35170829 37033309 40979201
57312469 65634301 88557509 100030001

VL. Han =6, f1(C,6) = C° +4-C3 + 3 - C, amibdl C kiemelhetd, tehat
mindig Osszetett szamot kapunk.

VII. Han =7, fi(C,7)=C®+5-C*+6-C? + 1.

Ez a formula, ha C értéke 1-t61 1000-ig valtozik, 80 primszamot allit eld,
ebbdl az els6 23:

13 53353 283009 34539049 64802401 1297404109 10803626989
139448469889 282644809453 404840783593 783182518273
886303622569 1871173661293 3298411715689 3815918062501
6613617740029 12830433853789 29726659302913 36349118326249
45586013273893 65952322047613 88255850497093 98781981671101

Lathatjuk, hogy ha n paros szdm, akkor az f;(C, n) generatorfiiggvénybdl
szdrmaz6 polinom oszthaté C-vel, tehat (ha ezt tartjuk szem el6tt)

csak akkor kaphatunk primszdmot, ha n pératlan. Tovabbi szamitogépes

vizsgalatokbdl fogalmazédott meg az a SEJTES, hogy az f,(C,n)

fliggvény csak akkor 4llit el6 primszamot, ha n értéke maga is prim.

Ezért érdemes atugorni n = 8,9, 10 értékét (a teljesség kedvéért a poli-

nomokat kozoljiik):

VIII. Han =38, f1(C,8) =C"+6-C°+10-C3 +4-C.
IX. Han =9, f1(C,9) =C®+7-C°+15-C*+10-C? + 1.
X. Han =10, f;(C,10) =C? +8-C"+21-C°+20-C*+5- C.

Han =11, fi(C,11) =C"Y+9.-C®+28-C®+35-C*+15-C% + 1.

Ez a polinom a szamok géppel abrazolhat6 tartoméanyéban (18 jegyig) 19
primszamot eredményezett a gép segitségével, a kovetkezs ,,C”-k esetén:

C=1,2,3,5,6,8,17,19,20,23,33,39, 41, 43, 46, 48, 50, 51, 56.
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A fenti polinomok egyiitthatéi nem masok, mint a binomidlis egyiitt-
hatok, melyeket a Pascal-hdromszogbdl lehet kiolvasni, de nem ,,viz-
szintesen”, mint a binomidlis tétel alkalmazdsa esetén az (Z) képletet

hasznalva, hanem ,.ferdén”, az
n—1—k
)
formuldval. EllenSrzésképpen, ha soronként Osszeadjuk az egyiitt-
hatokat, eredményiil Fibonacci-szdmokat kell kapnunk.
3.) Vélaszthatjuk azt az utat is, hogy C-t rogzitjiik és n-et valtoztatjuk. Az
f1(C,n) figvénnyel C' = 20 és n = 3,5,7,11 esetén primszamot kapunk,
n = 13-ra nem.
n f1(20,n)
1. 1-
202 x2x%x5
. 401 -
80402 x2x2x3x5xX67
. 161201 —
. 3232060 2 x 2 x 5 x 13 x 31 x 401
. 64802401 —
. 12992800802 X 2 X 2 X 2 X3 X5 X TXTx17x 67 x97
9. 26050404001 37 x 401 x 1755773
10. 522307360100 2 x 2 x 5 x 5 x 32401 x 161201
11. 10472197606001 —
12. 2099662594801202 x 2 x 2 x 3 x 3 x 5 x 11 x 13 x 31 x 59 X 67X
x 83 x 401
13. 4209797387208401 337 x 5381 x 2321497933
14. 84405914003648140 2 x 2 x 5 x 43 x 1514549 x 64802401

Megjegyzés a (fenti) tdblazathoz: A 3. szam 401-gyel egyenld, a 6., 9.,
12. szam oszthat6 vele. Az 5. szam 161201-gyel egyenld, a 10. szam oszthat6
vele. A 7. szdm 64802401-gyel egyenld, a 14. szam oszthat6 vele. Csak akkor
kaphatunk primszamot, ha az n kitevdé maga is prim.

00NN Nk~ W

4.) A lanctortben a kivonas miivelete is meg van engedve, ekkor a kiindulési

egyenlet az 2> — C' - z + 1 = 0 alakot dlti, dtrendezve: x = C' — L

1
c—1

x=0C—
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Léthat6, hogy a lanctortben sorozatos kivonds van. Igy kapjuk meg a
madsodik, f>(C,n) fiiggvényiinket, mely — bar csak egy elGjelben kiilonbozik
az els6tdl — egészen masként viselkedik.
(o+m>" B (c_my‘
f(Cn) = >— :
C?—4

Ha n-et 1-t6l 16-ig véltoztatjuk, a kovetkezd polinomokat kapjuk:

1

C

C?— 1

c3—-2.C

Ct—3-C*+1

C5—4.-C3+3-C

Co—5.C*+6-C%—1

C"—6-C°+10-C*—4-C

C8—7-C°+15-C*—10-C*+1

C¥— 8.-CT+21-C5-20-C3+5-C
Cl0—9.C%+28-C%—35-C*+15-C* -1
CH—10-C2+36-C"—56-C°+35-C*—6-C
C?—11-C'0+45-C®—84-CO+70-C*—21-C*+1
CB—12.-C'1+55-CY—120-C"+126-C°-56-C3+7-C
C1"—13-C"2+66-C'0—165-C®+210-C®—126-C*+28-C? — 1
C¥%—14-C'3+78-C'1—220-C?4330-C"—252-C°+84-C*—-8-C

Ezek a polinomok az f;(C,n) figgvény polinomjaitl csak abban
kiilonboznek, hogy alternalva szerepelnek benniik kivonasok és 6sszeaddsok.
Ugyanakkor az f»(C,n) fiiggvény esetében ki kell kotni, hogy C' > 2, mert
(bar a polinomok nem vezetnek hibdra) C' = 2 esetén a négyzetgyokos
kifejezés 0-val egyenld, €s ezzel osztani is kellene, C' = 1 esetében pe-
dig képzetes szdmokat kapnank. Masodik szami SEJTES: az f,(C,n) for-
mula, amennyiben C és n 2-nél nagyobb pozitiv egész szdmok, soha-
sem eredményez primszdmot, csak Osszetett szamot. Ez az 4llitas csak
szamitogéppel van ellendrizve, a gép nem talalt ellenpéldat.
5.) Az fo(C, n) fiiggvény érdekes alkalmazdsa: C' = 6 esetén a ,,haromszog(
négyzetszamokat” dllitja els, azokat a szdmokat, melyeknek a négyzete egy-
o
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ben haromszogszam is, tehat az

N +1
2

M? = N x

egyenlet egész ,, M’ megoldasait, példaul 6 x 6 = 8 x 9/2 = 36.

M =1 6 35 204 1189 6930 40391 235416 1372105 7997214
46611179 271669860 1583407981 9228778026

(3+2v2)" - (3-2v2)"
f2 (67 n) = .
42
(Ezt a formuldt mar Leonhard Euler is ismerte.) Az f»(C, n) fiiggvény alkal-
mas tovabbi sokszogszamok kozott fenndlld egyenldségek megkeresésére is.

6.) Tovéabbi gyakorlati alkalmazasok

Amennyiben valaki szdmitégépbe szeretné programozni a fenti képlete-
ket, két modszer koziil valaszthat. Ha megelégszik legfeljebb 18-jegyii prim-
szamok elGallitasaval, akkor az f;(C,n) formulat kell vélasztani, amely tar-
talmazza mind a négy alapmiiveletet és egy négyzetgyokos kifejezést is
(amellyel osztani is kell). Ebben az esetben sziikség van lebeg&pontos arit-
metikara (és lebegOpontos véltozokra) is. Eredményiil egész szamokat ka-
punk, de ehhez irraciondlis szdmok kiszamitdsan keresztiil vezet az fit.

Amennyiben minél nagyobb (,,rekord”) primszamokra vadaszik valaki,
akkor célszerd kijelolni egy ,,n” hatvanykitevét, és csak az ehhez az n-hez
tartozo egyetlen sort beprogramozni.

Példaul ha az n = 19-es értéket vélasztjuk, akkor a képletiink a kovet-
kez6:

C®4+17-C%4+120-C™ +455-C*2 +1001 - C'° + 1287 - C®
+924-C%+330-C* +45-C? + 1.

Ez a formula csak 6sszeadast és szorzast tartalmaz (a hatvanyozast szorzdsok
sorozatara vezetjiik vissza). Ha példdul 100 millié jegyet tartalmazé
primszamokat keresiink (amelyek megtaldlasaért pénzjutalmat tlizott ki a
,.GIMPS project”), akkor a C' = 10°°5%55% értékkel célszerd inditani, s C-t
egyesével novelni, 1éptetni. Ugyanis C' mibenlétére semmiféle korlatozas
nincsen, lehet paros, paratlan, prim- vagy Gsszetett szam is.
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Voltaképpen nem egyetlen primszamképletrdl beszEélhetiink, hanem
primszamképletek (végtelen) sorozatardl. Annyi primszdmképlet van, ahany
primszam. Minden prim ,,n”’-hez hozzéarendelhetiink egy primszamképletet.
A tabl4zatban felsorolt azon polinomokat, melyek sorszdma Osszetett szam,
figyelmen kiviil kell hagyni.

n fi(C,n)

3C%+1

5C*4+3-C*+1

7TCO+5-C*+6-C*+1

11 CY4+9.-C8+28-C+35-C*+15-C?+1
13C24+11-C10445-C84+84-C°4+70-C*+21-C%*+1

17 C*4+15-C1491-C"24286-C10+495.C®+462-C5+210-C*+36-C?+1

Vizsgalataim sordn a legnagyobb primszam C' = 64 és n = 47 esetén
1épett fel, ez egy 84-jegyl primszam, melynek elsd 75 szdmjegye a kovet-
kez6:

122757598692418781147104210611116761516797358732284384882390533627837932878...

Abban bizom, hogy ez a képlet (f;(C, n) fiiggvény) a legnagyobb (,,largest”)
primek tartomédnydban ugyanugy viselkedik, mint az altalam vizsgalt (leg-
alacsonyabb) nagysigrendben. Azt is elképzelhetdnek tartom, hogy egyszer
a primszamrekordot is ezzel a képlettel allitjak majd be.
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