Allapotegyenletek II.

Gombszimetrikus molekuldkbol allo test allapotegyenletei

Allap()tegyenlctnek neveziink olyan
flv, T')
osuefug(rest
ahol P a gaz nyomasa
a gaz moltérfogata
’I' a gaz hémérséklete.

Az Allapotegyenlet valamely termodinamikai
test adott moltérfogatahoz és homérsékletéhez
nyomast rendel. A makro véaltozok kozotti fiigg-
vény konkrét alakja a testet alkoté molekuldk
alakjatol, nagysagatol, elektromos tulajdonsa-
gatiol fiigg.

A tokéletes gaz allapotegyenlete

A tokéletes gaz allapotegyenlete levezethets a
klasszikus mechanika torvényei alapjan, ha a mo-
lekuldakra a kovetkezd feltevéseket tessziik:

1. A tokéletes gaz molekuldi azonos méretiiek
és tomegpontként viselkednek. -

2. A molekuldk mindegyike egyenesvonala,
egyenletes, rendezetlen mozgasban van. A mole-
kuldk iitkoznek egymassal és az edény falaval.

3. A tokéletes gaz belsé energiaja a molekulak
kinetikus energidjanak Osszege; a parpotencial zé-
rus.

1. A tokéletes gaz hémérséklete ardnyos a mo-
lekuldk atlagos kinetikus enrgiajaval.
5. A tokéletes gaz allapotegyenlete:
LBl
5
ahol R az univerzalis gazéallandé.

A molekulak kiterjedése és a taszitoerok

A naiv kinetikus elmélethen a molekulikat ki-
terjedés nélkiili tomegpontoknak tekintettiik.
A molekulak valéjaban véges kiterjedésti tomegek.
Ezek éppugy, mint a tomegpontok, egyenesvona-
It egyenletes mozgasban vannak s ekozben iitkoz-
nek egymassal. Az iitkozés mindenképpen rugal-
mas, de mégis kétféle iitkozést kiillonboztetiink
meg, aszerint, hogy a molekuldk merevfali, meg-
hatarozott atmérGjii gombként viselkednek iitko-
zéskor, avagy behorpadnak, tomegkozéppontjaik
jobban megkozelitik egymast mint egy molekula-
atmér6é, majd a taszitds hatdsira szétvalnak és
visszanyerik eredeti alak]ukat A parpotencial az
elsé esetben az I. rész. 1. dbraja szerint alakul,
masik esetben torés nélkiil igen gyorsan lecseng:

e[r]= pr?

* Eotvos Lorand Tudoméanyegyetem, TTK, Kémiai
Kibernetika Laboratérium. Budapest.

BENEDEK PAL*

ahol y és 6 paraméter és a kitevs 9 =§ <15. Mivel
a molekula térfogatit a molekula torzset (atom-
magot) koriilvevé elektronfelhd kiterjedése szabja
meg, az elGbb emlitett ,,behorpadis™ az elektron-
felh6 deformalédasa. Adott esetben létrejohet az

elektronfelhdk egyesiilése is, ez Gj molekula kép-

z6déssel jar vagyis az ilyen iitkozés kémiai reakeid.
A tovabbiakban a molekulét melevfalu gombként
fogjuk kezelni. b

Az iitkozési keresztmetszet és a kbzepes
szabad uthossz
3 , Ziigns (2R P) ’ .
Egy o atmérdji molekula oY B képzeletbeli
céltablafeliiletet (iitkozési keresztmetszet) mutat ¢
feliilet felé tarté molekuliknak. Ha ezeknek a
molekuldknak siirlisége o és a céltablafeliiletre
o
merdleges atlagsebessége u,, akkor v *mu, térfo-

gatii hengerben vannak azon molekulik tomeg-

- kozéppontjai, amelyek egységnyi id6 alatt atiitik

W g ; , (ko ¥ 7=
a céltablafeliiletet (1. dbra). Ezek szama: {—;]"nu.,-g.

Mindezek a molekuldk egységnyi idé multin a
céltablafeliilet talsd oldalan lesznek.

——

Ux

1. dbra. Az uthozési szam

A valdsagot nem elég hiien irja le ez a a céltabla-
modell, hiszen a ,,céltabla’ helyén 4thatolhatatlan
molekula van, amely a feléje tartd azonos moleku-
lak eredeti iranyat eltériti. Kzt érzékelteti a 2.
abra. E valosaght modell alapjan szamitott iitko-
7681 szam :

<

7 i 048 T W
L — I/Q[—‘)—)‘:zulg

Ezt Ggy is értelmezhetjiik, hogy egy atlag mole-
kula, mikozben egységnyi id6 alatt .., tavolsidgot
fut be, Z alkalommal iitkozik méas molekuldval.
Két egymast kovetkezd iitkozés kozben befutott
tavolsag:
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~ 2. abra. Az uthozo molekulak palydi

Uy 1

= =
V‘z‘(g]zmzxg V§[ g]eng

Bzt az | tavolsagot kozepes szabad tthossznak
nevezzilk. A kozepes szabad uthossz forditottan
aranyos a stirliséggel és az litkozési keresztmetszet-
tel.

A molekulak térfogata és a kovolumen

Ha a molekuldk atmérdje o, akkor két molekula
kozéppontja o tavolsagra kozelitheti meg egymast
(3a abra). Felfoghatjuk gy is, hogy az A molekula
kozéppontja szamara a B molekula kozéppontja
koriil egy 20 atmérdji gomb tiltott térfogat talal-
haté6 (3.1. abra, b), amelyen beliilre nem keriilhet.
A gomb térfogata: 4/3mo3. Egy mél molekula
vagyis N4 /2 molekulapar tiltott térfogata:

l(NA — 1)[-‘—1—7503)5 . N 4wo2=b.

2 3 6
Bzt a b titltott moltérfogatot van der Waals kovo-
lumennek nevezte el. A kovolumen tiltott térfogat
nem a moélnyi molekula geometriai térfogata. Ez
utébbi ugyanis: ‘

3
;—NA:Z[—;—) = %—NAnal‘:—z-.

A molekulak geometriai térfogata tehat a kovolu-
men egy negyede.

A kozepes szabad uthossz adott hdmérsékleten
forditottan ardnyos a sfirtiséggel. A nyomas nove-
kedtével a molekuldk nemesak kozelebb keriilnek
egymashoz, hanem csokken a gaztérben a kozepes
szabad uthossz is.

3. dbra. Azonos molekuldk iithozése (a); tiltott térfogat (b)
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Tegyiik fel, hogy elegendéen nagy nyomast al-
kalmazunk és a véges kiterjedésii molekuldk ele-
genddéen kozel keriilnek egymashoz. Ha a vonzas
potencidlis energidja a molekuldk ilyen atlagos
tavolsdga mellett nagyobb, mint az atlagos kine-
tikus energia, akkor a molekuldk egymas kozelé-
ben maradnak és kialakul valamilyen geometriai
elrendezGdés, amelyet elegendG azzal jellemezni,
hogy barmely kiszemelt molekuanak hany kozvet-
len szomszédja van. A kozvetlen szomszédok sza-
mat koordindcids szimnak nevezik. A molekulak
koordinacidja egyszersmind azt is jelenti, hogy
csak a szomszédos molekulak altal hatarolt térrész-
ben: celliban mozognak, nem hozzaférhets sza-
mukra a teljes térfogat. Ezt a modellt kvalitative
mar az l. részben targyaltuk (emlékeztetGiil az
ottani 4.2 abra). A cellaban mozgé és a szomszédos
molekuldk parpotencidja ilyenforman a kovetkezo-
képpen alakul (4. abra):

glr]= cor=(0/2—1.)
er]= eo(% - l,z) <r< (%-Hsz]

g[r]= oor= (%HL laZ]

A ¢ atmérGji molekula az » tengely mentén két
szomszédos cella kozéppontjaban fixen elhelyezett
molekula kozott tud mozogni. A szabadon befut-
haté palya az abra jeloléseivel:

o]. o8 =1l0
20y, = 20 — ) =v1L°,
ahol v egy cella térfogata,
Vg & 0 atmérGji molekulahoz tartozo szabad

térfogat, amelyben ez a molekula mo-
zoghat.

A molekula kézepes linedris sebessége u, impul-
zusa mu, impulzus valtozds egyetlen iitkozéskor a
cella egyik falan 2mu. A molekula ezen a v* : fe-
lilleti falon egységnyi id6 alatt 'l;/Zlu alkalommal
iitkozik, a nyomas tehat:

r=0

(]3|

4. dbra. Folyadék molekuldk potencia’lkdtb.an



(2mu)u 2KkT 2kT

l): = —
21,023 wl3, 2/3 2(01/3_ ~a/3

o) *°
A molekula iitkozési atmérdje:

!, b /3
"—gl'ﬁ:]

ahol 0 a van der Waals kovolumen,
N az Avogadro szdm,
g a koordinaciotol fiiggd faktor, amelyet
geometriai meggondolassal szamithatunk
ki,

k a Boltzman allandé.

Helyettesités utan:

i 2kT i kT

2[01/3_ g(ﬁbj_)lls]vzls [U— g[ﬁbj_]l/a],’jz/s
Moélnyi mennyiségre attérve:
RT
(o= g %)’

Olyan dllapotegyenletre jutottunk, amelyben a
molekulak kovolumenét és folyadék fazisbeli koor-
dindciojat mar figyelembe vettiik.

A virialtétel és az allapotegyenletek
A tokéletes gaz molekuldris modelljének tér-
gyalasakor Clausius megmutatta, hogy N 4 moleku-
1abol all6 test £ atlagos kinetikus energidgja kiilsG
virialjaval egyenld:

E= —ZPv.

Ez tokéletes gazra érvényes, amelynek molekulai
kozott nincsen kolesonhatds. Ha azonban van
ilyen kolesonhatas és egy (x, y, z) poziciéban levd
molekuldra F= Fy+ Fy+ F, intermolekuldris ero
hat, akkor képezhetjiik a kovetkez6 mennyiséget:
N4

_% Z (Fox+ Fyy-+F.2).

A szumma idGbeli kozépértéke a test belsd vi-
rialja. A virial tétel szerint az N 4 molekula koze-
pes kinetikus energidja egyenld a belsd viridllal.
A virialt akkor szamolhatjuk, ha ismeretes a par-
potencidl, mert akkor:

1 Ny Ng Ny

it L Y (Fox+Fyy+ Foz)= Z Z F[rij,

2
ahol »;; az 1 és j molekula tavolsaga

A tétel kiterjeszthets olyan testre, amelyre kiilsé
er6 is hat és részecskéi kozott intermolekuldris
erGk is hatnak. A tétel ilyen testre tigy hangzik,
hogy a molekulak 6sszes kinetikus energidja a belsd
és a kiilsé virial osszegével egyenld:

Na Ny

E—‘LEOZ Z F[r,,]—i——Pv— —RT.

Ez annyit ]elen’c hogy ha ismerjiik az f[r] fiigg-
vény alakjat és a molekuldk elhelyezkedésének

geometriajat, akkor a viridl tétel konkrét alakjabol
levezethetG a hémérséklet, a nyomés és a térfogat
kozotti osszefiiggés : az allapotegyenlet.

Nem szamithatunk tehat arra, hogy egyetlen
univerzalis 4allapotegyenlethez jutunk, mivel a
parpotencial és a koordindcié anyagspecifikus.

Ha példaul a viriaéltétel konkrét alakja azon a
megfontolason alapul, hogy a belsé virial a stirfiség-
gel, illetéleg a reciprok térfogattal aranyos:

o Z 2 F/[ru]——

Akkor a virial tétel k(mkrét alakja:

Pyo+—=RT.
Atrendezve:
[ P _“Z_J _RT
v v

Ezt gy értelmezziik, hogy kiilsé és bels6é nyo-
T
mas Osszege egyenld (—R:—]-vel. A térfogatot a

van der Waals kovolumennel korrigalva kapjuk a
van der Waals egyenletet:
a RT
ke
A térfogatot térfogattél és koordinaciotol is
fiiggd taggal mar ismertetett médon korrigalva
kapjuk a kovetkezs allapotegyenletet:
@ RT
[P+ 2 J_ (v— gbt/3v2/3)
Az egyenlet jobb oldalan ismerds kifejezés all,
amelyet az el6z6 fejezetben vezettiink le.

A jobb oldalt [%] hatvanyai szerint kifejtve a

g=0,7163 helyettesitéssel, ami a tércentralt kobos
celliban kialakul koordindciénak felel meg, a
kovetkezG allapotegyenletet kapjuk:

(P —:2—)_31—’1+[ ]+06254[ J+
+o0, 2869[ )"+01928(b]]

Ez az allapotegyenlet Hirschfelder, Stevenson és
Eyring munkéjahoz fizodik.

A virialegyenlet és a kompresszibilitasi tényezo

Kammerling-Onnes azt javasolta, hogy a viridl-
tétel valamilyen konkrét alakjanak megfelels alla-
potegyenletet mindig a kivetkezd alakban adjuk
meg:

T 7]
RUT {1+ BT B C[T] D[T] Iy[T] +T...)

v v2 v3 vt

P=

Ezt az allapotegyenletet nevezik viridlegyenlet-
nek, ahol B[T], C[T], D[T], E[T],... rendre a
masodik, harmadik, negyedik, ototdik... viridl-
egyiitthaté. Minden viridlegyiitthaté anyagspeci-
fikus és ezentil csakis a homérséklet fiiggvénye.
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A jobb oldalon zardjelben allo Gsszeg a komp-
resszibilitasi tényezo :

sy
==
BT) , CIT) | DIT) | BT
=1+ [ LT +..)

A l\(nnplebs/ibilitisi tényezs T hémérsékleti
és P nyomasu test moltér f()gatwl(xk és ugy‘m()ly(m
hnmcn.sekletu és nyomast tokéletes gaz moltérfo-
gatdnak hanyadosa. Ugyanis

Pv* =RT
és ezért irhatjuk:

Frakdes
T P ]1'_ v* Jp.

A nitrogén kompresszibilitasi tényezGjének néhany
izotermajat az 5. abran bemutatjuk.

3. dabra. Hidrogén izotermdak

A kritikus pont

A van der Waals egyenlet tendenciajaban helye-
sen irja le a P-v-T osszefiiggéseket mind a folya-
dék-, mind a gGzfazisra. Kz azért lehetséges, mert
a van der Waals egyenlet v-ben harmadfoku, hé-
rom gyoke van (6. abra).

A gorbe v* és vf kozott nincs értelmezve (v* a
vazfazis moéltérfogata, v a folyadékfazisé, v; a gor-
be inflexiés pontja). A v*—v’=Av a gbzfazis és a
folyadékfazis moltérfogatanak kiillonbsége. Kz akii-
Iombsog a hémérséklet novekedésével csokken.

ez asi 2

6. dbra. uan der Waals izotermdk
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Konnyen belathatjuk ezt a van der Waals egyen-
let diszkutdlasdval. Ha ugyanis az izoterma har-
madfoki, akkor két szélsé értéke van. A maximum
és minimum helyén tehat:

e

A van der Waals egyenlet P-re k]fejemtt alakja:

7 o L,
v—b v?
Differencidlassal kapjuk a szélsé értékekre:
RT 2u By
RCE))

Ebben a kifejezésben v mar csakis T tiggvénye-
ként szerepel. A valtozokat az egyenlet két olda-
lara atrendezve addodik:

RO v
Ha a. —7T" menn isé(rct & —
2 yiseg b

abrazoljuk, a 7. abrdahoz jutunk

fiiggvényében

Az dbra jol mutatja, hogy Kkis h()musekletul
tényleg maximum és minimum van, mert egy hé-
mérséklethez v két szélsGértéke is tartozik, azon-
ban ezek a hdmérséklet novekedésével kozelednek
egymashoz, majd egy meghatarozott 7' értéknél
azonossa valnak. E folott a hémérséklet folott a
P(v) fiiggvény, vagyis az izoterma monoton halad.
A van der Waals izoterma tehat egy bizonyos ho-
mérséklet alatt maximummal és minimummal ren-
delkezik, ezen a bizonyos hémérsékleten a gorbé-
nek egyetlen inflexios pontja van és e folott hiper-
boldba megy at. Ez azt mutatja, hogy a hémérsék-
let emelkedésével v* és v/ valoban kozeledik egy-
mashoz, egy bizonyos hémérsékleten v* és vf azo-
nossa valik, és e folott nincs v* és v’ kiilon értel-
mezve, az egyenletnek egyetlen fizikailag értelmez-
het6 valos gyoke van, tehat nem létezhet két fazis.

Ha a két egyensulyi fazis méltérfogatanak kii-
lonbsége zérusra csokken, vagyis

v* =2h,

akkor a két fazis kiilonbsége is megsziinik, mert
Px = p#
{1

7. abra. A kritikus hdmérséklet bevezetése



intenziv dllapothatarozé tulajdonsagaik is azono-
sak. Azt a homérsékletet, amelyen a két fazis meg-
gziinik k()ﬂngS?b&lnl és amely folott barmilyen
nyomason mar csak egy fazis i6tezik : kritikus ho-
mérsékletnek nevezziik. A kritikus hémérsékleten
ezek szerint végetér a tenzio gorbe, az ehhez tar-
tozé nyomast kritikus nyomédsnak nevezziik.

A megfeleld allaptok tétele makroviltozokkal

Barmely allapotegyenletrdl, amelytdl elvarjuk
a g6z és a folyadékallapot P-v-T viszonyainak leiré-
sat, meg kell kovetelniink, hogy a kritikus izoter-
méanak a kritikus ponthan inflexiéja legyen (8.

abra):
ar } e
—— =20
[ ov 4

2P
— ] =0.
(o)

Alkalmazzuk most ezeket a kovetelményeket a
van der Waals egyenletre:

Vagyis:

RT. @
o (ve=b)  v2
VS I
 (ve—b)? P
2RT. Ga y

Ebbdl az egyenletrendszerbdl algebrai atalakita-
sokkal kapjuk:

v.=3b,
9RTw. 21RTDH ., 21R*T?
O TR il e T
SRT. ORT. 3RT.
S gl ke LA, |
b= _R_T‘_
8P,
Pw, 3 e
R T
nﬂ

8. dbra. A kritikus izoterma matematikai tulajdonsdgai

Ez az osszefiiggés azt mondja, hogy a kritikus
kompresszibilitasi tényez6 az anyagi minGségtol
fiiggetlen, univerzdlis paramétere a van der Waals
gaznak.

Ha most a van der Waals egyenletbe visszahe-
lyettesitjiik @ és b kritikus paraméterek — még-
pedig a kritikus nyomédssal és hGmérséklettel — ki-
fejezett értékeit, a kivetkezot kapjuk :

IR ATV | MG )
i e
8P

Ez a van der Waals egyenletnek az az alakja,
amelybdl P, és T, bevezetésével az a és b dllando-
kat kikiiszoboltiik.

Az egyenlet mindkét ()I(lalzm a kritikus nyomaés-
sal osztva:

Y RT TRV
e R7. \  64P%7 "
! "[' I 78P; )

Jobb oldalon az elsé tortet ».7,.-vel, a masodikat

vi-tel hévitjitk kapjuk:
P RTv.T 27R?

e -2y
e T 7*(

2,2
RT ()4P_v-u~ 8
)
Vezessiik be a redukalt makroviltozok kovet-
kezi jeloléseit :
/& T »
)y A S N o
P, 7. Ve
A redukalt allapothatdrozok, dimenziémentes
szimplexek, amelyek a makrovéltozok nagysdgat
a megfelels kritikus érték hanyadaban fejezik ki.
Hasznaljuk ki azt az elGbb megmutatott Ossze-
fiiggést, hogy a kritikus kompresszibilitdsi tényez
az anyagi minGségtdl fiiggetlen paraméter:

RT. 8

P %8

Ezzel felirhatjuk a van der Waals 4llapotegyenlet
redukalt alakjat:

A redukalt dllapothatirozok bevezetésével olyan
allapotegyenletet lehet levezetni a van der Waals

~egyenlethdl, amely érvényes, ha a nyomést, ho-

meérsékletet és moltérfogatot megfelelGen redukalt
dimenziémentes skalan mérjiik. Eszerint egyméds-
nak megfelels allapotban vannak azok az anyagok,
amelyeknek harom redukalt allapothatarozoja
egyenld. A megfelel§ dllapotok tétele az az 4llitas,
hogy létezik a redukalt allapothatérozéknak olyan
P =0
fiiggvénye P,, T, makroparaméterekkel, amely az
érvényességi teriiletébe tartozd valamennyi (vagyis
gombszimmetrikus egyszeri molekulakbdl allo)

_anyagra érvényes. Nem sziikséges, hogy ez a fiigg-
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vény azonos legyen a van der Waals egyenletbdl
levezetett redukalt dllapotegyenlettel, és a gyakor-
latban nem is azonos azzal.

A megflelelé allapotok tételének molekularis és
makroparaméterei

A molekuldris és a makroparaméterek kozitt
keresett oOsszefiiggések koziil egyet példaképpen
méar az l. részben megmutattunk, mondvén, hogy
az egyszer{i molekuldk anyagosztalydban a ¢ mole-
kula paraméter és a v, makroparaméter ardnya 4l-
land6. Megmutatjuk (9« é4bra), hogy ebben az
anyagosztalyban a kovolumen és a kritikus térfo-
gat ardanya: 0,75, vagyis

b= énNA o= 0,750,

Ebbdl az osszefiiggéshil szamitjuk a o iitkozési
atmérot.

Efféle osszefiiggést keresiink az e, molekuldris
energia paraméter és egy makroszképos energia
paraméter kozott. Ez utébbi a kritikus hémérsék-
let. Megmutatjuk (95 abra), hogy a hmérséklet di-
menziéji molekuldris és a makroparaméter kozott
linedaris osszefiiggés van:

&
—13—=0,77Tp,
S+ @
R+
Ay
& 00 150
)
8
oS
:\“‘ o,
Ss

9. abra. A kovolumen és a kritikus térfogat (a); a moleku~
laris energiaparaméter és a kritikus hémérséklet egyszerd
molekuldknal (b); a molekuldris energiaparaméter €s a

kritikus hémérséklet gimbszimmetrikus molekuldkndl (¢) .
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Ez az osszefiiggés csak egyszer(i molekuldkra ér-
vényes. Szimmetrikus tébbatomos molekulik ese-
téhen az osszefiiggés tovabbra is linearis, azonban
(9c abra):

_‘1'(9_: 82,789+ 0,2827..

A két egyenes metszéspontjaban van a metan.

A kézirat beérkezett: 1982, mire. 30,

JELOLESEK

b tiltott moldris térfogat (kovolumen)

BIT), O[T},
E moléris kinetikus energia

virial egyiitthatok

g koordinécios faktor
k Boltzmann-allando
l.. kizepes szabad uthossz
m molekula tomeg
N Avogadro-féle szdm
P nyomas
R egyetemes gizallandé
T hémérséklet
u, sebesség x iranyt komponense
' » moléris térfogat
V. szabad molaris térfogat
z kompresszibilitasi tényezs

7 iitkozési szam

(lorog betitl

o molekula 4tmérd
y, 0 parpotencial fiiggvény paraméterek
o stirliség ‘

Indexel

* tokéletes gaz
o, f g6z-, illetve folyadékfazis
¢ kritikus

PE3IOME

O6mue TpeGoBaHUST YpPaBHEHHI COCTOSTHHSI MPOCTBIX
0/IHOATOMHBIX H cepuueckux mojexkys. Kpuruueckoe
cocrosinue. Teopema COOTBETCTBEHHBIX cOCTOsAHMI. CBA3H
MEXKY MOJIEKYJISIDHBIMH H MaKpOCKONMHYECKHMH mapa-
MeTpamH.

SUMMARY

The general requirements for equations of state of
simple monoatomic and spherical molecules. The critical
state. Corresponding states theoria. Relations between
molecular and macro parameters.



	1983 / 6. szám���������������������
	Benedek Pál: Állapotegyenletek II.: Gömbszimmetrikus molekulákból álló test állapotegyenletei����������������������������������������������������������������������������������������������������

	Oldalszámok������������������
	245����������
	246����������
	247����������
	248����������
	249����������
	250����������


