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Fiilop Zsolt

A HAMIS FELTETELEZESEK MODSZERENEK
ALKALMAZASA AZ ALTALANOS ISKOLAI
OKTATASBAN

Az aritmetikai médszerekrdl az algebrai médszerekre val6 attérés az
altalanos iskolai tanitasban
Az aritmetikai modszerekrdl az algebrai modszerekre torténd attérés az altalanos
iskola 5-8. évfolyamain valosul meg. Ezeknek a modszereknek a sajatossagai fo-
kozatosan épiilnek be az oktatasi folyamat soran, kezdetben a konkrét szamokkal
végzett miiveleteken alapuld feladatok, majd az aritmetikai, illetve algebrai mod-
szerek alkalmazasaval kapcsolatos matematikai problémak elemzése soran. Az al-
gebrai modszerek bevezetése 1épcsGsen valosul meg, a tanul6k elGszor a valtozok
fogalméaval, az egyismeretlenes egyenletek kiilonb6z6 tipusaival ismerkednek
meg, majd a késébbiekben képesek lesznek a kiilonb6zé matematikai probléma-
kat leforditani az algebra nyelvére. Ezzel parhuzamosan torténik az atmenet az
operacionalis gondolkodasroél (aritmetikai moédszerek alkalmazésa) a strukturalis
gondolkodasra (algebrai eszkozok hasznalata). A szoveges feladatok megoldasa
soran az algebrai modszerek alkalmazasa egy hatékony eszkozt jelent, ugyanis le-
het6vé valik, hogy a tanul6 a szoveges feladat adatai kozotti 6sszefiiggéseket egy
egyenlet forméajaban irja fel. Viszont az algebra bevezetése soran sziikséges, hogy
a tanulok szakitsanak az aritmetikai gondolkoddsmoddal és elsajatitsak a valto-
zokkal valé miiveleteket, ezt Filloy és Rojano! ,didactic cut’-nak, Herscovics és
Linchevski2 ,cognitive gap”-nek nevezi. Nemzetkozi kutatasok targyat képezi,
hogy az algebrai modszerek bevezetése melyik évfolyamon torténjen, illetve a ta-
nul6i gondolkodas milyen sajatossagait kell figyelembe venni a moédszertani ter-
vezés soran. Tovabba sziikséges ennek a folyamatnak a teljes atszervezése,
ugyanis a legtijabb kutatasok szerint a tanulok tébbsége nem képes elsajatitani és
helyesen alkalmazni az algebra eszkoztarat a szoveges feladatok megoldasa soran.
Ennek egyik f6 oka az algebrai modszerek korai bevezetése (5-6. évfolyam),
ugyanis a tanul6k ebben az életkorban még nem képesek a strukturalis gondolko-
dasra. Stacey és MacGregor3 (2000) kiemelték, hogy a tanulok t6bbsége még 16
éves korban is a szoveges feladatok megoldasa soran nem algebrai Gton probal-
kozik, sokan koziiliik inkabb probalgatasokba bocsatkoznak, ezt a szakirodalom
ytrial-and-error” vagy ,guess-and-check” néven emliti. Egy felmérésben 9. és 10.

1 FILLOY, Eugenio—ROJANO, Teresa: From an arithmetical to an algebraic thought, Proceedings of
the 6th Annual Meeting of the North American Chapter of the International Group for the Psycho-
logy of Mathematics Education, University of Wisconsin, Madison, 1984.

2 HERSCOVICS, Nicolas—LINCHEVSKI, Liora: A cognitive gap between arithmetic and algebra,
Educational Studies in Mathematics 27, 1994.

3 STACEY, Kaye-MACGREGOR, Mollie: Using algebra to solve problems: selecting, symbolising,
and integrating information, University of Melbourne, Melbourne, 1996.
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osztalyos tanulok problémamegoldasi mddszereit vizsgaltak és megfigyeléseik
alapjan az altaluk vezetett felmérésben részt vev tanulok nagyon kis része oldotta
meg a feladatokat algebrai modszerekkel (5 a 9o tanulébdl). Ez annak ellenére
tortént, hogy a tanuldkat kiilon megkérték arra, hogy minden feladat esetében ir-
janak fel egyenletet is a feladathoz. A tanuldk tobbsége helyesen oldotta meg a
feladatokat nem-algebrai modszerekkel (t6bben koziiliik a guess-check-improve
néven emlitett probalgatassal). Tobb tanuld hasznilt algebrai szimbélumokat a
kiilonb6z6 ismeretlen mennyiségek jelolésére vagy a feladatban szereplé Ossze-
fiiggések felirasara, de végiil nem irtak fel egyenletet a feladatok megoldaséhoz,
hanem inkabb visszatértek az aritmetikai modszerekhez vagy egyszertien probal-
gatéssal oldottdk meg a feladatot. A szerzd6k szerint a legnagyobb nehézséget az
egyenletek felirdsanal nem a probléma helytelen megértése okozta, ezt bizonyitja
a nem-algebrai modszerekkel adott helyes valaszok magas szdma is. Azoknak a
tanuldknak a szamara, akik algebrai modszerekkel probalkoztak a f6 akadalyt az
algebrai szintaxis helytelen hasznélata, valamint a feladatban szerepld informé-
ciok egyenletbe vagy egyenletrendszerbe tortén6 osszefoglalasa jelentette. A ta-
nulbk tobbsége nem tudott egyenletet felirni a problémaszituacié szerkezetének
kifejezésére. A szerzdk azt is kiemelik, hogy amikor a tanul6k olyan feladatokat
oldanak meg, amelyek aritmetikai modszerekkel vagy egyszer(i intuitiv gondolat-
menettel kezelhet6k, akkor az algebrai mddszerek ttlsagosan bonyolult és f616s-
leges eszkozoknek bizonyulnak. Mas szerzGk is kiemelik azokat a nehézségeket,
amelyeket a szoveges feladatok algebrai aton valé6 megkozelitése okoz. Példaul
Nathan, Kintsch és Young4 megallapitottak, hogy a tanulok képesek egy problé-
mat megérteni és megoldani egyszerd gyakorlatias gondolatmenettel, viszont ne-
hézségeket okoz helyesen alkalmazni az algebrai megoldashoz sziikséges formai
szempontokat. Cortes, Verignaud és Kavafians kiemelték, hogy a tanulok szdmara
az egyenlet inkabb a probléma roviditett leirasat (vagyis egyfajta 6sszegzését) je-
lenti, nem pedig a problémamegoldas egy hatékony eszkozét.

Feladat: Egy szamhoz 5-6t adtam, az dsszeget osztottam 2-vel, a hanya-
dost megszoroztam 3-mal, a szorzatbdl elvettem 1-et, igy 14-et kaptam. Melyik
ez a szam?

Ennek a feladatnak az algebrai modellje az (x + 5):2-3 — 1 = 14, vagyis
altalanosan egy A - x + B = C tipusi egyenlet, ahol az ismeretlen csak az egyenl6-
ségjel bal oldalan szerepel. Az ilyen feladatok megoldhatok egyszer( aritmetikai
modszerekkel, f6ként visszafelé kovetkeztetéssel, ezért ezeket nevezhetjiik ,arit-
metikai feladatoknak” is. Ebben az esetben az egyenlet felirdsa soran elegendd, ha
a tanul6 ismeri a miiveleti tulajdonsagokat és egyszertien ,lekoveti” a feladat szo-
vegezésében szerepld informacidkat, vagyis elegend6 az operacionalis (vagy pro-
cedurélis) gondolkod4smod.

4 NATHAN, Mitchell J.—KINTSCH, Walter—-YOUNG, Emilie: A theory of algebra word-problem
comprehension and its implication for the design of learning environments, Cognition and Inst-
ruction, 1992.

5 VERGNAUD, Gérard—KAVAFIAN N.: From arithmetic to algebra: negotiating a jump in the
learning process, Proceedings of the Fourteens PME Conference, Mexico: International Conference
for the Psychology of Mathematics Education, 1990.
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Feladat: Melyik az a szam, amelynek a négyszerese 2-vel kisebb, mint a

ndla 3-mal nagyobb szam haromszorosa?
Ez a feladat algebrai Gton a 4-x + 2 = 3 - (x + 3) egyenlettel, vagyis altalanosan
egy A-x + B = C - x + D tipusu egyenlettel, irhat6 fel. Megfigyelhetd, hogy ebben
az esetben az x ismeretlen az egyenléségjel mindkét oldalan szerepel. Ilyenkor az
egyenlet felirasahoz elengedhetetleniil sziikséges, hogy a tanul6 atlassa a feladat
teljes szerkezetét, vagyis sziikség van a strukturélis gondolkodasra.

Osszefoglalva, az aritmetikai médszerekrdl az algebra eszkozeire vald at-
menet valgjaban a proceduralis gondolkodasrol a strukturalis gondolkodasra valé
attérést jelenti. A tanulok akkor tudnak helyesen felirni egyenletet a szoveges fel-
adatokhoz, ha rendelkeznek a strukturalis gondolkodassal. A proceduralis gon-
dolkodas fazisaban a tanuldk a széveges feladatokat még aritmetikai modszerek-
kel kozelitik meg és legfeljebb az A - x + B = C tipusi egyenletekkel modellezhetd
szoveges feladatokat tudjak sikeresen megoldani az algebra eszkozeivel.

Szamos tanulmany sziiletett arra vonatkozoan, hogy az absztrakt matema-
tikai fogalmak megkozelitése soran mit is jelent a proceduralis (vagy operaciona-
lis), illetve a strukturalis megkozelités. Osszefoglalni ezeket leginkabb Kieran,®
Sfard,” valamint Linchevski és Herscovics® munkai alapjan lehet. Ezek szerint
példaul ,proceduralis” megkozelitést jelent egy egyenlet megoldasanak esetében
az, hogy a valtozoknak kiilonboz6 értékeket adunk és elvégezziik ezekkel az egyen-
letben szerepld miiveleteket (ezt addig folytatjuk, amig megkapjuk az egyenlet he-
lyes megoldasat). Egy masik példa, hogy az ismeretlen mennyiségnek konkrét ér-
tékeket adunk és igy kiszamitjuk a kiillonb6z§ tortrészeit. Amikor viszont az
ismeretlen mennyiségeket betiszimbolumokkal jeloljiik és algebrai miiveleteket
végziink, akkor a ,strukturalis” megkozelitésrdl beszéliink. Ezzel az alapvet6 kii-
lonbséggel magyarazhato tobb oka is annak, hogy a tanulok miért kovetnek el 1é-
nyegesen tobb hibat a széveges feladatok ,strukturalis” megkozelitése esetén.
Ugyanis ebben az esetben sziikséges a miiveleti tulajdonsagok (kommutativitas,
disztributivitas) helyes alkalmazésa, illetve egy nagy hibaforras lehet az ismeret-
len mennyiségek tortrészeivel valé6 miveleteknek a pontos megértése. Egoda-
watte9 egy felmérés soran azt tapasztalta, hogy még a 9-10. osztalyos tanuldk is
nehezen oldjak meg az algebrai feladatokat ,strukturalis” megkozelitésben. Leg-
tobben kiilonb6z§ betanult szabalyok alapjan végzik a miiveleteket anélkiil, hogy
megértették volna az illet§ probléma algebrai struktarajat. Hianyoznak olyan is-
meretek, mint példaul az egyenldségjel helyes megértése (ekvivalencia), a valtozo-
ismeretlen kettGsség megértése, illetve a betliszimbolumokkal valé helyes mani-
pulacio.

6 KIERAN, Carolyn: The early learning of algebra: a structural perspective, Research issues in the
learning and teaching of algebra, 1989.

7 SFARD, Anna: On the dual nature of mathematical conceptions: Reflections on processes and ob-
Jects as different sides of the same coin, Educational Studies in Mathematics, 1991.

8 LINCHEVSKI, Liora - HERSCOVICS, Nicolas: Cognitive obstacles in pre-algebra, Proceeding of the
18th Conference of the International Group for the Psychology of Mathematics Education, Lisbon,
1994.

9 EGODAWATTE, Gunawardena: Algebraic procedures used by 14 to 15 year old Sri Lankan stu-
dents, Dean’s Graduate Student Research Conference, Canada, 2008.
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Az altalanos iskolai tanulok problémamegoldo stratégiainak vizsgalata

Egy altalam végzett felmérésben az altalanos iskolas tanulok problémamegoldé
képességét vizsgiltam szoveges feladatok esetében.t0 Els6dlegesen arra kerestiik
a valaszt, hogy az 5-8. évfolyamok tanul6i milyen modszerekkel kozelitik meg az
ugynevezett ,aritmetikai feladatokat”, vagyis az olyan szoveges feladatokat, ame-
lyek algebrai modellje egy A - x + B = C tipusu egyenlet. Ebben a felmérésben 15
Pest megyei altalanos iskola 380 tanuldja vett részt. A felmérés lebonyolitasaval
kapcsolatos részleteket és a feladatokra adott valaszok megoszlasat a fent emlitett
tanulmanyban tettem kozzé. Az alabbiakban globalisan 6sszefoglalom a felmérés
eredményeit az Gsszes feladatra adott megoldéasok és valaszok alapjan. A jo és
rossz valaszok részaranyat az alabbi tdblazatban foglaltam Gssze.

5. évfolyam 6. évfolyam | 7.évfolyam | 8. évfolyam
Jo6 vélasz 43 % 43 % 37 % 32%
Rossz valasz 48 % 40 % 48 % 47 %
Nem foglakozott 9 % 17% 15 % 21%

A megoldasok hatékonysaga (1. tablazat)

Amint a fenti tablazatbdl kittinik, a j6 valaszok részaranya a 7. és 8. évfolyamon
alacsonyabb volt. Ez nem magyarazhat6 kizarélag azzal, hogy a felmérésben dif-
ferencialt feladatlapokat alkalmaztunk, évfolyamonként nehezed6 tendenciaval.
Tovabbi vetiileteket is meg kell vizsgdlnunk, amint az a kovetkez6 tablazatbdl is
kideriil, ahol a sikeres valaszok évfolyamokon beliili részaranyat mutatjuk be
aszerint, hogy a j6 valaszt ad6 tanulok milyen mértékben alkalmaztik a kiilonb6z6
modszereket.

5. évfolyam | 6.évfolyam | 7.évfolyam | 8.évfolyam
Probélgatés 26 % 22 % 22 % 15 %
Aritmetikai m. 17 % 20 % 13 % 6%
Algebrai m. 0% 1% 2% 1%
J6 valasz Osszesen 43 % 43 % 37 % 32 %

A j6 valaszok esetében alkalmazott modszerek (2. tablazat)

A fentiekbdl kitiinik, hogy a tanulok tobbsége probalgatassal adta meg a
helyes valaszt. Tovabba az als6bb évfolyamok tanuléi nagyobb részaranyban al-
kalmaztak a probalgatast és az aritmetikai modszereket. A felsébb évfolyamok ta-
nuléi koziil sokan az algebrai modszereket valasztottak és csak nagyon kevesen
(7. évfolyamon a tanuldk 2 %-a, mig 8. évfolyamon a tanuldk 11 %-a) adtak jo
valaszt algebrai Gton. Ez meglepd, mivel az algebrai ismeretek alkalmazasa a szo-
veges feladatok megoldasaban 7. és 8. évfolyamon is tananyagnak mindsiil, valamint
a felmérésben olyan feladatok szerepeltek, amelyek megkozelithet6k proceduralis

10 FULOP Zsolt: Transition from arithmetic to algebra in primary school education, Teaching Mathe-
matics and Computer Science, 13/2, 2015.
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gondolkodassal. Tovabbi kovetkeztetéseket tudunk levonni, ha megvizsgaljuk a
rossz valaszok esetében el6fordul6 hibak okait. Ezt harom kategéridba soroltuk: az
adatok kozotti 6sszefiiggések helytelen felirasa, a megoldasi terv helytelen végre-
hajtasa, illetve a szdmolasi hibak. Ezeket évfolyamonként szazalékos részarany-
ban az aldbbi tablazat tartalmazza.

5. évfolyam | 6. évfolyam | 7. évfolyam | 8. évfolyam
Adatok felirasa 25 % 18 % 32% 31%
Megoldasi modsz. 19 % 16 % 10 % 10 %
Szamolasi hiba 4% 6% 6% 6%

A hibaforrasok megoszlasa (3. tablazat)

A fenti tiblazatbdl érdemes kiemelni, hogy a magasabb évfolyamok tanuléi
viszonylag magas részaranyban hibat vétettek az adatok felirasa soran. Ez f6ként
annak tulajdonithat6, hogy ezek a tanuldk a feladatokat algebrai modszerekkel
kozelitették meg és az adatok kozotti Osszefiiggéseket helyteleniil irtak fel be-
tiszimbdolumok alkalmazasaval. Ez is egyértelmii jelzés lehet arra vonatkozoan,
hogy a szoveges feladatok algebrai titon valé megkozelitése még viszonylag bo-
nyolult a 7. és 8. évfolyamos tanul6k korében.

Az algebra bevezetése soran tapasztalhato nehézségek

To6bb tanulmany ravilagit arra, hogy az algebra bevezetése soran a tanulok részé-
r6l egy teljesen méas szemléletre van sziikség, vagyis a tanuldknak feltétleniil sza-
kitani kell a miiveletvégzésen alapul6 aritmetikai konvenciékkal és a feladat teljes
szerkezetének attekintését célzo strukturalis gondolkodasra van sziikség. Ennek
a szemléletvaltasnak a hianya gyakran kitinik azokbol a tanuléi hibakbol, ame-
lyeket a kutatasok feltérképezni és kategorizalni igyekeznek.

Az egyik ilyen hibat a nemzetkozi szakirodalomban reversal error néven emlitik.
Ennek szemléltetésére tekintsiik az el6z6ekben mar bemutatott feladatot.

Feladat: Melyik az a szam, amelynek a négyszerese 2-vel kisebb, mint a

ndla 3-mal nagyobb szam haromszorosa?
A feladat megoldasiban gyakori hiba, hogy a tanulék a 4x — 2 = 3 - (x + 3) egyen-
letet irjak fel. Itt a hiba forrasa a feladat szovegezésében szerepld ,,2-vel kisebb”
szoszerkezet, amely arra készteti a tanul6kat, hogy a kisebb mennyiséget csok-
kentsék 2-vel.

Egy masik f6 hibaforras az egyenléségjelnek a helytelen értelmezésébdl fa-
kad. Az algebrai gondolkodasra val6 attérés egyik f6 ismérve, hogy a tanulo tisz-
taban van azzal, hogy az egyenlGségjel egy ekvivalenciat jelent és az egyenlGségjel
bal-, illetve jobb oldala felcserélhetd, vagyis az egyenlet barmely oldalin szerepld
miiveletek ,végeredménye” a mésik oldalon szerepld kifejezés''. Sok esetben a ta-
nulok tgy értelmezik, hogy az egyenlétlenségjel jobb oldalan mindig a bal oldalon

1 KIERAN, Carolyn: Concepts associated with the equal symbol, Educational Studies in Mathematics,
1981.
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feltlintetett miivelet eredménye kell alljon.12 Léteznek olyan esetek is, amikor az
egyenl6ségjelnek mondattani jelent&séget tulajdonitanak, vagyis egy olyan szim-
boélumnak tekintik, amely mogott a feladat kérdésére adott valasz kell szerepel-
jeni3s. Amint S. Norton és T. Cooper4 hangsulyoztak, a tanul6knak sziikséges meg-
érteniiik, hogy az egyenl@ségjel nem feltétleniil azt a helyet jel6li ahova a valaszt
kell irni, illetve egy miiveletsor végén nem mindig valamilyen szamszer( ered-
ménnyel valo lezarasnak (ezt a nemzetkozi irodalom closure néven emliti) kell
lennie, hanem ott szerepelhet egy, a miiveletsorral egyenértéki kifejezés is. Egy
altalam végzett kutatasban a kovetkezd feladat esetében néhany helyteleniil felirt
egyenletet mutatnék be.

Feladat: Egy farmon libak, kacsak és pulykdk vannak. A szarnyasok egy
negyede pulyka és egy harmada liba. A kacsdk szama 65. Mennyi szarnyas van
a farmon?

Néhany tanul6 a kévetkez6 ,egyenleteket” irta fel, ezek kizarolag a fentiekben

closure néven emlitett hibaforrashoz kothet6k: ,, 2 + E =657 ,,E + g + 65 =77
,,z + g + 65 =77 ,,i + % + 65 =7 ,% + z + 65” (az utobbi ,egyenletben” a tanulb
még egyenldség jelet sem irt).

Az algebra tanitisa soran a legnagyobb akadalyt az algebraban hasznalt be-
tlijelolések helytelen megértése okozza. Sokat vitatott tény az algebra bevezetésé-
nek kezdeti fazisaiban, hogy milyen jelentést tulajdonitsunk a kiilonb6z6 be-
tliszimbdlumoknak. Egyes tanulok mar az als6s tanulményaik soran eljutnak
odaig, hogy példaul az x betiiszimb6lum valamilyen ismeretlent jelol. Fels6bb év-
folyamokon, az algebrai kifejezések tanitdsa soran megjelenik a valtoz6 fogalma,
ezaltal az ismeretlen-valtozé dualitas komoly félreértésekre adhat okot. Sok ta-
nul6 nehezen érti meg, hogy ugyanaz az x betliszimbo6lum bizonyos szovegossze-
fiiggésekben valtozdt, mas problémaszituaciok esetében viszont ismeretlent je-
lent. Példaul Ursini és Trigueros'’s szerint a valtozd és ismeretlen kozotti
osszefiiggések helyes megértéséhez feltétleniil sziikségesek a kovetkezd ismere-
tek: felismerni és azonositani egy problémaszituacié esetében az ismeretlent,
amelyet a probléma adatainak figyelembe vételével meg kell hatarozni, majd
egyenletet felirni az adott problémaszituaciora; a probléma megoldisa soran a
valtozot kiillonbozé szamadatokkal helyettesitjlik, majd igyeksziink megtaléalni a
véltozonak azt az értékét, amely az adott probléma esetében a helyes vélaszt je-
lenti. A betiiszimb6lumokkal val6 manipulaci6 elengedhetetlen feltétele ennek a
kétfajta megkozelitésnek a helyes megértése.

12 STACEY, Kaye—-MACGREGOR, Mollie: Ideas about symbolism that students bring to algebra, The
Mathematics Teacher, 1997.

13 FILLOY, Eugenio—ROJANO, Teresa: Solving equations, the transition from arithmetic to algebra,
For the Learning of Mathematics, 9 (2), 1989.

14 NORTON, Stephen J.—COOPER Tom J.: Students’ perceptions of the importance of closure in
arithmetic: implications for algebra, 2001.

15 URSINI Sonia, TRIGUEROS Maria: Understanding of different uses of variable, A study with start-
ing college students, Proceedings of the 21st Conference of the International Group for the Psycho-
logy of Mathematics Education, Lahti, Finland, 1997.
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A betliszimb6lumok alkalmazasa soran zavart okozhat az, hogy egy bizo-
nyos betliszimb6lumnak milyen jelentést tulajdonitunk. Tekintsiik példaul az
alabbi feladatokat.

1. Feladat: Egy iskolaban a fiitk szama 121-gyel kevesebb, mint a lanyok
szama. Az iskolaba dsszesen 963 tanuld jar. Mennyi a fitik, illetve a lanyok
szama kiilon-kiilon?

2. Feladat: Anna 5 almat és 3 banant vasarol, amiért 6sszesen 630 forintot
fizet. Egy banan 10 forinttal dragabb, mint eqy alma. Mennyibe keriil egy ba-
nan, illetve egy alma kiilon-kiilon?

Az 1. Feladat megoldasa soran felirt x + (x + 121) = 963 egyenletben az x a
fidk szdmat (tehat valamilyen darabszamot), mig a 2. Feladat esetében az 5x + 3 -
(x + 10) = 630 egyenletben az x az egy darab alma arat (vagyis értékét) fejezi ki. A
betliszimbélumoknak ez a fajta kettés jelentése (darabszam/érték) félreértéseket
okozhat amikor a tanulok egyenletet irnak fel a szoveges feladatok megoldasahoz
és komoly kihivast jelent azoknak az oktatési stratégidknak a megtervezésében,
amelyek a bet{iszimb6lumokkal val6 manipulaci6 megalapozasara iranyulnak.

Simon?6 a fentiekre gy tekintett, mint a szoveges feladatok algebrai titon
val6 megoldasanak egyik legnehezebben kezelhet$ akadalyara. Ok egy 10 centes
érmékre vonatkoz6 példat adtak, ahol a tanuldk az x betliszimbélumot mindenre
alkalmaztak, ami a 10 centesekkel kapcsolatos volt: ,egy tizcentes”, ,a tizcente-
sek”, ,a tizcentesek szdma” vagy ,,a tizcentesek értéke”.

Kiichemann?7 a tanul6i gondolkodést a bet{iszimb6lumok értelmezése te-
rén két nagy csoportba sorolta:

1. A bet(iszimbo6lum mell§zése vagy szamokkal val6 helyettesitése, illetve a beti-
szimbdlumoknak a targyak nevének roviditéséhez valé hasznalata.

2. A betliszimbdlum egy ismeretlent vagy egy altalanositott szamot (valtozot)
jelent.

Kiichemann ugyanakkor arra a kovetkeztetésre jutott, hogy a 13-15 éves ta-
nulok nem képesek arra, hogy a betliszimbdélumokat mint ismeretleneket vagy
valtozokat kezeljék.

Sokaig elfogadott tény volt, hogy az algebrai jel6lések kiilonb6zd interpretaci-
6ja kizarolag az eltér6 kognitiv képességeknek tulajdonithat6. Példaul, ha egy tanul6
ismeretanyagaban bizonyos fogalmak nem rogziiltek, akkor képtelen lesz egyes al-
gebrai feladatokat helyesen megoldani. Ezekkel az elméletekkel ellentétben Stacey
és MacGregor8 kiemelték, hogy az algebrai fogalmak félreértelmezésében a kognitiv
képességeknél joval kézzelfoghatobb tényez6k is kdzrejatszanak, mint példaul:

« intuitiv feltételezések és pragmatikus gondolkodas egy szokatlan jel6lési rend-
szerrel kapcsolatban;

16 SIMON, Herbert A.: Cognitive processes in solving algebra word problems, Problem Solving: Re-
search, Method and Theory, Wiley, New York, 1966.

7 KUCHEMANN, Dietmar: Algebra, Children's Understanding of Mathematics, 11-16, Murray, Lon-
don, 1981.

18 STACEY, Kay-MACGREGOR, Mollie: Ideas about symbolism that students bring to algebra, The
Mathematics Teacher, 1997.
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« analogidk egyéb olyan szimbolumrendszerekkel amelyek a mindennapi élet-
bél, a matematika mas teriileteir6l vagy méas tantargyak jelolésrendszerébdl
szarmaznak;
« az Gjonnan szerzett matematikai ismeretek interferenciaja;
« rosszul felépitett, félrevezet6 oktatasi anyagok.

Az emlitett szerz6k megallapitottak, hogy a tanulok tobbsége nem képes
olyan feladatokat megoldani, ahol a betiiszimbélumokat mint szdmokat kell ér-
telmezni. Ezért azt javasoljak, hogy az algebra tanitasat kezdetben a bet{iszimbo-
lumokon végzett konkrét miveletek szintjén kell kezelni, annak ellenére, hogy
Kiichemann szerint a bet(ik targyakként valé hasznalata szembemegy példaul az-
zal a szemlélettel, amikor a bettiszimbo6lum a targyak szamat jelenti.

A fentieket 0sszefoglalva az algebra tanitasa csakis fokozatosan, a procedu-
ralis gondolkodasrol a strukturalis gondolkodasra valo attérés feltételeinek meg-
teremtésével valdsithatd meg. Az algebraoktatas kezdetén, az Ggynevezett Pre-al-
gebra and Early algebra stadiumban, jelentkezd nehézségeket, illetve ezeknek az
atalakitasaval kapcsolatos torekvéseket figyelembe véve dolgoztuk ki azokat az el-
képzeléseket, amelynek alapjan a hamis feltételezések (regula falsi) modszerét be
lehet iktatni az oktatasi gyakorlatba az aritmetikarol algebrara valé attérés soran.

A hamis feltételezések modszere

A hamis feltételezések modszerének tobb elnevezése ismeretes, a nemzetkozi
szakirodalomban leggyakrabban ,false position method” vagy ,regula falsi” néven
emlitik. A szoveges feladatok megoldasi modszereinek elemzése soran leggyak-
rabban a ,trial-and-error” vagy ,guess-and-check” modszerekkel tévesztik, annak
ellenére, hogy ezekt6l a modszerektdl 1ényeges eltéréseket mutat. Ennek a mod-
szernek a lényege, hogy a didk két hipotézist allit fel, majd tudatosan keresi az
osszefliggéseket a hipotézisekben foglaltak és a hiba alakul4sa kozott. A kovetkezd
1épésben ezeket az Osszefiiggéseket megtalalva szamitja ki a feladat megoldasat.
Ez a modszer hasonlit a probalgatdsok modszeréhez, viszont joval tobb annal,
ugyanis a masodik feltételezés (probalkozas) utan a didk mar tudatosan keresi a
megoldast az addigi tapasztalatokra tdmaszkodva. A harmadik 1épésben pedig
mar, bizonyos aritmetikai szamitasokat kovetGen, a feladat megoldasa kovetke-
zik. A két mddszer viszont kozos vonasokat mutat abban a tekintetben, hogy a
diak sajat elképzeléseit probalja a feladat adataival 6sszevetni, vagyis a didk tag
keretek kozott ,tippelhet”. Ugyanakkor nem sziikséges nagyon sok elGzetes isme-
ret, ezzel magyarazhato, hogy a legtobb diak a faladatok megoldasat probalgatas-
sal végzi (ezt a nemzetkozi kutatisi eredmények is alataimasztjak). Ilyen értelem-
ben a hamis feltételezések mddszere tudatosabba teszi a probalgatasokat, ezért
ezt a modszert szisztematikus probalgatisnak is lehet nevezni.

A mobdszer ismertetése tudomanytorténeti szempontbdl is fontos lehet, erre
doktori értekezésemben mar kitértem, ezért itt csak egyetlen példat mutatnék be.
A hamis feltételezések modszerét az okori Kina matematikajaban is fellelhetjiik,

19 FULOP Zsolt: Feladatmegoldasi médszerek sszehasonlité vizsgalata a pedagégus, illetve a didk
rendelkezésére all6 ismeretek birtokaban, Doktori értekezés, Bolyai Intézet, Szeged, 2017.
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erre példa a ,Matematika kilenc konyvben” (angolul: The Nine Chapters on the
Mathematical Art), amely Kr.e. 200 és Kr.u. 100 kozott irodott. Ennek a miinek a
hetedik konyve, amelynek cime a , Tobblet és hiany”, tartalmazza azt a modszert,
amely kés6bb a kettGs regula falsi elnevezést kapta.2e A kinai modszert, mai szemmel
tekintve, kétismeretlenes egyenletrendszerek megoldasara dolgoztak ki. A modszer
konkrét aritmetikai érvekkel volt alatdmasztva és kiilonb6z6 gyakorlati feladatok
megoldasara hasznaltak fel. Ezek koziil megemlitenénk a kovetkezé feladatot.

Feladat: Csirkét kozosen fizetnek ki; ha mindenki 9-et fizet, a tobblet 11
lesz; ha mindenki 6-ot fizet, a hiany 16 lesz. Hany ember van? Mennyi a csirke
ara?

A feladatot a hamis feltételezések modszerével a kovetkez6képpen oldottak
meg, a gondolatmenetet (a konnyebb kovetkehGség céljabdl) a mai matematika
szimbo6lumrendszerével mutatjuk be.

Elsé feltételezés: az emberek szdma x; = 5, ebbél kovetkezik, hogy a csir-
kékdray; = 95— 11 = 34, illetve y, = 6 - 5 + 16 = 46, a feladat adatai
kozotti két kiilonboz6 6sszefiiggésbdl kiindulva.
igy az els6 feltételezés hibajak; =y, —y; =46 —34 =12.

Masodik feltételezés: az emberek szama x; = 6, ebbdl kovetkezik, hogy a csirkék
dray;’ =9-6—11 = 43,illetve y," = 6 - 6 + 16 = 52. A mésodik feltéte-
lezés hibdja k, =y, —y,' =52 —43 = 9.
Az emberek szamét a kovetkez6 képlettel szamithatjuk ki:
kl'xz_kz'xl 126_95 9

X ki — k, 12-9
A csirkék szama pedig 70, ez a feladat szovegében 1év6 két Osszefiiggés barmelyi-
kébdl adddik.

A mai napig rejtély maradt, hogy hogyan jutottak el a kinaiak a fentiekben
bemutatott megoldoképlethez. Az, hogy hasznaltak, bizonyitott, mivel a hetedik
konyv az el6bbiekben ismertetett eljarast mutatja be. A képletet az algebra eszko-
zeivel konnyen bizonyithatjuk, ett6l most eltekintiink.

A hamis feltételezések modszerének magyar Gttoréi is vannak. Maréthi
Gyorgy2! Arithmetika cimi konyvében bemutatja az Egyes Mesés Regula szaba-
lyat, amellyel a kovetkez6 feladatot oldja meg.

Feladat: Egy leanytél kérdik a Leanyt kérék, hany esztendds? Az anyam
tigymond harmadfél annyi idés, mint én: az Atyam pedig haromszor annyi idés.
A harmunk ideje tészen 117 esztendé6t. Kérdés, hany esztendds volt?

Tovabba a Kettés Mesés Regula (vagy Regula Falsi Duarum Positionum) alkalma-
zasaval oldja meg a kovetkez6 feladatot.

Feladat: Egy valaki ruhdt akarvan csindltatni, taldal kétféle posztora.
Egyiknek singjét tartjGk 9 mariason, a masikét tizen. EbbSl a tiz mariasosbol
akarna venni, de nem érné meg a pénzével, hanem 8 marias hija lenne. Ha pedig

20 KANGSHEN, Shen—CROSSLEY, N. John - LUN, Anthony: The Nine Chapters on the Mathematical
Art, Qxford University Press, Oxford, 1999.
21t MAROTHI Gyorgy: Arithmetica, Debrecen, 1782.
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az olcsobbikbél veszen, megmarad 3 mariasa. Kérdés, hany singet akar venni,
és mennyi pénze van?

Konnyen belathato, hogy ezt a feladatot az 6kori kinai modszerhez hasonléan
oldotta meg. A fentieket 6sszefoglalva kétfajta megoldasi modszerrdl beszélhetiink
attol fliggéen, hogy egy, illetve két feltételezés utan probalunk kévetkeztetni a he-
lyes megoldasra. Ezeket a modszereket Single False Position Method, illetve Double
False Position Method néven emlithetjiik.

A fentiekben bemutatott gondolatmenet nagyon sablonosnak szamit, szi-
goru szabalyok kovetésén alapul, ahol nem keriilhet el§térbe a kreativ probléma-
megold6 gondolkodas. Ezért tgy latjuk, hogy a modszert adaptalni lehet (és sziik-
séges) az aktualis oktatasi gyakorlatokhoz, vagyis sziikséges megtalalni, hogy ezek
a modszerek miként és milyen valtoztatasokkal vihet6k be a tandrai tevékeny-
ségbe. Ennek bizonyos vetiileteit fogjuk elemzés targyava tenni a kovetkez6kben.

Egyenes aranyossag médszere (Multiplication method)

Ezt a mbdszert egy tanulmanyban22 multiplication method néven emlitettem. A
modszer 1ényegét a kovetkezd példan keresztiil szemléltetjiik.

Feladat: Péter egy 8580 forintos jatékot 50 és 20 forintos érmékkel fizetett ki.
Hany érme volt mindegyikbdl kiilon-kiilon, ha 3-szor annyi 20 forintost hasz-
nalt fel, mint 50 forintost?

A feladatot egy feltételezéssel oldjuk meg, ezért a Single False Position
Method moédszerét kovetjiik. A megoldas alapjat az egyenes aranyossag szabalyai
képezik. Kezdetben feltételezziik példaul, hogy 50 forintosokbdl 10 darab van, és
a feladatban szereplS Osszefiiggésekbdl kovetkezik, hogy a 20 forintosok szama
30. Igy az érmék 6sszértéke 50 - 10 + 20 - 30 = 1100 forint. Viszont a feladatban
szerepl6 jaték ara 8580 forint, vagyis 8580: 1100 = 7,8 -szor tobb az altalunk fel-
tételezett értéknél. EbbGl kovetkezik, hogy valdjaban az 6tvenforintosok szama
7,8 -10 = 78, mig a hiszforintosok szaima 7,8 - 30 = 234

A fenti aritmetikai szamitasokon alapul6 gondolatmenet erdsiti az egyenes
aranyossag szabalyainak megértését és elGsegiti a valtozo6 fogalmanak bevezetését
(jelen esetben a valtoz6 az 50 forintos érmék szdmat jelenti. Belathato, hogy ez a
modszer a Single False Position Method adaptéalasat képezi az aktuélis altalanos
iskolai oktatés kihivasaihoz.

Az adatok novelésének/csokkentésének médszere (Increase/decrease method)

Ezt a modszert ugyanabban a tanulményban increase/decrease method né-
ven emlitettem. Ez a médszer a Double False Position Method-dal 4ll kozvetlen
kapcsolatban olyan szempontbdl, hogy két feltételezés utan prébalunk osszefiig-
gést talalni a feladatban szerepl$ adatok valtozasa kozott és a hiba alakulasabdl
kovetkeztetni a helyes megoldasra. A médszer 1ényegét a kovetkezé feladaton ke-
resztiil szemléltetjiik.

22 FULOP Zsolt: Regula falsi in lower secondary school education II, Teaching Mathematics and
Computer Science 18, Vol. 2. 2020.
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Feladat: Péter egy 3460 forintos jatékot 100 és 20 forintos érmékkel fize-
tett ki. A 20 forintos érmék szama 5-tel tobb, mint a 100 forintos érmék szama-
nak a haromszorosa. Hany érmét hasznalt fel mindegyikbdl kiilon-kiilon?

Ebben a feladatban a nehézséget az okozza, hogy a 20 forintos érmék szama
5-tel t6bb, mint a 100 forintos érmék szdmanak a haromszorosa. Amennyiben
képzeletben ,eltavolitjuk” az 5 darab ,f6losleges” 20 forintos érmét, akkor a jaték
képzeletbeli ara 100 forinttal csokken, tehat az 4j ar 3360 forint lesz. Ezt tanari
szemmel analogidkat mutat a geometriai transzforméaciok témakorében jol ismert
transzlacioval. A tovabbiakban a feladatot meg lehet oldani az el6bbiekben ismer-
tetett egyenes aranyossag modszerével. Eddigi tapasztalataink alapjan az ilyen ti-
pusu feladatoknal ez a mbdszer bonyolultnak és nehézkesnek bizonyul a tanulok
szaméara. Ezért ebben az esetben két feltételezéssel probalkozunk és feltételezése-
inket 6sszhangba 4llitjuk a feladat tényleges adataival. Példaul az elsé feltételezés
esetében 3 darab 100 forintost és 14 darab 20 forintost vesziink. A mésodik eset-
ben a 100 forintosok szdméat eggyel noveljiik, igy 4 darab 100 forintossal és 17
darab 20 forintossal szamolunk. Mindkét esetben kiszamitjuk a feltételezés hiba-
jat (az altalunk feltételezett érmék Osszértéke és a jaték tényleges ara kozotti elté-
rés), majd kovetkeztetéseket fogalmazunk meg a hiba alakulésara vonatkozoan. A
konnyebb kovethetGség kedvéért probalkozasainkat tablazatba foglaljuk.

100 Ft-0s | 20 Ft-os | Osszérték hiba
elsd feltételezés 3 14 580 3460 — 580 = 2880
masodik feltétele- 4 17 740 3460 — 740 = 2720
zés
megoldas 21 68 3460 0

A feladat megoldasa két feltételezéssel (4. tablazat)

A tablazatbol kitlinik, hogy a 100 forintos érmék szamat eggyel novelve a
feltételezés hibaja 2880 — 2720 = 160-nal csokken, tehat ahhoz, hogy a hibat nul-
lara csokkentsiik az elsé feltételezéshez képest 2880: 160 = 18 ilyen ,lépést” kell
végrehajtani. Ilyen médon a 100 forintosok szdma 21, mig a 20 forintosoké 3 -
21+ 5 =63lesz.

A fentiekben ismertetett modszer kiillonbozik a sorozatos probélgatasok
mobdszerétsl, mivel itt két feltételezés utan a tanuldé mar tudatosan keresi az 6sz-
szefliggéseket a feltételezésekben szerepl6 adatok és a hiba alakulasa kozott. A
kovetkezd 1épésben pedig, bizonyos aritmetikai szamitasokat kovetGen, mar a fel-
adat megoldésa kovetkezik. Ugyanakkor nem sziikséges nagyon sok el6zetes isme-
retanyag, ezzel magyarazhato, hogy a legtGbb tanulé a szoveges feladatok megolda-
sat probalgatassal végzi (ezt a nemzetkozi kutatasi eredmények is alatamasztjak). A
hamis feltételezések nagy elénye, hogy ezeket a probalgatasokat tudatosabba teszi,
ezért ezt a modszert szisztematikus probalgatasnak is lehet nevezni.

A hamis feltételezések bevezetésével kapcsolatban elért eredmények

A hamis feltételezések modszerének bevezetésével kapcesolatos elsé probalkozasok
a 2014/15 tanévben torténtek a veresegyhazi Kalvin Téri Reformatus iskolaban.
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Kezdetben ezt a mddszert az altalam tanitott 8. osztalyos tanulok korében szakkori
foglalkozasokon ismertettem, ennek eredményeirdl egy szakmoédszertani tanul-
manyban szamoltam be.23 Mivel a 8. évfolyamon az algebrai modszerek tanitasa
mar kotelez tananyagnak mindsiil, ezért a szoveges feladatok egyenletekkel vald
megkozelitését a tanorai tanulas keretei kozott megtettiik. A szakkori foglalkozasok
keretében a tanulok a szoveges feladatoknak a hamis feltételezések modszerével
valo megkozelitését ismerték meg egy 9 oras tevékenységsorozat keretén beliil,
heti egy 6raban. Az els6 négy 6raban ismertettem a hamis feltételezések modsze-
rét és csoportos foglalkozasok keretében oldottunk meg olyan tipusi széveges fel-
adatokat, amelyekkel a tanul6ok nem taldlkoztak tanérai koriilmények kozott.
Ezek soran a tanulok megértették a hamis feltételezések mdodszerének a 1ényegét,
valamint 6sszehasonlitottuk ezt a megoldasi modszert a hagyomanyos algebrai
modszerekkel, elemezve az egyes mbddszerek eldnyeit, illetve hatranyait. A kovet-
kezd 5 tandraban a tanulok onalloan oldottak meg feladatokat, az eredményeket
frontalisan egyeztettiik és levontuk a megfelel$ kovetkeztetéseket. Az eredmények
elemzése soran kideriilt, hogy a 8. osztalyos tanuldk az Gjonnan tanult hamis fel-
tételezések modszerét szivesen alkalmazzak, viszont nem kell attél tartani, hogy
ez teljesen kiszoritana a szoveges feladatok algebrai iton valéo megkozelitését. Egy
maésik érdekes megallapitas volt, hogy a matematikabdl j6 vagy kozepes szinten
teljesit6 tanulok teljesitménye egyes feladatok esetében jobbnak bizonyult a jeles
osztalyzata tanulokénal. Ennek egy lehetséges magyarazata, hogy az emlitett ta-
nulbk a hamis feltételezések modszerével gondolkodva jo valaszt adtak, mig a na-
luk képzettebb tarsaik megprobaltak algebrai mddszerekkel dolgozni és helytele-
niill irtak fel egyenleteket ezekhez az ujszerinek szamitdé feladatokhoz.
Ugyanakkor voltak olyan feladatok is, amelyek esetében a tanul6k donté t6bbsége
algebrai Gton adta meg a helyes megoldast, f6loslegesnek tartottak elvégezni a
hamis feltételezések moddszerével kapcsolatban felmeriil§ tobbletszamitasokat.
Itt hangsulyoztuk az algebrai modszereknek azt a nagy elényét, hogy céliranyosan
vezetnek a megoldashoz. El6fordultak olyan esetek is, amikor a tanulok a hamis
feltételezések alkalmazasa soran attértek a sorozatos probalgatasokba. Ilyenkor
megbeszéltiik, hogy a hamis feltételezések modszerének lényege abban rejlik,
hogy legfeljebb két feltételezés utdn probalunk kovetkeztetni a helyes megoldasra,
a tovabbi probalgatasok foloslegesek.

Az el6z6ekben bemutatott kutatis tapasztalataibol kiindulva a 2021/22
tanévben szintén a veresegyhazi Kalvin Téri Reformatus Altaldnos Iskolaban tan-
orai keretek kozott probalkoztam a modszer ismertetésével. Ebben az esetben a
kutatasban az iskola 6. évfolyamanak 50 tanuldja vett részt. A hatodikos korosz-
talyban 1év§ tanulok tobbsége még abban a stidiumban van, hogy nem mindig
képes absztrahalni, elvonatkoztatni, a bonyolultabb szoveges feladatok lefordi-
tasa az algebra nyelvére és szimbdolumrendszerére pedig viszonylag nehézkes és
bonyolult. Ezért nagyon kézenfekv§ a szoveges feladatok gyakorlati szemmel tor-
tén6 megkozelitése. Kezdetben négy tanéra keretében feladatokat oldottunk meg
hagyomanyos aritmetikai modszerekkel, majd a kovetkez6 négy tanérdban az

23 FULOP Zsolt: Regula falsi in lower secondary school education, Teaching Mathematics and Com-
puter Science 14, Vol. 2. 2016.
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egyenletek megoldasi modszereivel foglalkoztunk. A kovetkez6kben 6 tanora ke-
retében szoveges feladatokat oldottunk meg, ahol a hangsilyt elsGsorban az al-
gebrai eszkozok (egyenletek) alkalmazasara fektettiik. Tehat az el6z6ekben emli-
tett tanorakon elsGsorban a hagyomanyos tanmenetekben szerepl$ tananyagot
dolgoztuk fel. Ezt kovetSen két tandrdban bemutattam a hamis feltételezések
modszerét, majd egy kiilon tanéraban a tanulok egy 6 feladatbdl all6 feladatsort
oldottak meg. A felmérés el6tt kiemeltem, hogy az eddig tanult bArmilyen megol-
dasi modszerrel probalkozhatnak. A fentiekben ismertetett tevékenységekrol és a
felmérés eredményeir6l egy részletes leiras a doktori értekezésemben szerepel.24
A tovabbiakban, mar a Godolléi Reformatus Liceum Gimnazium tanara-
ként, két tanévben is elvégeztem ugyanazokat a kutatasokat a 7. évfolyamon. Az
emlitett hat osztalyos gimnaziumban az Gjonnan érkezett 7. osztilyos tanulokra
jellemzd, hogy egyesek 6. osztalyos korukban mar tanultdk a szoveges feladatok
algebrai iton valé megkozelitését is, mig masok még a hagyomanyos aritmetikai
modszerek koziil sem ismerik mindegyiket. Ezért minden tanévben a szoveges fel-
adatok megoldasanak soran a legnagyobb kihivés a tanulok tudasanak ,egységesi-
tése”. Erre a szoveges feladatok megoldasara vonatkozo fejezet tanitasa soran ke-
riil sor. Ebben a fazisban mutattam be a hamis feltételezések modszerét is, amely
természetesen minden tanuld szamara jdonsagnak szamitott. A fejezet végén ke-
riil sor annak a felmérésnek az elvégzésére, amelyet a Kalvin Téri Reforméatus Al-
talanos Iskola 6. osztlyos tanulbival is elvégeztem. A két tanév soran ez a tevé-
kenység 0sszesen 70 tanulot érintett. Ezzel parhuzamosan a felmérést megirta még
63 hetedik évfolyamos és 53 nyolcadik évfolyamos tanulé is, ezeket a tanuldkat
tanar kollégaim tanitottik az érvényben levs tantervek szerint. A felmérés részle-
teir6l egy szakmodszertani tanulmanyban szamoltam be.25 A kovetkez6kben rovi-
den Gsszefoglalom az emlitett tevékenységek eredményeit. A tiblazatokban a 6.
osztalyos, illetve az altalam tanitott 7. osztalyos tanulokat kisérleti csoportként je-
161tem meg, mig a kollégaim altal tanitott csoportokat tekintjiik kontroll-csoport-
nak. Természetesen a két csoport kozotti kiillonbség, hogy mig a kisérleti csoport
tagjai ismerték a hamis feltételezések modszerét, addig a kontroll-csoport tagjai
csak a hagyomanyos aritmetikai, illetve algebrai modszerekre hagyatkozhattak. A
tanulok teljesitményére vonatkozoan egy tablazatban foglaltuk 6ssze a feladatok
megoldisanak helyességére vonatkozo osszesitett eredményeket. A feladatonkénti
elemzésektSl most eltekintiink, ezek megtalalhatok az emlitett tanulmanyban.

6. évfolyam 7. évfolyam 7. évfolyam 8. évfolyam
kisérleti csop. | kisérleti csop. | kontroll csop. | kontroll csop.
J6 vélasz 59 % 84 % 35 % 67 %
Rossz valasz 28 % 15 % 43 % 24 %
Nem foglalk. 13 % 1% 22 % 9%

A megoldasok hatékonysaga a felmérés soran (5. tablazat)

24 FULOP Zsolt: Feladatmegoldasi médszerek 6sszehasonlité vizsgdlata a pedagégus, illetve a didk
rendelkezésére all6 ismeretek birtokaban, Doktori értekezés, Bolyai Intézet, Szeged, 2017.

25 FULOP Zsolt: Regula falsi in lower secondary school education II, Teaching Mathematics and
Computer Science 18, Vol. 2. 2020.
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A kovetkezd tdblazatban azoknak a jo valaszt adé tanuldk 4ltal alkalmazott
modszereknek a szazalékos megoszlasat ismertetjiik. Ebben a tablazatban viszo-
nyitasi alapnak az adott csoportban sziiletett j6 valaszok szamat tekintjiik.

6. évfolyam 7. évfolyam 7. évfolyam 8. évfolyam
kisérleti csop. | kisérleti csop. | kontroll csop. | kontroll csop.
Algebra 1% 39% 43 % 66 %
Aritmetika 13 % 20 % 30 % 13 %
Prébalgatas 35 % 2 % 27 % 19 %
Hamis feltéte- 51% 39 % 0% 2%
lezések

A jé vdlaszok esetében alkalmazott médszerek (6. tablazat)

Amint a fenti tablazatbdl kitiinik, a 6. osztalyos tanul6k t6bbsége a hamis
feltételezések modszerével vagy probalgatassal adott helyes valaszt. A 7. osztalyos
kontroll-csoportban is viszonylag nagy volt a hamis feltételezésekkel kisérletezék
aranya, viszont ugyanolyan részaranyban voltak azok is, akik algebrai eszk6zokkel
adtak helyes valaszt. Az algebrai eszk6zok legnagyobb ardnyban a hetedik, illetve
nyolcadik évfolyamosok kontroll csoportjaban alkalmaztak. Ez természetesnek
tekinthetd, mivel 6k nem ismerték a hamis feltételezések modszerét, viszont ko-
z0Ottiik is elég nagy volt a probalgatassal dolgozé tanuldk aranya. A 7. évfolyam
kisérleti csoportjanak kimagaslo teljesitménye bizonyitja, hogy 6k voltak azok,
akiknek sikeriilt a feladatok tobbségéhez a leghatékonyabb megoldasi modszert
megtalalni. A tablazatbol az is kitlinik, hogy a 6. évfolyamos tanul6k még nincse-
nek azon a szinten, hogy megfelel6 modon tudjak alkalmazni az algebrai modsze-
reket, s6t a hagyomanyos aritmetikai modszerek alkalmazéisa helyett is inkabb
probalgatnak vagy a hamis feltételezések modszeréhez folyamodnak. A 7. évfo-
lyam kisérleti csoportjat tekintve lathato, hogy a probalgatasok helyett mar tuda-
tosan alkalmazzak a hamis feltételezések mddszerét és egyre tobben vannak azok,
akik inkabb az algebrai, illetve aritmetikai eszk6z6khoz folyamodnak.

A fliggvénytani megkozelités és a hamis feltételezések modszere

T6bb kutatas ravilagit arra, hogy az algebra bevezetését fliggvénytani alapokra
kell helyezni. Yerushalmy=6 tAmogatja azt a véleményt, hogy a fliiggvény fogalméa-
nak mar az algebratanitas kezdeteitdl jelen kell lennie az iskolai tananyagban. A
szamitogéppel tamogatott oktatas lehetévé teszi a fiiggvények értéktablazatanak
és grafikonjanak az elkészitését, ezért tobb kutato is javasolja az algebra tanitisa-
nak fliggvénytani alapokra helyezését. Ebben a megkozelitésben az olyan fogal-

mak, mint példaul valtozok, ismeretlenek, egyenletek, stb. Gj értelmet nyernek.27

26 YERUSHALMY, Michal: Problem solving strategies, A longitudinal view on problem solving in a
function based approach to algebra, Educational Studies in Mathematics, vol. 43, 2000.

27 KIERAN, Carolyn—-BOILEAU, André—GARANCON, Maurice: Introducing algebra by means of a
technology-supported functional approach, Approaches to Algebra, Perspective for Research and
Teaching, Dordrecht, 1996.

18


https://doi.org/10.55072/DN.2023.1.5

NOSTER XI. évf. 2023/1. sz.
:10.55072/DN.2023.1.5

Igy az 4j technologiaknak koszonhetéen az egyenletek megold4sanak tani-
tasa mar a kezdetektdl két kiilon iranyban valésulhat meg: fiiggvénytani megkoze-
litésben (a fiiggvények grafikonjanak elemzésével) és hagyomanyos egyenletmegoldo
modszerekkel (lebontogatéssal, illetve mérleg-elvvel). Kutatok egy csoportja2s
megvizsgalta a 13 éves tanulok problémamegoldo6 képességeit mindkét megkoze-
litésben olyan szoveges feladatok esetében, amelyek algebrai modellje az Ax +
B = Cx + D egyenlet. Véleményiik szerint ezeknek a feladatoknak a megkozelité-
sét fiiggvénytani alapokra helyeznék az y = Ax + B és y = Cx + D kétvaltozos ér-
téktablazatok elkészitésével. Ezt kdvetGen a tanuldk az értéktablazatok osszeha-
sonlitasaval és a probalgatds modszerével (ahol a valtozoknak kiilonb6z6
értékeket adnanak) vagy a fiiggvények grafikonjanak elkészitésével adnak meg a
helyes valaszt. Ennek a modszernek az el6nye, hogy a tanul6k megtanuljak hogyan
kell helyesen értelmezni a valtozo fogalméat, amely ebben az esetben kiilonb6z4 (al-
taluk valasztott) szadmokat jelent. Ezzel ellentétben az egyenletek felirasa esetén az
x -szel jelolt ismeretlen segitségével kell megadjak az Gsszefliggéseket a feladat
adatai kozott, amely joval nagyobb absztrahalasi képességeket feltételez. Felvetd-
dik a kérdés, hogy a hamis feltételezések modszerérdl (amely tipikusan aritmetikai
eszkoz) hogyan torténhet az attérés a szoveges feladatok algebrai Gton torténé
megoldisara? A modszer nagy hasonlatossagot mutat a fliggvénytani megkozeli-
téshez, ugyanis ebben az esetben is a feladatban szerepld ismeretlen mennyiségek-
nek kiilonboz6 értékeket tulajdonitunk, anélkiil, hogy ezeket bet{iszimbblumokkal
latnank el. Tekintsiik példaul a kovetkez6 feladat egy lehetséges megoldasat.

Feladat: Két konyvespolcon konyvek vannak, a mdasodikon haromszor
annyi, mint az elsén. Ha a mdasodikrol elvesziink 13 konyvet, az elsére pedig fel-
tesziink még 10 konyvet, akkor a masodikon kétszer annyi konyv lesz, mint az
elsén. Hany kényv van a két kényvespolcon kiilon-kiilon?

A feladat hamis feltételezésekkel torténé megoldasat az alabbi tiblazatba foglaltuk.

1. polc | 2. pole | 1. polc+10 | 2. polc-13 Hiba
1. Feltételezés 10 30 20 17 23
2. Feltételezés 11 33 21 20 22
Megoldas 33 99 43 86 0

A feladat megoldasa hamis feltételezések médszerével (7. tablazat)

Lathato, hogy a feltételezések alapjaul az els6 polc tartalmét valasztottuk,
majd ennek valtoztatasaval kovetkeztettiink a hiba alakulésara. A kovetkez6kben
probaljuk elkésziteni a fenti tablazatot Ggy, hogy az els6 polc tartalmat valtozo-
ként kezeljiik és a tablazat fejlécében szerepl6 mennyiségeket ennek a segitségével
fejezziik ki. Igy a kovetkezd tablazathoz jutunk.

28 FARMAKI, Vasiliki-KLAOUDATOS, Nikos—VERIKIOS, Petros: From functions to equations: int-
roduction of algebraic thinking to 13 year-old students, International Group for the Psychology
of Mathematics Education, 28th, Bergen, Norway, July 14-18, 2004.
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X 3x x+10 | 2-(x+10) 3x —13 Hiba
1. Feltételezés 10 30 20 40 17 23
2. Feltételezés 11 33 21 42 20 22
Megoldas 33 99 43 86 86 0

A feladat megoldasa értéktablazattal (8. tablazat)

Belathatd, hogy az x valtozonak azt az értékét keressiik, amelyre a
2 - (x + 10) és 3x — 13 kifejezések helyettesitési értéke egyenls lesz. Ez val6jaban
a2-(x+ 10) = 3x — 13 egyenlet megoldasat jelenti.

A szoveges feladatoknak a fentiekben bemutatott megkozelitése lehet6vé te-
szi a kiilonbo6z6 problémaszituaciknak tablazatos formaban torténd reprezentaci-
6jat, a valtozok bevezetését, valamint az osszefiiggések megtalalasa utin az egyenlet
helyes felirasat. A feladat megoldasanak kezdetén a figyelem a tablazatban szerepl$
szamadatokra iranyul, az x bettiszimbélum pedig inkabb valtozot, mint ismeretlent
jelol. Tlyen modon azok a feladatok, amelyek megoldasat egyenletek felirasahoz
kotjiik kétféle modon is megkozelithetSk: aritmetikai szamitasokkal a tablazat
szamadatai kozotti 6sszefliggésekbol kiindulva, illetve egyenletek felirasaval, ame-
lyekhez az alapot szintén a tablazatban szerepl6 Osszefliggések szolgaltatjak.

Osszegzés

A kutatasok lebonyolitasa soran megerdsitést nyert az a véleményem, hogy a ha-
mis feltételezések modszerét tanitani lehet az altalanos iskolai oktatasban. Ez
nem helyettesitheti, hanem hatékonyan kiegészitheti a tanult aritmetikai és al-
gebrai mddszereket. Egy olyan alternativat kinal, amelyet f6ként azoknal a felada-
toknal lehet alkalmazni, amelyek aritmetikai vagy algebrai uton vald6 megkozeli-
tése viszonylag bonyolult egy adott évfolyam szamara. Egy évfolyamon beliil
lehetGséget teremt a differencialasra: azok a tanuldk, akiknek az algebrai modsze-
rek elsajatitasa nehézkesen torténik, dolgozhatnak a hamis feltételezések mod-
szerével, mikozben tarsaik mar az algebra eszkozeit hasznaljak. A hamis feltétele-
zések modszere hatékony eszk6z a proceduralis gondolkodas fejlesztésére és a
strukturalis gondolkodas megalapozasara. A tapasztalatok szerint a magasabb év-
folyamokon az algebrai ismeretek megszilardulasaval fokozatosan hattérbe szorul
a hamis feltételezések modszere. Tehat nem kell att6l tartani, hogy ez a modszer
kirekeszti a hagyomanyos aritmetikai és algebrai modszereket.
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Abstract
REGULA FALSI METHOD IN LOWER SECONDARY SCHOOL EDUCATION

Many research studies have shown that most students — when they have to solve
word problems — do not appeal to the learned arithmetical and algebraic methods,
and they handle the problem by numerical checking methods, such as ,,guess-and-
check” or ,trial-and-error”. These are flexible strategies that are often used when
no other strategy is immediately obvious, and their main advantage is that they do
not require a lot of knowledge. However, in some cases, the usage of these methods
involves a large amount of calculus to find a solution. The false position method or
regula falsi is a specific arithmetical problem solving method used to solve word
problems with two or three unknowns. In our opinion, this method is useful in the
lower secondary school educational processes, especially to reduce the great
number of random trial-and-error problem solving attempts among the lower
secondary school pupils. Another important fact is that while assigning a value to
a variable and verifying its accuracy, students are developing functional reasoning
as it entails recognising a relation between variables even if such relation is not
always expressed in the formal language of algebra. In this presentation, we will
give the results of our studies concerning the effects of teaching false position
method on students’ problem solving strategies. We investigated the advantages
and disadvantages of the false position method in the solutions of word problems.
The findings from our research works suggest that the false position method
approach gives the beginners a satisfactory way of solving problems, while the
typical solution by equation demands maturity on the part of students and could
be postponed for a later time.
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