CZALLER LASZLO

A Zipf-torvény érvényesiilése a vilag orszagaiban

A térbeliség felértékelddése a tarsadalomtudomanyokban szamos régi foldrajzi vonatko-
zasu torvényszerliség és Osszefliggés tjragondolasat és a magyarazatok feltarasaval kap-
csolatos kutatasok egész sorat hozta magaval. A varosok méret szerinti eloszlasi viszo-
nyainak alakulasa, vagy sziitkebb értelemben a Zipf-térvény is egyike azoknak az Ossze-
fiiggéseknek, amelyek a tér iranti megujult érdeklddés kozepette az elmult két évtizedben
szamos tudomanyag képviseldinek érdeklddését vonta magara. A Zipf-tdrvénnyel kap-
csolatos legfontosabb kérdés az lett, hogy a varosok termelésben betoltott eltérd szerepe,
méretheterogenitasa és eloszlasi viszonyai miért éppen a térvényben foglalt, a valosdgban
is meglepden gyakran érvényesiilé valoszinliségi eloszlas alapjan irhatok le. Az élénk
tudomanyos vitdkban ujabb és jabb megkdzelitések keriiltek napvilagra, tovabba az
adatok hozzaférhetGségének javulasaval az addigiaknal joval nagyobb mintakon és egyre
kifinomultabb médszerekkel torténé empirikus vizsgalatok is megjelentek.

A kovetkezOkben magam is a Zipf-torvény érvényesiilésének empirikus tesztelését
végzem el egy 102 orszagot tartalmazd sokasagon. Részletesen targyalom a szaballyal
kapcsolatos, a hazai szakirodalombol mindeddig hidnyzé elméleti kérdéseket, valamint
az empirikus teszteléshez elengedhetetlen modszertani Gjitasokat. A tanulmanynak nem
célja, hogy orszagonként elemezze a varosok eloszlasi viszonyainak alakulasat, csupan a
Zipf-torvény globalis érvényességének feltarasara, illetve a varoshaldzatokat leird para-
méterek kitiintetett értékeinek vizsgalatara szoritkozik.

A Zipf-torvény matematikai interpretacioja

A varosok rangja és népességszama kozotti rang—nagysag dsszefiiggés torténete csaknem
100 évre nyulik vissza. A szaballyal kapcsolatos els6 felvetések Felix Auerbach német
fizikushoz kothetok, aki 1913-ban publikalt cikkében az Amerikai Egyesiilt Allamok és
tovabbi Ot eurdpai orszag példajan megmutatta, hogy a varosok lakossidgszamanak és
méret szerinti rangjanak szorzata orszagonként eltérd konstanst ad eredményiil. A rang és
a varos népességszam alapjan meghatarozott nagysaga kozott tehat forditott aranyossag
van. Singer (1936) késdbb a francia varoshalozatot tanulmanyozva arra a kdvetkeztetésre
jutott, hogy a varosok népességszdma és rangja bizonyos hatvanyfiiggvényszerii elosz-
last, nevezetesen a Pareto-eloszlast koveti (Berry—Okulicz-Kozaryn 2012, 1-2). A kérdés
részletes tovabbgondolasara George Kingsley Zipf (1949) nyelvész vallalkozott, aki
tézisében kifejtette, hogy idealis esetben adott orszag i-edik varosanak népességszammal
jelzett nagysaga (S;) a legnagyobb népességszamu varos (S;) és az i-edik varos rangjanak
(R;) hanyadosaként adhaté meg: S;=S;/R;. A Zipf-térvényként tovabbéld szorosabb dssze-
fliggés a Pareto-eloszlas specialis eseteként foghato fel, ugyanis a Pareto-eloszlas tipikus
stiriségfiiggvénye:
s = AR (),

1 i



462 CZALLER LASZLO

vagy logaritmikusan transzformalva:
Ins,=ln4-alnR, 2).

A Zipf-torvény az (1) és (2) egyenletektdl csupan annyiban modosul, hogy az o pa-
raméter egyes értéket vesz fel. A Zipf-torvény tehat Iényegében ,korlatozott rang-
nagyszabalyként” (Carroll 1982, 1) is értelmezhetd."

A rang—nagysag, illetve a szorosabban vett Zipf-térvény formalis valoszinliségelméle-
ti levezetése kés6bb sziiletett meg és lényegében a kovetkezd sémat koveti; definicid
szerint adott Pareto-eloszlast® koveté X valoszinliségi valtozo eloszlasfiiggvénye a kovet-
kez6 alakban irhato fel:

F(x|a,k)=P(X <x)= jf(x)dx - 1{5)“ 3,
e X

ahol x > 0 a k <x < oo intervallumon értelmezett tetszéleges valos szam, k > 0 az x felve-
hetd legkisebb értéke, o paraméter pedig a Pareto-kitevd. Az eloszlasfiiggvénybdl szar-
maztatott stirliségfiiggvény:

f(x\a,k):@z k" (4,
X

a+l

x
x és k azonos feltételei mellett. A varosok eloszlasi viszonyaira vonatkoztatva a fenti
egyenleteket, a rang—nagysag 0sszefliggés nehézség nélkiil levezethetd. A varosok rangja
(R) a megfigyelt varosok szamanak (N) €s a varosok népességszamara (S) vonatkoztatott
eloszlasfiiggvény (3) dsszefliggésébdl adodik:

a

R=N(1-F(s))=N k (5).
S

Annak ismeretében tehat, hogy S milyen F(s) valoszinliséggel vesz fel tetszéleges
s-nél alacsonyabb értéket, egyszeriien megadhatod s népességli varos rangja. Példaul ab-
ban az esetben, ha k = s, azaz s értékét a legkisebb felvehetd k értékhez — vagyis momen-
tan a varoshaldzatban eléforduld legkisebb népességszamhoz — rogzitjiik, akkor biztos,
hogy S > s értéket fog felvenni, igy F(s) valoszinliség zérus. Ekkor s népességszamu
varos rangja a megfigyelt varosok szamaval (N) lesz egyenld. Ellenkezd esetben, ha

1 A rang—nagysag szabdly elnevezése a nemzetkozi és hazai szakirodalomban egyéltalan nem konzekvens. Az angol nyel-
vii regionalis tudomanyi és kozgazdasagi folyoiratokban publikalt tanulmanyok dontd tobbsége a Zipf-torvényt a rang—nagysag
Osszefliggés egységkitevds formajaként definidlja, azonban Gregory és szerzdtarsai (2009, 220) altal szerkesztett ,,The
Dictionary of Human Geography” 6todik kiadasaban a rang—nagysag szabaly cimszoé alatt olvashaté magyarazat csak a szoros
értelemben vett Zipf-féle osszefiiggést fedi le. A magyar szakirodalomban az elnevezések terén hasonlo fejetlenség uralkodik, a
szerzOk tobbsége a Zipf nevéhez kothetd korlatozott Osszefliggést Auerbach—Zipf-szabalyként, esetleg torvényként emlegeti.
Cséfalvay (1994, 307-314) ,,A modern tarsadalomfoldrajz kézikonyve” cimii osszefoglald monografiajaban szisztematikusan
az Auerbach-szabaly megnevezést hasznalja, a Bartke—Illés (1997, 103—108) szerzOparos ,, Telephelyelméletek” cimii egyetemi
jegyzetében Illés (1979) ,,Regiondlis gazdasagtan” ciml korabbi disszertaciojahoz hasonléan sorrend—nagysag szabalyt
emleget, a kapcsolodo kutatok koziil egyediil Vilfredo Paretot emlitve, aki azonban kdzvetleniil nem kothet6 a koncepciohoz.

A tovabbiakban jomagam a nemzetkozi szakirodalomban altalanosan elterjedt elnevezésekhez igazodom, azaz rang—
nagysag szabalynak a valamely hatvanytorvénnyel (példaul Pareto-eloszlas) altalanosan felirhato osszefiiggést nevezem, a Zipf-
térvény megnevezést pedig ennek korlatozott, egységkitevds alakjara alkalmazom, illetve ennek érvényesiilését vizsgalom.

2 Pareto-eloszlas és egyéb hatvanyfiiggvényszerti eloszlasok igen gyakoriak a természeti és tarsadalmi rendszerekben; jol
kozelitik tobbek kozott a tarsadalmi jovedelemegyenl6tlenségeket, a tudomanyos publikaciokra torténd fuggetlen hivatkozasok
szamanak, a telefonkdzpontokba érkezé hivasok szamanak, a Holdon azonosithato meteorkraterek méretének, vagy a Foldon
észlelt foldrengések magnitiddjanak eloszlasait. A hatvanyfiiggvényszerii eloszlasokkal jellemezhetd természeti és tarsadalmi
jelenségekrdl részletes 6sszefoglalas olvashato Pinto et al. (2012) és Newman (2005) munkaiban.
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s értékét megfelelden nagy népességszamban hatdrozzuk meg, F(s) valdsziniiség egység-
hez fog kozeliteni, igy a rang szamértéke tetszdlegesen alacsony lesz.

Ha a (5) egyenletet logaritmikusan transzformaljuk, az egyenlet rendezése utan az ismerds

InR=K-alns (6)

Osszefiiggés adodik, ahol K =InN +aInk (Eeckhout 2004, 1441). Az 6sszefliggés egyik
jellegzetessége, hogy a varosok rangjat a méret fliggvényében logaritmikus skalazas
mellett abrazolva egyenes vonalat kapunk, amelynek meredeksége o értékétél fligg
(Mitzenmachel 2003, 228). Az 1. abran feltiintetetett orszagok jol szemléltetik a logarit-
mikus skalazas mellett jellemz6 linearis jelleget, valamint azt, hogy a meredekség a
Pareto-kitevo értékének novekedésével egyiitt n6. A kis rangszamu varosok esetén ko-
moly eltérések tapasztalhatok a trendtdl, ez azonban nem feltétleniil jelenti azt, hogy a
becsiilt eloszlas nem illeszkedik elég jol a varoshalozat egészére. A torzitas ugyanis an-
nak tudhato be, hogy a varosok méretét novelve a megfigyelések szama csokken, tehat
azok a kisméreti varosok, amelyek siirii elhelyezkedésiik miatt a trend iranyat intuitive
meghatarozzak, tulreprezentaltak.
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Megjegyzés: az orszagok mellett feltiintetett Pareto-kitevok maximum likelihood becslés (MLE) eredményei. A becslési
modszert a késbbiekben részletezem.

A (6) egyenlet kapcsan szembetiing tovabba az is, hogy nagyon hasonlit a (2) egyen-
letre, azonban mégsem tekinthet6 az inverzének, ugyanis K # A. Ennek ellenére mindkét
egyenlet egyarant alkalmas a paraméter becslésére, az eredmények interpretacidja is
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azonos.” A Zipf-torvény érvényesiilését mindkét megkozelités esetén a = I jelzi, a teljes
A Pareto-kitev) értéke azonban nem azonosithatoé egyediil a legnagyobb varos és a va-
roshalozat tobbi részének viszonyaval, a varoshalozat egészére értendd. Gyakran felbuk-
kan az a hiba, miszerint a rang—nagysag viszonyok magyardzataban kizarolag a legna-
gyobb egy-két varos méretével érvelnek.* Az efféle elnagyolt magyarizatok ugyanis
rendkiviil félrevezetok lehetnek attol fiiggden, hogy a kitevéket milyen eljarassal becstil-
jiik, illetve milyen megoldasokat valasztunk a koncepcidval kapcsolatos elméleti €s mod-
szertani nehézségekre.

A koncepci6 kapcsan felmeriil6é elméleti nehézségek

A Zipf-tdrvény, illetve a tdgabban értelmezett rang—nagysag 6sszefiiggés kapcsan tobb
olyan elméleti probléma is felmertil, ami jelentGsen megneheziti az empirikus vizsgalatok
eredményeinek értelmezését, s6t egyes esetekben a vizsgalati eredményeket is befolyasolja.

Az els6 ilyen probléma a megfigyelés alapegységeinek megvalasztisa; a rang—
nagysag szabaly ugyanis alapvetden a varosok, tagabb értelemben a varosi terek eloszlasi
viszonyaira felirt 6sszefiiggés, de korantsem mindegy, hogy mit értiink ,,varosi terek”
alatt. Auerbach korai sejtése szerint példaul a kozigazgatasi hatarokat atlépd, valds gaz-
dasagfoldrajzi szervezddés eredményeként létrejovo varosi agglomeraciok a népesség
tekintetében sokkal koncentraltabbak, mint a pusztan jogallas alapjan besorolt, szuburban
térségeiktdl levalasztott varosok (Nitsch 2005, 91). A feltételezés els6é empirikus bizonyi-
tasara Rosen és Resnick (1980) nyoman keriilt sor, akik ugy talaltdk, hogy az agglomera-
ciokra szamolt Pareto-kitevok értékei alacsonyabbak a varosokra szamoltakhoz képest.
Ezt az allitast negyed évszazaddal késobb Soo (2005) sajat empirikus és Nitsch (2005)
metaregresszios vizsgalatai is megerositették.

A kozigazgatési egységek és a kozigazgatasi hatarokkal nem feltétleniil konzisztens
nagyvarosi agglomeraciok kozti dontést legtobbszor a vizsgalni kivant orszag vagy térség
jellemzdi alapjan hozzédk meg a kutatdk, ugyanis kisebb lakossagszdmu orszdgokban a
kiterjedt agglomeraciok szdma a statisztikai becslések elvégzéséhez kevés vagy egyalta-
lan nincs is. Az elemzés alapegységeként tehat altalaban a mesterséges kozigazgatasi
egységek keriilnek szdba, azonban a kérdés még korantsem dolt el ezzel. Hasonloan
fontos ugyanis, hogy a varos cimet elfogadjuk-e mint egzakt varoskritériumot, vagy eset-
leg adott telepiilés vizsgalatba torténd bevonasat egyéb funkcidkhoz koétjiik-e. Utdbbi
esetben szamos varosi cimet viseld telepiilés kozponti funkcidk hijan kiesik az elemzési
korbdl, mikdzben tobb szolgaltatasi szerepkorét tekintve fontos kdzség bekertil. Kisterti-
leti, alacsony népességii és egyedi természeti koriilményekkel biré orszagoknal ez a
probléma egészen odaig fajulhat, hogy mar eleve a rang—nagysag vizsgalat értelme is
kétségbe vonhatd. Izland esetében példaul a févaros és egy-két nagyobb, par tizezer lel-
ket szamlalo telepiilés mellett rengeteg parszaz fos telepiilés meglétérdl beszélhetiink,

3 A Zipf-térvény empirikus vizsgalataban inkabb az imént levezetett (6) egyenlet terjedt el, a (2) egyenletet kevés tanul-
manyban alkalmazzak (Nitsch 2005, 89).

4 A magyar szakirodalomban sajnos fokozottan jellemz6, hogy a szerzok a fovaros ,,vizfej jellegét” emlegetik csupan, és
megfeledkeznek a kisebb véarosok méretbeli kiilonbségeinek alaposabb vizsgalatot és széles ralatast kivand vizsgalatarol.
Példakeént lasd Illés (1975), Cséfalvay (1994), Bartke-Illés (1997), valamint Kovacs (2002) magyarazatait.
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ahol a funkcionalis varosok szama éppen elég a vizsgalat lefolytatdsdhoz. Mérlegelve
tehat a definicios problémakat, Cheshire (1999) az alapegységek megvalasztasanak kér-
désében arra a kovetkeztetésre jut, hogy a rang—nagysag szabaly érvényesiilésének vizs-
galataiban amennyiben mas korlatja nincs, szerencsésebb a funkcionalis varoshal6zat
elemeit szerepeltetni, ha a valédi — és nem csak nevében, jogcimében — varosi terek el-
oszlasi viszonyaira vagyunk kivancsiak (Cheshire 1999, 1345).

Tisztazand6 kérdésként meriil fel tovabba az elemzési egységek megvalasztasahoz
szorosan kotédden a vizsgalni kivant telepiiléshalozatok definidlasa. Az elemzés ugyanis
elvégezhetd pusztan telepiilések egy bizonyos halmazara, vagy egy jol definialt halozatra,
amelynek elemei szoros kapcsolatban allnak, szétvalaszthatatlan, 0sszefiiggd rendszert
alkotnak. A gyakorlatban ez a kérdés a teriiletegység megvalasztasahoz kapcsolddik,
azaz, hogy elfogadjuk-e a kozigazgatdsi hatarokat mint az egyes halozatokat bizonyos
mértékben szétvalaszto térelemeket. Az adatok hozzaférhetdsége és az egyszerii indoklas
miatt a vizsgalatok szintere altalaban egy orszag vagy régid, azonban a kozigazgatasi
hatarokhoz valé merev ragaszkodas egyes esetekben igencsak torzitja a valdsagot.
A rang-nagysag szabaly id6soros vizsgalatainak interpretacioja kapcsan mindig észben
tartandd az orszag- és az egyéb kozigazgatasi hatarok valtozasa, ami a telepiiléshalozat
alakitasaban, az egyes elemek kozti kapcsolatok atszervezésében kulcsszerepet jatszik
(Cheshire 1999, 1344). A kozelmultbol jo példaként szolgal az egykori Jugoszlavia szét-
esése, Bosznia-Hercegovina mesterséges, etnikai alapon torténd széttagolasa, vagy ujab-
ban Dél-Szudan megalakulasa.

A megfigyelésbe vont elemi egységek kivalasztasanak végiggondolasakor egy masik,
hasonléan fontos kérdés is felmertiil, nevezetesen az elemszam megvalasztasa, illetve az
ehhez kotédé méretkorlatok felallitasa. A varosok vizsgélatba torténd bevondsakor né-
pességkorlatokra a legtobbszor azért van sziikség, mert az egyes teriiletegységek funkci-
onalis varoshalozatardl rendelkezésre allo informaciok hijan a legkézenfekvébb megol-
das a varosok és rurdlis terek elhataroldsara a lakossagszam alapjan torténd tipizalas. Az
elemszamok meghatarozasara és ezzel gyakorlatilag a térségtipusok elkiilonitésére leg-
gyakrabban alkalmazott két modszer egy fix elemszam meghatarozésa, illetve egy mini-
malis népességszint rogzitése mint korlat. Azonban mindkét megoldasnak megvannak a
hatranyai. Osszehasonlité vizsgalatokban egyik megoldas sem adekvat, hiszen nincs két
orszag vagy egyéb elemezni kivant terliletegység, amelynek funkcionalis varoshalozatat
ilyen eldre rogzitett értékekkel 6sszehasonlithatova lehetne tenni.

A korlatok felallitdsa és az elemszam alakulasa tovabba kolcsondsen meghatarozza
egymast, igy barmelyik megoldast is alkalmazzuk, a becsiilni kivant kitevo értékei min-
dig fiiggeni fognak az eldére rogzitett értékektdl. Alacsony elemszam, illetve magas né-
pességkorlat esetén a kitevd értéke megnd, s vele nd a regressziés maradéktagok értéke
is, ami a heteroszkedaszticitds problémajat veti fel (Eeckhout 2004, 1440-1443,
Gonzalez-Val 2010, 961). Hasonl6 kovetkeztetésre jutott Guerin-Pace (1995) is, aki a
francia varoshalozatot vizsgalva az elemzésbe bevont varosok alsé népességkorlatainak
varialdsaval probalta elejét venni a problémanak. Alperovich (1989) a varosok lakossa-
gabol szamolt megoszlasi viszonyszdmokkal becsiilt, amivel az elemszdm-érzékenységet
csokkenteni tudta. Cheshire (1999, 1345) osszefoglalé dolgozatdban Wheaton és
Shishado (1981) korabbi tanulmanyat idézve pedig egy harmadik lehetdséget javasolt,
ami a vizsgalatba bevont varosi népesség az orszag 0ssznépességének bizonyos aranya-



466 CZALLER LASZLO

ban torténd meghatarozasat jelenti. Ezzel a megoldassal kapcsolatban is felmeriilnek a
korabbiaknal mar emlitett kritikdk, valamint er6sen megkérddjelezhetd egy olyan mod-
szer alkalmassadga, ami egy eldre meghatarozott, esetleg falusi népességet is magéaba
foglalé barmilyen aranyhoz, vagy példaul a varoslakok aranyahoz igazit. Ebben az eset-
ben ugyanis visszatériink az alapegységek mar ismertetett problémajahoz, nevezetesen,
hogy elfogadjuk-e az adminisztrativ varosdefiniciét. Az elemszam meghatarozasa tehat
az elkeriilhetetlen statisztikai hatdsok miatt igen nehéz feladat, a valasztott megoldas
viszont erésen fiigg a kutatasi célkitiizéstdl, illetve az elérhetd adatoktol is. Osszehasonli-
té elemzések esetén nem mindig van lehetéség minden vizsgalatba vont orszag varosha-
l6zatanak behatobb el6tanulmanyozasara, ilyenkor aprobb megkotések mellett foleg az
adatelérhetdség hatarozza meg a vizsgalatot. Egyedi térségek vagy orszagok vizsgalata-
kor viszont mar van lehetdség, sot el is varhatd az adott varoshalozat kielégitd ismerete,
igy ezekben az esetekben megfeleld indoklas mellett megadhatd a népességkorlat, vagy
az elemszamra vonatkoz6 megkotés.

Mar csak azért is elengedhetetlen a megfeleld indoklas, mert az elemszamok és korla-
tozasok problémaja nem csupédn egy altalanos statisztikai nehézség, joval tovabb mutat
annal. Eeckhout (2004) kifejtette, hogy a Zipf-torvényban foglalt Pareto-eloszlas csak a
varoshalozat felsé szegmensére illeszkedik, a népességi korlatok egyre kisebb értékre
torténd leszoritasaval, azaz a kisebb telepiilések modellbe vald beillesztésével a Pareto-
eloszlas erdsen torzit. Az eloszlas a gorbe farok részén nem illeszkedik, ellentétben a
lognormalis eloszlassal, amely akar az egész telepiiléshalozatra alkalmazhatd. Gonzalez-
Val (2010) vizsgalatai Eeckhout allitasat tamasztjak ald, Schaffar (2004) a Pareto-
eloszlast tartja hatdsosabbnak, Warren (2007) azonban eltérd varosi besorolas alkalmaza-
sa mellett mind a Zipf-térvényt, mind a lognormalis eloszlast alkalmatlannak tartja a
varoshalozat eloszlasi viszonyainak leirasara.

A korlatozasok probléméjanak felismerésével a pontosan illeszkedd eloszlasok kere-
sése a Zipf-torvénnyel kapcsolatos kutatdsok népszerii irdnyava valt, abban azonban a
legtobb szerzd egyetért, hogy a varosok eloszlasgorbéjének felsd ,,upper tail” részében a
legtobb szdba keriilt hatvanyfiiggvényszeri valoszinliségi eloszlas szinte ugyanugy visel-
kedik, gyakorlatilag lehetetlen megkiilonboztetni 6ket. Duranton (2006) mindezeket
mérlegelve ugy véli, hogy a Zipf-tdrvény mint elsé megkdzelités az illeszkedési problé-
mak ellenére hasznos kiinduldopontként szolgal a varoshalézat kutatasdhoz (Duranton
2006, 543).

A Pareto-kitevok becslésének modszertani kérdései

A kovetkeztetd €s leiro statisztika teriileti adatokra torténd alkalmazéasanak tobb problé-
maja is megjelenik a rang—nagysag szabaly becslése kapcsan. Ezeknek egy része a meg-
felel6 elemzési munkamenet ismeretében kikiiszobolhetd, de akadnak olyan kérdések,
amelyeknek megvalaszolasa altalanosan elfogadott valasz hijan egyéni kutatéi dontést
kivan.

Az els6 probléma a kiilonb6z0 becslési eljarasok alkalmazasaval nyert eltéré eredmé-
nyek kezelése. Természetesen mindig torekedni kell a lehetd leghatékonyabb, konzisz-
tens és torzitdsmentes becsleljaras alkalmazasara, azonban a kozel azonos becsléerdvel
biré modszerek kozott is akadnak kiilonbségek a kapott eredmények tekintetében. Ennek
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kezelése igen egyszerl, érdemes egyszerre tobb eljarassal megismételni a becslést ugyan-
arra a sokasagra. Ez a megoldas azonban nem teljesen adekvat a becsiilt paraméterek
homogenizalé hatasanak kikiiszobdlésére. A teriileti egyenldtlenségi mutatok esete jol
példazza, hogy adott jelenség eltérd térbeli konstellacidoi miként vezetnek azonos szdm-
szerti eredményre. Mivel a Pareto-kitevd értelmezhetd a varoshalozat egyenlétlenségei-
nek mértékét leirdé mutatdként (Terra 2009, 9), ezért itt is felmeriil az a kérdés, hogy
vajon van-e értelme két térség alapvetden eltérd szerkezetii, de kozel azonos Pareto-
kitevovel leirhatoé varoshalozatat egy kalap ala venni. A valasz véleményem szerint egy-
értelmii: nincs. A kitizott céltol fiiggden tehat ezt a problémat is kezelni kell; amennyi-
ben csak a Zipf-torvény altalanos érvényesiilésiilésére vonatkozik a kutatdi kérdés, az
egyedi halozatok elemzésétol el lehet tekinteni, tipikus varosfoldrajzi vizsgalatok esetén
azonban a Pareto-kitevé mindig a varoshalézat képével egyiitt vizsgalando.

Egyes szerzOk a paraméterbecslés eredményeinek értelmezési nehézségeit ugy pro-
baltak kikiiszobolni, hogy egyéb, nem paraméteres eljarasokkal becsiilték a varosok el-
oszlasi viszonyait. Warren (2007) a momentumok mddszerét alkalmazta, Ioannides és
Overman (2003), Eeckhout (2004) és Gonzalez-Val (2010) ezzel szemben egy masfajta,
bonyolultabb eljarast hasznaltak, amely a varosok hosszli tavi ndvekedési iitemébol
kovetkeztet a Zipf-torvény (illetve rang—nagysag szabaly) jelenlegi érvényesiilésére.’
A varosok méretének Pareto-eloszlasa mindezek mellett kiilonféle illeszkedésvizsgala-
tokkal is elemezhetd, amelyeknek 1ényege az, hogy a szoban forgd térség varoseloszlasa-
nak nevezetes értékeit (atlag, szords, median, szélséértékek stb.) egy ismert, azonos tipu-
su eloszlas értékeihez hasonlitjuk, és az eltérések mértékét vizsgaljuk. Ilyen eljarassal
végzett becsléseket példaul Terra (2009).

Béarmilyen moédszert is valasszunk, gyakran beleiitkozhetiink abba a kérdésbe, amely
a kovetkeztetd statisztika teriileti adatokon torténd alkalmazasakor mindig megjelenik. Ez
pedig a hipotézisvizsgalatok relevanciaja. Dusek (2006) szerint a teriileti adatok nem
tekinthetdk véletlen mintanak, se sztochasztikus folyamatok végeredményének, €s mivel
a teriileti statisztikai vizsgalatok dontd részében az alapsokasdg egészére rendelkeziink
adatokkal, kevés kivételtdl eltekintve a szignifikanciavizsgalatok elvégzése felesleges,
tobbletinformacidval nem szolgal (Dusek 2006, 233-238). Gabaix és loannides (2004) a
rang—nagysag szabaly becslésével kapcsolatban osztja ezt a véleményt, a két szerz6 sze-
rint ugyanis a varoshalézat eloszléasi viszonyainak vizsgalata inkabb egy gorbeillesztési
feladat, mintsem egy alapsokasagra, azaz a varoshalozat egészére végzendd hipotézis-
vizsgalat (Gabaix—loannides 2004, 2350-2351). Ezzel a karakterisztikus kijelentéssel
jomagam nem feltétleniil értek egyet, hiszen a varosok vizsgéalatba torténd bevondsa
barhogy is legyen indokolva, a kapott sokasag nem biztos, hogy teljes mértékben meg-
egyezik azzal az idealis varoshalozattal, amelyre a Zipf-tdrvény a valdsagban esetlegesen
érvényesiil. Egy-két relevans telepiilés elhagyasa, vagy néhany felesleges tobblet bevona-
sa alakithat annyit az eredményeken, hogy az érvényesiilé Zipf-tdrvény hipotézisét pusz-
tan a Pareto-kitevo értéke alapjan esetleg elvessiik, elkovetve a statisztikai kdvetkeztetés-
elmélet els6faji hibajat.

5 Az eljaras a varosok aranyos, méretfiiggetlen novekedésébdl indul ki. A Gibrat-torvényként is ismert varosnovekedési
elképzelés targyalasatol eltekintek, a koncepciorol részletesebben 1d. Gabaix (1999), Gabaix—Ioannides (2004).
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A Zipf-torvény érvényesiilésének vizsgalata

A Zipf-torvény legfobb elméleti és mddszertani kérdéseinek felvazolasa utan a kovetkezd
fejezetben sajat elemzésem részleteit mutatom be, amit a felhasznalt adatok bemutatasa-
val kezdek, majd a kordbban felvetett problémak lehetséges kezelésének részletezése
utan a paraméterbecslések eredményeit értékelem.

A felhasznalt adatok a www.citypopulation.de cimii webhelyrdl, Thomas Brinkhoff
gyljtésébol szarmaznak. Az adatbazist tobb szerzd felhasznalta tanulmédnyahoz, tobbek
kozott Soo (2005), Nishiyama és szerzotarsai (2008), illetve Terra (2009). Brinkhoff
adatai 228 orszag statisztikai hivatalanak adatkdzlésébodl, 15 megbizhatd nemzetkdzi
webhelyrol (példaul Statoids, CIA World Factbook, World Gazetter stb.) és 12 nemzetkozi
szervezet évkonyveibdl szarmaznak. Soo a megbizhatdsagot illetden eldtanulmanyt végzett
a forrassal kapcsolatban, eredményei szerint a kozolt adatok kivétel nélkiil megegyeztek a
feltiintetett forrasokban foglaltakkal (Soo 2005, 248). A hazai adatokat ellendriztem, a
2011-re vonatkoz6 népességi adatok megegyeznek a 2011-es Helységnévkonyvben (KSH
2011) kozzétettekkel. A becslések megbizhatésaganak érdekében a vizsgalatba nem
vontam be olyan orszagokat, ahol 30-nal kevesebb varosra voltak adatok, igy Osszesen
102 orszéagra végzem el a vizsgalatot, amelyeket kontinensenként csoportositok.

Az orszagok Pareto-kitevoit harom eljarassal becsiilom. Az elsé eljaras a Zipf-tdrvény
érvényesiilésének vizsgalataiban leginkabb elterjedt, de korantsem a leghatékonyabb
legkisebb négyzetek modszere (OLS), ahol (6) egyenlet alapjan x; = Ins;, y; = In R, X és
y pedig x; és y; szamtani atlagai:

N

(xi _f)(yi _j/)
2 o

Z(xi _)?)2

OLS-becslést vagy annak némileg modositott valtozatat hasznalta tobbek kozott
Rosen és Resnick (1980), Alperovich (1989), Guerin-Pace (1995), Soo (2005),
Nishiyama et al. (2008), Konishi és Nishiyama (2009), Terra (2009), Berry és Okulicz-
Kozaryn (2012).

Az OLS-becsléssel kapcsolatos problémakra elészor Gabaix és Ioannides (2004) hiv-
tak fel a figyelmet, akik Monte Carlo-szimulaciok segitségével kimutattak, hogy az elem-
szam csOkkenésével az OLS erdsen torzit. A probléma ezzel az, hogy a torzitds mar ab-
ban az elemszam-tartomanyban is komoly problémat okoz, amellyel az empirikus vizsga-
latok tobbsége operal. Gabaix és Ibragimov (2007) ezt a problémat egy elegans megol-
dassal haritottak el, a varosok rangjabdl rendre levontak 1/2-t, amellyel a torzitas mértéke
jelentésen redukalodott. Nishiyama ¢és szerzotarsai (2008), valamint Konishi és
Nishiyama (2009) azonban két tovabbi problémat is azonositottak, mégpedig a standard
hibak alulbecslését és a regresszids egyiitthatok t-tesztjének rendellenes eloszlasat.
Az OLS-becslés kapcsan nyert paraméterek standardhibai alacsony elemszdm mellett
alulbecsiiltek, ami a hipotézisvizsgalatok els6faju hibajanak veszélyét hordozza magaban.
Gabaix és Ibragimov (2007) mddszere ezt a problémat nem tudja megfelelden kezelni, az
eljaras ugyanis igen gyakran masodikfaju hibdhoz vezet (Terra 2009, 13). A t-teszt
Student-féle t eloszlasanak rendellenes torzuldsa tovabba alkalmatlanna teszi a standard

a =
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kvantiliseket a szignifikancia mérésére, ugyanis a t-teszt értéke az elemszam novekedé-
sével aszimptotikusan ,,szétrobban”, azaz értéke meredeken végtelenbe tart (Nishiyama et
al. 2008, 695). A hibat a szerz6k ugy korrigaltak, hogy a t-tesztek valods eloszlasanak
kritikus zonait Gjrabecsiilték, valamint az adatsorok metszését javasoltdk.® A médszertani
vitak ellenére az OLS-becslést és a hozza tartozo korrigalatlan t-tesztet népszeriisége €s
érthetsége miatt az eredmények fenntartasokkal torténd kezelése mellett elvégzem mint-
egy referenciavizsgalatként, egyszersmind ramutatva a kiilonb6z6é becslési eljarasokkal
kapott eredmények eltéréseinek mértékére.

A masodik alkalmazott modszer a maximum likelihood (MLE) becslés. A modszer
lényege, hogy olyan paramétereket keresiink, amelyek adott eloszlasu minta likelihood-
fliggvényének értékét maximalizaljak (Newman 2005, 350-351, Quandt 1966, 60).
A fiiggetlen, Pareto-eloszlast (X, X, ,..., X N) minta likelihoodja o és k fliggvényében a
kovetkezo alakot olti:

N aka

a+l
i=1 X;

P(x|a,k)= ),

ahol k a koradbbiakban megszokott moédon x; hipotetikusan felvehetd legkisebb értéke:
x2k>0,€s k=min(x,), azaz k értékét a megfigyeléseink legalacsonyabb értékén rogzit-
jik. Mivel a logaritmusfiiggvény szigorian monoton novd, ezért a maximumhely megha-
tarozasa egyenértékli a loglikelihood-fiiggvény maximumhelyének meghatarozasaval.
Ennek érdekében a (8) egyenletet logaritmikusan transzformalva a

lnL=lnP(x|a,k)=iln(akaJ ),
X

a+l
i=1

i

N
=Nlna+Nalnk—(a+1)) Inx,
i=1
majd a (9) dsszefiiggést a szerint differencialva a

olnL N o
"= D NInk-YInx,  (10)
oa o o
(10) egyenlethez jutunk. A derivaltat 0-val egyenlévé téve, majd az egyenletet a-ra ren-
dezve, egyszerlsitve adodik a becsléfiiggvénye:

N
a=N/ 21nﬁ
ok (11).

Az a paraméter Zipf-torvényban foglalt egységnyi értéktdl vald eltérésének
szignifikanciajat a 2na / o statisztikaval mérjiik, ahol esetiinkbeng =1. A tesztstatisztika
2(n —1) szabadsagfok mellett y* eloszlast kovet. Quandt (1966) megmutatta, hogy (11)
konzisztens becsléfiiggvény, valamint aszimptotikusan torzitatlan (Quandt 1966, 61-62).
Ez a becslés megfeleld lehet, ugyanakkor nagymintas probaként kis elemszamok esetén
torzit (Terra 2009, 7). A problémat kikiiszobolendo, Terra ezért Baxter (1980) alapjan az
MLE-becslés egy némileg modositott valtozatat ajanlja a Zipf-tdrvény vizsgalatara, ami-

6 Az eljaras lényegérdl és menetérdl bovebben lasd Nishiyama et al. (2008) és Konishi-Nishiyama (2009).
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nek neve: minimum variance unbiased (MVU) becsléfiiggvény.” Baxter (1980) alapjan
az MVU az MLE-becslésbol eredeztetheté a kovetkezéképpen: ®

2
oy = (1 - Nja(MLE) (12).

A (12) fiiggvény konzisztens, hatékony és kis mintak esetén is torzitatlan becslést ad,
a modszer alkalmazasat a kis elemszdmu orszagok pontosabb becsiilhetésége miatt tehat
indokoltnak tartom. Az MLE- és MVU-becslések Terra (2009) szimulacidi szerint igen
hasonlé szamszerti eredményeket produkalnak, megbizhatdsdguk messze feliilmulja a
klasszikus OLS-becslését (Terra 2009, 10).

Mindhérom becslés esetén azonos k értékekkel szamolok, ezek azonban orszagonként
valtozok; mivel nem rendelkezem kell informacidval 102 orszag varoshalozatanak jel-
legzetességeirdl, a még vizsgalatba vont legalacsonyabb népességii varosok meghataro-
zésat el6z6leg nem elméleti, inkdbb matematikai iton hataroztam meg. Clauset €s szerzo-
tarsai (2009) azt javasoljak, hogy ott htizzuk meg k értékét, ahol a mintank k-val jellem-
zett eloszlasfiiggvénye a leginkabb hasonlit egy ismert, szintén k és a paraméterekkel
jellemezhetd eloszlasfiiggvényhez. A szerzOk ajanlasa szerint ez ugy kivitelezhetd, hogy
a rendelkezésre all6 sokasagunk kiilonbozo x; értékeit minimumnak (k) tekintve az afelet-
ti értékekre MLE-becsléssel rendre kiszdmoljuk a értékét. A feltételezett &, az elemszam,
valamint az igy kapott o segitségével szimulalhat6 egy jol illeszkedd eloszlasfiiggvény,
ami referenciaként szolgal az Osszehasonlitashoz, amelyet kétmintas Kolmogorov—
Smirnov-teszt segitségével végziink. Ahol a mintank eloszlasfiiggvénye ¢€s a referencia-
ként hasznalt mesterséges eloszlasfliggvényiink abszolut értékben vett kiilonbségének
szuprémuma minimalis, ott kell meghatarozni k értékét.

A népességkiiszob meghatdrozasanal magam is e mddszer szerint jartam el, elénye,
hogy az igy nyert k-val a sokasagot legjobban jellemzé Pareto-kitevét becsiilhetjiik,’
komoly hatranya azonban, hogy a vizsgalatba vont elemek nem valdszinii, hogy a funk-
cionalis varosok teljes korét lefednék. Ezért az eredmények értékelésénél mindenképp
indokolt lehet a szignifikanciatesztek alkalmazasa.

Az eredmények értékelése

Az OLS-becsléssel nyert Pareto-kitevok 102 orszdgra szamitott hisztogramjat, néhany
kitintetett sokasagi értéket és eloszlasra vonatkozo tesztet a 2. abra mutatja. A minta
atlaga igen kozel esik egyhez, értéke 1,01. Az atlag alatti Pareto-kitevével rendelkezd
orszagok tobbségben (61-en) vannak, ebbol 60 rendelkezik 1 alatti értékkel. Az OLS-
becslés szerint tehat a relative koncentralt varoshalézatti orszagok szama gyakoribb.

7 Valojaban a MVU kifejezés altalanos gyijtonév, ami olyan becslofliggvényekre vonatkozik, ami adott problémara a tor-
zitatlan becsléfiiggvények kozott a leghatékonyabb, azaz a legkisebb varianciat produkélja, ezzel minimalizalva a becslés
atlagos négyzetes hibajat.

8 A becsléfiiggvények szarmaztatasanak részleteit lasd Baxter (1980).

9 Ez természetesen nem azt jelenti, hogy a varoshalozat eloszlasi viszonyainak leirdsara a Pareto-eloszlas a legalkalma-
sabb, létezhetnek egyéb eloszlastipusok is, amelyek esetenként jobban kozelitik a sokasag eloszlasat. Eeckhout (2004) és
Gonzales-Val (2010) szerint példaul a lognormalis eloszlas jobban illeszkedik a Pareto-eloszlasnal, Reed (2001) dupla Pareto-
eloszlast, Cameron (1990) pedig Weibull-eloszlast javasol a varoshalozatok eloszlasi viszonyainak leirasara. A kiilonbozo
fliggvénytipusok illeszkedésének vizsgalata a Zipf-szaballyal kapcsolatos kutatasok igen fontos szegmense.
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A minta szorasa 0,21, az atlag +1 szorasérték tartomanyon kiviil 32 orszag van, ebbdl 11
orszag az atlag alatt. A legkisebb kitevd Boliviaé (0,66), mig a legmagasabb, 1,64-0s
értéket Belgium veszi fel. Az OLS-becslés eredményeként kapott teljes mintds atlag
egyediil Terra (2009) 1,04-o0s értékéhez hasonlit, Rosen és Resnick (1980), valamint Soo
(2005) vizsgalatai joval magasabb, 1,16 és 1,11-os értékeket adtak. A széls6 értékek terén
Terra és Soo tanulmanyaihoz képest nincs jelentds eltérés.

2. dbra
A Pareto-kitevok teljes mintas hisztogramja OLS-becslés esetén

16

0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 1,1 1,2 1,3 1.4 1,5 1,6 1,7
Atlag 1,0081 Minimum  0,6598 Ferdeség 0,8401 Jarque-Bera 12,1016
Széras 0,2130 Maximum  [,6422 Csucsossag  3,1552 (0,0024)

Megjegyzés: zardjelben a Jarque-Bera-teszt nullhipotézisének valosziniiségi értéke lathato.

A kitevok teljes mintabeli eloszlasa igencsak aszimmetrikus, a gyakorisagi gorbe
alakjara vonatkozé alakmutatok, a ferdeség (skewness) és cstcsossag (kurtosis) a normal
eloszlastol jelentds eltérést mutatnak. A gorbe unimodalis, pozitiv ferdeségii és a normal
eloszlashoz képest csticsosabb. Az alakmutatok egylittes vizsgalatara alkalmas Jarque-
Bera-féle normalitasi teszt is elveti a minta standard normadlis eloszlasanak null-
hipotézisét. Ezek az eredmények némileg ellentmondanak Soo (2005) és Nitsch (2005)
eredményeinek.

Az orszagok kontinensenként torténd csoportositisa esetén némileg eltérd értékekkel
talalkozhatunk, amelyeket az 1. tablazat foglal 6ssze. A valtozo elemszamok és a vizsga-
lati id6pontok eltérései a kontinensek kdzott nem biztositanak dsszehasonlithatosagot, de
a benniik vizsgalt orszagokat ,,mintaként” felfogva egyedileg elemezhetdk.
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1. tablazat
A Pareto-kitevo alakulasa kontinensenként OLS-becslés esetén

Kontinens n o<l o=1 o>1 Atlag | Szoras Min Max

Afrika 26 14 5 7 0,96 0,17 0,71 1,48
Azsia 26 12 3 11 1,02 0,21 0,72 1,57
Ausztralia és Oceania 2 2 0 0 0,72 0,02 0,69 0,74
Eszak-Amerika 3 0 2 1,10 0,24 0,79 1,38
Eurdpa 32 11 6 15 1,08 0,23 0,76 1,64
Kozép- és Dél-Amerika 13 9 2 2 0,92 0,15 0,66 1,27
Teljes minta 102 49 15 37 1,01 021 0,66 1,64

Megjegyzés: a Zipf-torvény érvényesiilése (Hy: a=1) 5%-os szignifikanciaszint mellett értendd.

A kontinentélis 4tlagokat tekintve Afrika és Azsia mellett Eurdpa és Eszak-Amerika
all a legkozelebb a Zipf-torvény érvényesiiléséhez, ugyanakkor e két kontinensen van a
legnagyobb szérédas az orszagos paraméterek kozott. Azonban Eszak-Amerika egyik
orszagiban sem teljesiil a Zipf-torvény, az Egyesiilt Allamok 1,38-os értékével messze
kiegyenlitettebb a 0,79-os értékkel biré Kanadanal, illetve az 1,13-os kitevovel rendelke-
z6 Mexikonal. Eurdpaban a szorodas némileg kisebb, a legkiegyenlitettebb orszag a vi-
lagszinten is elsé Belgium, a legerdsebben koncentralt szerkezetii orszag 0,76-dal Esztor-
szag. A Zipf-térvény érvényesiilése 6 esetben feltételezhetd, ebbdl Szlovénia, Moldova,
Roménia és Bulgaria kelet-eurépai atmeneti allam, a maradék ketté pedig frorszag és
Ausztria. A hat orszag koziil Moldova értéke all a legkozelebb 1-hez, esetében csupan
egy 1,2 szazadnyi eltérés tapasztalhato az egyt6l negativ iranyban.

Az azonos elemszamokkal bird Afrika és Azsia atlaga jol kozeliti az egyet, utobbi fe-
lillrdl. Minimumaik nagyjabél megegyeznek, Azsia legkoncentraltabb véaroshalozatl
orszaga, azaz Afganisztan vilagszinten a negyedik, Afrika legkisebb Pareto-kitevdjil
orszaga, Zimbabwe pedig kis eltéréssel a harmadik. A két kontinensen a legkiegyenlitet-
tebbek Fiilop-szigetek és Tunézia, 1,57-os és 1,48-o0s értékekkel, a Zipf-térvény viszont
csak kevés orszagban érvényesiil. Afrikaban Burkina Faso, K6zép-afrikai Koztarsasag,
Ghana, Csad, Elefantcsontpart esetében, Azsiaban pedig Torokorszag, Tadzsikisztan és
Sziria esetében beszélhetiink kozel egységnyi kitevokrdl. Torokorszag kitevdje all a leg-
kozelebb 1-hez a 102 orszagon beliil, az eltérés minddssze 5 ezrelék. Figyelemre mélto
India is, amelynek 1,02-os értéke érzés szerint igen kozel all egyhez, magas elemszama
miatt viszont elvetendé az egységkitevd nullhipotézise. India tehat mintapélddja a
t-teszttel kapcsolatos aggalyoknak.

Kozép- és Dél-Amerika atlaga az egytdl negativan csaknem 8 szazaddal tér el, vala-
mint maximuma is a legkisebb (1,27), amit Brazilia vesz fel. A tobbségében szignifikan-
san egy alatti értékek dominalta Dél-Amerika adja a legkisebb kitevdji orszagot, Bolivi-
at. Egységhez kozeli kitevovel jellemezheté Uruguay és Nicaragua, ennél nagyobb érté-
ket Brazilia mellett pedig mar csak Venezuela vesz fel.

Ausztralia és Uj-Zéland, a csendes-oceani térség két képviseldje igencsak kiilonleges
helyzetben van, hasonloan alacsony, 0,7 koriili Pareto-kitevéik miatt atlagrol és szorasrol
és szélsdértekekrdl nem nagyon van értelme besz€lni.
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Osszességében OLS-becslés hasznélataval csak 15 esetben fogadhaté el a Zipf-
torvény 5%-os szignifikanciaszint mellett, ami nagysagrendileg megegyezik Terra ered-
ményeivel, de Sooéval kevésbé. Esetemben azonban az adatok jocskan adnak példat az
alacsony elemszam melletti lefelé torzitds, vagy a t-tesztek pontatlansdganak eseteire.
A korabban emlitett India mellett Dania vagy Egyiptom esetében is els6faju hibara asz-
szocialhatunk, ami Nishiyama és szerzétarsai (2008), valamint Konishi és Nishiyama
(2009) bizonyitékai alapjan a kiemelten magas elemszamukkal, s az ebbodl fakaddan
alacsony standard hibakkal magyarazhato. Mivel Soo tobb esetben nalam kisebb elem-
szamokkal dolgozott, ezért ott a t-tesztbdl fakadod kisebb torzuldsok eredményezhettek
73-bdl 20, a Zipf-torvénynek megfeleld orszagot.

Az MLE-becslés a minta egészének jellemzoit jelentdsen megvaltoztatta (3. abra).
Az o paraméter teljes mintas atlaga 1,07-ra, szorasa pedig csaknem harom tizeddel
0,25-ra nétt az OLS-becsléshez képest. A £1 szorastavolsagon kiviil elhelyezkedd orsza-
gok szama 28, s a széls6értékek is kitolodtak mindkét irdnyban. Az atlaghoz legkozelebb
a Kozép-afrikai Koztarsasag all, a minimumot Horvatorszag veszi fel (0,52), a maximu-
mot (1,76) pedig ismét Belgium jegyzi.

3. dbra
A Pareto-kitevok teljes mintas hisztogramja MLE-becslés esetén

0 -
0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8
Atlag 1,0701 Minimum 0,5197 Ferdeség 0,5957 Jarque-Bera 6,0368
Szoras 0,2492 Maximum 17,7625 Csucsossag  3,0335 (0,0489)

Az alakmutatok tekintetében az OLS-hez képest a legnagyobb valtozas a pozitiv fer-
deség mérséklddése és a csucsossag kismértékii csokkenése. Az MLE-becslések gyakori-
sagi gorbéje unimodalis, a Jarque-Bera teszt normalitast feltételez6 nullhipotézise azon-
ban 5%-os szignifikanciaszint mellett tovabbra is elvetendd, a teljes minta eloszlasa tehat
— Soo és Nitsch eredményeivel ellentétben — nem normal eloszlasti. Az MVU-becslés
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alkalmazasanak esetén az alakra vonatkozo megallapitasok nagyjabol azonosak, a
Jarque—Bera-teszt értéke a nullhipotézis elvetésének hataran van, de nem vethetd el.
MVU-becslés esetén 1,03-ra csokken a sokasagi atlag, a szoras (0,24) viszont az MLE
értékével azonos. A minimum tovabb csdkken, amit valtozatlanul Horvatorszag vesz fel,
a maximum pedig ismét Belgiumot illeti 1,74-o0s érték mellett.

A minta egészét jellemzo kitiintetett értékek a maximum likelihood alapu becslések
esetében nagyjabol azonosak, orszadgos értékeik pedig erds korrelaciot mutatnak
(p =0,99). Az OLS és az MLE, valamint az OLS ¢s az MVU kozott a kapcsolat intenzi-
tasa csokken, de még mindig erésnek mondhato6 (0,89; 0,91). A becsléseket 6sszehason-
litva megallapithat6, hogy az orszagok tobbségében az MLE- és MVU-eljarassal nyert
Pareto-kitevok nagyobbak az OLS-nél latottaknal, azonban bdven akadnak kivételek.
Az MLE ¢és az MVU kozott pedig majdnem tokéletes egyenes ardnyossag tapasztalhato,
az MVU eredményei 4rnyalatnyival alacsonyabbak az MLE-vel becsiilt Pareto-
kitevoknél.

4. dbra
A Pareto-kitevok teljes mintas hisztogramja MVU-becslés esetén

0 -
04 05 0,6 07 08 09 1,0 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8
Atlag 1,0361 Minimum 0,4850 Ferdeség 0,5776 Jarque-Bera 5,6695
Szoéras 0,2460 Maximum  1,7389 Csucsossag  3,0105 (0,0587)

Az orszagokat kontinensenként csoportositva az MLE és MVU kozott sok hasonlosag
van, ahogy a 2. és 3. tablazat értékei is mutatjak. A legnagyobb elemszami Eurdpa széls6
értékei az OLS-hez képest kitolodtak, legkisebb értéke MLE és MVU esetén egyarant
Horvatorszagnak van (0,52; 0,49), a maximum valtozatlanul Belgiumot illeti. Eurépaban
az egységnél nagyobb és kisebb Pareto-kitevével jellemezhetd orszdgok szama egyenld,
a Zipf-torvény mégis inkabb az egységnél kisebb értékeket felvevo orszagokban fogadha-
to el. A 21 orszagon beliil Pareto-kitevdjét tekintve Gordgorszag, Dania, és Portugalia all
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a legkozelebb 1-hez. 5%-os szignifikanciaszint és adott elemszdm mellett még éppen
elfogadhaté Szlovénia 1,28-0s és Esztorszag 0,87-o0s értéke. Magas elemszdma — és emi-
att joval nagyobb szabadsagfoka — miatt nem fogadhat6 el a szlovén értéknél kisebb
német (1,22) és magyar (1,26) értek. Az MVU esetén annyi kiilonbség adddik, hogy
Zipf-torvény érvényesiilésének valdsziniiségi intervalluman beliil némileg valtoznak az
értékek. Utdbbi esetben Portugalia, Dénia és Litvania veszi fel az egyhez legkdzelebbi
értékeket.

2. tablazat
A Pareto-kitevo alakulasa kontinensenként MLE-becslés esetén

Kontinens n o<l o=1 o>1 Atlag | Szoras Min Max

Afrika 26 3 19 4 1,04 0,21 0,71 1,46
Azsia 26 2 20 4 1,07 0,20 0,74 1,49
Ausztralia és Oceania 1 1 0 0,77 0,12 0,65 0,89
Eszak-Amerika 3 1 1 1 1,05 0,26 0,79 1,40
Eurdpa 32 1 21 10 1,16 0,29 0,52 1,76
Kozép- és Dél-Amerika 13 4 8 1 0,96 0,20 0,65 1,36
Teljes minta 102 12 70 20 1,07 0,25 0,65 1,76

Megjegyzés: 1d. 1. tablazat.

Afrika esetében a legkisebb értéket Zambia veszi fel, a legnagyobb érték Tunéziat il-
leti meg becsléstdl fiiggetleniil. Az OLS-hez képest az 5%-os szignifikancia mellett 1étre-
hozott konfidenciaintervallumba 19 orszag keriilt be. Az egyhez Kamerun és Tanzania all
a legkozelebb, de koziiliik korabban egyik se lett elfogadva. A legnagyobb és legkisebb
még elfogadott értekekkel Benin (1,30) és Namibia (0,76) rendelkezik. MVU-becslést
alkalmazva a Zipf-torvény érvényesiilése csak 17 orszagban valdsziniisithetd, a korbol
kiesik Kenya és Namibia, egységhez legkozelebb pedig Tanzania, Kamerun, valamint a
Kozép-afrikai Koztarsasag allnak.

3. tablazat
A Pareto-kitevé alakulasa kontinensenként MVU-becslés esetén

Kontinens n a<l a=1 o>1 Atlag | Széras Min Max

Afrika 26 5 17 4 1,00 0,20 0,68 1,42
Azsia 26 3 19 4 1,03 0,20 0,72 1,44
Ausztralia és Oceania 2 1 1 0 0,75 0,13 0,62 0,87
Eszak-Amerika 3 1 1 1 1,04 0,26 0,78 1,39
Eurdpa 32 1 21 10 1,12 0,29 0,48 1,74
Kozép- €s Dél-Amerika 13 4 8 1 0,93 0,19 0,62 1,33
Teljes minta 102 15 67 20 1,03 0,25 0,48 1,74

Megjegyzés: 1d. 1. tablazat.

Azsiaban a két becslés némileg azonos eredményeket ad, csupan Afganisztan besoro-
lasaban van eltérés. Az MLE-becslés eredményei alapjan Afganisztan veszi fel a legki-
sebb (0,77) értéket, MVU esetén Szatid-Arabia (0,71). A legnagyobb kitevével mindkét
esetben a Fiilop-szigetek rendelkezik (1,49; 1,44). A Zipf-térvény érvényesiilése 20,
illetve 19 orszagban valdszinisithetd, utdbbi esetben Afganisztan kiesik a korbol. MLE-
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becslés alapjan Afganisztan és Oroszorszag a két szElsé hataron 1évo orszag, MVU ese-
tében Gruzia és Azerbajdzsan veszi fel a sz¢€Is6 értékeket. Az egyhez legkdzelebb 1€évok
pedig az agglomeraciokkal szamolt India, Pakisztan, Dél-Korea és Iran, ahol korabban az
OLS-becslés t-tesztje elvetette az egységkitevo nullhipotézisét.

Ha kis elemszama miatt Ausztraliat és Oceaniat nem szamitjuk, Kozép- és Dél-
Amerika atlaga és szordsa a legkisebb a kontinensek kozott, tovabba a Pareto-kitevo
tekintetében relative a leghomogénebb is. Az értékek 0,62 és 1,33 kozott szoérddnak, a
sz€1s6 értékek Paraguayt és Braziliat illetik meg mindkét becslés esetén. Az orszagok
tobbségében elfogadhatd a Zipf-torvény nullhipotézise, az egyhez rendre Nicaragua all a
legkozelebb.

Eszak-Amerika hdrom orszaga igen szélsséges értékeket vesz fel, minden csoportba
jut egy orszag. Az OLS-becslés eredményeihez hasonldéan a legkoncentraltabb Kanada,
nagyfoku kiegyenlitettséget az Egyesiilt Allamok mutat, a kettd kozott pedig Mexiké all,
melynek 0,96 koriili értéke a Zipf-tdrvény nullhipotézisének szempontjabol elfogadhato.
Ausztralia és Uj-Zéland értékei maradtak 1 alatt, azonban Ausztralia (0,89; 0,87) értéke
MVU-becslés esetén a Zipf-torvény tekintetében elfogadhato.

MLE- és MVU-becsléseket Sébastien Terra (2009) készitett, 115 orszagos mintajaban
mindkét becsléssel 76 esetben valdsziniisitette a Zipf-térvény érvényesiilését. Sajat vizs-
galataim hasonlé eredményt hoztak: az MLE eredményei alapjan 70, MVU esetén 67
esetben azonosithat6 a szabaly. A kontinensbeosztasok némileg eltéréek,'® s mivel Terra
tanulmanya nem részletezi, melyik csoportba melyik orszag keriil, sajnos részletesebb
Osszehasonlitasra nincs lehetdség. Mindenesetre megallapithato, hogy az MLE- és MVU-
becslések eredményei sem jelzik egyértelmiien a Zipf-torvény szoros megkotéseinek
érvényesiilését, helytallobb a rang—nagysag szabaly érvényesiilésérol beszélniink a
Pareto-kitevo egy sziik intervallumaban. Az MVU eredményeit figyelembe véve példaul
a minta elemeinek 90%-a a [0,6; 1,4] intervallumba esik, azonban nem szabad megfeled-
kezni arrél, hogy az eredmények nagymértékben fiiggenek a modszerektdl, valamint
szamos egyéb eloszlastipus is 1étezik, amely a Pareto-eloszlashoz hasonld eredményes-
séggel képes kozeliteni a varoshaldzatok eloszlasi viszonyait.

Osszefoglalis

Az elézéekben a Zipf-torvény érvényességét vizsgaltam okonometriai modszerek segit-
ségével. Tanulmanyomban térekedtem arra, hogy a koncepcidval kapcsolatban az évtize-
dek alatt felvetddott elméleti és modszertani kérdéseket, problémakat mind a sajat vizsga-
lataim megalapozésa végett, mind pedig a széban forg6 ismeretanyag hianyos hazai meg-
jelenése miatt tomoren Osszefoglaljam. A koncepcid tartalmanak megismerése utan 102
orszagbol allo sokasdgon teszteltem a Zipf-torvény altalanos érvényességét, amelynek
eredményeként megallapithatd, hogy a kiilonféle becslési eljarasok igen eltéré eredmé-
nyekre vezethetnek, tovabba, hogy a Pareto-kitevd egységnyi értékének hipotézise a
legmegenged6bb becslési eljaras szerint is csupan 70 esetben volt elfogadhat6. Ezek
alapjan leszogezhetjiik, hogy a Zipf-torvény nem, ellenben a szabadabban értelmezett

10 Terra a Kozel-Kelet térségét Azsiatol kiilon vélasztja, Ausztraliat és Oceéniat Azsiahoz csatolja, valamint Dél-Amerika
alatt Latin-Amerikat érti.
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rang—nagysag szabaly érvényesiilhet a Pareto-kitevd viszonylag kicsi, 1-et is tartalmazé
intervallumaban. Az egységnyi kitevo atlagértékként valo felfogasa vizsgalataim alapjan
megallja a helyét, azonban fontos megjegyezni, hogy a becslési eljarasoktol, a rendelke-
zésre all6 adatoktdl, a vizsgalat idopontjatdl, illetve az alkalmazott kiiszobértékektol
fliggben ez kutatasonként nagymértékben eltérhet.

A Pareto-kitevok viszonylag kis intervallumban szér6dd értékei miatt azonban to-
vabbra is egyetérthetiink Fujita és szerzotarsainak (1999, 215) azon allaspontjaval, misze-
rint a varosok eloszlasi viszonyainak alakulasa egyszeriségénél fogva a tarsadalom térbe-
li szervezédésének egyik legfélelmetesebb jelensége.
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Resume

The size-distribution of cities follows a simple rule, called the Zipf’s Law, which can be considered a special
case of Pareto-distribution, where the shape parameter equals 1. In this study after a short summary of the
theoretical and methodical background of the concept which has been so far missed from the Hungarian litera-
ture, the author tests for Zipf’s Law in 102 countries. Using three parametric estimation methods, my results
showed that, even using the most compliant method, the Zipf’s Law only holds in 70 countries. Accordingly the
Zipf’s Law is not valid generally, but in a narrow interval containing 1, the rank-size rule does hold.



