PLASZTIKUS ES OSSZETETT FESZULTSEGI ALLAPOTOK VIZSGALATA
VASTAGFALU CSOVEKBEN#*

LOVASS-NAGY VIKTOR

OSSZEFOGLALAS

Szerzd jelen dolgozatéban nagy hidrosztatikus nyomds éltal terhelt vastagfali
csovekben kialakulé plasztikus és Osszetett (részben plasztikus, részben elasztikus)
fesziiltségi allapotok matematikai vizsg latéval foglalkozik. A folyési hatart meghalado
igénybevételek esetén keletkezd of és o fesziltségek meghatirozasdra a koaxidlis kor-
hengerek altal hatarolt (és végtelen hossztinak tekintett) testnek tengelyszimmetrikus
terhelés esetén fenndlld ismert egyensilyi egyenletén kivill a Saint Venant-Tresca,
valamint a Mises-Hencky féle plaszticitasi elmélet kompatibilitdsi feltételeit hasznalja fel.

A plasztikus fesziiltségi allapotot leiré fluggvényeknek minkét plaszticitasi
elméletnek megfeleld meghatarozdsa utdn szerz0 megéllapitja az Osszetett (plasztikus
és elasztikus) igénybevétel esetén a plasztikus és elasztikus részeket elvilaszté kérhenger
sugarit.
g (Jelen dolgozat egy részlotét képezi szerzé 1948-ban a Ganz Villamossagi Gyér
megbizdsa alapjan Egervary akadémikus munkatdrsaként végzett szémitdsainak.)

A miiszaki gyakorlatban elGfordul szerkezeti anyagoknak olyan igénybe-
vétele, hogy benniik a rugalmassigi hatdrt meghaladé fesziiltségek ébrednek.
Az ily médon igénybe vett testek (gépalkatrészek, centrifugalis tomegerdk dltal
igénybe vett rotorok vasteste, feliileti normialfesziiltségek altal terhelt vastag-
falu csovek sth.) egy részében tehat az anyag viselkedését mar nem kisérhetjiik
figyelemmel a Hooke-féle torvény érvényességét feltételezd képletek segit-
ségével, hanem kiilon vizsgalat targyava kell tenniink, milyen osszefiiggésekkel
frhatjuk le a testeknek a rugalmassigi hatdron tul igénybe vett részében kiala-
kult fesziiltség-eloszlasokat. '

E vizsgdlatok elvégzését a kovetkez§ gyakorlati meggondolds teszi
indokolttda : Ha el akarjuk donteni, hogy vajjon egy gépalkatrész vagy
vastagfald cs8, amelynek egy részében a rugalmassdgi hatart meghaladd
fesziiltségek ébrednek, megfelel§ biztonsiaggal bir-e a miszaki alkalmazis
szempontjabdl, meg kell dllapitanunk, hogy az illet§ testnek a rugalmassigi
hataron tul igénybe vett részében vajjon plasztikus egyensulyi allapot jon-e
létre, és hogy a plasztikusan igénybe vett rész és az elasztikusan igénybe vett
rész egymashoz viszonyitott ardnya mekkora. Ez utébbi aranybdl ugyanis
kovetkeztethetiink arra, hogy mennyiben varhaté az illet6 alkatrésztdl meg-
kivant stabilitds elérése.

* Jelen dolgozat a Ganz Villamossigi Gyar megbizdsa alapjan 1948-ban végzett
szamitdsokkal kapcsolatos matematikai vizsgilatok egy részletét képezi.
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A fentiek elGrebocsitédsa utan a kovetkezSképpen korvonalazhatjuk
azokat a feladatokat, amelyek megoldasa e dolgozat targyat képezi :

Meg fogjuk kisérelni, hogy a szilardsdgtan éltal rendelkezésiinkre bocsé-
tott elméletek segitségével olyan egyenleteket konstruiljunk, amelyek altal
leirhatdk feliileti normélfesziiltségek dltal igénybe vett vastagfalt csévekben
létrejovo plasztikus fesziiltségi allapotok. Tovabba meg fogjuk kisérelni olyan
szémitdsi eljaras kidolgozasat, amely alkalmazasdval megéllapithatjuk a plasz-
tikusan és elasztikusan igénybe vett részek egyméshoz viszonyitott ardnyit.

Ismeretes, hogy koaxialis kérhengerek éltal hatdrolt (és végtelen hosszi-
nak tekintett) testekben tengelyszimmetrikus igénybevétel esetén keletkezd
o radidlis és o tangencialis htzé-nyomé fesziiltségek a

(1) Cel s oy
dr

differencial egyenletben foglalt egyenstlyi feltételnek [1] tesznek eleget, ahol
P; az egységre vonatkoztatott tomegerst jelenti.

Az ismeretlen o, és o fesziiltségek meghatarozasihoz sziikséges tovabbi
osszefiiggést az anyag rugalmas vagy plasztikus viselkedésére vonatkozd
feltevéseinkbdl kell szarmaztatni. :

Rugalmas alakvaltozas esetén a o, és oy fesziiltségek kozotti tovabbi
Osszefiiggést a klasszikus rugalmassagtanban mindeniitt alapul vett Hooke-féle
torvény szolgdltatja, amennyiben megadja a o, és o fesziiltségek és az wu(r)

radialis elmozdulds, valamint annak derivaltja, _g@ kozotti Osszefiiggéseket :
r ,

o-r:__b_(i‘+m‘i_u)
Loaikp dr
m -+ —
£2) - . %
B du+m14.]
gp=—— [— =
: _l (dr r
m

A o és oy ezen kifejezéseit az (1) differencidlegyenletbe helyettesitve,
az u radialis elmozdulédsokat meghatérozg masodrendii differencialegyenlethez
jutunk :

m
(3) 4 (r il_’) G EARIAETE i
dr dr 7 mkl

A (3) differencidlegyenletbdl nyert wu(r) fiiggvény ismeretében o, és oy
meghatarozhaték a (2) egyenletek segitségével.

Plagztikus alakvaltozas esetén nem sziikséges az u radidlis elmozdulas
segitségével fejezni ki a o, és oy fesziiltségek Osszefiiggését, hanem az anyag
plasztikus viselkedését egy, maguk a o, és o fesziiltségek kozott fenndllé F (o, o)
plaszticitasi fliggvénnyel jellemezhetjiik a kovetkezoképpen [2]: Azanyagnak
abban a részében, melyben az elasztikus fesziiltségek behelyettesitésével nyert
F(oy, 0t) fuggvényérték egy, az anyag minGségétdl fiiggd k alland6 alatt
marad, az anyag elasztikusan viselkedik és a fesziiltségek a fenti (3) differen-
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cidlegyenlet alapjan adédnak. Az anyagnak azon részében pedig, amelyben
az elasztikus fesziiltségekkel szamitott F(o,, o) fiiggvényérték a & allandét
elérné vagy talhaladna, az anyag viselkedése plasztikusséd valik, ami mate-
matikailag azéltal van jellemezve, hogy a plasztikusan igénybevett rész mind-
egyik pontjaban

Floy, o=k

Az anyag plasztikus viselkedését meghatarozé F(o, oy) fiiggvény alak-
jara nézve tobb feltevés szerepel az irodalomban. Ezeknek szemléltetése és
Osszehasonlitasa érdekében célszerii a o, és o fesziiltségeket mint derékszogti
koordinatakat abrazolni. Ekkor az F(o, o1) = k egyenlet a o, ot sikban zart
gorbét jelent, és az anyag Osszes lehetséges elasztikus fesziiltségi allapotai a
gorbén beliil fekvo pontok dltal, a plasztikus allapotok pedig a gérbén és azon
kiviil fekv6 pontok altal vannak szemléltetve. Ha az F(o+, 0;) = k 6sszefiiggés
alapjan ot az (1) differencidlegyenletbdl elimindljuk, akkor a plasztikus
o, meghatarozasara elsérendii differencidlegyenletet nyeriink, melynek ‘altala-
nos megoldéasa tehat csupan egy figgetlen allandét tartalmaz.

A Saint Venant—Tresca-féle plaszticitdsi elmélet szerint a maximadlis
csusztaté (nyird) fesziiltségnek kell a k& hatar alatt maradnia ; miutdn a vizs-
galandé fesziiltségi allapotban a fifesziiltségek :

o, ot és 0, tehat a maximdlis cstsztaté-fesziiltség a

lor — 4| , |os| és |oy| mennyiségek legnagyobbika. Eszerint a Saint
Venant—Tresca-féle elméletnek megfelel6 gorbe, mely az elasztikus tarto-
manyt a plasztikustol elvdlasztja, az 1. dbran lathaté hatszog.

6;
3
+HK

=& +k 6

-k

1. dabra

Mint latni fogjuk, a Saint Venant—Tresca-féle elmélet szamitastechni-
kailag konnyebben kezelhetd, héatrdnydra irhaté viszont, hogy benne a
kozéps6 fofesziiltség semmi szerepet sem jatszik.

A Mises—Hencky-féle elmélet szerint a rugalmas alak-valtozasi munkat
jellemz6

(o1 — 09)% + (g — 03)2 + (03 — 04)%,

jelen esetben tehat a
(0r— o) + (07— 0)2 + (0, — 0)2 = 2(0% — 707, + 0F)

kifejezésnek kell egy allandé hatdr alatt maradnia. A plasztikus hatért, az
elasztikustél a plasztikus tartoményt elvilaszté hatdrgorbét tehat a jelen
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esetben egy olyan elhpsz1s jelenti, melynek nagytengelye a -+ o tengellyel
45°-0s szoget zar be és tengelyeinek viszonya :

_kistengely V
nagytengely
" Mint ldtni fogjuk, a M.ises—Hencky-fele elmélet alkalmazasa arénylag
egyszerii esetekben is jelentékeny szdmitastechnikai nehézségekkel jar és ha
figyelembe vessziik, hogy a Mises—Hencky-féle ellipszist a Saint Venant—
Tresca-féle hatszog (mint az el6bbinek hursokszoge) jol megkozeliti, akkor
megallapithatjuk, hogy a konnyebb szamitast igényld Saint Venant —Tresca-
éle feltevésbdl nyert eredmények tobbnyire kielégitéknek mindsithetdk.

&
3
+K

=k : Jek K2

=K

2. dbra

Ezzel szemben mér ezen a helyen rd kivdnunk mutatni arra a korilményre,
hogy a Mises— Hencky-féle feltevés elméletileg jobban megalapozott, mint a
Saint Venant —Tresca-féle elmélet, amely korilmény mar az elméletek leg-
egyszer(ibb alkalmazéasa sordn nyomban Kkitiinik.

Elasztikus fesziiltségeloszlas feliileti normalfesziiltségek altal igénybevett
vastagfali csovekben -

Alkalmazzuk az (1) egyenletben talalhaté Osszefiiggést egy olyan vég-
telen hossztinak tekintett és két koaxidlis korhenger altal hatérolt testre,
amelyet csak feliileti normal (hazé-nyomé) fesziiltségek terhelnek. Ebben az
esetben nem sziikséges az (1) egyenlet dtalakitasdbdl nyert (3) masodrendii
differenciadlegyenletb6l meghatiroznunk a o, és o fiiggvényeket, hanem a
kovetkezd egyszer(ibb eljarast alkalmazhatjuk :

Tekintve, hogy jelen esetben az egységnyi térfogatra hatéd tomegero
P, = 0, tehat :

g (TO',) gl 055 Mo 07
r

52



ami tovabba igy irhaté :
do,

dinr

(4) +Ur_0't=0-

Ha viszont a henger anyaga a Hooke-féle térvény szerint viselkedik,
akkor a o és o kozott az alabbi kompatibilitasi egyenlet irhaté fel :

(5) r & (mori— ) = (m + 1) (0 — ).
dr

Ebbdl :

Ha a (o, — o¢)-re ily médon nyert kifejezést a (4) egyenletbe beirjuk, nyer-
jik, hogy:

do, rimo-,——(r,zo,
dinr dr m-+1
azaz :
ri mry—o,+ (m -+ l)o',=0’
_ dr m+ 1
tehat :
J’i—ld(aﬂum):o.
Ebbél :

ort+o,=0C.
Ebbél o4t kifejezve : '
o= 0 — 0.

A g igy nyert kifejezését a (4) egyenletbe helyettesitve, o -re a kovetkez
elsérendi lineéaris. differencidlegyenletet nyerjiik :

do,

dinr

+ 20, =C.

A fentiek alapjidn arra az eredményre jutunk, hogy az elasztikusan
igénybevett vastagfalt csében a o, és oy fesziiltségek eloszlasat a kiovetkezd
egyenletek hatarozzik meg :

(6,.) or=C; — ;E‘
o S
7-2

7
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Az ily médon nyert fiiggvények két onkényes allandét tartalmaznak,
nevezetesen : (), és U, allanddkat ; tehat a o, és o fiiggvények altalanos,
megoldasait szolgaltatjak. Az 4lland6k meghatdrozisa a henger belsd és kiilss
paldstjara vonatkozé fesziiltségi feltételek alapjan torténik.

A or=o0(r) és o1 = oy(r) fesziiltségeloszlasokat abrazglé gorbéket
illetSleg mar a (6) egyenletek alapjan megdllapithatjuk a kovetkezdket :
a két fesziiltség Osszege allandé (o, + or = 2C,) és minthogy az r minden
hataron tal valé novekedése esetén mindkét fesziiltségi fiiggvény értékei
ugyanazon értékhez konvergilnak : (tovabbéa mivel o, — 04| monoton csok-
ken az r novekedésével) .

lim o, = lim oy = C;
r—o0 r—o0

tehat a o((r) és a o(r) fuggvényeket dbrazolé két gorbe egymdast nem metszi.
Ezt a tulajdonsdgit az elasztikus fesziltségeloszlisnak a késGbbiek soran fel
fogjuk hasznalni a plasztikus és elasztikus dllapotokat elvalasztd hengerfelulet
sugardanak meghatarozasanal.

Mint lattuk, a (6) egyenletek két tetszésszerint megvélaszthaté allandét
(O, és Cy) tar‘calmaznak tehat a o (r) és o4(r) fuggvenyek értékei kozul kettdt
tetszés szerint elSirhatunk és ezaltal a két figgvényt mar egyértelmiien meg-
hataroztuk.

Elsirhatjuk pl. a o (r) fiiggvény értékeit a belsG hengerpaldston és a
kiils§ hengerpaldston :

A Dbels6 hengerpalaston (r =17,): o(re) = oo

A kiils6 hengerpalaston (r = r)) : o/(r;) = oy

Ebbdl a O, és C, dllanddk kiszamithaték és a fesziiltségek szamara a
kovetkezd képleteket nyerjiik :

2 2 2 2
. (7/) o, = O-rl’r]. - (r,uro . Tp— Opy 71" 7'0

! 73— pd 72 — 2 r2

1 0 1 0

2 2 2 2

(7//) P OnTy — 0r70 + Trnn— 0 T 79
= . - .

r§ — 1 ri—rd 2

Tekintve, hogy r negativ értéket nem vehet fel és r, > r,, tehat a
a(ry) = oy, €és o4(ry) = o, értékek elGirdsaval a fesziiltségi fiiggvényeknek
kétféle elhelyezést adhatunk egymdshoz viszonyitva :

o, hizé vagy nulla

a) o, > oy (minden r értékre), ha o, > o { ,
_ . : oy nyomod

vagy :
. . L, o, nyomo vagy nulla
b) o, < oy (minden r értékre), ha o, <o, { ro Y \ =Y
oy, huzo
Ugyanis :
2 2
Op— Oy Toor
U-r_0't=—2 7'12 r; 021'

. r3—1rE 1

Az elasztikus fesziiltségeloszlas tehat kétféleképpen alakulhat :
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a) esel

5 v b)eset
|
Gro M
o '
el I ’y r. ra{ /-?6Lr
1 S /6’(’) o
| 3 ,
W 20 ;
3. dbra 4. dbra

Nyomott csovekben Kkialakulé plasztikus fesziiltségi allapot vizsgalata
a St. Venant—Tresca-féle elmélet alapjan

A bevezetésben ismertettiik mar St. Venant-nak Tresca kisérletei alapjan
kidolgozott elméletét, mely szerint a szilard testek képlékeny (plasztikus)
allapotaban a maximadlis cstsztatéfesziiltség az igénybe vett anyag minden
pontjaban ugyanakkora, allandé értékkel bir.

Tekintettel arra, hogy vizsgalatainkat elméletileg végtelen hosszinak
tekintett, koncentrikus kérhengerek altal hatarolt 3 dimenzids testekben axialis
szimmetridt mutaté terhelés alatt kialakuld fesziiltségi allapotokra végeztiik,
a vizsgalt test minden egyes pontjaban hdrom f6fesziiltség kiilonboztetendd
meg :

Oy =0y, Oy = Oy, 03 =0z= 0.
Tgy a f6 cstsatatéfesziiltségekre a
or— 0oy, 0p—0 és o,— 0
értékeket nyerjiik és a St. Venant-féle torvény oda médosul, hogy a
los— 0l ;s ol 5 o

értékek legnagyobbika az egész plasztikusan igénybe vett anyagban allando
értékkel bir. Ez a matematika nyelvére leforditva azt jelenti, hogy a plasztiku-
san igénybe vett résznek egy tetszés szerinti pontjaban fennall a kovetkezo
3 relacié valamelyike :

(T) lof—afl =k
(I1) ' lof| =k
(T11) ; ¥ =&,

(A tovabbiakban — tévedések elkeriilése céljabdél — a plasztikus fesziilt-
ségeket csillaggal fogjuk megkiilonboztetni az elasztikus fesziiltségektdl.)

Tegyiik fel, hogy a testre haté kiilsé terhelés, amelynek hatésdra a vizs-
galt fesziiltségi dllapot kialakul, olyan, hogy a plasztikus rész minden pontjiban
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az (I) osszefiiggés all fenn. Keressiik ebben az “esetben a pla.sztlkus részben

kialakul6 fesziiltségeloszlist meghatarozé oF = o¥(r) és of = o¥(r) figg-
vényeket.

Plasztikus egyenstlyi éllapot esetén az (I) sszefiiggés alapjan irhatjuk,
hogy : ;
(I,) - ]0’,—-0‘,1——]6 (Tt 0*-::}:]6
éspedig

of—o¥*= 4+ k, ha ¥ > o

of—=o¥=—Fk, ha of< ).
A (I') feltételbdl és az di (ro¥)— of= 0 dinamikai egyenletbél
: r
nyerjiik, hogy :
: d of=4+k
dinr

(8) : ot =+ kln>
(8") ; P o’,";tk:j:k(l—f—ln%)-

Keressiik most annak a korhengernek az r = x sugardnak az értékét,
amely hengerfelillet — Osszetett igénybevétel esetén — a plasztikus és elasz-
tikus fesziiltségi allapotokat elvalaszté hatérfeliilet. Tekintve, hogy birtokdban
vagyunk az elasztikus és az (I’) feltételnek eleget tevd plasztikus fesziiltség- -
eloszlasokat leir6 fiiggvényeknek, az « 4tmeneti sugar meghatarozasat a kovet-
kezSképpen végezhetjiik :

(Megjegyezziik, hogy az itt megéllapitott irdanyelvek dltalinos jelent8ség- -
gel birnak az x dtmeneti sugdr megallapitasat 1lletoleg minden olyan esetben,
amikor Gsszetett fesziiltségi allapottal van dolgunk és ismeretesek az elasztikus
és plasztikus fesziiltségeloszlasokat leiré fiiggvények.) :

Tetszés szerint elSirhatjuk a o, elasztikus fesziiltség értékét az r, kiilsé
sugaron, ebbdl kiadGdik a €, konstans. [(6') egyenlet.] Am a C, konstanst
meghatdroz6 Osszefiiggés tartalmazni fogja a C, konstanst is. A o tangenclahs
fesziiltség értékét ugyanis mar fizikailag nem uhat]uk el6 tetszés szerint, ha,
valahol a o, radialis fesziiltség értékét mar elGirtuk.

Tehdt a o (ry) = o, érték elSirdsa utdn is végtelen sok olyan o(r)
fiiggvény van, amely a o,(r;) = ¢, egyenletet kielégiti. (L. 5. 4bra.)

6r
6ry

o f

' r

5. dbra

56



Tetszés szerint elirhatjuk a plasztikus fesziiltség értékét az r = r,
belsd sugaron ezaltal klszaxmthatova valik a (Jz konstans. Tehat, ha a plasz-
tikus rész valamely pontjdban a of vagy of fesziiltség értékét elbirtuk,
ezaltal mar elSirtuk a méasik fesziiltségi fuggveny értékét is, tehdt a¥(r) és
o¥(r) értékét a plasztikus rész valamennyi helyen 1gV mar meg vannak hata-
rozva az r = x atmeneti sugdrnal felvett o¥(x) és o¥(x) értékek is.

Most mér az a feladatunk, hogy az ismert o¥(r) és of(r) fiiggvények
mellé kivalasszuk azokat a o,(r) és o:(r) elasztikus fesziiltségi fiiggvényeket,
amelyek az r = « helyen kielégitik a
, o{x) = U;k(x)
és

o) = of(x)

egyenleteket ; emellett a o(r) elasztikus feszultségi fiiggvénynek az el6bbiek
alapjdn az r = r, kiils6 sugaron a mar rogzitett o, értékkel kell birnia.

Tehat a feladat végiil oda vezet, hogy két egyenletet fogunk nyerni,
amelyek mindegyike két ismeretlent, tartalmaz : z-et és 02-0t Ha e két egyen-
let valamelyikéb6l C, értékét z-szel kifejezziik, és az igy nyert kifejezést a
masik egyenletbe helyettes1t]uk akkor egyetlen egyenletet nyeriink az «
dtmeneti sugar meghatarozasara.

Ha elSirjuk, hogy : o¥(r,) = oF, akkor a (8) alapjan kapjuk, hogy
a plasztikus részben :

0’,':,=:{:k1n%0

(9) x

Ebbdl nyerjiik, hogy :

r r
: ; Eln-—"— — + ¢* £ kln —
(10" ofry= + kln- +o_,:0 + o+ nro
ree k-
(10%) . of(r) =% +k (1 +1n =)

Nézziik most, hogy a o+(r;) = o7, érték elirasa eseten hogyan fog alakulni
a feszultsegeloszlas aszerint, hogy

k>0 vagy k<O.

Ezt a két lehetGséget a 6. és a 7. Abrdk szemléltetik. Meg kell jegyezniink,
hogy az (I') feltételt kielégitd plasztikus fesziiltségi allapot csak a

Q=r=g

57



intervallumban 1étezhet, ahol a g, és o, értékeket a kévetkezs egyenléségek
allapitjak meg : .

£ ’ %
Ortog)i=:0: 568 o) =0
A o, = r = p, intervallumon kiviil mir nem a ¢f — of lesz a maximdlis

s . ztatofesziiltség, azaz a vizsgalat alapjat képezd (1') Osszefiiggés érvényét
veszti.

5

7. dbra

Mindkét dbra azt a hatdresetet tiinteti fel, amikor o = Qo 6 * = @,
Az abrakba berajzoltuk a of = 0 fesziiltségi fiiggvényt is, igy szemléletesen
-demonstralhaté, hogy a vazolt plasztikus fesziiltségi allapot csalk a QW=r=op
intervallumban létezik. Mindkét abra mellé felrajzoltuk a St. Venant-féle
hatszoget és dbrazoltuk, hogy ha az r sugar értéke p,-tdél r;-ig nd, hogyan
kovethetjik a plasztikus fesziiltségek valtozasat a St. Venant-féle hatszégben.

A vazolt két lehetGség koziil azonban a k < 0 eset csak elméletben
létezik, mert beliilrél huzott és kiviilrél nyomott csévet fizikailag nem tudunk
megvalésitani. A tovabbiakban tehat csak a & > 0 eset vizsgalatira szorit-
kozunk. Tegyiik fel, hogy (ez a Tr érték: megfeleld elGirasa altal elérhetd)
azon a hengerpaldston, ahol a |of — of| =k feltétel megsziinik, (vagyis
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ahol of = 0 és of = + k) a plasztikus fesziiltségi dllapot tiistént dtmegy
az elasztikus fesziiltségi allapotba. (Mint késGbb latni fogjuk, ez nem feltét-
leniil sziikséges, mert a o,,. mas elGirdsaval elérhetjiik, hogy az (I) Osszefiiggés
érvényességének megsziintével az (I') egyenl&séget kielégit§ plasztikus fesziilt-
ségi allapot nem megy at kozvetleniil az elasztikus fesziiltségi allapotba, hanem
elébb a (IT) osszefiiggés altal eldirt fesziiltségi allapot 1ép fel novekvs r sugér
mentén és ez a masodik fajta (késébb részletesen targyalandd) plasztikus

fesziiltségi allapot megy at az r = x sugdrnal az elasztikus fesziiltségi allapotba.)

Nézziik most, hogy a of =od¥(r) és of =of(r) Osszefiiggésekbdl

kiolvashaté egyes fesziiltségi allapotok hogyan jelentkeznek a St. Venant-féle
hatszogben? Tekintve, hogy az elasztikus allapotban il el constans,
tehdt r-t6l a novekvd r sugar iranyaban haladva r-ig, a of és of fiiggvények
minden egyes értékének megfelel a St. Venant- hatszog I* vagy 1** oldalanak
egy pontja, egeszen addig, mig az r sugdr el nem éri az r = a értéket, ahol
u. i. mar of zérussd valik. Ett6l kezdve az (innentdl!) elasztikus feszultsegl
allapot minden egyes o és o értékét egy, a pozitiv o, tengellyel 135°-0s szoget
bezar6 egyenesnek a pontjai jellemzik, egészen az r = r; értékig.

Ezek utan allapitsuk meg az 2 dtmeneti sugar kiszamitasara alkalmas
eljarast, arra az esetre, ha — mint el6bb is jeleztilk — a o, értéke ugy van
rogzitve, hogy g, < & = p;. A levezetésben mdr csak a k£ > 0 esetre szorit-
kozva irhatjuk a kovetkezdket :

Ha el6irjuk, hogy o(r;) = o, legyen, akkor :

(6%
Mol_ﬁ
C
O'rl+'*2%:01.
i
Tehat :
1 1
e
: : : 2 2
g 3 —7r
(11) or=o0,—0, 7312
n 7‘2 +Tz
{115 Tt =0y + 0y —g—a-
78T
Az z dtmeneti sugdron :
r2 — a? o o
(7,20‘,1—02 W:Uro_}‘klnr_o“
rl—}—x

oy =0, +0, —O',O—l—k (1—{-111:6—0).

Az els6 egyenlethdl C,-6t kifejezve :

02=—(0',0 o+ kIn 0)

i
3 — 22
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A O,-re ilymédon nyert értéket a masodik egyenletbe beirva, nyerjik,

hogy
oh+ k(1 +ln%) = oy — (oh—n + kn 7,0)

72 . 22 rf+x2
rl—x2 5 - 22

Ezt az egyenletet rendezve a kovetkezd egyenlethez jutunk :

(12) 2oy, — o) — kx2 - krl = —2kriln ri E
: [}

Vezessiik be a kivetkezd jeloléseket :

(13) r

__zx_

Osszuk el (kr7})-nel a (12) egyenletet és alkalmazzuk a (13) jeloléseket,
akkor az dtmeneti sugar meghatarozasara szolgilé egyenletet dimenziétlanna

tettiik, és az atmeneti sugar helyett a & = rﬁ viszonyt fogjuk meghatarozni.
; i :

Az egyenlet atrendezve :
. - 2
(14) In §2:[1—2(u—x)]§2+ln§—-

Az ily médon nyert (14) egyenlet lehet&vé teszi, hogy az x dtmeneti sugar
kényelmes megallapitdsira a kovetkez6 nomogrammot szerkessziik : (8. dbra.)
Egy derékszogii koordinatarendszer vizszintes tengelyére a £2-et vissziik
fel, és akkor ebben a koordinatarendszerben a In £2 fiiggvényt egyszeril
2
In-gorbe, az [1— 2(x — x)] £§*+ In % fiiggvényt pedig egyenesek &bré-
zoljak, melyeknek az ordmatatengellyel valé metszéspont koordmata]a vala-
mennyi egyesnél In —e—- -tel egyenld, az egyenesek iranytangense peng mas és

mas, aszerint, hogy mekkora a x és a y. (Ugyanis p = r—o egy csére allandé

értékkel bir, mig 5 % és y viszonyok ugyanannal a csonel tetszés szerint valtoz-
tathaték a o, , cr,o hatarfeltételek elGirasaval. A keresett £? értéket a loga-
ritmusgorbének és annak az egyenesnek a metszéspontjai szolgéltatjak, amely

K ~ On 4 T J T :
egyenes iranytangense a x = —" és y = —* viszonyok kiszdmitdsa utdn

k
éppen [1 — 2 (x — y)]-vel egyenld.)
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thexed
k—xi‘;f
ik.— X > 7’ 53

8. dabra

A nomogramm megszerkesztését illetoleg a kovetkezdket jegyezziik
még meg :

Tekintve, hogy & e =1, (mert az z atmeneti sugir nem lehet .

nagyobb, mint az r kiilsé sugar), tehit elég a In §2 gorbét a 0< 2 =1
szakaszon megrajzolnunk.

2
Az egyenesek az ordinatatengelyt mind a In S— értéknél metszik,
2

amint mar elébb is emlitettiik (ugyanarra a csére). Marmost ez a In %— érték

mindig negativ, mert p = ?< 1 (A csé bels6 sugara nem lehet nagyobb
a kiils6 sugarnal!) 3 :

Tekintve, hogy az egyenesek iranytangense [1 — 2 (x — x)]-vel egyenld,
tehat ez az érték fogja meghatarozni, hogy lesz-e egyaltaliaban az egyenesnek
és a logaritmusgorbének a 0 << £2 = 1 szakaszon metszéspontja és hogy hany
pontban metszi az egyenes a logaritmusgorbét.

Vizsgaljuk most azt az esetet, amikor a plasztikus részben mindeniitt
a (II) Gsszefiiggés hatdrozza meg a kialakul6 fesziiltségi dllapotot, azaz :

of =t k(=L k.
Ezt a dinamikai egyénletbe helyettesitve kapjuk, hogy :
: d :
— (roy) = + k
o (ror) = £
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(15) roy= -+ kr +C
or=+tk+ (;;

Nézziik most, vajjon milyen hatarok kozott létezik a (II) feltételt
kielégit6 fesziiltségeloszlas? Ez a fesziiltségeloszlas csak ott allhat fenn, ahol

a of értéke zérus és of = - k2 vagy of = — k2 kozé esik. Tehdt a kovetkezd
két eset lehetséges :
a) V=6 ="0cf
: c [k > 0]
(16) oy = & k%‘;@
b) ci=w =10
o = — k3
% 2 C :
(17) Ur:—kl——7 [k <0].

i 6 6"

9. dbra

A of = + k feltételt kielégitd fesziiltségeloszlas csak olyan » sugarakndl
létezik, amelyek nagyobbak, mint az az r = g,érték, ahol of = 0. Ha a csé
kiilsS rétegében a fesziiltségeloszlas elasztikus, és eldirjuk a o, fesziiltség értékét
az r = r,; kiilsé sugdron, akkor az el6z6kben osszefoglalt elv alapjan most is
. megallapithatjuk annak az r =2z 4dtmeneti sugdrnak az értékét, ahol a
of = -+ L feltételt kielégitd plasztikus fesziiltségi allapot atmegy az elasztikus
fesziiltségi allapotba. A 9. és 10. dbra egy-egy ilyen oOsszetett fesziiltség-
eloszlast mutat, egyidejfileg feltimtetve, hogy a g, értéktdl az ry-ig névekvo
r sugar esetén az egyes radidlis és tangencidlis fesziiltségértékek hogyan
helyezkednek el a St. Venant-féle hatszogben. '

A of = 1+ I feltételt kielégits plasztikus fesziiltségek a St. Venant-féle
hatszognek a (IT') és (IT”) oldalain helyezkednek el, (1. a 11. abrat), éspedig
ha az r sugér értéke p,-t 6l kezdve né minden hataron tul, akkor azok a pontok,
amelyek a St. Venant-féle hatszogben a of = 4+ k feltételt kielégito plasztikus
radidlis és tangencidlis fesziiltségi értékeket jelentik, a P’-t6l a @'-hoz, illetve
a P"t6l a Q"-hoz kozelednek. Ugyanis, ha r értéke-minden hataron tal né,
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a of plasztikus radialis fesziiltség értéke -+ k-hoz konvergdl. Ha a csd kiilsé
rétegében a fesziiltségeloszlas elasztikus, az z dtmeneti sugartdl kezdve a radi-
lis és tangenmahs feszultsegek értékei -a St. Venant-féle hatszog belsejében,
egy-egy a poz1t1v of tengellyel 135°-0s szdget beziré egyenesen helyezkednek
el. (L. a 9. és 10. abrakat.)

Vizsgaljuk a tovabbiakban a (15) egyenlet altal meghatérozott plasztikus
fesziiltségeloszlast és keressiik, hogy ha a vizsgalt vastagfala csé belsd rétegében
a (15) egyenlet altal leirt plasztlkus fesziiltségeloszlas, a kiils6 részben peng
elasztikus fesziiltségeloszlas lep fel, adott hatarfeltételek mellett hogyan szé-
mithaté ki az x atmeneti sugar erteke?

¥ ~6; -6, : : ‘67,6/‘
P 7! Q'(r—e=)
4
Nee/d
X268 -6,*

~ X ot . -
I :\CIME : 6} 6',*
: 1g*! : 1 .
t 7ol 6r |
. | . Vol S S el
5 I_A___u/@"’,_-A (r +-o00)

10. dbra 11.. dbra

Eldirva, hogy o¥(r,) = o, , kapjuk a kovetkezGket :

Uro :l:k+—
0= (5 F ko

=+ b+ (AT b).
-Ha még elouJuk hogy o(ry) = o7, akkor az « &tmeneti sugar meghata-

rozéasara a kovetkezo két egyenlet irhaté fel a o,(z) = o¥(x) és oi(z) = o ()
feltételek alapjan :

: A 7.2_332
(19) gy (Ur.,:f:k)zo‘n—oz—;%—_x—z‘
" i+ 22
(197 ik:“rx-i-ozw-

A (19")-b8l 0,6t kifejezve és a (19”)-be helyettesitve nyerjiik, hogy :
r3a? r3 - x? i
PRI B p Rl

.
+h+2onFh) =on+(Fhk+oy,)
Rendezés utan az egyenlet igy alakul :

(20) rolo sy F k)22 + (£ 2krd — 20,03 x + ror3(o X F k) = 0.
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A (20) egyenletet dimenziétlannéd tehetjiik, ha mindkét oldalét elosztjuk
kr}-nal, és aztan bevezetjitk a kovetkezl jeloléseket :

z_
o
Yo
o e
(21) T _
=
o
7 =X
Az ily mdédon dimenziétlanni tett egyenlet igy irhaté :
(22) (xFDef2+2(£1—x) +oly F1)=20
Az igy nyert, é-ben vegyes misodfoka egyenlet megoldésai :
a) E>0
1— 1— 2
23) (k= +k) Era=— %iV[ ]
: : olx —1) elx—1)
by k<0 i : 5
(23")  (b=—£k) frp = iw o ]-1'
oly —-1) elx +1)

Tehat, ha adva vannak a cs§ méretei (r,, r;) és a hatarfeltételek (o7, ,

ar,), akkor a (23) képletek segitségével kozvetleniil nyerhet§a § = f—l viszony.
Hatra van még annak az esetnek a vizsgilata, amikor a plasztikus

fesziiltségeloszlas a |oF| = k torvény altal van meghatdrozva. Ez a feltetel
ketfelekeppen teljesiilhet, vagy tgy, hogy :

(T:F = O't =0
vagy pedig :

* *
=
0=o0f =0/,

Tehat plasztikus radialis fesziiltségre irhatjuk, hogy :

=4k,

amib8l kovetkezik, hogy :

d ocF=0,

dnr

de akkor :
. o,—oy =20
és
(24) of=o0Ff= +k.



Ez az eset all el6 pl. akkor, ha egy tomor hengerre minden oldalrdl
egyenletes nyomas hat. (k< 0 eset) Ekkor, amennyiben az igénybevétel
oly nagy, hogy bekovetkezik a of = of = — k eset, az illetd testben nem
jon létre egyensuly1 allapot, hanem az anyag folyni fog. Ha viszont figyelembe
vesszuk hogy a of = + k egyenlGség csak akkor allhat fenn, ha egyidejtileg :

= - k, akkor arra a megallapitasra jutunk, hogy a St. Venant-féle hat-
szijgnek TIT és I11” oldalai tulajdonképpen csak a @’ és a Q" pontban definial-
nak egy plasztikus fesziiltségi allapotot, amely — ellentétben az I', 1", IT’,
II” oldalakon fekvé pontok altal definialt plasztikus egyensilyi allapotokkal —
nem jelent egyensulyi allapotot. Tehat megallapithaté, hogy a St. Venant-féle
hatszog TI1" és I11” oldalai nem léteznek olyan értelemben, mint a plasztikus
és elasztikus fesziiltségi allapotokat elhatarolé egyenesek.

A 12. és 13. 4brak tiintetik fel a ¥ = of = 4 k, illetve a of = of =
= — k egyenletet kielégito fesziiltségeloszlasokat.

167, 6"
- e
6,6, o _?67 @ s
/, #
7T "ot k<o| =6 ok €
k>0 6.=64" L or | ‘. ot
| ' &
| — =%
| a'=0 @
r 3

12. dbra 13. dbra

Lattuk tehat, hogy a St. Venant—Tresca feltevést matematikailag
kifejez6 Osszefiiggések milyen plasztikus fesziiltségeloszlasokra vezetnek, ha
azokat a dinamika altal szolgaltatott differencidlegyenletbe helyettesitjiik.
Reamutattunk arra a tényre is, hogy a matematika altal szolgaltatott fesziilt-
ségi fiiggvények koziil csak azokat hasznalhatjuk fel plasztikus fesziiltségi
allapotok definidlasdra, amely plasztikus fesziiltségi allapotoknak elGfeltételei
fizikailag is megvalosulhatnak Osszetett (részben plasztikus, részben elasz-
tikus) fesziiltségi dllapot szempontjibdl nyomott (kiviilrél vagy beliilrdl)
vastagfala csévekben csak a plasztikus egyensulyi allapotot létesitd

(10') o¥r) =X+ k ln i

(10”) o¥r)=o¥ L k (1 +1n l)’
7o

illetve-:

(18) o) = £k + 2GR F k)

o oftr) = + &

fesziiltségi figgvények johettek tekintetbe.
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Wais |

A fenti megfontolasok utén felvethetd a kovetkezd kérdés : lehetséges-e
vajjon. hogy egy, a belsd paldston nyoméssal, a kiils§ paldston pedig htuzassal
‘igénybe vett csGben egyidejiileg hdromféle fesziiltségi allapot létezzék, azaz a
plasztikus résznek egy részében a (10) egyenletek, masik részében pedig a
(18, II) egyenletek szerinti fesziiltségeloszlas 1épjen fel? ' ‘

Eddigi meggondolasaink alapjan a kovetkezoket allapithatjuk meg:
ha a belsé hengerfelilleten akkora nyomo-terhelést alkalmazunk, hogy a
l|of — o¥| = k egyenletet kielégits, plasztikus fesziiltségi allapot jon létre:
a cs6 legbelsé rétegében, akkor ez a plasztikus fesziiltségi allapot csak azon a
korhengerfeliileten beliil létezhet, amelynek #, sugardnal of(r) =0 és
of(rn) = + k értéket vesz fel. (L. 14. abra.) Ha méarmost a o, elasztikus
radidlis fesziiltség értékét az r, kiils6 sugdron Ggy irjuk eld, hogy az x dtmeneti
sugér értéke r,-nal kisebb, vagy r,-val egyenld, akkor az I. fajta plasztikus
fesziiltségi allapot kozvetleniill megy 4t az elasztikus fesziiltségi allapotba.
Felvethet6 a kérdés, vajjon mekkora az a o, érték, amelynél o (r) =
=0oF(rn) = 0 lesz? Ezt a o, értéket a kovetkez6 médon nyerhetjiik : - ha
rp sugdrndl o (rp) = 0 és ay(rp) = + k értékeket irunk el az elasztikus fesziilt-
ségeloszlds szdmdara, akkor kiszdmithatjuk a C; és O, konstansoknak azon
értékeit, melyek mellett o(r) és o(r) ennek a kiovetelménynek eleget tesznek.
Az igy nyert o, = o(r) fiiggvénynek az r = r; helyen felvett o (r,) értéke lesz
az a o, érték, amelynél nagyobb o, eldirasa esetén az I. plasztikus fesziiltségi
allapot nem megy at kozvetleniil az elasztikus fesziiltségi allapotba, hanem
kozbeiktatédik egy olyan tartomény, ahol a (18; II) egyenletet kielégitd
plasztikus fesziiltségi allapot 41l fenn. Ehhez csatlakozik az x dtmeneti sugaron
az elasztikus fesziiltségi allapot. '

5
k4
FRE . G
S :
644‘
/l | 6}*1 [
Lok | palen
B! 5 X %
(o) e L@;g,
| - ¢ S
1/ °r, -
|/ TSN
/
-K Lk
s
%6
______{ /o

14. abra

A (14) dbran bemutatunk egy ilyen Osszetett feszﬁltségeloszlést, ahol
tehat a vizsgalt vastagfala csé legbelsd rétegében (g =7 =) a |of —of| =k

feltételt kielégitd plasztikus fesziiltségeloszlis, a kozéps rétegben a |of| = &k
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feltételt kleleglto plasztikus fesziltségeloszlas (1, = r = z), a kiils6 rétegben
pedig, vagyis az x = r = r, intervallumban elasztikus fesziiltségeloszlas 1ép fel.
AT plasztlkus és az elasztikus fesziiltségi allapotokat elvalaszt6 x sugar
értékét ugy szamithatjuk, mintha egy 7, belsé sugart vastagfalt esoviink
volna, amelyben a II. plasztikus és az elasztlkus fesziiltségi allapot 1ép fel és a
hatarfeltetelek

Thlrp) = 0. 88 odr) =6y

A 15. dbrdban is feltiintettiik az egyes fesziiltségi 4llapotok abrazoldsit
a St. Venant-féle hatszogben is.

A plasztlkus fesziiltségi allapot vizsgalata a Mlses—Hencky-féle elmélet
alapjan

A Mises— Hencky-féle elmélet, amint erre mar a bevezetésben ramutat-
tunk, energetikai meggondolasok alapjan abbdl a feltevésbdl indul ki, hogy a
plasztikusan viselked6 anyagban a harom f6 cstsztatéfesziiltség négy zeteinek
Osszege allandé értékkel bir. Tekintve, hogy vizsgilatainkat olyan kétdimen-
zi6s fesziiltségi allapotra végezziik el, melynél a hirom fifesziiltség koziil
egyik mindeniitt zérus értékkel bir, tehat a hirom £6 cstsztatifesziiltség :

(07— o) s (a7 —0); (07— 0).

15. dbra

Az elGadottak alapjin a Mises—Hencky-féle elmélet alapfeltevése igy irhaté:

(25) (07— ¥ + (oF— 0)2 4 (07— 0)2 = K?

a négyzetreemelés utén ez igy alakul :
(25a) ' oot — ofaf+ o2 = 12,

Ez az egyenlet szolgiltatja a of és oF plasztikus fesziiltségek kozott azt
az Osszefiiggést, amelyet az (1) egyenletbe behelyettesitve, megkapjuk a
ot = oi(r) vagy of = of(r) Osszefiiggést szolgaltat6 differencidlegyenletet.

A kovetkezdkben keresni fogjuk, vajjon milyen lesz a of(r) és of(r)
plasztikus fesziiltségek eloszlasa két koncentrikus korhengerrel - hatarolt,
cIméletileg végtelen hossztinak tekintett hengeres test belsejében, amelyre
a kiils6 és a belsé hengerfelilleten htiz6-nyomé terhelések hatnak.
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Az (1) egyenletbe a P, helyébe zérust helyettesitve, a plasztikus fesziilt-
ségekre is érvényes dinamikai egyenlet igy irhaté :

d
(la) %(7'0';}‘)——0';1(:0.

Ezt az egyetlen differencidlegyenletet szolgaltatja a dinamika a oF ==
= o¥(r) és of = of(r) Osszefiiggések meghatarozdsira. Rendelkezésiinkre
all azonban a fentebb targyalt (25a) sszefiiggés, amelybll o¥-ot vagy of-ot
a masik féfesziiltség figgvényeként kifejezhetjiik és az igy nyert kifejezést
az (la) egyenletbe helyettesitve, egy elsérendi algebrai differencidlegyenletet
nyerhetink, amelyet integralva megkapjuk a of = o¥(r) vagy of = o¥r)
fiiggvényt.

Tekintve, hogy az (1a) differencidlegyenlet homogén linedris és a (25a)
egyenlet baloldalan 4llé kifejezés pedig homogén mdsodfokn, szabad a (25a)
egyenletben foglalt mellékfeltételt a kovetkezdképpen normirozni: legyen

3

k? = —, vagyis :
4 &y

(25b) a?——a%?+aﬁ::2.
A (25b) egyenletbdl of-ot kifejezve :

3
(r;k—2 l Vl—a"“2

Az igy nyert eredményt az (1a) egyenletbe helyettesitve nyerjiik, hogy :
. .

(26) RN 4 ?thw P =0,
dlnr

A (25b) egyenlet, amely geometriailag szemlélve egy ellipszis egyenlete,
atirhaté a kovetkezd paraméteres egyenletrendszerré. [3]

27/ * _ sin (1 ’1)
(27 o ‘ sin ( + 5
(27") | o¥ — sin (t——%) ,

A (27) osszefiiggéseket az (1a) egyenletbe beirva nyerjiilk, hogy :

1 Vs
cos t—]——smt) + cost=0.
dlnr( 2

A valtozékat szeparilva kapjuk, hogy :

d (cos ¢t + |3 sin ¢)
cos it

+2dlnr=0,
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azaz :
dlncost+3dt+2dInr=0.

Mindkét oldalon integralva :

(28) ]nr+l2lncost+?3t+020
vagy mas alakban :

| iy
(28a) r=0C -]-/

Tekintettel arra, hogy a (28a) képletben cos ¢ négyzetgyoskjel alatt sze-
repel, a C allandé a kovetkezdképpen véalasztandé :

C= C,ha 0=cost=1
C=1C, ha —1 =cost =0.

A (27) és (28) egyenletek altal meghatdrozott plasztikus fesziiltség-
eloszldsokat az 1., 2. diagrammok szemléltetik.

Amennyiben birtokdban vagyunk a (26) differencidlegyenlet egyik parti-
kuldris megolddsat reprezentdlé két integralgorbének, a kivetkezSképpen
nyerhetjik egy tetszésszerinti In 7, of, értékparhoz tartozé két integral-
gorbét :

I.Al‘r

kell gy parhuzamosan eltolni a In r tengely mentén, hogy a két gorbeig
egymast az adott In r; , o7, koordinatidkkal biré pontban messe.

5y 213

— intervallumban a 2. és 3. gorbeagakat kell

=of =1 intervallumban az 1. és 3. gérbedgakat (1. 16. 4bra)

1. A —

az adott pontba megfeleloen eltolni, hogy megkap]uk az adott ponton dtmend
két integralgorbét.

16. dabra

1. A—1=g¢f} é_][_g intervallumban a 2. és 4. gorbedgak szol-

galtatjdk — megfeleld eltolds utdn — az Inr,, of koordinatikkal biré
ponton atmend integralgorbéket.
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Az T—1II1.-ban foglaltakkal analég médon nyerhetjiik egyik of (Inr)
gorbepar ismeretében barmely Inry, of, ertekparhoz tartoz6 partikularis
megoldast.

Az elGadottak utan még valaszolnunk kell arra a kérdésre, hogy ha
ismeretes In », , of, értékparhoz tartozé két integralgorbe, hogyan nyerhet]uk :
a hozzajuktartozé két of (Inr) fiiggvényt? Erre a kérdésre a vélasz a kovet-
kezd : :

Az adott o, értékhez két of érték tartozik, mert :

*
ot

Mérmost mindket o-,-hez ugyanaz a In r; érték t-artozvén, megszerkesztjiik
azIn ry ot/ éslnr, of" értékparokon athalado két-két oF gorbét. Ily mdédon
négy oi(ln r) gorbet kaptunk Ha az adott o gérbén klvalasztunk egy tetszés
szerinti In 7, o‘r2 koordinatakkal bird pontot e pont o¥, koordlnata]ahoz
ugyancsak ket 0% érték, nevezetesen : o-’}‘ és of,” van rendelve. A of
rajta lesz a of,'-n keresztil rajzolt két of gorbe egyikén, a of," érték pedlg
rajta lesz a of ”-n keresztiilmend ket oF gorbe egyikén. Az a két gorbe,
amely a (Inry ,of,), 1lletve a (Inr, , o},") pontokat tartalmazza, lesz az egyik
oF gorbéhez tartozé két of (In r) integralgorbe. (L. a 17—18. abrikat.)

Tehat a Inr, , a"}‘l koordmatakkal biré ponton atmend két o g('jrbe
mindegyikéhez két-két of gorbe tartozik, amint ez a (25b) egyenletbdl is
azonnal megallapithato. : :

B )

L% 180 gbra
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Az bsszetartozé oF és of gorbedgakat az elmondottak alap]an konnyu-
szerrel meghatarozhatjuk.
* Még arra a kérdésre kell valaszolnunk, hogy mi a teend§ abban az eset-

ben, ha K2 = %, ahogy mi a (25a) egyenletet normlroztuk Fkkor a (25b)

egyenlet alapjan: levezetett eredmények csak annyiban fognak valtoym hogy
o¥ és of értékeit egy allandéval osztani vagy megszorozni kell.

Vizsgaljuk most, hogy ha olyan Osszetett fesziiltségi allapotot tételeziink
fel egy vastagfalii cs6ben, amelynek megfeleléen a plasztikus részben a fesziilt-
ségek a Mises—Hencky-féle elmélet altal elGirt médon viselkednek, akkor
hogyan kell a plasztikus és elasztikus részeket elvalaszt6 korhengerfelulet
x sugarat megallapitanunk?

Ebben az esetben a plasztlkusan viselked$ hengerrészben a fesziiltségek
és a sugar kozti osszefiiggést a (27) és'(28) egyenletekbdl nyerjiik, az elasztikus
részben a fesziiltségeket a (6) egyenletek hatarozzak meg :

y: TT
(rf-zsm (t + J-)
6
Hie )
(rt*:: sin (t ! —J
6 plasztikus rész
.
.l
(BEE0
Pevrmr tonenes
|'cos ¢
C
o= 0; — —22
r : : Y
o elasztikus rész
SNERT | 2
T Cl + —13

A O, 0 és C, allanddk értékét példaul ugy rogzithetjik, hogy eldirjuk
a of figgvény értékét egy tetszés szerinti helyen és eldirjuk a o, fiiggvény
értékét két tetszés szerinti helyen, vagypedig el6irhatjuk a o és o fiiggvények
értékét ugyanazon a tetszés szerinti helyen, de ez utobbi csak elméletileg lehet-
séges, mert fizikailag nem tudunk olyan kiilsé feltételeket konstrudlni, amelyek
egy altalunk elSirt o, és oy fesziiltséget eredményeznek a cs6 kiilsé henger-
palastjan.

Tekintve, hogy mind a radidlis, mind pedig a tangencidlis fesziiltségek
folytonosan mennek at az elasztikus allapotbol a plasztikus allapotba irhatjuk,

hogy :
ofx) =of(x) és oyx) = 0f(x).
Ebbdl, és a (25a) egyenletnek ilyen alaka talakitasabol :
* 2

(Mf 43 ("_*—_ﬂ) e
. 9 : 2

&



nyerjiik, hogy :

(29) (Mr 13 (Mg"_t(x))z _ e

A Z29) egyenletb6l most mar a kovetkezéképpen nyerjitk az elasztikus
-és plasztikus részeket elvilaszté korhenger x sugarit :
Tekintve, hogy [a (6) egyenletekbdl ] :

o {r) + o(r) _ 01 és o 1) — o(r) _ _%
2 2 72
és .
o) + of@) _ . odR)—od®) Oy
2 re 2 22’

ahol a O, és C, allanddk értékeit a kivetkezd egyenletek szolgaltatjak :

(30) 01 :m 6’22—7% Q_'_fl_j_o-_l_l_ U‘rl:g-r(rl)
b
2 2 oy =odn).

A C, és O, 4llanddk értékeit a (8) egyenletbdl o, (x)-szel és o(x)-vel
kifejezve és a (29) egyenletbe helyettesitve, az r = 2 dtmeneti sugaron :

2
| C%—|~3%2=k2.
Tehat :
4 -
a2
(31) x:V 308 |
k2__02

Ha marmost elSirjuk, hogy a vastagfali csé belsé hengerpalastjan a
plasztikus radialis fesziiltség értéke : o¥(r,) = oF, és a kiils6 hengerpaldston
az elasztikus radialis fesziiltség értéke : o/(r,) = o, akkor az x 4tmeneti sugar
kiszamitdsdhoz meg kell allapitanunk, hogy vajjon melyik az a o+(r;) = oy,
érték, amelyet a (29) egyenletet kielégit o(r) fiiggvény az r, kiils6 sugaron
felvesz? Ennek az o, értéknek az ismeretében a C; és C; mar kiszdmithaté
a (30) egyenletekbdl, és az igy nyert értékeknek (31)-be valé helyettesitésével
kozvetleniil nyerhetS az x dtmeneti sugar értéke.

A (28) egyenlet atalakitdsdval kapjuk, hogy :

g — . o) +oF(r) 1 o¥ry +o¥r) 2
2Iln— = —rv s v — .
(32) 2In . V3 arc sin o7 + 5 In [1 ( ok J ]

Az r = x dtmeneti sugdron :

C = .
21In—= =3 arcsin
z 2k 2
i

of®) £ ode) 1) [1 _ (cn(x) ;; 7 () )2 ] :
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Ez az egyenlet, ha z értékét a (31) képletbdl kifejezziik, nyilvan igy
irhaté :

C: _ ooo{x) Fog(x) 1 _(odz) + olx) \?
= {3arcsin———————~+—1In [1 (——2Ic )]

2ln0—lln
2 k2—-C% 2k 2

vagy :

2 : _ 2
— m%_l nil— (ﬁ) J + 2In C =3 arc sin —C-'l—l—lln (1'— (9)
E2 k ko2 k
(33) _

Ebbé az osszefiiggésbdl, tekintve, hogy C értékét a o, = o¥(i,) feltéte
elSirdsaval mar rogzitettik,

2Inr, —{—V§ arc sin

InC = o+ i) | L ln(l _ (cr + cri"(f.,))z)]

2k 2k

o | =

a keresett o1, érték meghatirozasara a kovetkezd eljardst kovethetjik :

A (33)-bél : v
(34) 21nC:+1n%+V§arcsin%-

A (30) egyenletbdl O és O, értékeit kifejezve :

2InC =1In (G_“—,O:Q r%) _I_V§ arc sino-“ + o,
2k 2k
vagy mas alakban :
r? o rt o o o
35 In (—1 a1 A):— 3 arc sin (—'—‘+_’1)
(39) o2 2k C? 2k V_ 26 oL

Vezessiik be a kovetkezé jeloléseket :

O"tl &
L —a
ok
o

(36 . L3 —L‘:a

) 2k

ri
EZH

Akkor a (35) egyenlet igy irhaté :
" In (b§ — 2ab) = — V3 arc sin £
vagy :
(37) b — 2ab = ¢ —|/3 arcsin §.
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A (37) egyenlet alapjan lehet6vé valik, hogy a &£ meghatarozasara egyenes-
sereges nomogrammot készitsimk. Ugyanis a (37) egyenletet a X = b és
Y = 2ab jelolések bevezetésével a kovetkezd alakban irhatjuk : 3

(38) X : it A e_VEarc sin § : L7
Ha X-et és Y-t pontkoordinatiknak, -t pedig paraméternek tekintjiik,

akkor a (38) egyenlet egyenessereget jelent. A nomogramm haszndlata Ggy

torténik, hogy a konkrét feladat allandéibsl X-et és Y-t a (36) és (38) képletek

- segitségével kiszamoljuk, és akkor a nomogramm adott (X, Y) pontjan dtmend

egyenes ¢ paraméter-értéke lesz a keresett ¢ érték. Ebbdl kiszamithaté a kere-
sett oy érték és a O és O, dllandok értéke, és a (31) képlet alapjan kiszamithato.
az x atmeneti sugar értéke.

§ \

X
o
7
7

19. dbra

N

\

A (36) képletek alkalmazasat, illetSleg a & meghatdrozésira szolgdlé
nomogramm megszerkesztését és hasznalatat illetGleg sziikséges megjegyezniink
a kovetkezdket :

Ao¥r,) = o-’fo feltétel elGirdsa utan kiszamithaté a C allandé értéke :

1 . * O_* ; 1 0_* U'* 2 -
ln(’:-‘{zlnro—f—l':}arcsm m—{——ln’l—(——ﬁ*@) Jl
2 Nk 20 2. 2k f
vagy : ;
gy U';':, o U‘tk(ro)
* *
V3 L OOy,
C il rO eT- arc sin 2

4 S e
* *
l/l~"ro+ato :
2k

Tekintve, hogy a C kiszamitasara szolgilé képletben’ (a negyedik gyokok
koziil csak a pozitiv valés gyok johet tekintetbe) szerepel a tobbértéki arc sin
fiiggvény, tehat a C értékére a képletbdl elméletileg végtelen sok érték adédik.
Ezek koziil azonban csak kettét haszndlhatunk, mert egy Inr, of (In7)
ponton keresztiil két o¥ (In r) gorbe rajzolhaté. Viszont, ha e két € értéket
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. * £ 2
az arc sin O"—";;# gorbe (1) és (2) szakaszaibdl nyerjik, akkor barmely:

e kett6tdl kilonbozé C érték eloallithato, mint az (1) vagy (2) szakaszbdl nyert

Vs
Cnek és ¢2 %-nek szorzata. Ha azonban megv1zegal]uk a Mises— Hencky-féle
plasztikus fesziiltségeloszlast szolgaltato (27) és (28), ill. (28a) egyenleteket,

kitinik, hogy ha C értékének C' - e 2 "¢ véltozasa esetén thelyébe. (& — @),
irunk, akkor a (27) egyenletek valtozatlanul ugyanazt az ellipszist szolgaltat-
jak, VISZOIlt a (28a) egyenlet ugyanolyan alaLu lesz, mint a C értékének

az e 5 7 _vel val6 szorzédsa elott volt.

ro + o-fo
g e

gorbe (I) és (2) agabdl ad6dé két
O értéket meghatdroznunk. Viszont a (38) egyenlethez tartozé nomogramm
megszerkesztésénél is azt az dgat kell felhasznalnunk az arcussinus fiiggvény-

nek, amelyik dgdnak felhasznaldsival a O értékét kiszamitottuk. (Ezért két
nomogrammot készitettiink : (3a) és (3b) nomogrammokat)

Elegend6 tehat az arc sin

A St. Venant—Tresca’ és. a Mlses—Hencky-fele elméletek ssszehasonli- .
tasara megszerkesztettink egy, a St. Venant—Tresca elmélet altal leirt-
osszetett plasztikus fesziiltségeloszlast, ahol a plasztikus és elasztikus részeket

7 ’ o ’ ’ o ” , ’ xr ~ 10 %
elvilaszt6 hengerfeliilet sugaranak és a kiilsé sugdrnak ardnya : = g 5/8.*

Ha most feltessziik, hogy a fesziiltségek eloszlasat a Mises—Hencky-lféle elmé-
let hatarozza meg, és a vastagfalt csé méretei ugyanazok, mint az elébb,
valamint a o¥(r)) = o¥, és o/(r;) = o, értékek is ugyanazok, akkor a plasz-
tikus és elasztikus fesziiltségi allapotokat elvalaszté hengerfelillet sugarat,
a kovetkezéképpen szamithatjuk ki :

A O allandé értékeire azt kapjuk, hogy :
[ 0,9
In C = | vagy
l l 1b

*L. a4, diagrammot !
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Ugyanis :

Oy

és

*

6,81

Viszont :
T,

I — 0,62
k

et .31

Az a plasztikus fesziiltségeloszlas, amely megkozeliti a 4. diagrammon
lathaté St. Venant—Tresca szerinti plasztikus fesziiltségeloszlast, akkor all
el6, ha a In €' értékét a 3,16-nak vdlasztjuk. Akkor :

C=235
X = 0,116

Y — 0,62 - 0,116 = 0,072

Ebbdl azt kapjuk, hogy & = 0,8, mert a (3b) diagrammban az X =
= 0,116, ¥ = 0,072 koordinatakkal biré pont éppen rajta van azon az egye-

nesen, amely a & = 0,8 értékhez tartozik.

De akkor : o4(r;) = 0,98 -

C;= 0,8k

C, = 11,5k
61?
+hL
v
-5

1. diagramm
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+k /’f
Vi / lZ d 4
2k -
\ g SO A
2. diagramm
04
o §=10

) =

A

=09
§=08
£-07
§=06
§-05
f=04
§:02

v/ X
// ,‘_/"/f"a'i
.:///I/g-ﬁl
; £-0

3la. diagramm

3N



+ki

01

3/b. diaramm
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4. diagramm

o

TN

6[} 6/*

6’,[ 5/ ¥




/

5. diagmmrr;

Tgy a plasztikus és elasztikus részeket elvalaszté hengerfeliilet sugara :
x = b5,b, vagyis az atmeneti sugar és a kiilsé sugar aranya : ; = 5,5/8. Tehat

a Mises—Hencky-féle, bonyolultabb szdmitassal ad6dé érték viszonylag nem
sokat tér el az egyszeriibb St. Venant-féle elmélet alapjan végzett szamitas
altal nyert értéktdl, mint varhaté is volt.

TRODALOM

1. Lasd : Encyklopédie der mathematischen Wissenschaften, IV. Band, 4. Teil-
band, 359 oldalan. (T'h. Kdrmdn: Festigkeitsprobleme in Maschinenbau.) Leipzig,
1907 -1914. :

g 2. Lasd pl.: -H. Geiger—K. Scheel : Handbuch der Physik — Mechanik der elasti-
schen Korper, Kapitel 6. (A. Nddai: Plastizitit' und Erddruck.) Berlin, 1928.

3. A t segédvaltozét a or-re vonatkozé differencidlegyenletben szereplé irracio-
nalitds eltiintetése céljabdl vezettitk be. Hasonlé parametrizalast alkalmaz a plasztikus

jelenségek térgyaldsanal B. B. CoOKOJIOBCKHMI : Teopusi TJACTHYKOCTH. c¢. konyvében,
Moszkva—Leningréd, 1950.

PICCJIEI[OBAHPIE MJJACTUYHBIX U 3JJACTUUHBIX COCTOSIHUN HATIPSI)KEHUSA
B TOJICTOCTEHHBIX TPYBKAX 3

B. JIOBAII—HAb
Pegiome

B sroit pa60're aBTOP 3aHUMaercsd MaTeMaTHYeCKHM HcCCJieJloBaHHEM IJAaCTHYHBIX H
CJIOYKHBIX (‘IaCTblO JIJIACTHYHBIX, YaCTbIO anacm!mux) COCTOSTHUH HalpsiKeHHsl, yCTaHaBJIH-
BawMMUXCsI B TOJICTOCTEHHBIX prﬁkax, Hal"py}i(eHHle OonbmIUM TFHAPOCTATHYECKHUM j1laBJie-
Huem. K O1pe/ieJIeHH IO Hal’lpﬂ)KeHHﬂ G';k Hu U't, BOSHHKAIOWMUX B CJyyae HArpysok, npeBbl-
MAapmHUX rpaHduly TedyeHHsl, Kpome HM3BEeCTHOro, Cyu.lecTBleu.lGFO B Ciyvae OCGCHMMeTpd‘lHOE
NOrpy3KH, YpPaBHEHHsI pPaBHOBECHSI TeJl, OrpaHHYeHHBIX KOAKCHAJIbHBIMH IHJIMHJpPaAMH (H
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YUTAHHLIX GeCKOHEYHO AJHHHBIM), OHH HCHOJIb3YIOT Y CJIOBHS Komnamﬁunnqﬂomu TeopHil niac-
THyHOcTH CeH-Benan-Tpecka ¥ Musec-I'eHKH.

IMocae coorBeTcTBYOWEro 00eHM TEOPHSIM IJIACTHYHOCTH onpeueneﬂuﬂ q)y}muuﬁ
ONUCBHIBAIOIUX MJIACTHYHOE COCTOSIHME HAMNpPsDHKeHHs, aBTOP Onpejenser B cliyuae CJIOXKHOH
(N1acTHYHOM M 3/1acCTHYHOH) HAarpysKH pajHyc KPYyrioro HHJHHAPA, Pasfelsiomiero IJiacTuy-
Hble W 93JIaCTHYHLIE YacCTH. :

Hacrosimas paGora - wacThb HCUMCJIEHHH aBTOpa, BBHIIOJHEHHLIX B 1948 r. Ha ocHoBe
HaKasa JurekTpuueckoli dabpHKH HM.[aHUa, B KauecTBe COTPYAHHKA aKajeMHKa 3. 3repBapH.

SUR LES ETATS DE TENSION PLASTIQUES ET ELASTIQUES
DANS LES TUYAUX A PAROI EPAISSE

V. LOVASS—NAGY
Résumé

Dans cet article auteur s’occupe de 'examination’ mathématique des états de
tension plastiques et composés (partiellement plastiques partiellement élastiques) quise
présentent dans les tuyaux & paroi épaisse chargés d'une grande pression hydrostatique.
Outre I'équation d’équilibre connue qui a lieu dans le cas d’une charge axiellement
symétrique des corps limités par des cylindres circulaires coaxiaux (et considérés comme
d’une longueur infinie) 'auteur fait usage pour déterminer les tensions qui se présentent
au cas des charges dépassant la limite de fluxion, des conditions de compatibilité de la théo-
rie de plasticité de Saint-Venant—Tresca, ainsi que de la théorie de plasticité de Mises—
Hencky.

Aprés avoir déterminé les fonetions décrivant ’état de tension plastique conformé-
ment aux deux théories de plasticité, I'auteur détermine le rayon du cylindre circulaire
qui sépare les parties plastiques des parties élastiques dans le cas d'un effort composé
(plastique et élastique).

L’article présent forme une partie des calculs que l'auteur a effectués en 1948
sur la base d'un mandat re¢u de la part de I'usine d’éléctricité Ganz, comme collaborateur
de E. Egervary.
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