KOMPRESSZOROK ES LEGTARTALYOK RACIONALIS MERETEZESE
UZEMEK SOURITETT LEVEGOVEL VALO ELLATASARA

RENYI ALFRED

OSSZEFOGLALAS

A dolgozat a kévetkezé probléma megoldasat tartalmazza : Egy tizemben tobb,
stiritett levegével miikods gép miikodik, a gépek véletlenszerlien lesznek be-, illetéleg
kikapesolva. A stiritett levegdt egy kompresszor szolgaltatja, amely egy tartalyt tolt fel ;
a fogyasztok a tartdlybol kapjik a stlritett levegét. Ha a tartalyban egy bizonyos v,
hatart meghalad a légnyomas, a kompresszor automatikusan kikapesolédik és esak akkor
kapesolddik be, ha a nyomés egy bizonyos v, < »; hatér ala siillyed. A feladat abban
all, hogy meghatérozzuk, mekkoranak kell lennie a kompresszor teljesitéképességének
ahhoz, hogy a nyomaés a tartilyban gyakorlatilag soha ne siillyedjen egy bizonyos vy < v,
hatér ald, amely még elegendd a gépek zavartalan miitkédésének biztosit sdhoz. A prob-
léma megolddsa valdszintiségszémitdsi moddszerekkel, mégpedig a Markov-féle lancok
elméletének felhasznaldsdval torténik. — Az eredmények grafikus forméaban vannak
abrazolva, ugy, hogy adott fogyasztés- és tartdlyméret mellett a grafikonbdl szémitas
nélkiil leolvashat6, hogy a kompresszort hogyan kell méretezni.

Az ebben a dolgozatban targyalt problémival a Gépipari Tervezd Intézet
felkérésére foglalkozott az Intézet. A probléma jelentéségét az adja meg, hogy
ha kompresszorok és légtartalyok méretezésénél a valdszintliségszamitas alkal-
mazasan alapulé pontos szamitdsokat végziink, ezdltal Gj iizemek létesitésénél
jelentds megtakaritdsokat lehet elérni. A probléma elméleti szempontbdl
ahhoz a problémakorhoz tartozik, amellyel az el6z6 dolgozat [1] foglalkozik :
itt is véletlen ingadozasokat mutaté energiafogyasztasrél van sz, A probléma
specidlis jellegét az adja meg, hogy egyrészt a siritett levegbvel dolgozéd
fogyaszték (dongoldk, prések stb.) nem kozvetleniil a kompresszorbdl kapjak
a sliritett levegdt, hanem egy légtartaly van kozbeiktatva, amelynek feladata
éppen abban &ll, hogy a fogyasztas véletlen ingadozasait kiegyensulyozza,
masrészt pedig, hogy bizonyos részleges automatikus szabalyozas is torténik,*
amennyiben a kompresszor automatikusan kikapesolddik, ha a nyomas a 1ég-
tartalyban egy bizonyos fels§ hatart tulhalad és csak akkor kapesolédik auto-
mavikusan ujbdl be, ha a nyomas a légtartalyban egy bizonyos alsé hatéar ala
silllyed. Mar itt felhivjuk a figyelmet arra, hogy miszakilag lehetségesnek
latszik a bereridezés teljes automatizalasa, aminek kétségkivil nagy elényei

* Ennek kovetkeztében 1épnek fel a probléma térgyaldsandl sajatsagos matematikai
nehézségek, mégpedig, hogy a légtartdly 4llapotvéltozésai nem alkotnak egyszer
Markov-lancot, hanem csak 0. n. mésodrendii Markov-lancot.
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volnanak.* Kzt a lehetlséget azonban itt csak felvetjiik, a matematikai
targyalasban csak a részleges automatizalis esetével foglalkozunk.

A tulajdonképpeni feladat, amivel a dolgozat foglalkozik, a kovetkezs :
meghatarozandd, hogy adott légtartilyméret és adott fogyasztas mellett milyen
teljesitEképességli kompresszorral lehet biztositani, hogy a tartalyban a lég-
nyomas gyakorlatilag soha se siillyedjen azon hatir ala, mely még elegendd
a gépek mikodtetéséhez. Ezt a problémat bizonyos — gyvakorlatilag meg-
engedhetd — egyszer(sits feltevések mellett oldottuk meg.

A probléma miiszaki vonatkozésait illetlleg értékes atmutatisokat
kaptunk Sors Ldszlé mérnoktdl, a GIRTT munkatarsatél ; ugyanesak & volt az,
aki felismerte, hogy a szobanforgo kérdés pontos 1nego]dészihoz matematikai
médszerek alkalmazdsra van sziikség, mindezért-eziton koszonetet mondunk
neki. Koszonet illeti Takdcs Lajost, Intézetiink munkatarsat, akivel ezen
munka készitése kozben a felmeriilt problémakat megvitattuk és ezek soran
tébb olyan megjegyzést tett, melyeket munkdmban fel tudtam hasznalni.

Az 1. § tartalmazza a problémd matematikai formaba valé ontését, és
elvi megolddsat, a 2. § a részletes szamitdsokat. A szamitisok eredményét
grafikonok formajiban abrizoltuk, tigyhogy az eredmények gyakorlati alkal-
mazdsa sordn a kivant eredmény minden szamitas nélkil a grafikonrdl
leolvashaté legyen. Ezeket a grafikonokat a dolgozat végén kozoljiik.

A 3. § néhany megjegyzést tartalmaz a dolgo&atban targyalt problémival
kapesolatban.

1. §. A probléma matematikai formdban valé megfogalmazdsa

Tegyiik fel, hogy egy tizemben N »fogyasztS« (dongold, prés, stb.) miksdik
sliritett levegGvel, amelyek — amennyiben m{ikodnek —id8egységenként ugyan-
annyi slritett leveglt fogyasztanak. A fogyasztokat idénként bekapesoljik,
majd kikapesoljak. Jeloljik a ¢ id6pontban miikodd gépek szamat ¢&;-vel;
& értékét csak t olyan értékeire fogjuk vizsgélni, amelyek egy idJegység egész-
szamu tobbszorosei, vagyis a ¢ =0, 1, 2, ... értékekre. Az idGegység meg-
valasztasaval, amely itt igen lenyeges kés6bb fogunk foglalkozni. Feltessziik,
hogy a gépek ki- és bekapesolddasai csakat = 0,1, 2, ... idépontokban tértén-
hetnek, vagyis a ki- és bekapesolasok idGpontjait mindig egészszamma kerekit-
jik ; ha az idSegységet elég kicsinyre valasztjuk, ez nem jelent lényeges elha-
nyagolast. Ugyanagy, mint az el6zé dolgozatban [1], belathato, hogy az egy-
idejlileg m{ik6ds fogyaszték szdma binomidlis eloszldst kovet, mégpedig ha

annak valdszintiségét, hogy egyidejiileg n fogyaszté milikddik, P,-nel jeloljiik,
ugy**
(1.1) V(€ =n) — P, = (N) P — PN (=01, ),

*Erre a lehetOségre H. Steinhaus lengyel matematikus hivta fel figyelmemet
amikor 1952 szeptemberében Wroclawban a sztochasztikus folyamatokra vonatkozd
konferencidan tartott eldadésomban tébbek kozott jelen dolgozat eredményeit is ismer-
tettem. .

** V(A)-val az A esemény valdszinliségét jeloljuk.
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2 jelentiegy fogvasztd bekapesoldsanak idébeli valoszintiség-

7
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1S
slirliségét és — az dtlagos miikodési idét. Ha feltessziik, hogy a miikodési

id6k exponencialis eloszlastak, Ggy a &, &, ..., &, ... valdszinfiségi val-
tozék Markov-féle ldncot alkotnak, vagyis, ha ismerjik §&; értékét, gy & 4.
feltételes valészinliségeloszlasa fiiggetlen attél, hogy &, &;, ..., &¢—1 Milyen
értéket vettek fel. Ez abbdl kiévetkezik, hogy exponencialis eloszlas esetén
annak a valdszinfisége, hogy egy gép, amely ¢ id6pontban miikédots, ¢ 4
idépont elott ki legyen kapesolva, nem fiigg attél, hogy a ¢ id6pontot meg-
el6zben a gép mennyi ideig miksodott. Ugyanis ha F(i) jelenti a miikédési id8
val6szintiségeloszlasat és a gép a f, < ¢ idépontban kezdett miikodni, ugy a
keresett valosziniiség

F(t +1—ty) — F(t—1,)

1.2
(1.2) 1— F(t—t,)

és ha F(t) = 1 — e #t Ggy ez a kifejezés 1 — e7#*-val egyenld, vagyis nem
fiigg (¢ — £,)-t6l ; ezzel szemben minden mads esetben ez a kifejezés fiiggeni fog
(t — 1,)-t6l, ennélfogva a valdszinfiségi valtozok akkor és csak akkor alkotnak
Markov-lancot, ha a miikddési id6k exponencidlis eloszldstalk.

Tegyiik fel, hogy minden fogyasztd, ha miikodik, ugyanannyit fogyaszt,
mégpedig iddegységenként o liter levegdt,* feltesszitk tovabbé, hogy a fogyasz-
tas fiiggetlen a tartalyban 1évé levegd nyomasitdl. Mivel a gyakorlatilag el§-
fordulé nyomasingadozisok nem tul nagyok, ez a feltevés nem jelent lenyeores
elhanyagoldst. Feltessziik tovabba, hogy ha a tartdlyban 1év§ levegd nyoméasa
egy bizonyos v; atmoszféra hatért talhalad, a kompresszor automatikusan
kikapesol és esak akkor kapesol be ujra, ha a nyomas bizonyos v, << v, hatér
ala siillyed. A gyakorlatban iltalaban megadjak a tartély normal nyoméasat,
amelyet v-vel jel('jliink és a szabalyozé berendezést tigy épitik, hogy v, kb.
109,- ‘kal vagy még kevesebbel legyen nagyobb, v, pedig 10%,-kal vagy még
kevesebbel legyen kisebb, mint ». A » normdl nyomésértéke a gyakorlatban
7—8 atmoszféra, mi a v = 8 atmoszféra esetre végeztiik el a numerikus sza-
mitésokat. A tartély Grtartalmat kobméterekben jeloljilk W-vel, ez esetben
tehdt a kompresszor kikapesol, ha a tartdalyban 16v3 levegl mennyisége eléri az
1100 v W litert és bekapesol, ha 900 v W literre siillyed. Nevezzink o liternyi
levegét 1 adagnak, igy tehdt a kompresszor kikapcsol, ha a tartalybani

1100
HO000H = H,-nél tobb radage levegd van, és bekapesol, ha a tartdlyban

(73
90
1évé levegs kevesebb, mint Hy = =~ :”— adag. Tegyiik fel, hogy a kompresz-

szor — ha miikédik — idSegységenként ka liter levegGt nyom be a tartalyba.** .
Jelentse 7; a ¢t id0pontban a tartdlyban 16v3 levegGadagok szamat (tehat

a tartalyban 1év( levegl mennyisége a ¢ idGpontban »;a liter). Az v valészinil-
ségi valtozok altal alkotott (diszkrét) sztochasztikus folyamat nem egyszer,

* 1 liter levegdn itt és a kovetkezSkben mindig 1 liter 1 atmoszféra nyomésfl

levegét értunk.
** A kovetkezOkben a szdmitdsok egyszertisitése céljabol feltessziik, hogy k egesz

szém; ez nem jelent lényeges megszoritast.
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hanem mdsodrendd Markov-lane : ez teszi a problémat matematikai szempont-
b6l bonyolulttd. A kovetkezGkben ugyanigy, mint £, esetében, az 7; valtozot
is csak ¢ nemnegativ egészszamu értékeire vizsgaljuk, vagyisa ¢t =0,1,2, ...
idépontokban. Mivel az idGegységet altalaban igen révidre valasztjuk, (altala-
ban néhiny mésodpercnek, de legfeljebb 1 percnek) gyakorlatilag ez meg-

engedhet§. Ez esetben tehat az mg, 14, 19, - . . valdszinliségi valtozok sorozata-
10000 W
val foglalkozunk csak ; feltessziik, hogy », = H = __av__ egész szam,

Ami az automatikus szabalyozast illeti, ezt a matematikai elméletben a kovet-
kezlképpen vessziik figyelembe : Feltessziik, hogy a kompresszor a ¢ id6-
pontban (¢ =1, 2, ...) kikapesol, ha n;,—; = H, de m > H, tovabbi, hogy
a kompresszor a ¢ idGpontban bekapcsol, ha my_y > H, de v = H. Mivel
feltevésiink szerint k egész szdm, tehat n; egy idbegység alatt mindig egész
szammal valtozik meg és vy = H is egész, tehat 7; csak egész szamu értékeket
vehet fel; ilyen médon tehat, ha v_; = H és v, > H, gy 7 lehetséges értékei
H4+1,H+2, ...,H+k mig ha ny_y > H és m: = H, Ggy ¢ lehetséges
értékei H, H — 1, ..., H — N + 1.* Az egyidejiileg miikodé gépek atlagos
szama (1) szerint xvl_\:)\—u = Np, igy tehat ha +;_; = H, Ggy v varhaté
értéke. = H — Np, mig ha ;1 = H, ﬁgy ¢ varhaté értéke << H + k — Np.
Nyilvanvalé, hogy a kompresszor csak ugy tudja ellatni a fogyasztast, ha
k > Np; a probléma éppen abban van, hogy meghatirozzuk, hogy k értékét
mennyivel kell nagyobbra Valasztanl Np -nél (azaz mekkora kell, hogy legyen

N
_k£ < 1 hanyados), hogy a légnyoméis a tartdlyban gyakorlatilag soha-
sem siillyedjen egy olyan v, érték ald, amely alatt a nyomas mar nem elegendé

N . ,
a gépek miikodtetéséhez. ** Az 1 — —kﬂ = ¢ szam a beépitendd kihaszndlatlan

kapacitds: ennek meghatarozasa a dolgozat célja. Marmost tehét az elmondot-
tak értelmében a kikapesolds idSpontjéban a tartdlyban 1évé levegbadagok
varhaté szdma H + k — Np-nél nem nagyobb, mig a bekapesolas id6pontjiban
a tartdlyban 1év3 levegGadagok szdmdnak varhaté értéke H — Np-nél nagyobb.
Latni fogjuk, hogy a gyakorlatban el6fordulé esetekben k értéket alig kell
nagyobbra vilasztani Np-nél és mindenesetre £ << 2Np, tehat a kikapcesolds
idSpontjaban < H +4 Np, a bekapecsoldsnil > H — Np adag levegé lesz a

H
tartaiyban ; ha tehdt az idéeqységet gy vdlasztjuk meg, hogy Np = To legyen,

gy az automatikus szabdlyozdst a vdlasztott matematikai modell hilen titkréze
vissza, hiszen a kikapesolds nagy valdszinliséggel 1,1 H adag alatt, a bekapesolds
0,9 H adag felett fog torténni. Igy példaul, ha a tartdly Grtartalma W = 40 m3,
a normal nyomas 8 atmoszféra és a fogyaszték szama 200, egy fogyasztd
masodpercenként 50 liter levegdt fogyaszt és a gépck dltalaban 509,-nyira

1 H
vannak kihasznilva (79 = —), ugv Np =100 és igy az Np < 0 feltétel

* Feltessziik, hogy H > N azaz ha a tartalyban normél nyomés van, agy a tartdly
levegémennyisége 1 idbegységre még akkor is fedezi a fogyasztést, ha az 6sszes fogyaszté
miikédik és a kompresszor &ll.

** Ezt a nyomést a kévetkezbkben 6.5 atmoszféranak vessziik.

108



ot 320,000
azt jelenti, hogy H = --

” > 1000, ha = jelenti sec-okban a valasz-
50t
tott idGegységet; ez esetben tehat kell, hogy T < 6,4 sec legyen és igy 6 sec-os
idGegység ez esetben megfeleld (ekkor a = 300 liter). Hasonléképpen lehet
minden esetben a helyes idGegységet megvalasztani.

Marmost vizsgaljuk meg, milyen Osszefiiggés all fen & és m kozott.
Nyilvanvalé, hogy

m+k—§& ha n=H

1.3 :{
( ) Ti+1 Nt — fh ha ’T]t > H

Bevezetve az

y—2x+k ha y=H

(1.4) : f(x,?/):{;/__x. ha yv>H

kétvaltozds fiiggvényt, fennall tehat a kovetkezd osszefiggés

(15) T]t+1:f(§l’7)t) (t=0>172"")'

Mint méar emlitettiik, az n; véltozék nem alkotnak egyszerii Markov-
lancot, hanem 4. n. masodrendi Markov-lancot, vagyis adott 7 érték mellett
Mt+1 értékére vy értéke befolyassal bir, de vy, 15, . . ., M1—2 értékei mar nem.
Ezt a kovetkezOképpen lathatjuk be: mivel ny1 =mnr + K — & vagy
Ne+1 = M — & aszerint, hogy v, = H vagy nt > H; tehat adott 7; mellett
me+1 6rtéke csak & erteketol figg. Mivel mésrészt n; = 11 -+ £ — &1,
illetve v, = m;_1 — & 1 aszerint, hogy ny—1 = H vagy v—1 > H, tehat ha
7 é8 1;—1 adva vannak, Ugy ezaltal & 1 egyértelmiien meg van hatarozva és
igy nem fiigg vy, 7y, ..., -2 értékeitdl. De viszont a §; valtozék Markov-
lancot alkotnak és igy ha &,_ 1 értéke adott, tgy &; feltételes eloszlasa nem fiigg
€o» €1> - - +» Et—2 6rtékeitdl, ennélfogva nem figghet ng, 1, - . ., Mr—2 értékeitdl
. sem. Masrészt kiillonb6z8 7, értékeknek killonbozd £,y értékek felelnek meg,
tehat 7,1 értékének feltételes eloszlasa adott v mellett még fugg 7 _; érté-
kétol.

Figyelembevéve, hogy a &, &, ..., €n, ... valtozék Markov-ldncot
alkotnak, kénnyen belathatd, hogy a {, = & +-4n; komplex értékii valtozdk
(6 = }J/— 1) is Markov-lancot alkotnak.* Ugyanis, ha {; = £ + tn; értékét
ismerjiik, dgy.ismerjik kiilon-kulon & és v értékét, ezek egyiitt egyértelmiien
meghatdrozzak ;.1 értékét, mig & ., kiilonbozd értékeket felvehet, de ezek
valészin{iségeire kizardlag §; értéke bir befolyassal, £ j =0, 1, ... ¢ — 1)
nem és igy S (=0, 1,... t— 1) sem. [Hasonlokeppen Markov-lancot
alkotnak a Q, = &t + imr41 valtozdk is, hiszen ha (F értékét ismerjiik, agy
ismerjiik & és 41 értékét és igy arra, hogy (For = Ere1 + imree kulonbom
lehetséges értékeit milyen va]észim’iségekkel veszi fel, ¥, %, ...(F
értékei semmilyen befolyassa] nem birnak, mivel & .4 ertekere csak & erteke
birhat befo]yabsal mig ha &4 ismeretes, gy 72 = f(§t+1, 1r+1) @ szintén
ismert 7.1 érték altal egyértelmlien meg van hatarozva.] Mivel v, = I({;)
({(z)-vel a z komplex szam imaginarius részét jeldljik) tehat az v, sztochasz-
tikus folyamatot elGallitottuk, mint egy komplex értéki{i Markov-lanc vetiiletét

*A L =& —+— ine valtozék helyett beszélhetiink a (&, m) koordindtakkal bird
&4, nq) sikbeli viltozé pontrdl is.

109



az imaginarius tengelyen. Ez lehet8séget nyujt arra, hogy 7 vizsgalatinal
— bar az 7; valtozék nem egyszerii, hanem masodrendt Markov-ldncot alkot-
nak — az egyszer(i Markov-lancok elméletére tamaszkodjunk.*

A {; viltoz6 lehetséges értékei az z + iy komplex szdmok, ahol
x2=20,1,2,... Nésy = H + K szintén egész szam. {; tehat minden esetben
a komplex szamsik valamely racspontjanak megfelel§ komplex szdmmal
egyenld. A=« -+ 3y, 0 = =N y = H + K értékek a vizsgalt rendszer
egy-egy dllapotdt jellemzik.

A tartalyban 1év6 leveg8mennyiség nyilvanvaléan nem lehet negativ,
ennek megfelelden a valdsagban v, = 0. Gyakorlatilag természetesen még az
sem engedhet§ meg, hogy m: = 0 legyen, s6t, azt kell elérni, hogy v = H,
legyen ; ahol H, = ]—'(—)-(L(;ViI—‘ - és v, jelenti a mfiiszakilag megengedhets leg-
kisebb nyomist, amely még elegendd a gépek miikodtetéséhez. A k szdmnak
(azaz a kompresszor-kapacitdsinak) megfeleld megvalasztasaval éppen azt kell
elérniink, hogy m; értéke .1-hez igen kozeli valésziniliséggel ne siillyedhessen
H, ald. A matematikai modell elvben nem zirja ki, hogy 7; H-nal kisebb
értékeket, (sOt negativ értékeket) is felvehessen, ennek azonban a mondottak
értelmében olyan elenyész§ kis valészinlisége lesz, hogy az semmilyen jelentd-
séggel nem bir. ‘

AL (t=0,1,2,...)valtozékbdl allé Markov-lanc mint kénnyen belat-
haté, a kovetkezd tulajdonsigokkal bir :

a) barmely allapotbdl barmely mis allapotba megfelel pozitiv valészi-
niiséggel el lehet jutni ; ebbdl kovetkezik, hogy a {; Markov-lanc irreducibilis.

Bizonyitds : Tegyik fel, hogy & = x és n = y és az & + 1y allapotbél
el akarunk jutni az u + v allapotba. Mivel &; = x feltétel mellett a £, = &’
eseménynek z' minden szambajivl értékére pozitiv valdszinfisége van, ha
¥y = f(x,y) Ggy négy esetet kell megkilonboztetni :

1.)3 y=H, v=y"+1k
ebben az esetber az dtmenet pozitiv valészinliséggel két 1épésben megtortén-
het, ugyanis pozitiv valésziniisége van annak, hogy

L1 =(y +hk—v)+iy és (ueo=u+if(y +Ek—v,y)=utiv

legyen '

2.) y>H, v=y
ebben az esetben is pozitiv valészintiséggel lehetséges az atmenet két 1épésben,
ugyanis :

L= —v)Fiy és (pe=u+if(y —v,¥y)=u+w

pozitiv valdsziniiséggel fordulhat els. -

3.) » ¥y >H, v>y

* Kz a médszer igen sok més esetben is alkalmazhaté ; ha egy nem-Markov-tipusii
7t sztochasztikus folyamat eléallithaté n = F({;) alakba, ahol {; Markov-folyamat és
F(z) egy-egyértelmii transzformacid, ezt az illeté folyamat markovizdldsdnak nevezziik.
Ennek a kérdésnek altaldnos targyalasave.l mas helyutt fogok foglalkozni. Magasabbrendi

Markov-lancok tédrgyaldsinak egyszerti Markov-lancokra valo visszavezetését illetdleg
lasd H. Wold munkéjat [2].
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ebben az esetben hdrom lépésben lehetséges az dtmenet, ugyanis két 1épéssel
atvihets a rendszer a v — H — 1 4 «(H + 1) allapotba, amelybdl egy 1épéssel
elérhet6é az w -+ v dllapot. -

1) yv=H v>y +Fk.

Ebben az esetben van olyan r szdm, hogy v =y’ + vk és igy &i11 = E142 =
=...= 5H r = Oesetben r ]epesben a rendszer olyan allapotba keriil, amelyre
az 1 2. és 3. feltevések egyike mar teljesiil és igy legfel]ebb r -+ 3 lépéssel
p()thlV valészintiséggel elérhetd. az u -+ v allapot.

b) A rendszernek nincsen periodikus dllapota, azaz olyan 4allapota,
amelybe valé visszatérés r 1épésben csak Ggy torténhet meg, ha r oszthatéegy
bizonyos D > 1 egész szdmmal (az dllapot periédusdval).

Bizonyitds : A k + iH allapot azzal a tulajdonsaggal bir, hogy pozitiv
valészinilisége van annak, hogy ha {; = & + ¢H, ugy (i1 = {; legyen, mivel
f(k, H) = H. Ha most.a rendszer az x -+ ¢y allapotbdl r lépéssel vihetd a
K 4 ¢H allapotba és onnan s lépéssel vissza az 2 - ty dllapotba, Ggy a K + ¢H
allapotba még egy lépésen it ott tarthaté és igy @ + 4y dllapotba visszatérhet
egyrészt r 4 s, masrészt r + s + 1 1épés alatt ; de akkor I osztéja mind
r - s-nek, mind r + s + l-nek, tehdt 1) = 1.

c) Ha L > Np, ugy minden dgllapot rekurrens és nem nulla dllapot (azaz
a rendszer barmely allapotbdl elGbb-utébb 1 valésziniiséggel visszajut ugyan-
abba az allapotba és azon lépések szdmanak va,rhato értéke, ami alatt ez meg-
torténik, véges).

Ugyams (I. [4]) altalanos tételekbdl kovetkemk, hogy elég kimutatni,
hogy létezik egy rekurrens nem-nulla dllapot. Ha ilyen 4llapot nem léteznék,
ugy bevezetve a

Pl = V(Cn =1+ im = h + if)

e Olést* m P,,J,,,, = 0 volna, A, §, I, m minden értékére. Azonban akkor
n—

fennillna, hogy

’

1Mz

H+k N
(1.6) On N P >0,
' =H+1

1

Kimutatjuk azonban, hogy ez lehetetlen, g, ugyanis annak a valdszinfiségét
jelenti, hogy a kompresszor nem mikodik a ¢ = » idGpontban, feltéve, hogy
a t = 0idépontban £, =h és m, = j volt. Fennall a kovetkezs osszefiiggés :

(1.7) M(1n11) = M(mp) + en(—=Np) + (1 —@n) (k— Np),
ahol M(.) a zardjelben 4ll6 valdszinfiségi valtozé vdrhatd ériékéi jeloli, és igy
(1.6)-bdl kovetkeznék, hogy

hm [M(nps1) — M(nn)] =k —Np >0

* V(A/B) az A esemény feltételes valdsziniliségét jelenti a B feltételre vonatkozolag.
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azaz, hogy

mMﬂl___k

n—yo0 n-+1 —Np>0

ehat hogy ,
nl’i_TwM("’?nJrl) = -+ oo.

Ez azonban lehetetlen, hiszen v, 1 = k 4+ H tehat M(n,.1) =k + H.
Ily médon az (1.6) feltevés ellentmondasra vezetett ; ezzel viszont be van
bizonyitva, hogy van rekurrens nem-nulla allapot, amibll — mint mar emli-
tettiik — kovetkezik, hogy minden &llapot ilyen. EbbSl megint csak ismert
tételek segitségével (lasd [4]) kovetkezik, hogy a {n Markov-linc minden
dllapota ergodikus, tehat 1éteznek a

lim P
i, 4 hitm

hatarértékek, A, j, I, m minden szambajovs értékére és ‘ezek a hatarértékek
nem fiiggnek h és j értékétdl, azaz irhatjuk, hogy

(1.8) Jim PR =10y,

De akkor léteznek a

N N .
. ny _ 1 _ . e o
(1.9)  lim l};",o Piljim = lim V(n, =migy =h + i) _’,§, Hyp =11

hatarértékek is, azaz az n, misodrend Markov-lanc minden allapota is ergo-
dikus. Eppen ebben 4ll a nem-egyszerti Markov-lancok markovizalisanak a
jelentOsége: ezzel a médszerrel ki lehet mutatni az allapotok ergodikus jellegét.
Feladatunk  marmost a II, valdszinliségek meghatarozdsa. Az egyszeriiség
kedvéért feltehetjiik, hogy &, = 0 és 1, = H, ez nem jelent lényeges megszori-
tast, ez a feltevés azt jelenti, hogy a ¢ = 0 id6pontban a tartilyban a nyomas
a norm4l szinten &ll és egy gép sem miikédik. A kévetkezSkben ezt hallgato-
lagosan feltessziik, anélkiil, hogy kiilon hangstlyoznank.

A jelolések egyszeriisitése céljabdl a kovetkezOkben a tartdlyban 16vé
nyomast azaltal jellemezziik, hogy megadjuk, hogy hany adaggal van kevesebb
levegd a tartalyban, mint abban az esetben, ha a nyomas maximalis,  vagyis
bevezetjik az nf = H + k — n; j valtozokat, és a (stacionér allapotra vonat-
kozd)

(1.10)  Ap = lim V(nf=m) = Jim Vigg=k+H—m)=0n ik m
jelolést, (1.3) értelmében az «f véaltozdkra a kovetkezd Osszefiiggés all fenn :
N\ :

[7‘;lf~—K—{—§, ha +F=k

. ¥k .
(1.11) ' (LSSl S ha 7% < k.
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Ebbdl kovetkezik, hogy fennall a kovetkezd Osszeflggés :

k—1

(1.12)  V(nfa=m) = 3 V(nt=0 V(g = m—lri=1) +

=0

m+k

X V=0 V(g = mp k— U =1)
1=k
(m=0,1,2,...).

Ezen a ponton a matematlkal targyalas egyszerfisitése céljabdl figyelmen kiviil
hagyjuk a & és mf kozotti (igen laza) sztochasztikus kapcsolatot Abban az
esetben, ha a §&; valtozdk egymastol fiiggetlenek volnanak, ugy §: és nf is
fuggetlenek volndnak, hiszen nf csak &4, €,, .-+ E1—1 ertekeltol fiigg. Amennyi-
ben az id8egységet elég nagynak valasztjuk, ﬁgy a & valtozdk valéban majd-
nem fiiggetlenné vilnak, ugyanis mint azt késébb meg fogjuk mutatni, a &
és §ryr valtozdk korrelaciés egyiitthatéja rogzitett 7 és ¢ — oo mellett kon-
vergdl az ¢—#* értékhez, vagyis két idGpontban vizsgadlva a miksds gépek
szamat az ezek kozti korrelicié a két idépont tavolsiganak novelésével expo-
nencidlisan csokken. Azonban §; és nf akkor is csak igen laza sztochasztikus
kapesolatban vannak egymadssal, ha az idoegyseget kicsinyre valasztjuk, és a
hiba, amelyet aziltal kovetiink el, hogy a &; és nf kozotti sztochasztikus kap-
csolatot elhanyagoljuk, nem befolyasolja lényegesen eredményeinket. Ezzel
kapcsolatban megjegyezziik, hogy els§ kozelitésként kezdettdl fogva feltehet-
tiikk volna, hogy a & valtozék fiiggetlenek egymastdl: ez esetben az
valtozok egyszerli Markov-lancot alkotnak, és igy az (1.9) hatarértékek 1étezs-
sének bizonyitasa lényegesen egyszeriibb lett volna ; ezt azonban azért nem
tettilk meg, hogv megmutassuk, hogy a rendszer ergodicitasa nem figg ettdl
az egyszer(sitl feltevéstGl.

Ezen a ponton azonban maér szitkségiink van — ha nem is erre a felte-
vésre, de legalabbis ennek azon kovetkezményére, hogy & és nf figgetlennek
tekinthetk. Ezen feltevés mellett a V(& = m|v% = 1) feltételes valdszinliség
nem fiigg [-t4l, és nem mdas, mint az (1.1) alatt szereplé P, = V( { = n)
valészintiség. Mivel tovabba (1.10) szerint lim V(nf,; = m) = An és

1 o0

—_—
lim V(nf = 1) = A,, tehat nyerjiik (1.12)-bdl a kovetkezd dsszefiiggéseket :
t—>0

k—1 m+k

(1.13) Ap =Y APpy+ Y APry (m=0]12,..)

I1=0 =K

(ha n < 0 vagy n > N, gy definiciészertien P, = 0). Ilyen médon az ismeretlen
Am szdmokra egy linedris egyenletrendszert myertink, amelynek segitségével
ezen ismeretlenek meghatirozhaték. Ez legegyszeriibben a generitorfiiggvény
bevezetésével torténhet ; legyen

(1.14) A(z) = f A zm és Ay(z) = Z Ayzm
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szorozzuk be (1.13) mindkét oldalat z™-el és Gsszegezziink m minden értékére,
ugy nyerjitkk a kovetkezl Osszefiiggést :

(1.15) A@R) =P(z)[Ayz) + 27 (4@ — Ay)],
ahol ’

N
(1.16) . v Pz) = Y Ppan.

n=0

Mivel (1.1) szerint

1.17) P(z) = (1 4+ pz— )N

tehat (1.15)-b6l kovetkezik, hogy
- — N 2k____ -
(1.18) A(z) = Awz) (1 + pz — DN ( 1) ’

2k — (1 + p@z— H)N

Az (1.18) dsszefiiggés alapjan az A, (m = 0, 1, 2, ... ) szamok meghata-
rozhaték. Els6 pillanatra Ggy latszik, mintha ezen szamokat az (1.18) Ossze-
fliggés nem hatdroznd meg egyértelmiien, hiszen a jobboldalon szerepld A(z)
(k — I)-foka polinom nem més, mint A(z) elsd k tagjanak osszege és ugy tiinik,
mintha ennek egyiitthatéi, vagyis az 4y, A;, ... Ax — 1 szamok onkényesen
volnanak megvalaszthatok, és ezek megvalasztdsa utédn ezek megvalasztdsatol
fiigg$ értékeket kapnank az A, (m = k) szimokra. Ez azonban nincsen igy :
Az A, A, ... Ay_1 szémok is egyértelmiien meg vannak hatdrozva az (1.18)
osszefiiggés altal, ha figyelembe vessziik, hogy az A, szamok valészintiségeket
jelentenek, tehat nem negativok és Osszegiik 1-el egyenls. Utébbi feltételbdl
ugyanis egyrészt adédik, hogy 4 (1) = 1, és igy — (1.18) jobboldaléra alkal-
mazva a I’Hospital szabalyt — kovetkezik, hogy

]‘.
(1.19) 1= Ad,(l) — —-
. wll) k—Np

Ez méris egy Osszefiiggést jelent A (2) egyiitthatéi kozott, mégpedig azt, hogy

) . k—1 : ./7
(1.20) Ak(l):ZAm:1_§k_p:g_
m=0 ’

Az (1.20) baloldalan 3116 Gsszeg egyébként éppen annak val6szinliségét fejezi
ki, hogy a kompresszor ne miikodjék ; ez a valdsziniiség pozitiv, mivel fel-
tettiik, hogy k& > Np. Mdsrészt abbdl, hogy az A, szamok nem-negativok
és Osszegiik 1-el egyenld, kovetkezik, hogy az A(z) hatvanysor konvergencia-
sugara legaldbb 1, és igy az A(z) fiiggvény a komplex szamsik egységkorének
belsejében reguldris fiiggvény ; mdasrészt  viszont a Rouché-tételbél kovet-
kezik (lasd részletesebben a 2. §-ban), hogy a 28 — (I + p(z — I)N =0
egyenletnek az egységkdr belsejében pontosan k — 1 gyoke fekszik :
legyenek ezek a gyokok z;, z, ... zx-1. Mivel az A(z) figgvény ezekben
a pontokban is regularis, kell, hogy az (1.18) szdmldléjaban 4allo polinom
is eltlinjék ezekben a pontokban: ez csak Ggy lehetséges, ha a z; szamok
G=1, 2 ... (k—1)) az Auz) = 0 egyenlet gyokei. Mivel A4(z) pontosan
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. p . N .
k — 1 foka, és (1.20) szerint egyiitthatéinak Osszege 1 — 2P ezaltal

A(z) egyértelmiien meg van hatarozva. Tehat a k, p és N szamok megaddsa
egyértelmiien meghatarozza A4,(z)-t, és ilyen mdédon An-et is m minden
értékére. '

A feladat ezekutan a kivetkezdkre redukalédott : megvizsgalandé, hogy
adott p és N értékek mellett melyik k-nak az a legkisebb értéke, amelyre az
(1.18) osszefiiggés altal meghatarozott A(z) hatvanysor A, egyitthatéira
fennall a

(1.21) Y dn <o
m=M

egyenldtlenség, ahol M értékét ugy kell megvalasztani, hogy az éppen a meg-
engedhetd legkisebb légnyomdasnak feleljen meg a tartalyban. Ha a megenged-

‘hetd legkisebb nyomis v, 0gy ez megfelel 1000 wlr adag leveglnek atartaly-
10000, W,

. 00
ban, vagyis az 7y = - és gy az nf=—=H + k_io()"fﬂ,m értéknek :
ezek szerint H, = 1000 l;;’ﬂ jeloléssel — (1L.21)-ben M =H +k — H,

veendd. Ami 6 megvilasztasat illeti, ez attdl fiigg, hogy mekkora biztonsdgot
kivanunk elérni: a kovetkezdkben 6 értékét mindig Ggy vélasztjuk meg,
hogy atlag 3 hetente legfeljebb egyszer forduljon csak ell, hogy a nyomas a
megengedhet$ alsé hatdr ald siillyedjen. Ez azt jelenti, hogy 6 megvilasztasa
fiigg az idGegység megvilasztdasital.

A kévetkezd fejezetben foglalkozunk a most megfogalmazott feladat
numerikus megolddsaval. ElGbb azonban még egy médositast végziink.
A szamitdsok egyszerlisitése végett célszerli az (1.1) binomidlis elosztast
Poisson-féle eloszlassal kozeliteni; ez teljes mértékben jogosult, ha — amint ez
a gyakorlatban teljesiil — p igen kicsiny és N viszont nagy szam*. Bevezetve
az Np = P jelolést, az (1:1) binomidlis eloszlast kozelitjik a (1.22)

p"

DY ) e __ L ,—p
(1.22) lnﬁme

Poisson-féle eloszlassal. Kzt a kozelitést az egész eddig végzett szdmitdson
végigvive a kiilonbség csak abban fog 4llni, hogy az (1.17) alatti

P(z)= (1 + p (2 — 1))N figgvény — az (1.1) binomialis eloszlas generator- .
fiiggvénye — helyett az (1.22) Poisson eloszlds generatorfiggvénye, azaz

(1.23) P(z) = ¢Pe—D

helyettesitendd (1.15)-be, és igy (1.18) helyett a kiovetkezl egyenletet kapjuk
az A(z) generatorfiiggvényre :
ePz—1) (zk —1)

(1.24) A(z) = Ak(z)”z—k—:gzrz_r‘

* Ez esetben a & valtozdk olyan Markov-lancot "alkotnak, amelynél a lehetséges
réllapotoke szdma megszamlalhatéan végtelen. Erre az esetre elsének A. N. Kolmogorov
szovjet matematikus terjesztette ki a Markov-ldncok klasszikus elméletét (lasd [3].)
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Az (1.24) egyenletre all mindaz, amit (1.18)-rél mondottunk, és ugyanolyan
meggondolassal, mint (1.18) esetében belathaté, hogy (1.24) egyértelmiien
meghatdrozza az A, valészintiségeket. Ezt részletesebben a kovetkezs fejezet-
ben mutatjuk meg, amely az (1.21) egyenl&tlenség fennallasat biztosit6 k érték
tényleges meghatirozisat tartalmazza.

2..§. A szdmitdsok numerikus keresztilvitele
Vizsgsljuk meg mindenekelstt kézelebbrél az

Ayf2) (2 — 1) PED)
2k ¢P(z—1)

(2.1) : $ A@z) =

Osszefiiggést. z = T-et helyettesitve kapjuk, hogy

k
1= A(l)= A,(1)——-
(1) k.()k_P
és igy
(2.2) A1) = 1—7]:_

(2.2)-b8l is nyilvanvals, hogy a probléma megoldhatésiganak elGfeltétele,
hogy P < k legyen. Ezt szemléletesen is konnyen belathatjuk, hiszen ha az
atlagos fogyasztas meghaladnd a kompresszor teljesit8képességét, gy nem
alakulhatna ki stacionér allapot.

(2.1) segitségével az A, (r =k, k + 1,...) szdmok mind meghatiroz-
hatdk, feltéve, hogy A,, A4,, ... Ax—1 ismeretesek.

Az A, A, ..., Ay_1 szdmok latszélag Onkényesen valaszthaték meg,
valéjaban ez nem igy van, hanem ezek a szamok egyértelmiien meg vannak
hatarozva. Ugyanis kénnyen be lehet latni, hogy az Ay, Ags1, ... szamokat
a (21) relacié szerint meghatdrozva, ezek a szdmok az 4, A,, ..., Ax—1
szamoknak csak egyetlen lehetséges valasztésa mellett jelenthetnek valdszinti-
ségeket. Ugyanis az A4, szamok nem-negativok kell hogy legyenek, akkor
azonban a (2.1) baloldaldn 4ll6 hatvinysor — figyelembevéve, hogy —
A(l) = X Ap, = 1 reguldris az egységkorben ; de akkor (21) jobboldalanak

m=0

is reguldrisnak kell lennie ; ez pedig csak Ggy lehetséges, ha a nevezSnek az
egységkorben fekvd gyokei a szamlalénak is gyokei. Mivel — mint ezt ki
fogjuk mutatni — a 2¥ — ePG—1) = 0 egyenletnek pontosan k—1 gyoke

van az egységkor belsejében, tehit ezek a gyokok az Ap(z) = 0 egyenlet-
nek is gyokei; mivel Ag(z) (k — 1)-foka polinom, tehdt gyokei altal egy
konstans faktortdl eltekintve meg van hatdrozva. Mivel pedig (2.2) fennall,
ez a konstans is egyértelmiien meghatarozhaté. Annak bizonyitisa, hogy a

‘2 . 3) . zk —_ eP(z—l)\____ O
egyenletnek pontosan k£ — 1 gyoke van az egységkor belsejében a Rouché-tétel
segitségével ‘torténhet. '

A (2.3) egyenletnek nyilvanvaléan egyszeres gytke van a z = 1 pontban,
ugyanis (2.3) baloldalanak derivaltja az z =1 helyen k¥ — P > 0. Legyen
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most f(z) = 2, g(z) = — eP¢—D, gy ha z = re'd, ahol r > 1, gy jg(z)| =
= gPreosd—1) = ¢P—1) < 4k feltéve, hogy P(r — 1) < klog r, utébbi egyen-
I6tlenség viszont bizonyosan teljesiil, ha (r — 1) elég kicsiny ; ugyanis

2

2

ha 0 < 2 = 1igy log (1 +x)>x—%:x(l~—€-)ésigyklogr>P(r—]),

PO 8l
hal—{—>r l, tehétha-r——l<2(1—%)-

24
A Rouché-tétel szerint tehdt a |z} = r kor belsejében az f(z) + g(z)'= 0
egyenletnek ugyanannyi gyoke van, mint az f(z) = 0 egyenletnek, azaz
a 2¢ = 0 egyenletnek, tehit k gyoke van,; mivel r tetszllegesen kozel
valaszthaté 1-hez, ebbdl - tehat kovetkezik, hogy a zdrt egységkorben
a (11) egyenletnek pontosan k gyoke van; az egységkdr keriiletén azon-
ban az = 1 ponton kiviil mis gyok nem fekhet, mivel ha z = ¥, Ggy
[ePe—D} << 1 = |2¥|, tehdt (11)-nek k — 1 gydke van az egységkor belsejében.
Ezek a gyokok mind komplexek, ha k paratlan, mig ha k paros, egy gyok
a negativ valds tengelyen fekszik. Ugyanis ha h(z) = 2%¢P0-2, 4gy A#'(z) > 0,
ha 0 =2 =1 és igy mivel A(0) = 0 és h(1) = 1, tehit ha 0 <z < 1, Ggy
h(z) < 1; ha k paratlan, agy &'(z) > 0 a(— 1, 0) intervallumban is, mig ha
k paros, gy h'(z) <0, ha —1<2<<0 és k(— 1) =¢? > 1, tehit az
1 — h(z) = 0 egyenletnek pontosan egy gyoke van a (— 1, 0) intervallumban.
Az elmondottakbdl specidlisan kivetkezik, hogy ha k& = 1, Ggy a (2.3) egyen-
Ietnek nincsen gydke az egységkor belsejében.

Az elmondottak szerint tehdt

(2.4) A(z) = (l—i) (z—2)(2—25)...(2— 24_1) (2K — 1) P™D)

k) (1—2) (1 —25)...(1— 2zg_1) (2k — ePlTD)
ahol z,, 25, ..., 2x—1 a (2.3) egyenletnek az egységkor kelsejében fekvo gyokei.
Ebb6l kovetkezik, hogy M;-vel jeldlve xf virhat6 értékét
1 P—1 k
(2.5) My=A'(1)= )

AT T T wioey)

M; kiszamitasdhoz tehdt ismerni kellene a (2.3) egyenlet gydkeit. Fel-
adatunk megoldasihoz azonban nem sziikséges M; pontos meghatarozisa.
A k = 1 esetben ez igen konnyii, mivel

1 1
M, = A"(1)=— —(1—=P)}.
(2.6) = A'(1) 2“ = —(1=P)]

egyébként azonban meglehetésen faradsigos.
Az A(z) = Z Anz™  hatvanysor konvergencia-korének sugara az A(z)
m=0

fiiggvénynek a z = 0 ponthoz legkozelebbi szinguldris pcntjdnak a 0 ponttél
val6 tavolsiga. Ezt a tavolsigot nevezziik R-nek. Koénnyen belathatd, hogy R
nem més, mint az x¥eP(!— = 1, egyenlet egyetlen 1-nél nagyobb pozitiv
gyoke. Ugyanis az f(x) = %P fiiggvény értéke az =10 és x =+ oo
pontokban 0, kézben a fiiggvény a maximumét azon pontban veszi fel, melyre
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. . ]‘;
(kxk—1 — Pxk)eP1-0 = 0, azaz a fiiggvény maximumat az x = — > 1 he-

lyen veszi fel, a maximum értéke (%)kep‘k =f (%) és mivel (1 — x)ex = 1
, k 1
ha 0 < x < 1, tehat f(;)= PP
| (=557
k ¢ k ‘
f(x) > 0, ha x < })— és f'(z) <0 ha x> X tehat f(x) az l.érté_ket két

> 1. Mivel tovabba

helyen veszi fel, az egyik az x = 1 hely, amely < %, a masik hely, amelyet

. k : .
R-el jelolink, tehat sziikségképpen > 7 Ha viszont 1 < |2| < R, akkor

If(2)] = |e|*eP~1s) > 1 tehat az f(z) = 1 egyenletnek az 1 < |2| < R korgyii-
riiben nem lehet gytke; ebbdl és az elmondottakb6l mar kovetkezik, hogy
az A(z) fiiggvény regularis a'|z| << R korben, ahol R az

(2.7) Rk .ePO—R) =1 °

egyenlet egyetlen 1-nél nagyobb pozitiv gyoke. A (2.7) egyenlet nyilvan a
kovetkezS alakra is hozhaté :

P
(2.8) P o R
' k k

. . RP R . _y . ,
vagyis o = % = (amelyrSl szintén tudjuk, hogy 1-nél nagyobb)
| () |
gyoke a : .

> _ P
( 2. 9) } ) ge_Q = '—l: [ K

egyenletnek, még pedig az egyetien 1-nél nagyobb gydke ennek az egyenletnek.
Az y = pge—e fiiggvény maximumat a ¢ = 1 helyen veszi fel, a maximum értéke
1/e. Ezen fiiggvény inverz fiiggvénye kétértékli; azt az agit, amely 1-nél
nagyobb értéket vesz fel, |1 — ye szerint haladé sorba fejthetjiik:

- 3
(2.10) o=1+¢ Vl'-fle + ca(1 — ye) + ca{ 1 —ye)? + cy(1 —ye)r4 .-
2

‘= ge~¢ és ha o =.1, gy -
2

=¥ (1 + u)e— 4w és igy

Legyen z = )1 —ye, akkor tehdt y =

: 1
x = 0. Legyen tovabba w = o — 1, akkor
x?=1— (1 +u)e ¥, azaz

(2.11) =1 —(1 +u)en

(2.11)-ben a négyzetgyok azon dga veends, amely pozitiv u-ra pozitiv értékeket
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vesz fel. A feladat tehat a (2.11) altal definialt = — x(u) figgvény « = 'u( )
inverz fiiggvényének sorbafejtése « hatvanyai szerint, tehit az

(2.12) U = T + €22+ ¢33 + ¢t + -

sorfejtés egyiitthatéinak meghatdrozasa. .
A (2.12) hatvanysort (2.11)-be helyettesitve, a hatdrozatlan egyiitthatok
mddszerével kovetkezik, hogy

e, =12 ’
2
Co ::
11)2
C [
3 36
L8
*7 135
Tehat . p
_ 12 43
:1+V2(1-ye)+3(1—ue)+—€—(1—ye)2+1~<1—ye) A
és igy
. Py > Py ‘
(2.13) :—‘1+V (1—56' R)+5(1—1—e‘ 'k)+--- l
k 3 k ‘

A sorfejtés akkor konvergal, ha LE koézel van 1-hez.

Legyen
PR
I—e&
azaz
P
(2.14) P

akkor 0 < & < 1. ¢ tehdt a relativ kikaszndlatlan kapacitdst jelenti, vagyis a ki
nem haszndlt kapacitds és a teljes kapacitds viszonydt; 100 & tehdt a kihasznd-
latlan kapacitist szdzalékban adja meg. A (2.13) sorfejtésb6l megkaphatjuk R-nek
¢ hatvanyai szerinti sorfejtést.

28 3¢
(2.15) ' R:1+2£‘—|——£2+2—83+4i)84+°--
3 9 135 -
Els6 kozelitésben tehat
P
(2.16) R%l+2£:l+2(l—L—

| .
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Fontos megjegyezni, hogy ez a kizelités alsé becslést ad R-re, azaz valdéjiban
R> 1 4} 2¢. Ezt a kévetkezGképpen lathatjuk be :

A bizonyitandé egyenlStlenség ekvivalens azzal az allitdssal, hogy az
2¥eP0—) fiiggvény az ¢ = 1 + 2¢ helyen 1-nél nagyobb értéket vesz fel ;
viszont azt jelenti, hogy

(2.17) (1 + 2¢) e—2e0—8) > 1,

Utébbi egyenlbtlenség viszont érvényes e minden szambajovs értékére, azaz
ha 0 <e <1, ugyanis ha c¢(c) = (1 4 2e)e~ 2608 gy ¢(0) =1 és
¢"(e) = 8ele—28(1—8) | vagyis ¢(e) monoton névekvd figgvény.

Az elmondottak alapjan most mar gyorsan eljuthatunk a probléma teljes
megoldasahoz. Feladatunkat megoldottuk, ha éles felsé becslést adunk a

)] A kifejezésére. EbbSl a célbdl sziikségiink lesz a Cauchy-féle egyiitt-
=M

n=
haté becslésre, amely szerint

Max [A(z)l

(2.18) A, =H=R____ (m=012,...).
Rm
1

Ezt az egyenlotlenseget barmely olyan R, értékre alkalmazhatjuk, melyre
A(z) az R; sugari koézben reguldris; specilisan tehat alka]mazhat]uk az
B, =1+ 28 értékre. Mivel Ax(l) = e, nyilvanvals, hogy ha |z| = 1 + 2¢, Ggy

e(l + 2e)k (1 4 A + 203)
(1 + 2e)ke —2Pe — 1

[A(z)] =

Mésrészt azonban, ha r > 1, ugy »* — 1 = k(r — 1)
és igy
2Py P
(1+ 20k e=2Pe —12k|(1 +-2e) e " — 1| = ——[(1+ 2e) e"%0=2—1}
Mivel

(1 + 2¢) e—2e1—8) _ | = foZe—ZX(l‘x) dx

7 . ' -1 .
és ha 0 < g <1, Ggy e 2= =¢ 2, ha 0 =X =¢ tehat
83

3Ve

(1 + 2¢) em2—a 1 =

és igy

-

(1——e) (1 + 2g)2k—1,

'<‘

3

A =
) = 2
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Tehat a Cauchy egyenl§tlenség szerint

— 31e (1 —¢) B
" 4gZP(1 + 2¢)m+1—2% (m=MM+1,...)
és igy
(2.19) Z°v° A = sle(i—e)
maM 8e3P(1  2¢)M—2k

A feladat megoldasa azt kivanja, hogy igen kicsinnyé tegyiik annak a
valészin(iségét, hogy m; < H legyen ; ennek valdsziniisége viszont nem mis,
mint

3 ©0
Y An
m=H+k—H,

ésMgy (2.19) szerint, azt kell elérni, hogy

(2.20) Ble(t—e) 4
8IP(1 + 20)H—Ho—k

legyen, ahol & egy igen kicsiny szam, pl. 6 = 0,0001. Ha az iddegység 1 perc,
ez azt jelenti, hogy altalaban 10 000 percenként, azaz — 8 éras munkanapokat
szamitva kb. 21 naponként egyszer fordul csak el§, hogya nyomdas a megenge-
dett legkisebb nyomis ald siillyed. Természetesen & értékét még kisebbre
valasztva, a biztonsig még novelhetd.

Ezt k megvialasztdsival kell elérniink.

Ha példaul 6 = 0,0001 értéket valasztjuk, (2.20)-bdl e-ra a kovetkezd

egyenlétlenséget nyerjik, figyelembe véve, hogy & = 1
— &

Hp——— -
£3(1 4 2- e - 3.10¢- Ve .

1—e¢ . 8P

H—
(2.21) )

0ssze-

P
Ha ¢ értékét (2.21 )-nek megfelelden megvdlasztjuk, dgy a bk = "

— &
fitggésbdl adédik, hogy a kompresszor teljesitéképességét milyen nagyra kell meg-
vilasztanunk, hogy a fogyasztdst fedezni tudja.

A numerikus megoldds tekintetében két esetet kell megkiilonboztetniink.
Ha H — Hynagy P-hez képest, Ggy (2.21) dltaldban e-nak mar kicsiny értékeire
teljesiil, és igy (2.21) nevezdjében az 1 — e tényezst elhagyva és a

P
(2.22) Ble) = Ped(1 + 2¢)* 7= = 6200 = C

egyenlitlenséget vizsgdlva, ha (2.22) teljesiil, agy (2.21) is teljesiil. A megoldés
marmost Ggy torténhet, hogy keresiink egy felsd becslést arra az e-ra, amelyre
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(2.22)-ben egyenl8ség van, azaz egy e-értéket, melyre mar a (2.22) egyenl6t-
lenség biztosan teljesiil ; legyen ez g, ; akkor megoldjuk a
) P
2.23) Pey(1 4+ 20) T e = C
egvenletet e-ra, vagyis vessziik az

1

] P
(2.24) g=82:1[( ¢ )”‘”“‘—n—sl _ll
2L\ Ped v
kozelits értéket és ezt az eljardst még egyszer vagy még haromszor megismé-
teljiikk; ugyanis az &, €, &3, ... értékek viltakozva felilrdl, illetve alulrdl

kozelitik a helyes e értéket, azaz ha g; > ¢, akkor g, < ¢, £, > £ 5. 1. t. ésugy
ahhoz, hogy fels§ becslést kapjunk, paratlan indexli kozelité értéknél kell
megallanunk. '

Miel6tt az eljards konvergencidjat megvizsgalnidnk, allapitsuk meg,
hogy milyen feltételek mellett elégitheto ki egyaltalan a (2.22) egyenlStlenség?
Ha feltessziik, hogy

"'3”*)
i) -‘;"_ - . 2
(2.25) H—H,> P(1+VPlog3

(ami biztosan teljesiil, ha H — H, > 2,8 P figyelembe véve, hogy P > 17
amit fel fogunk tenni (lasd (2.26) ], Ggy a

P
B(e) = P&e3(1 + ZE)H—-HU—’_;_S

intervallumban és igy

fiiggvény monoton névekvs a |0, -

: 3
. 1+ Vvv o
' | Plog 3
| Vﬁi_
Plog3
1+ V—j -
Plog3

2,45/ p

felvesz minden értéket 0 és €y, = B kozstt. Mivel kénnyen

belathaté, hogy

1,8¢
/P

,
Cy =

tehdt a (2.22) egyenlStlenség bizonyosan kielégithetd, ha ¢, > ¢, ami viszont

teljesiil, ha teljesiil az 1,8 ¢245VF = 6200 |/ P egyenlétlenség :
utobbl viszont fennall ha

(2.26) - P>11. N
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A kovetkezSkben feltessziik, hogy gy (2.25), mint (2.26) teljesiilnek.

Ratériink ezek utan a vazolt eljardas konvergencidjanak vizsgdlatara ;
az eljards nem mas, mint a kozonséges iteracids eljaras, alkalmazva az ¢ = @(e)
egyenletre, ahol

1 .

. 1 C H—Ho_‘ ’ ]
DI lod — . 1—¢ R
(“'“‘) (p(e) 2[(1)63) !

Tehét a konvergencia biztositdsdhoz csak azt kell ellendrizni, hogy tel-
jesiil-e a |¢'(e)] < 1 feltétel. Konnyen beldthatd, hogy

(2.28) @'(e) <0

=

ha g << —
e
2/
és
) 9
I’ () <-—{'0—
8 s
tehat
0,92
(2.29) lp'(e)] <<1 ha e&<-—"=

VP

Mivel a (2.29) alatti egyenldtlenség kevesebb megszoritast jelent, mint a (2.28)
alatti, ha P > 17,5, tehat a fortiori, ha P > 17 kovetkezik, hogy ha

3

. 2P e 0,95
V< e ———— (aml teljesiil, ha & <C )

R VP
1 +l =
2P

agy
—1 < g'(e) <.
és igy az iteracids eljaras konvergal.

Miel6tt eredményeinket 6sszefoglalnank, foglalkozzunk H — H, szdm-
értékének meghatirozasival. Mivel a maximélis nyomas, amelynél a kom-
presszor kikapesolédik 8,8 atmoszféra, és a minimalis, amelynél még milkkodnek
a gépek 6,5 atmoszféra, ha a tartaly frtartalma Wm?3, Ggy tehdt a tartily
8 atmoszféra nyomdasnal 8000 W liter levegdt, 6,5 atmoszfera nyomasnal
6500 W liter levegdt tartalmaz, vagyis

65001

H= Hy=

8000 W
a - a
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tehat a minket érdekls H — H, kiilonbség a kovetkezSképpen szdmithaté ki :

(2.30) H— H, = 1200

’
«®

ahol tehat W jelenti a tartaly firtartalmat m3-ekben és a« egy fogyaszté id6-
egységenkénti fogyasztasat literekben. A (2.30) alatti kifejezés felfelé kereki-
tendd, hogy egész szadm legyen.

A (2.30)-ban szerepld a szamszerii értéke az id8egység megvilasztisitol
fiigg. Mint arra mér az 1. §-ban ramutattunk, az id62gység megvalasztisit agy
kell végezni, hogy figyelembe vessziik azt, hogy a kikapesolds a normal nyomast
legfeljebb 10%,-kal meghaladd nyomasnal, a bekapcsolids a normal nyomdsnal
legfeljebb 109,-kal kisebb nyomésndl torténik. Ezt — mint arra mar szintén
ramutattunk — azéltal vehetjiik figyelembe, hogy az idGegységet Ggy vélaszt-
juk, hogy fennalljon az

2.31) Ay r—,P<%

egyenlGilenség. Ha a, jelenti egy fogyaszté egy perc alatti fogyasztasat, és =

a valasztandé idGegységet percekben, tgy H =

800
kell &llni a P < —00W

és (2.31) szerint fenn
4T

o vagyis a
800 H”
(2.32) 800117
a. P
egyenlétlenségnek. Grafikonjainkat a kivetkezd idGegységekre készitettiik el :
1 perc, 30 sec, 12 sec és 6 sec. Grafikonjaink haszndlatihoz tehdt eldszor ki kell
800W e
szdmitani @ — szdmot; ha ez 1-nél nagyobb, dgy 1 percel vdlasztunk idd-

all)
S00W

eqységqiil ; ha

értéke 0.5 és 1 kozé esik, Ugy az idlegységet fél percnek,
!

ha 0,2 és 0,5 kizé esik, sigy 12 mdsodpercnek, ha viszont 01 és 0.2 kizé esik,

gy az iddegységet 6 mdasodpercnek vilasztjuk. Természetesen lehet tobb kiilon-

boz6 idBegységnek megfelelGen is elkésziteni a grafikont, azonban mivel a

gyakorlatban Ggyis esak bizonyos szama kompresszor-tipus all rendelkezésre,

ez nem latszott egyel8re sziikségesnek.

Eredményeinket tehat a kovetkezGkben foglalhatjuk ossze: Ha a
stirttett levegdt N fogyaszté veszi igénybe, és a fogyaszték dlialdban a munkaidd
p-ed részében mitkédnek, vagyis a stiritett levegdvel dolgozd gépek kihaszndldsi
tényezdje p-vel eqyenlé és P = pN, tovdabbd ha a fogyasztok percenként a, liter
levegdt fogyasztanak és a tartdly vdrtartalma W m3, dgy a kompresszor percenkénti
teljesitménye IPII, liternél nagyobb kell, hogy legyen ahhoz, hogy ne sillyedjen

a nyomds 6,5 atmoszféra ald ; it £ az

1500W P
(2.33) (1 + 2g) & e — 5200
Pz
124 7



egyenlet gyike, ahol a = o4t és a T idbegyséy 4gy van megvdlasztva, hogy teljesiil-
jon a (2.32) egyenldtlenség. Ha a P, W és a, adatok adva vannak, akkor tehat dgy
jarunk el, hogy eldszor (2.32)-b6l meghatdrozzuk a helyes v iddegységet, azutdn
o = o1 érték mellett megoldjuk e-ra a (2.33) egyediletet, és az igy kapott ¢ értékke]

kiszamitjuk a k = l szdmot ez adja, hogy hdny liter percenkénts teljesit-
— &
ményd, kompresszorra van szitkség.
Lassunk most egy szampéldat :* az iizem séiritett levegdvel dolgozd gépeinek

szama legyen N = 100, a gépkihaszndlds legyen p = 0,5, vagyis 50%,-0s és igy

P = Np=50;
tegyik fel, hogy eqy fogyaszté percenként 50 litert (a, = 50) fogyaszt, és a tartdly
dirtartalma legyen 10 m3 (W = 10); ez esetben 8”0;)‘, = 3,2> 1, tehit az
id8egységet vehetjik egy percnek, vagyis 1 = ;1’1 o = a,, akkor tehat
B H, = PN o,
Megoldandé tehat az 1o 5

(1 + 2¢)  T—e = 124

egyenlet. Els6 kozelitd értéknek valasszuk az ¢ = 0,05 értéket.

Mivel
14+2e=1,1 és 1[,18> 2
tehat
50
300— -2—
(14 26)° T-&x 9230~ 8.]08

masrészt 5 < 108, vagyis valéban e, valamivel nagyobb a szikségesnél.
Szamitsuk ki a masodik kozelitést :

11:124.108 L
£y = l ' _127 I‘(_Jw_ 1} = 0,029.
T 210 125

Ez valamivel kevesebb, mint amire szitkség van, tekintve, hogy teljesiil az

3
81<'—T/—:—T—‘
"+ ep

feltétel. Megjegyzendd, hogy az eljiris konvergal is, mivel teljesiil a

= 0,11

R, <1
6200
log -

83
feltétel.
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Nézziilk most a harmadik kozelitést :

&y =

) 9
! \(.] 24-100 )249 — ’ = 0,032,
2 24.500
Ez tehdt kieldgitd kozelités ; a helyes & érték 0,029 és 0,032 kozétt van, ha
a felsG értéket fogadjuk el, ez csak noveli a biztonsagot. Ez esetben tehat

P . 7 . ?
= 1 = 52 vagyis a kompresszort dgy kell méretezni, hogy percenként 43,5
—e

liter levegdt adjon.

Abbdl a célbdl, hogy ne kelljen a szamitdst minden egyes esetre elvégezni,
a kovetkezGképpen jarhatunk el : & kiillonbozd értékeire pl.
e=0,010, 0,015, 0,020, 0,025 0,030, 0,035, 0,040, 0,045,
0,050, 0,060, 0,070, 0,080, 0,090, 0,1, 0,12, 0,14,
0,16, 0,18, 0,20, 0,25,. 0,30, értékekre

abrazoljuk - értéket, mint p fiiggvényét, azaz abrazoljuk a

0¢
PR T
(2.353) MMM Te?
a 1500 — € log (1 + 2¢)

figgvényt, igy egy gorbe -hédlézatot kapunk, amelyet = = 1 az 1. dbra szem-
lélteti. A 2., 3. és 4. dbra a 30, 12, ill. 6 mdsodperenyi idGegység esetére
vonatkozik. ‘

L
Adott P és o értékekhez a hozzatartozé e-értéket ugy hatarozzuk
meg ezen abrak segitségével, hogy megkeressiik az abrédn azt a pontot, amely-
nek abszcisszaja P és ordinataja E/—, és megnézzilk, hogy mely e-értéknek
megfeleld gorbe halad kozvetleniil ezen pont alatt.* fgy pl. a P = 50, W = 10,
a = 50 esetben az ezen értékeknek megfelelé pont az ¢ = 0,030 és ¢ = 0,035
értékeknek megfelel§ gorbék kozott fekszik (interpoldcidoval nyerjikk = az
e = 0,032 erteket megegyezésben az elGbb végzett numerikus kozelits elja-
rassal) '
A gorbék nagy e-ra kezdettdl fogva emelkeddk, kisebb & értékekre eleinte
enyhén esnek, azutin emelkednek.
Az elmondottak azt jelentik, hogy adott fogyasztds mellett minél nagyobb
a légtartalyok iirtartalma, annal kisebb teljesitGképességili kompresszor ele-

gend{ az iizem ellatasahoz mig adott legtar‘cdlvméret (W) és gépenkénti ido-
egység alattl fogyasztds (a) mellett az £ szam dltaldban p-vel egyiitt novekszik,

de nagy ; mellett, azaz igen nagy tartdlyméret mellett P nivekedésével
e eleinte csokken és csak nagy P-re kezd névekedni. Bz tehat azt jelenti, hogy
van egy meghatdarozott P-érték, amelynél ¢ minimalis, azaz a kapacitas kihasz-
naldsa optimalis.

* Ha nagyobb pontossigot kivanunk, ugy interpolaciét végziink.
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Minél kisebb &, annal jobb a kompresszor kihaszndldsa, annal kevesebb
kapacltas van kihasznalatlanul, tehat egy aj lizem méretezésénél a leghelyesebb
agy eljarni, hogy elére rogmt]uk ¢ értékét, (pl. e = 0,03, vagy e = 0,05-ben)

(04

és a virhaté P-hez megkeressiik a hozzatartoz6 o értéket, és a ka = T/
értéket és ennek megfeleléen kell a kompresszort és a légtartalyt méretezni.

Arhennyiben a kettd koziil az egyik — pl. —a— — adott, ugy e értéke mar P
. . . . W . , N
altal meg van hatarozva. Ha viszont ugy . ‘mint ka adottak, gy kiszdmit-

hato, hogy milyen fogyasztast bir a berendezés ellatni, mégpedig a kovetkezs-
képpen : megoldjuk P-re a

20 R G200

i .

‘ 2.3
Pt ! )
egyenletet. ,
Ilyen médon fenti eredmények segitségével barmilyen, a kompresszor és
a legtartaly méretezésére vonatkozé probléma,szabatosan megoldhaté. Ez lehe-
tévé teszi a tervezésnél jelentds vsszegek megtakaritasat, feleslegesen nagy
beruhédzasok elkeriilésével. A sziikséges szdmadatok a grafikonokrdl leolvas-
haték, és igy szinte semmi faradsigot nem okoznak, ha egyszer a szukseges
graflkonok elkésziiltek.

3. §. Kiegészité megjegyzések

Ebben a §-ban néhiny kiegészits megjegyzést kivanok tenni az el6zé
§-okban megoldott problémdval kapesolatban, amely megjegyzések a probléma
megolddsa soran folytatott vizsgélatok olyan eredményeire vonatkoznak,
amelyek — bar a fent ismertetett megoldas szempontjabdl nélkiilszhetSknek
bizenyultak — tovébbi ilyen irdnyu vizsgalatok esetében sziikségesek lehetnek.
Itt kozlink tovdbba néhany olyan eredményt, amelyeket az elézkben mar
felhasznaltunk, azonban blzonyltas nélkil.

Ezen meg]egyzesek egyrésze a fogyasztas mgadozaqalnak tovabbi vizs-
gdlatara mésrészt a légtartdly-nyomasdnak kdzépértékére, tovabba a probléma
mas lehetséges megoldiasmédjara, végiil pedig a (2.33) egyenlet gyokeinek meg-
hatarozasira alkalmazott iterdciés médszerre vonatkoznak.

!

A) Megjegyzések a fogyasztas ingadozdsaival kapcsolatban

Az egyszeriliség kedvéért eldszor arra az esetre szoritkozunk, amikor p
értéke kicsiny és N értéke nagy és a fogyasztok egyformak, vagyis amikor a ¢id6-
pontban az egyidejiileg miikods fogyasztok szdma, amelyet az elGbbiekben ¢i-
vel jelsltiink, a stacionér hatdsesetben Poisson-eloszlastinak vehet{ :

on P
(3.1) Ve, ey T

!
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ahol P = pN és p = Py A o tovabba A jelenti egy gép bekapesolisanak

valészintiségsiirliségét és — az 1 — e Ht exponencidlis eloszlasti miikodési
w

A .
id§ varhaté értékét. Mivel feltevésink szerint p = p— kiesiny,
tehat A is kiesiny p- hez képest és 1gy kozelit6leg —~-vel vehetd

egyenlének ; bevezetve a A = N A ]elolest azt kapjuk tehat, hogy &t eloszlasa
kozelitdleg £ varhaté értéki Pmsson eloszlds. Ugyanerre az eredményre

jutunk, ha abbol indulunk ki, hogy végtelen sok gép van, és a gépek bekapcso-
lasai Poisson folyamatot alkotnal A valoszmusegsuruseggel ; ebben az eset-
ben — mint azt egy el6zé do]gozatban [5] kimutattuk, — ha t = 0 idGpont-
ban egy gép sem miikodott, ugy a ¢ idépontban miiksdd gépek szama — ame-

lyet tovabbra is £;-vel jelolink — Poisson eloszldsu A (1 — e—mt) varhato
értékkel, azaz H

A N 1
[E(l—e [J‘t)] —A(l—_é—‘.“t)
(3.2) V(¢ = n) — Palt) = - ¢ B :

Ha t — oo, igy stacionér hatdresetként kapjuk a

(3.3) ° P, =

valészin(iségeloszldst.

Az 1. §-ban sz6 esett arrdl, hogy a & = n, &5 =m »atmenetnek¢m és n
minden értékére pozitiv valészinlisége van ; ezt azonban ott nem bizonyi-
tottuk. Szdmitsuk ezért most ki mindenekelstt a

(3.4) Pm]n(t:s) = V(§t4s = ml§ .= n)

feltételes valdszintiségeket, a £; Markov-ldnc dimenet- valdszindiségeit. Egyszert
valdszin{iségszamitasi meggondolassal adédik (3.2) felhasznilasival (feltéte-
lezve, hogy a miikédési id6k exponencidlis eloszlastak), hogy

A m—i
min(mm oy, [v_:,(l_e “)] — AL (1w
3.5) P psj(1—e—usyn—j . [
(3.5)  Pmin(t,s) = J; (y)e (1—emt) m—pt  *

Ennek alapjan kiszamithatjuk & és &:+s egyiittes eloszlasanak generator-
fiiggvényét : legyen V(& = n, 15 = m) = Pum (¢, 9)

és 3 Y Pua(ts) a"y™ = Qzyt,s), akkor

n=0 m=0
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mivel Pum (¢, 8) = Pa(t) Pmn (t, 8), kovetkezik, hogy
o n A ’
(3.6) Gl ts) = exp[;(l — o) (y—1) +
+ L e (@ 1) 4 2 (1 — e ry emsaly — 1),
® w :

A G(z, y, t, s) generatorfiiggvény segitségével kiszdmithatjuk &;és £:45 korre-
laciés egyiitthatéjat ; mivel

. - ey A ~
(3.7) M(Ei€res) = (5@)’;,:11,—;6 ps(l —e—Ht) 4,
+ (%) (1 — e—nt) (1 — g—nlt+s)
tovabba l
(3.8) M(E) = o(E) = 5 (1—er)
tehat .

{3.9) 0§, E4s) =

M(EEres) = ME) MIErss) _ e V—E
a(E1) o (Eras) 1 — e—#lt+s)

és igy rogzitett s mellett

(3.10) l'}j&@(ft ,Eras) = eTHs,

Erre az eredményre is hivatkoztunk az 1. §-ban.
Szamitsuk most ki a ¢ id6ponttdl ¢ -~ s-ig terjedd id6 alatti 6sszfogyasztas
varhaté értékét és szdérasat.*

Ha ezt a fogyasztast X(t)-vel jeloljuk, agy

- t+s
(3.11) Xs(t)fafgtdt
t

és igy

' r A e—1t(1 — g—ns)
(3.12)  M(Xab)=o | M(g) dt=a’ ls—{— ]

J w m

tehat

(3.13) Jim M(X, ) = ads

* Ebben a §-ban a ¢ viltozét folytonos valtozénak tekintjik.

9 ' 129



tovabha
(3.14) A Xah) = M(X%t) — M¥(X«b)
és mivel

t+s t+s
(3.15) M(X%) = o? f [ M(¢.6,) dudy,

' : Tt )

tehat )
. : o, OMANY  202A ( (1—emh9)
(3.16) Jim M (X5t = = - (s p )
és igy

202 —ens
(3.17) lim o3} X)) = ¢ ;/L [s—(l——e——)—]-

t— oo w v

Ezen eredmények alapjan a Csebisev-egyenlétlenség alkalmazisiva
becslést nyerhetiink annak valdszin(iségére, hogy az dsszfogyasztis s id6 alatt
meghalad egy bizonyos 4 értéket. A Csebisev-egyenlftlenség szerint ugyanis
(3.13)-bdl és (3.17)-bbl kovetkezik, hogy

ads - al2A 1
¢ 0 < =

(3.18) lim V(Xs(t)— A8 S
t—oo ' ' w

Ezt az eredményt akkor alkalmazhatjuk, ha igen nagy tartalyunk van, és azt

‘kivdnjuk tudni, hogy amennyiben a kompresszor nem miikidik, mi a valé-
sziniisége, hogy a tartdlyban 1évé készlet s ideig elegendé a fogyasztas fedezé-
sére ; amennyiben a tartily befogaddképessége gyakorlatilag korlatlannak
vehetd, Ggy ugyanez az eredmény miik6dé kompresszor esetében is megadja
annak valoszinliségét, hogy a kompresszor fedezni tudja a fogyasztast :

B) Megjegyzések a légtartdly nyomdsdndk kozépértékével kapcsolaiban

Amint azt a 2. §-ban megjegyeztiik, nf varhaté értékének kiszdmitdsdhoz
ismerniink kellene a

(3.19) 2k — ePE—1) — () . (()<P<k,k egész)
egyenletnek az egységkdr belsejében fekv( z,, 2,, . .. zx—1 gyokeit. Ezen gyokok

segitségével ugyanis 7 varhaté értéke a kovetkezGképpen fejezhetd ki :

ol P—1 . k
3.20 M(r}y = : - .
( ) (ne) 1§1 1—-Zj+ 5 20h— P)

Hasonloképpen a zj gyokok ismerete szitkséges ¥ szérasanak kiszamitdsdhoz is.
J M
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Meg fogjuk mutatni, hogy a z; gy6kék exvlicit alakban kifejezhetdk,
a W = ze—* figgvény, inverz fiiggvényének sorfejtése segitségével. Konnyen
belathaté ugyanis, hogy a W = ze~2 figgvény z = Z(W)inverz fiiggvénye a -
kovetkezd sorfejtéssel allithaté el6 : -

o o winpt—1 1
(3.22) z=Z(w) = Z T amely hatvanysor a lwj= -

kézben konvergens.

Mivel k feltevésiink szerint egész szam, tehat a z;, z,, ... 2x_1 gyokok
— valamilyen sorrendben — a '
o _zf.l_j P (z—1)
(3.23) z=1e kK ek (= L.2,...k—1)

egyenletek gyokei: szdmozzuk ezen gyokoket éppen ugy, hogy z; a (3.23)
egyenletnek az egységkor belsejében fekvé —. a Rouché-tétel értelmében
egyetlen — gydke legyen. Kz esetben tehat alkalmazva a (3.22) sorfejtést a

pz P 2mi
£« = i il P .
Pz e (k)] ="« k@ilo=ck |egyenletnek eleget tevd z]= i) szamra,
k k & & k

nyerjiik, hogy
[

n
— e k wl) npn—1

k Eoo .
(3.24) z,-:l_),zl_) {: (i = 12,. A—~l-)

n!

Ilyen médon a z; gyokoket sorfejtés alakjaban kaptuk meg: ezek a sorok
konvergalnak, mivel

P P

_F P B
}«e k awj —e k <-
k k

1
e

tekintve, hogy ze—* maximumait az x = 1 helyen veszi fel, és ott xze=* = ¢ ;

de ezek a sorok csak akkor konvergalnak gyorssn, ha n kicsiny ; mig a

minket érdekld esetben % éppen hogy kozel van 1-hez. Eppen ezért valasz-

”

tottunk az elozé §-ban mas utat.

C) Megjegyzések a tdrgyaldsmod vdlasztdsival kapcsolatban

Azt a tényt, hogy a kompresszor akkor kapcsol ki, ha a nyomas a 1ég-
tartalyban kb. 109,-kal meghaladja a normal nyomast, és akkor kapdsol be,
ha a nyomas kb. 10%,-kal a normal nyomas ala siillyed, a probléma matemati-
kai targyaldasdban oly médon vettik flgyelembe hogy bizonyos késleltetést
vezettiink be azaltal, hogy a kompresszor be- és kikapesolasai csak ¢ egész-
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szamu értékeinél kovetkezhetnek be : vagyis feltettiik, hogy a kompresszor ¢
idépontban kikapesol, ha a nyomds ¢t — 1 és t id6pontok kozott talhaladt a
normal nyomison : ez ugyanis valéjaban azt jelenti, hogy a kikapesol6dds~
valamivel a normal nyomas felett (és ennek megfelelGen a bekapesolds valami-
vel a normél nyomas alatt) kévetkezik be. Hogy a 109%,-o0s ttilhaladast ne 1épjiik
tal, azt az idGegység megfelel§ valasztasival értiik el. Bzt a targyalasmodot
azért valasztottuk, mert ha a matematikai targyaldsban kozvetleniil vessziik
tigyelembe, hogy a be- és kikapesolddds szintjei nem azonosak (és nem koz-
vetve, ahogy tettiik), akkor nemesak hogy a tartily nyomésingadozasai, vagyis
az 7 valtozdk, nem alkotnak kézonséges Markov-lancot, hanem még a tartaly
és a fogyasztds cgyiittes allapota, azaz (€, v:) sem, ellenben még hozza kell
venni a kompresszor dllapotat is, vagyis egy w; valtozét, amelynek értéke 1
ha a kompresszor miikédik, és 0 ha nem. Ugyanis ha H, jeloli 1 azon értékét,
amelynél a kikapesolédas és H, azt, amelynél a bekapesolédas torténik, agy
ha ), értéke H, és H, kozott van, lehetséges az is, hogy a kompresszor m{ikodik
és az is, hogy nem mikodik, viszont ez befolyassal bir 7,41 értékére. Ebben az
esetben is lehetséges a targyalis az elmondottakhoz hasonlé mdédon, azonban
ezzel itt nem foglalkozunk bdévebben, csak megjegyezziik, hogy ilyen felfogds-
ban is megvizsgaltuk a problémat, és azt telaltuk, hogy a gyakorlat szempont-
Jabdl a két targyalasméd altal kapott k-értékek kozott az eltérés nem lényeges.

D) Megjegyzések a gyokkozelitésnél alkalmazott iterdcics eljardssal kapesolatban

Az el6zlkben az

(3.25) : e3(1 + 2¢) TiCe — _

egyenletet Ggy oldottuk megkozelitbleg, hogy e = (&) alakra hoztuk, mégpedig
a kovetkezéképpen :

1

1 C \#—n—L_ :
(3.26) 8= ‘ ¢ ) = . ]

Pe?

és erre az egyenletre alkalmaztuk az iterdcids eljarast. A (3.25) egyenletet
azonban tébbféleképpen lehet ¢ = @(e) alakra hozni, példaul a koévetkezd-
képpen is :

3

821/%(1—1—28)

2 _HyH,
1—e€ .

Azért valasztottuk éppen a (3.26) alakot, hogy az iterdcié konvergencidja
gyors legyen. Ugyanis altalaban, ha az F (z, z, ... x) = ¢ egyenletet kivanjuk
xz = @(x) alakra hozni és iterdciéval megoldani (vagyis egy olyan egyenletet,
amelyben az ismeretlen x t6bb helyiitt (k-szor) fordul eld), Ggy a kovetkezéképpen
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célszeril eljarni : megvizsgaljuk az F(x,, x,, ... x.) — k-valtozds figgvény
parcidlis derivaltjait az x, = x, = ... = o = « helyen (illetve mivel az «x

-

értéket nem ismerjiik, annak koérnyezetében) és megvizsgaljuk, hogy a 5

Xy
derivaltak koziil melyik abszolat értékre a legnagyobb, vagyis hogy F(z, ,z,,...2F)
melyik valtozdjanak megvaltoztatasira a »legérzékenyebbe: tegyiik fel,

hogy ez a valtozé éppen x,, ugy kifejezziik x,-et az F(xy, 2,5, ,,. .. x;) = €
egyenletbdl a tobbi valtozd segitségével x; = G(x,, 25, . . . aF) alakban és vizs-
galjuk az x = @(x) = Q(z, z, ... ) egyenletet; mivel

LY A
y -

- ) - e oxj '
(.27 v |22 | \
Xj=x
9%,
tehdt ha a (3.27) jobboldalan allé fiiggvény az x, = x, = ... 2 = x hely

kornyezetében abszolat értékben 1-nél kisebb, gy az itericids eljaras kon-
vergilni fog. Persze el6fordulhat, hogy a (3.27) jobboldalan all6 szam abszolat
értéke nagyobb 1-nél. Ebben az esetben és altalaban bdrmely egyenlet esetében
a kovetkezs eljaras vezet célhoz : valamilyen médon # = @(z) alakra hozzuk
az egyenletet, megallapitjuk, hogyep(xz) milyen hatdrok kozé esik : tegyik fel
példaul, hogy @(z) a és b kozé esik, ahol 1 <a < b, mivel az z = p(x) és
X = polr) = (1 — a)x + ap(x) egyenletek gyokei azonosak, Ggy valasztjuk
meg az a konstins értékét, hogy |pi(x) mar bizonyosan 1-nél kisebb legyen,

- ezt elérjik pl. o = VT valasztasdval, ugyanis akkor
) — |
1 b
D=1+ -——- - =<y (x)=
Th—1 b1 e
1 a b—a
=1 —a+oag(x) <1 + - = <1

v () b—1 b—1 b—1

ezek utin az z = pg(z) egyenletre mar alkalmazhatjuk az iterdciés eljarast.
P

A vizsgalt esetben F(xy,x,,%;5) = x3(1 + 2x)) IS és mivel az
X, = &y = x5 = z helyen
1)
' aF _ (H_HO_CE , aF _ 3C ¢ OF _  Plog(l+ 2a)¢
o, 1 4 2% 9, x 0xy (1 — x2?)

' H
tehat — figyelembe véve, hogy — 7

1,

altaldban igen nagy szam, — tehdt

az F(x,, x,, z5) figgvény z; valtoztatasira a »legérzékenyebby, ezért alkalmaz-
tuk az iterdciét a (3.26) egyenletre.
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Diagramm kompresszorok méretezéséhez
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TRODALOM

1. Rényi A. és Szentmdrtony T.: Gépipari tizemek elektromos energiaszitkségleté-
nek és egyidejiiségi, illetbleg szitkségleti tényez6jének valdszinliségszdmitasi meghatéro-
zdsa. (Jelen kiadvany, 85. 0.)

2. H. Wold: On stationary point processes and Markov-chains, Skandinavisk
Aktuarietidskrift, 1948. 229—240. o.

3. A. N. Kolmogoroff: Anfangsgriinde der Theorie der Markofschen Ketten mit
unendlich vielen moglichen Zusténden, Marematnueckuit CGopuuk 1(43)(1936), 607—610 o.
lasd tovabba A. H. KoJmoropoB, llensi MapKoBa cO CUETHHIM YHCJIOM, BO3MOXHBIX COCTOS-
Huit, Brosn MockoBekoro YuuBepcureta (A) 1(1937) 1—16 o.

4. W. Feller: An introduction to probability theory and its applications, 1950.
15. fej. 307—344. o. Ebben a munkéban megtalalhaték mindazok a Markov-lancokra
vonatkozé ismert tételek, amelyeket a dolgozat felhasznél.

5. A. Rényi: Some problems concerning Poisson processes, Publicationes Mathe-
maticae 2. (1951.) 66 —73. o.

PALOHUOHAJIbLHBI PACUET KOMMPECCOPOB M BO3JYIHIHbLIX PE3EPBYAPOB
JAJIA CHAB)XEHHA 3ABOJOB C JXATBIM BO34YXOM

A. PEHbHU
. Peszwome

Pafora coflep>XUT peilieHHe cliefiyiome# rnpobiembl: B HeKoropom 3aBoje paboraior
HEeCKOJIbKO MaluH, JeHCTBYIOMHMX €O C)KATHIM BO3Ay XoM. Mamuub 6yxyT BKJIIOYEHB! H BHIKJIIO-
yeHbl ciayuyalHo. C)kaThifi Bo3ayX NpHOaBJsieTCs] KOMIIPECCOPOM, HAacCHIIAIOMHM pesepByap,
TOTpeGHTEJIH MOJY Yal0T CXKaThiil BO3AYX M3 pesepByapa. EcJiu JlaBjleHHe BO3lyXa B pesepByape
TIPEBLICHT HEKOTOPYI0* 'PAHHIy Vy, KOMIIPECCOP BBIKJIOYAETCS aBTOMAaTHYECKH W BKJIOYAETCS
TOJIBKO TOTJa, ecH AaBjeHHe MOHH)KAETCS NOJ HEKOTOpYyIo rpaHHuny v,. Hama sapaua:
OIIpejeMTh MOWHOCT b KOMIIpeccopa TaK, 4To0Hl JaBleHHe B pesepByape fPaKTHYeCKH HHKOIA
HeNOHM)KAJIOCh [10/l HEKOTOPY 10 HH)KHY 10 I'PAHHUIY ¥, AOCTATOYHYI0 JJis1 oBecneveHus1 Gecriepe-
GofiHoM paboTol MamuH. TlpoGrema pewmaercsi ¢ MeTogaMH TeopHH Hermed MaproBa. Pesyub-
TaThl M300pakeHbl IpadUuecKH TaK, YTO NpPH JaHHOM MNoTpebJeHHH W pasmepe pesepByapa
v3MepeHHe KOMIIpeccopa OTCUYHMThbIBaeTcsl 0e3 HcyHcJeHUS M3 rpadHka.

DIMENSIONNEMENT RATIONNEL DES COMPRESSEURS ET DES RESERVOIRS
D’ATIR POUR FOURNIR AUX USINES L’AIR COMPRIME

A. RENYI

Résumé
.

L’article contient la solution du probléme suivant : Dang une usine plusieurs
machines actionnées par air comprimé fonctionnent, la mise en service et hors service des
diverses machines s’effectuant d’'une maniére aléatoire. L’air comprimé est fourni par un
compresseur, qui remplit un réservoir. Les consommateurs regoivent 'air comprimé de ce
réservoir. Si la pression de P'air dans le réservoir dépasse une certaine borne v,, le compres-
seur est mis hors fonctionnement automatiquement et n’est remis en fonctionnement
qu’aprés que la pression sera tombée au-dessus d’'une autre borne »;. La tache & résoudre
est de déterminer quelle grandeur la capa,cite de la production du compresseur doit avoir
pour assurer que la pression dans le réservoir ne tombe pratiquement jamais au-dessous
d’une certaine borne infrieure ¥, qui suffit encore pour assurer le fonctionnement sans
dérangements des machines. Le probléme est résolu moyennant des méthodes probabilis-
tigues, notamment moyennant les chajnes de Markov. — Les résultats sont réprésentés
en forme graphique d’une telle maniére qu’avec une consommation donnée et une gran-
deur du réservoir donnée on pourra sans auntres caleuls lire des representatlons graphiques
comment le compresseur devra étre dimensionné.
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