A MATEMATIKAI STATISZTIKA ORVOSI-BIOLOGIAl ALKALMAZASANAK
NEHANY PROBLEMA JAROL

JUVANCZ TRENEUSZ és LIPTAK TAMASN

OSSZEFOGLALAS

A kozlemény elso része az alkalmazdsok elvi kérdéseivel foglalkozik. Az orvosi-
bioldgiai kutatds természetébdl adédoé specidlis problémakat két sulyponti kérdés koriil
csoportositja. Az egyik problémakor a szignifikanecia-vizsgélathoz, mégpedig magénak
a szignifikancidnak helyes értelmezéséhez kapcesolédik, a mésik problémakér pedig az
orvosi-biolégiai kutatdsban gyakran sziikségszerlien kiselemszdmi mintavételbdl ered.
Az els6 kérdéscsoportra vonatkozé vizsgalatok befejezetlensége miatt a cikk csupén
a probléma felvetésével és jelentdségével foglalkozik. A mésik kérdésesoportot illetoleg
kismintdkra is kidolgozott eloszlasmentes statisztikai modszerek bevezetését javasolja,
azaz olyan moédszerek alkalmazdsat, melyek a vizsgdlt statisztikai sokasdgra vonatkozo
csaknem minden eldzetes feltevéstol fiiggetlenek.

A dolgozat masodik része a fent emlitett javaslathoz kapesolédva ismerteti a rend-
statisztika (més kifejezéssel : varidcids sorok elmélete) f6bb tételeit s kozli a legijabb
ezirdnyu szovjet eredményeket is. Kzek felhasznélasival a kozlemény harmadik része
kismintdkra is haszndlhaté eloszldsmentes modszereket dolgoz ki szignifikancia-vizsgé-
lathoz. Végiil ezen uj médszerek gyakorlati alkalmazisit néhany orvosi' vonatkozisa
példan illusztralja és megadja a szamitdsokhoz sziikséges téblizatokat, melyeket az
Alkalmazott Matematikai Intézet Orvosi Matematikai Statisztikai Csoportja dolgozott ki.

A kozlemény az orvosi-bioldgiai alkalmazéasokbdl indul ki, de az itt térgyalt elvi
kérdések koziil tobb 4ltaldnosabb jellegli. a rendstatisztikdn alapuld eloszlasmentes
statisztikal eljardsok pedig az alkalmazésok széles teriiletén érdeklddésre és felhaszna-
lasra tarthatnak szémot.

1.
Elvi kérdések:

Mint az AMI orvos-statisztikai csoportja, egy éve foglalkozunk rend-
szeresen orvosi 6s biolégiai kisérletek és megfigyelések eredményeinek értékelé-
sével és tobb esetben mar ezek tervezésében is résztvettiink, tovabba orvosi
szaklapok matematikai-statisztikai vonatkozasu cikkeit lektoraltuk. Munkank
soran kézeli kapesolatba keriiltiink az orvosi-biolégiai kutatasokkal, a hozzank
fordulé orvosokkal és kutatdkkal tortént rendszeres megbeszéléseink alkal-
maval egyre jobban megismertiik a matematikai statisztika alkalmazasanak
itt felmeriil§ specidlis problémait és koérulményeit. Kozleményiink keretében
munkank soran lesziirt tapasztalataink kozil a legfontosabbakat szeretnénk .
ismertetni és egyes kérdésekre konkrét megoldast adni. Bar sok kérdésre
vonatkozdlag csak a megoldds irdnyat tudjuk vazolni, igy gondoljuk, mir a

175



problémak felismerése, pontos kérvonalazdsa és ismertetése is fontos lépés azok
megoldasa felé.

MindenekelGtt szeretnénk vazolni azt, mlelt van sziikség az orvosi-
biolégiai kutatds terén matematikai statisztika alkalmazdsdra. Uuyams éppen
azok az okok, melyek az alkalmazdast sziikségessé teszik, mdas tényezlkkel
egybefonédva eoryben meg is nehezitik azt.

Matematikai statisztika (és altalaban valésziniiségszamitds) alkalmaza-
sara abban az esetben van sziikség, ha valamely természeti jelenség torvényei-
nek, lefolyasdnak, kimenetelének vizsgalatakor va]amllyen okbél nem vehetjiik
szmitdsba a jelenséget egyértelmiien meghatirozé tényezdk teljes 6sszességét.
Ez bekovetkezhet ismereteink hidnyossidga miatt, vagy példaul azért, mert
az Osszes haté tényezdk figyelembevétele ttlsdgosan bonyolulttd, megenged-
hetetlentil hosszadalmassa tenné a vizsgalatot. Ez utébbi eset all el§ példaul
akkor, ha jatékkockaval dobunk : a kocka osszes lényeges fizikai adatainak,
a feldobas médjanak és bizonyara egész sor egyéb tényezbnek ismeretében.

nyilvanvaléan pontosan eldre megmondhatnank, hogy adott kiindulé hely-
zethll a kocka melyik lapjira fog esni : de nyilvanvald, hogy ez gyakorlatilag
kivihetetlen. Ha azonban ilyenkor a szdébanforgs jelenség nem egyszeri,
individualis eléforduldst, hanem azonos korillmények kézott elvben tetszs-
legesen sokszor megismételhetd, bizonyos tapasztalati tények és szimmetridk
figyelembevételével a szébanforgé jelenségre vonatkozdlag mégis objektiv
torvényszeritiségeket dllapithatunk meg : ezek segltsegevel tjabb és jabb
tényezdk hatdsit vehetjilk figyelembe. Az ilyen tipust, . n. véletlen tomey-
jelenségek vizsghlataval foglalkozik a valdszinfiségszdmitds. Ennek egyik
fejezete a matematikai statisztika, amely az altaldban ismeretlen eloszlast
statisztikai sokasdgokbdl vett mintak segitségével igyekszik becsléseket,
informacidkat nyerni a statisztikai sokasdgrél. A matematikai statisztika masik
s az orvosi gyakorlatban leginkdbb el6fordulé feladata annak megitélése,
hogy egy bizonyos tényezé hatdssal van-e a vizsgdlt jelenségre. Erre szolgal
az 0. n. szignifikancia-vizsgalat. A kisérletez$ azt kérdezi, van-e hatdsa egy
bizonyos tényezének a vizsgalt jelenségre. Ebbdl a célbdl két kisérletet végez.
Az els6 kisérlet soran a szébanforgé tényezs hatasat a vizsgdlt jelenségre minél
kisebbre igyekszik csokkenteni, a masodikban pedig éppen forditva, ezt a
hatast fokozza. A két kisérlet eredményeként nyert megfigyelések két mintdt
alkotnak (»kontrolls és nkezelt« egyedekbdl 4llé6 mintdk). A két minta alapjan
kell itéletet mondanunk arrél, van-e ényeges hatdsa a szébanforgé tényezdk-
nek a vizsgalt jelenségre? A matematikus a kovetkez6 gondolatmenet alapjan
mond {téletet : »Ellszor felteszem, hogy a beavatkozis hatdstalan volt, azaz
a kisérletezé altal adott két minta ugyanabbdl a statisztikai sokasdgbdl szar-
mazik (»null-hipotézis¢). Alkalmas mddon definidlok valamilyen »tavolsige-ot
két minta kozott (ilyen példaul x2, ¢ stb.). Meghatdrozom e »tavolsage vals-
szinfiség-eloszlasat arra az esetre, ha két minta egymastdl fiiggetleniil ugyan-
abbél a statisztikai sokasaghbdl szdrmazik. Ennek birtokdaban kiszamitom annak
valészintiségét, hogy egyazon sokasigbdl egymdstdl fiiggetleniil kivett két
minta igy definialt stavolsdg«-a nagyobb vagy egyenl§ legyen a két megadott
mintan ténylegesen észlelt stavolsage-nal. Ha ez a valdszinfiség a probléma
természetétol tiggd szinfnél kisebb, gy a két minta altal reprezentalt soka-
sagok kozti eltérést szignifikdnsnak itélem.

A kisérletez6 azonban gyakran félreérti a nszignifikans eltérése-t kimondé
véleményt. A wszignifikans eltérése itéletébdl, azaz a null-hipotézis elvetésébdl
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azt a kovetkestetést vonja le, hogy a két sokasig jelentlsen eltér egymaéstol,
azaz »tdvolsidge-uk meghaladja a gyakorlati vagy elméleti szemponthdl méar
¥ényegesnek tekintheté minimalis fokot. Azonban a matematikai szignifi-
kancia — azaz a null-hipotézis elvetése — csak azt jelenti, hogy az adott
szigoriisagi szint mellett, adott hatarozottsaggal Allithatjuk, hogy a két
sokasag nem azonos.

Feladatunk tehat null-hipotézis helyett olyan statisztikai hipotézis alkal-
mazasa, mely jobban illeszkedik a gyakorlat altal felvetett kérdésekhez, mely-
nek segitségével meg tudjuk itélni, hogy az észlelt eltérés szignifikdnsan meg-
haladja-e azt a legkisebb eltérést, melyet mar szakmailag — esetiinkben tehat
orvosi-bioldgiai szempontbdl is — jelentdsnek tekintiink. Kzen a téren végzett
vizsgdlatainkat még nem fejeztiik be, de jarhatd utat talaltunk a probléma
megoldasara.

A statisztikai itélet fenti altaldnos logikai problémaja mellett foglalkoz-
nunk kell a matematikai statisztika orvosi-bioldgiai alkalmazhatdsaginak,
illetve helyes alkalmazasanak specialis kérdéseivel is.

A matematikai statisztika alkalmazasit orvosi-bioldgiai kutatisokra
megneheziti elsGsorban az, hogy ezen a teriileten a megfigyelések és kisérletek
tervezésében és berendezésében a nceteris paribuse elvét altaldban nem koénnyf,
néha szinte lehetetlen megvalésitani. Az €18 szervezet miikdésének bonyolult-
sdga miatt ugyanis a vizsgalni kivint jelenséget .gyakran nem sikeriil eléggé
kiemelni a tobbi kozil és igy szandékunk ellenére, néha egyenesen tudtunk
nélkill olyan tényez6k befolyisa is érvényesiilhet, melyeknek azonos vagy
ellentétes iranya hatasa megzavarja: meghamisitja vagy elfedi a kisérlet,
megfigyelés eredményeit. Tudbgyulladas lefolydsit példaul nem csak a vizs-
galt gyogyszer hatdsossiga hatarozza meg, hanem a betegség elOrehaladott
volta, a beteg altalanos allapota, kora stb. Kz a korilmény noveli a vizsgalt
anyag diszperziéjat, megneheziti, hatdrozatlanabba teszi a statisztikai érté-
kelést. .

Tovabbi nehézséget jelent az a tény, hogy az orvosi-biologiar mérések igen
pontatlanok: 10%, mérési hiba nem szamit szokatlanul nagynak és kivételesen
jonak kell elfogadnunk az 1-—-29%,-0s hibaval dolgoz4 mérési éljarasokat.

Az emlitett nehézségeket a kisérletek és megfigyelések helyes tervezése
mellett bizonyos mértékben azzal is ellenstlyozhatnank, hogy a megfigyelések
szdmat noévelnénk, nagy-elemszamu mintakkal dolgoznank. Ez igen elGnyos
lenne egyéb szempontbdl is : a klasszikus matematikai statisztikdnak ugyanis
csakngm minden modszere nagy-elemszamit mintavételre van kidolgozva,
hiszen a felhasznalt tételek rendszerint hatareloszldsokra vonatkoznak (pél-
daul: %2). A nyugati irodalomban és tudomédnyos gyakorlatban divatos és
kis-elemszamu mintakkal is dolgozé eljardsok mind . n. paraméteres méd-
szerel. Paraméteresnek neveziink egy statisztikai eljirast akkor, ha az a
vizsgalt statisztikai sokasig eloszlastipusinak eléretes ismeretét feltételezi
s csupan az ismeretlen paraméterek becsiésével vagy mas hasonld, az eloszlas-
tipus segitségével jOl megkézelitheté kérdéssel foglalkozik. Példdul a szigni-
fikancia-vizsgalatnal gyakran alkalmazott Student-féle t-eljards (»szignifikdns
differenciak) és a bioldgiai gyakorlatban kiilonosen stirtin alkalmazott variancia-
analizis (vszérdselemzése, »Fisher-féle z-préba¢) arra az elGzetes feltevésre
épilnek, hogy a vizsgalt sokasigok normalis (Gauss-féle) eloszlastiak. Fenti
modszerek alkalmazéasa elGtt tehat kell§ lelkiismeretességgel meg kell gyGzdd-
niink arrél, hogy indokolt-e ez a feltevés, megnyugtaté mdodon alatamasztjik-e
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elméleti meggondolasok és tapasztalatok. Ennek a feltétlenil szikséges
ellendrzésnek elmulasztasa az elmélet és gyakorlat elszakadasara, formalizmusra,
helytelen kovetkeztetésekre vezethet. Eppen ebbll a szempontbél tartjuk
jellemzének azt a tényt, hogy a nyugati statisztikai iskola kutatdi elhanya-
goljak az a priori feltevések ellendrzésének kérdését, a tudomanyos gyakorlat-
ban pedig a fentemlitett paraméteres mddszereket az alapfeltevés ellenGrzése
nélkill jéforman barmilyen statisztikai sokasag vizsgalatara alkalmazzak.
A normalis eloszldsra kidolgozott paraméteres médszereket kritikatlanul alkal-
mazé kutaték legfeljebb arra hivatkoznak, hogy »a centralis hatareloszlas-
tétel kovetkezményeként a valdsagban eléfordulé folytonos eloszlasok majdnem
mind normalis eloszlasoke. Az idézett centralis hatareloszlas-tétel azonban
— szemléletesen kifejezve — csak azt mondja ki, hogy ha valamely mennyiség
értékét igen nagyszama véletlentdl fiiggl tényez6 hatirozza meg, melyek egy-
mistol fiiggetlenek és egymagaban mindegyikiik hatasa igen kicsiny, hatasaik
pedig Osszeadddnak, ugy e véletlentdl fiiggd mennyiség kozelitGleg normalis
eloszlast. De a természetben elGfordulé esetekben ezek a hatdsok nem szitkség-
képpen additiv természetiiek, hiszen példaul gyégyszerek hatdsmechanizmusa-
val kapesolatban is beszéliink yhatvanyoz6dé« hatasokrdl. Igy nem is csodal-
kozhatunk azon, hogy a biolégiai és orvosi kutatds terén siiriin fordulnak eld:
nem-normalis eloszlastt folytonos statisztikai sokasagok. Orvosi-biolégiai
alkalmazasok teriiletén tehat kiilonosen el kell itélntink a paraméteres mdéd-
szerek kritikdtlan, formalista haszndlatat. Meg kell jegyezniink, hogy ezek
haszndlata még abban az esetben is nehézségekbe titkozhet, ha ismerjiik a vizs-
galt sokasag eloszlastipusat, de ez nem egyezik a megfelelé paraméteres maéd-
szer alkalmazasihoz sziikséges eloszlastipussal. Elég nagy-elemszam minta
esetén természetesen kell§ biztonsaggal megbecsiilhetjik azon konstans para-
métereket, melyek segitségével a sokasigot a megfelel$ tipusba transzformal-
hatjuk s ezekre az atszdmitott adatokra mar alkalmazhatjuk a paraméteres
eljarast ; kis-mintak esetén azonban erre nincs lehetOség.

Fejtegetéseinkbdl tehat az kovetkezik, hogy az orvosi-biolégiai kutatas
vonalan fokozott jelentsége van a nagy-elemszama mintavételnek. Csokkenti
a diszperziét, kiegyensilyozza a mérési hibakat, lehet6vé teszi a hatareloszlas-
tételek és (esetleges transzformaciék végrehajtasa utan) a kiilénben igen értékes
paraméteres modszerek alkalmazasat. Ugyanakkor, mikor hangsulyozzuk
a nagy-elemszamu mintavétel eldnyeit, a kisérletezdnek is igazat kell adnunk
abban, hogy az orvosi-bioldgiai kutatasok terén a nagy-elemszamu mintavétel-
nek, azaz nagyszama megfigyelés végrehajtasanak gyakorlati, olykor elvi
akadalyai lehetnek. Igy egyes kisérleteket technikai okokbdl nem lehet meg-
ismételni, ritka betegség megfigyelésekor pedig néha kénytelenek vagyunk
5—6 esetre szoritkozni. Ha a megfigyelés »targya« az ember, nem is szabad
vkisérletezniinke ; a behatds médjat és a kontrollok kivalasztasit gy kell
elvégezniink, hogy mindkét csoportba juté embereknek a lehetd legtobbet
hasznaljunk. :

Egyik f§ problémank tehat az, hogy a nagy-elemszdmi mintavétel minden
elénye ellenére dltaldban mégis kis-elemszamd mintdkkal vagyunk kénytelenek
dolgozni. Ezen a téren két utat latunk a megoldasra. Az els§ lehetdség annak
vizsgalata, hogy a standard klasszikus elosz dsokra (f6leg a normalis eloszlasra)
kidolgozott paraméteres eljarasok milyen enyhébb feltételek mellett és milyen
kozelitéssel alkalmazhatGk ezeket tobbé-kevésbbé jol megkozelitd eloszlasa
-sokasagok vizsgalatara. Megjegyezziik, hogy ezen a téren mér torténtek kez.
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deményezd lépések a nyugati irodalomban is; de gyakorlatilag hatas nélkiil.
-A masik 0t olyan mdédszerek kidolgozdsa és alkalmazdsa, melyek figgetlenek
a vizsgdlt sokasdy eloszldstipusdtél, legfeljebb egészen enyhe feltételek teljesii-
lését, példaul folytonos eloszlast kovetelnek meg a sokasdgtol. Az . n. rend-
statisztika (varidcids sorok elmélete) kifejlesztésével ezen a téren fGleg a szovjet
valdszinliségszamitési és matematikai-statisztikai iskolanak vannak komoly
eredményei. Kozleményiink most kovetkezd mésodik részében Osszefoglaljuk
a rendstatisztikdnak az alkalmazisok szempontjabol legfontosabb tételeit,
a harmadik részben pedig kis-elemszamua mintavétellel dolgoz6 szignifikancia-
vizsgélatra hasznalhaté eloszldsmentes modszereket kozliink, melyek a rend-
statisztika legijabb szovjet eredményein alapulnak.

9

A rendstatiszitka néhdny alapvets tétele

Adott n szdmi x;, x,,..., ®, valés szamok koziil a legkisebbet jelolje
Bi(xy, y,. .., 2y) [= min (2, ,,..., )], & nagysdg szerint mdsodikat
Ry (2, @p,...,%), ..., végiil pedig a legnagyobbikat By (x),%,,..., xn)
[ =max (z;, z,,...,x,)]. Ekkor tetszileges &, ¢,. . ., £, valdszinliségi valtozok-
hoz hozmren(lelhet]uk ezek »rendezett sorozatat« a kovetkezd relacidkkal :

é::_k’:f{l(gl)gZ’ ---aé:n) - n]in (§IJ§2> .. '3§)“l)
§§ = By(§y, &0, -1 E0)

(1
é:i‘ :71{n(§1 yé:g, é:n) ”"’“\(‘51 :sc-:» "Sn)

A £, €5, -, & valbsziniiségi valtozdk . n. »varideiés sor«-t alkotnak. A rend-
statisztika ezen varidcids sorokkal foglalkozik.

Szoritkozzunk most arra az esetre, mikor a &, &,,..., &, valoszinGségi
valtozdk egyazon folytonos F(x) eloszlasfiiggvénnyel rendelkeznek. Minthogy
folytonos eloszlasn statisztikai sokasighb6l vett minta egyes elemei éppen ilyen
valészinfiségi valtozdk, ezért a tovabbiakban a megfelel§ matematikai-
statisztikai terminolégiat haszndljuk.

A rendstatisztika aldbbi tételei két csoportba oszthatok. Az elsG tipusq,
1. n. »egy-mintas¢ tételekben egy folytonos eloszlast statisztikai sokasiaghol
vett mintanak és a sokasig elméleti eloszlasfiiggvényének bizonyos stavol-
sdge-ait értelmezzitk a minta empirikus eloszlasfiiggvényének segitségével és
meghatarozzuk a nyert valészinliségi valtozok eloszldsfiiggvényeit, illetve ezek
hatdrértékét arra az esetre, amikor a minta elemszdma minden hatiron tal né.
A midsodik-tipusd, 0. n. »két-mintds« tételek két minta empirikus eloszlasfiigg-
vényeinek hasonléan definidlt tdvolsigaira vonatkozd eloszlasokat és hatar-
eloszlasokat adjak meg.

Eloszor is definidljuk az empirikus eloszldsfiggvény fogalmat. Egy
n-elemil minta empirikus eloszlasfiiggvénye:

(‘2) . ‘\‘n(l')

r

Fal),
it
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ahol k,(x) & minta azon elemeineck szamdt jelenti, melyek kisebbek, mint x.
Masszéval, ha a mintavételi valtozék variaciés sora :

: ) ‘ * <% e
(,3) §1§§2§"'§§;;
akkor 0, ha v = é:l*
. N ]
o ha &f<a=¢;
2
< s %k
;L, ha é'? <x§;‘3
) So(@) =y T
v h o ¥ - ¥
o a §p < T=Efpia
7 -1 % o
——, ha ¢, <a=¢§;
I ha §£F <.

A minta empirikus eloszlasfiggvénye-tehat a minta z-nél kisebb elemei-
nek viszonylagos gyakori-dga, mint x fiiggvénye. Grafikonja egy 1épcsd-vonal,
mely a minta két szomszédos eleme kozott az x-tengellyel parhuzamos egyenes-
szakasz, a minta egyes elemeinek megfelel$ helyen pedig szakaddspontj: van,

ahol a gérbe »}Z-nel feljebb folytatodike.- Az ugraspontokban az alsé egyenes-

szakasz jobb végpontja a gérbepont. A mintavétel soran természetesen a minta
elemei valdsziniiségi vdltozdk, a minta empirikus eloszlasfiiggvényének értéke
tehdt minden rogzitett « helyen valdszinliségi viltozd.

Ratériink a tételek ismertetésére.

Egymintds tételek

Egy folytonos F(x) eloszlasfuggvényii statisztikai sokasagbdl n-elemit
mintdt vesziink, ennek empirikus eloszldsfiiggvényét S,(xz)-szel jeloljik.
Definialjuk a D, D, Dy, Q) (a), és Qn(a,b) valészinliségi valtozdkat a kovet-
kezdképpen :

(3) D= sup (Spx) — Fay)

—20 <x <460 .
(6) Dy = sup (F@y — S,@)

—00 <x < J-00 -
(7) ' D, == sup 1S (x) — F(x)l== max (D, Dy)

00 <X < OO0 .
® Q@) = sup (S‘i’ ~1)

a<fF(x)y \ F(x)
(9) | “(a,b) — sup (—6"—@ - 1) .
T a<reo<e \ F(x) ’

ahol 0 << a << b < 1 tetsz8leges rogzitett értékek. [A (8) és (9) definicidkkal
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Salx)

P(x)
valészinliséggel felvehet egy tetszéleges nagy fix értéknél nagyobb érté-
keket. ] '

A) GLIVENKO tétele (a statisztika alaptétele) [8]

kapesolatban megjegyezziik, hogy a sup ( — l) valtozé pozitiv

—00 <X < 4 00

(10) : »V{ lim‘ D, = 1)} =
. n-—>>x

Ez a tétel tehdat azt mondja ki, hogy a minta empirikus eloszlasfiiggvénye
1 valdszin(iséggel egyenletesen konvergdal az elméleti eloszlasfiiggvényhez.
Mintavétel itjan tehat kimeritd képet szerezhetiink a vizsgalt statisztikai
sokasagrdl : ebben az értelemben valéban a statisztika alaptételének nevez-
hetjuk. '

B) KOLM OGOROYV tételes [16]: tetszdleges valds z-re :
(11) lim V{yaD;<z}= ImV{|{nD; <z}=
n—oo n—oo

g0, ha z=0

o * (.
= K*(2) 1 1—¢22% ha z>0.

|U, ha z=0

(12) r}glcl,c V{ Vn Dn < z}:‘ k()= l 2 (—— 1)» e—2¥222 ha 2> 0.
P - —0C

C) SZMIRNOYV tétele |29.] : tetszileges valds x, y esetén :

(13)  lim V{{nby <z; Vrnbi<y}= S8, »,

H—0
ahol § (z,y) az alabbi fiiggvény :
0, ha mn(@y)=0

oo (o] R —_—
2 e 2PAx )P L’ (e—2xHv=1y)E | (2w —lx o)

RN TR v 1

() Sxy) = {

ha min (z,y) > 0
D) RENYI tételei*:
I 0, ha z=4u

(15) n;lmgy{vm;,(a)q}fHﬁz;a): 5 ,z :
‘ V— J e 2dt, ha z>0
i 5

* A szerzé ezirdnyu dolgozatai sajto alatt vannak.
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(16) lim V {Vw On (b)) < = } =H,(z;mb) =
n-—o0

z——x] q
V J (( )‘[ ' “—;dt)dx;(—oo<z<+ ).

0

. Kétmintds tételek

Egy folytonos eloszlasfiiggvényli statisztikai sokasagbél egymastol
figgetleniil két mintat vesziink, az egyik m-elemli, a masik n-elem{i minta.
Empirikus eloszlasfiiggvényeiket r-ndre Sp(x)-szel ill. 7',(x)-szel jeloljiik.
Az (5), (6) és (7) egyenletek analégidjara definidljuk’ a Dy, ,, Dy, és D, ,
valésziniiségi valtozékat : ’

(17) I);’,,,, = sup (Sm@— T, @)
R —0G <x .. Loo
(18) Diyn= ‘sup (Th@ — Sy )

—00 <x <. OO

(19) Dinpn=sup  |Sp(@)—Tn(x) =max (D, Dmn).

—00 <X < 400
Definidljuk tovabba a Cp,, valdszinliségi valtoz t a kovetkezGképpen :

jelentse a Cp, , az els, S, (x) empirikus eloszlasfiiggvényi minta elemei koziil
azon ¢F elemek szamat, melyekre fennall:

(20) ‘qm (é');;) = Tn (ét)

E)Y SZMIRNOV tételei [29]: tetszbleges valés z,y és 2 szimok esetén
m ésntartsanak a végtelenhez Ggy, hogy ktizben%:i = konstans legven ; ekkor

mn

(‘.’I)A limV{V I:”Z_Ln 1),}’1n<z}-—11mVlV” i Dmon <Z} K*(z)‘
(22). lim V lV mn_‘ Dmon <z}=K(z)

(23) limV[ Wi@—r Dy <z _mn_ Dy < }:S(xy)‘

. | m -+ n Ym0 ™" Y W

ahol K*(z), K(z) és S(z,y) a (11), (12) és (13) relaciékban szerepld fiigg-
vények. '

A kovetkezo tételek ugyanezen valdszinliségi valtozék hatareloszlsa
helyett azok pontos eloszlasat ad,ak meg az m {L esetben.
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F) GNYEGYENKO és KOROLJUK tételer {10]: tetszlleges valds z esetén

a y = [nz] jeloléssel

24)  V{Di.<z}--V{Dpn<z}

{25) V{ Dnp<z}="

Itt és a tovdbbiak sordn is a kovetkezd jeloléseket hasznaljgk :

0

, ha z=0

A

) o2ty

n

2n

n—upv’

z> 0.

1. tetszlleges valds ¢ szam esetén [t] jelentse ¢ negész részéte, azaz azon

legnagyobb egész szdmot, mely ¢-nél még nem nagyobb ;

2. tetszlleges valds t és tetszlleges egész k esctén (,t) (masik szokasos
jelolése : CK) jelentse a kovetkezit : '

0,

: 1
(26) (‘ ) — [ 1(t

k.

it

ha k<0
ha = k=0
— ). k1)
1-2.3. .k
ha k>t

»

ha

O<hb=t.

G) GNYEGYENKO és RVACSEVA tételer [11]: tetszOleges valds x és y esetén

(27) ' V{ D;n < x; I)n+,n < ?/} = lJUn(xv?/) )

ahol v = In.r‘], B = |nyl és

0, ha

I, ha

2H ¥ (ey) =) —- _

l

|
max (r,y) =
¢ ( 7/) n

. 1
min (z.y).> | —
n

n
aip

w+ﬁﬂ“

3
™

@ E.
)

v=]1

In

wt e viatp)

egvéhként.
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H) GNYEGYENKO és MTHALEVICS tétele [13], [14]:

20 ViCpn - k ; k= 00200
(2) R _

tehat Cy, ,, Osszes lehetséges értékei egyenls valészintiségiiek. Mihalovies késébb
[23] cikkében bebizonyitja ugyanezt az Osszefiiggést C), , helyett altalaban
a Oy np \alto7ora is, ahol p egész szam.

A bizonyitasokkal itt nem foglalkozhatunk. Természetesen nem celunk
ennek a kozleménynek kereteiben a rendstatisztika 6sszes tételeit ismertetni
még felsorolas forméjaban sem. Megemlitjiik, hogy a variacids sorok elméleté-
nek kialakitasat V. I. Glivenko [8], A. N. Kolmogorov [16}, N. V. Szmirnov
{277, [28], [29], [30], H. Cramér {3] és R. Mises [24 ] alapvetld munkditdl
szamithatjuk. Azéta ezen a téren a szovjet kutaték koziil G. M. Manyia [18],
I. D. Kvit [17], #. U. Pajvin [25], B. V. Gnyegyenko [9], [10], [11], [12].
(13], {141, V. 8z. Koroljuk [10], K. L. Rv cseva [11] és V. Sz. Mihalevics
{13], [14], [23] értek el lényeges eredményeket. Hazankban Rényi Alfréd
jarult hozza a variicids sorok modern elméletének kiépitéséhez*, amennyiben
azt bizonyos mértékben a fiiggetlen valdszin{iségi valtozok Osszegeire vonat-
kozo elméletre vezette vissza, tovabba meghatdrozta a (8) és (9) valtozdk és
még mas hasonlé viltozék hatdreloszlasait. H. Cramér és R. Mises idézett
munkai utén a nyugati statisztikai irodalomban hosszi ideig csak A. Wald és
J. Wolfowitz bonyolult formalizmussal dolgozo cikke képviselte az idevagéd
irodalmat. W. Feller 1948-ban megjelent és Kolmogorov tételeinek bizonyitdsat
egyszeriisito munkaja utan J. L. Doob [6] ezen tételekre vonatkozé heurisz-
tikus bizonyitasi eljardsa, melyet M. D. Donsker [5] tett szabatossa, jelen-
tettek lényegesen tjat, majd K. L. Chung [2], M. Kac [15], Anderson és
Darling {11 munkai fejlesztették tovabb a varidcids sorok elméletét. F. .J.
Massey 191,207, [21], [22 Inégy cikkben foglalkozik Kolmogorov és Szmirnov
emlitett tételeivel és azok alkalmazdsihoz szilkséges egyes numerikus tabla-
zatok kidolgozasaval jarul hozza az elméleti eredményekhez.

A mi szempontunkbdl lényeges, hogy Gnyegyenko, Koroljuk.
Rvacseva és Mihalevies (24) —(29) alatt ismertetett tételei lehetdvé teszik,
hogy a variaciés sorok elméletének alkalmazasit kis-mintdkkal dolgozdé
szignifikancia-vizsgdlatra is kiterjessziik. Ezzel foglalkozunk kézleményiink
3. részében.

3.

.
Eloszlasmentes mdadszerek alkalmazdsa szignifikancia-vizsgdalatra kis-elemszami
mintavételnél .

A rendstatisztikd elGbb ismertetett tételei koziil #10)—(23) hatar-
eloszlastételeket nagy-elemszami mintavétel esetén alkalmazhatjuk. KErre
vonatkozélag utalunk Gnyegyenko [9] konyvére, tovabbi Szentmartony
Tibor [26] munkdjara. melyek foglalkoznak e tételek statisztikai alkalma-
zasaval és Szmirnovnak azy Annals of Mathematical Statistics« c. folydiratban is
megjelént [30] kozleménye nyoman megadjak a K(z) fiiggvény tablazatat is.

* Kzirdnya dolgozatai sajtéd alatt vannak.
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Mi csak az orvosi-bioldgiai alkalmazasokban leggyakrabban eléforduld kis-
elemszamu mintavétellel dolgozé szignifikancia-vizsgalatokra haszniljuk fel
a rendstatisztika egyes tételeit, mégpedig a (25), (27) és (29) alatt szerep-
18ket.

Mint mar emlitettitk, két-mintas szignifikancia-vizsgilatra szolgalé
eljardst gy nyerhetiink, hogy meghatirozzuk egy olyan viltoz6 valdsziniiségi
eloszlasat, mely. alkalmas mdédon jellemzi két, egyazon sokasaghdl vett, minta
regymastol vald eltéréséte, »tavolsigat«. Nyilvanvald, hogy ilyen »tavolsagote
sokféleképpen értelmezhetiink, s ezek eloszlasa altalaban fiigghet a szdéban-
forgé statisztikai sokasig eloszlistipusatdl, sét a tipuson beliil a sokasig
eloszlasfiiggvényében szereplé paraméterek értékétdl is. Kszszeri tehat ent
a»tavolsagot« tgy definialni, hogy annak eloszlisa, de legalabbis hatareloszlasa
minél kevésbbé fiiggjon a sokasig eloszlastipusatél és jellemzGitél. Igy a
Pearson-féle y2-valtozét ilyen »tavolsage«-ként hasznilva, az eloszlas véges
esethen polinomialis eloszlas, melynek paraméterei a sokasag eloszlasatdl, sot
az adatok csoportositasatol is fiiggnek, hatarértékben azonban ez a fiiggés
eltiinik. Minthogy a nagy-elemszama mintakra gyakorlatilag elegendé kozeli-
téssel a hatareloszlast alkalmazhatjuk, ilyen esetekben a szébanforgd stavolsage
alkalmazisaval nagy-elemszamii mintavételre eloszlismentes modszert nye-
riink. A mar szdévatett okokndl fogva azonban a mi alkalmazdsi teriletiinkon
gyakran kis-elemszdmi mintavételre vagyunk kénytelenek szoritkozni s igy
nem elégedhetiink meg a hatarértékekre szdlé fiiggetlenséggel. Kozlemé-
nyiink els6 részében kifejtett okok mind amellett szolnak, hogy igen elény6s
lenne olyan »tavolsige-definicick megalkotasa, melyek véges esethen sem
fiiggnek a sokasag eloszlasatol.

Konny( beldtni, hogy abban az esetben, ha a sokasag eloszlasfiggvénye
folytonos, a (17) — (18) — (19) egyenletekkel definialt valdszinfiségi valtozok
mind rendelkeznek ezzel a tulajdonsiggal. Kzen viltozék mindegyikének
értéke adott mintak esetén csak attél fiigg, hogy a két minta elemeinek egyesi-
tésével nyert és nagysag szerint rendezett sorozat tagjai milyen sorrend szerint
tartoznak az egyik,illetve masik mintahoz. De nyilvanvald, hogy azonos — és
folytonos — eloszlasi valtozok esetén minden ilyen sorrend egyenl$ valdszinii-
séglis igy e definicidnak megfeleld »tavolsagoks eloszldsa nem fiigg F(x)-tol.
Meg kell jegyezniink, hogy éppen ez az észrevétel konnyiti meg a (10)—(29)
tételek bizonyitasat.

A »stavolsidge definicidja soran két esetet kell megkiilonboztetniink.
Az egyik esetben a kisérlet végrehajtiasa elGtt a priori feltevésiink van arra
vonatkozdlag, hogy a behatdas milyen iranyban fogja befolydsolni a vizsgalt
jelenséget, tehat azt kérdezzitk, hogy a behatds szignifikansan befolydsolia-e az
adott irdnyban a vizsgilt egyedeket. Ilyen hipotézisnek megfelel »tavolsige-
definicié tehat egyirany(, nem-szimmetrikus a két mintara vonatkozodlag.
A masik esetben ilyen elGzetes feltevésiink nines, s igy csupan azt vizsgaljuk,
okozott-e valamilyen irdnyt szignifikdns eltérést a behatas. Ilyenkor a »tavolsage-
nak szimmetrikusnak kell lennie. Nyilvanvald, hogy ha az elsé esetben a kisér-
leti eredmények valéban igazoljak a hatds irdnydra vonatkozd elGzetes fel-
tevésiinket, egyiranyi mddszer hasznilatdval sokkal hatarozottabb statisz-
tikai itéletet mondhatunk, mint szimmetrikus médszer segitségével. Természe-
tesen hangsulyoznunk kell, hogy egyiriny( médszerek hasznalata csak akkor
jogosult, ha val6ban elézetes feltevésre alapul, utélagos hasznalatuk meghami-
sitja a statisztikai itélelet.
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Gyakorlatilag az esetek tobbségében a behatdstdl azt varjuk, hogy a
statisztikai sokasagot valamilyen iranyban »eltolja«, azaz csak a sokasig
varhat6 értékét valtoztatja meg, az eloszlas egyéb jellemzdiit nem befolyéasolja
lényegesen. fgy azon »tavolsige-oknak van killonosen lényeges szerepiik,
melyek bizonyos mértékben jellemzik, mérik az ilyen tipusu tranzldcidkat.

a) »Ce-kritérium. Foglalkozzunk mindenekelStt a (29) alatti tétel alkal-
mazasaval, mely Gnyegyenkotol és Mihalevicstol szarmazik. Azonos elemszami
mintdk esetén elGzetes tajékozidasra hasznalhatjuk abban az esetben, ha
a priori feltevésiinknek megfeleléen a behatds adott iranyban »eltolta« a vizs-
galt sokasdgot és a »lemaraddé« minta empirikus eloszlasfiiggvénye teljesen a
masik felett fekszik, legfeljebb kozos pontja van vele. Null-hipotézis mellett
ugyanis annak valdszinfisége, hogy ennek az esetnek megfeleléen C, , = n
legyen, (29) szerint

1

30 VIC,, ~nYb=— .
B0 10n nt n—+ 1

5%,-szint mellett ilyenkor tehat mar »ranézésre« is szignifikansnak itélhetjiik
az eltérést, ha a mintak legaldbb 20—20 elemszamuak.

b) » Abszolit-De-kritérium. A (25) alatti tételt, mely Gnyegyenkotol és
Koroljuktdl szarmazik, »szimmetrikus tdvolsige definidldsédra hasznalhatjuk.
E végbdl irjuk a tételt a kovetkezsd alakba :

K {n/c] )
31) rp0>=V 3D %E =—~27~ —1)1 “n ce=12...,n.
L) n
T v=1

(‘.)n] — v
n .

Dh, is eloszlasmentes »tavolsagot értelmez. Null-hipotézis mellett annak vals-
_szinliségét, hogy D, , = ;, a (31) képletbllnyerjiik. Ezen v,(c) valsziniiségek

értékeit az I. tablazatba foglaltuk. Ha D, , olyan nagy, hogy a megfelels
vp(c) valdszinliségi érték a hasznalt valdszintiségi szintnél (orvosi-biolégiai
vonatkozdsoknal altalaban 59,) kisebb, ugy a két minta egymdistél valé
eltérését szignifikdnsnak itélhetjiik. Az »abszolat-De«kritériumot abban az
esetben hasznilhatjuk, ha a behatas irdnyara vonatkozdlag nincs el8zetes
hipotézisiink.

c) »Kétoldali-De-kritérium. KlGzetes egyiranyu hipotézis esetére az
el6bbinél j6val hatékonyabb eljarist nyeriink a Gnyegyenkotdl és Rvaacsevdtol
szdrmazé (27) tétel alkalmazasaval, amely (azonos elemszamt mintak esetén)
a Dy nés D, , valtozdk egyiittes eloszlasat adja meg. Mint emlitettiik, benniin-

“ket elsGsorban a két minta egvmdastdl vald »eltoltsdganake, stranzlaciéjanake
jellemzése érdekel. Viladgos, hogy az elsének valasztott minta annal inkabb
slemarad« a masik mogott, anndl inkabb mondhatjuk réla, hogy »balra told-
dotts az x-tengelyen a masodiktdl, minél nagyobb D} , és ugyanakkor minél
kisebb D7, ,; tehat minél nagyobb az elsé minta empirikus eloszlasfiggvényé-
nek a masodik feletti »maximaélis kiugrasa« és ugyanakkor minél kisebb a
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mdsodik mintdnak az elsG feletti ymaximalis kiugrasa«. frjuk tehat a (27) alatti
tételt a kovetkezs alakba :

.. ; b
wptthy =V {1/,,’,1 ;;n: Dy, = | —

nJ
2n
Z [-n—|-a—f—1——v(a+b+1))+

v=1,2,... "

2 . 2
- 5 (n—kb-v-— z'(:;+b+.l)) -2 (n—~ v(a—){ib—’;—l)]l'

» 2. r 1,2 ...

Itt a és b nem-negativ egész szamok lehetnek és természetesen 0 =< a + b = n.
Null-hipotézis mellett wy, (a, b) a valészinfisége annak, hogy megfelel$ sorrend-
ben véve a mintdkat (tehdt az nelmaraddnake virt mintat els6nek, a méasikat
pedig masodiknak valasztva), Dy, = '(1 és Dy ,I; legyen. Adott esetben
a 1I. tablazatbdl kiolvasott w, (a, b) értéket a szinthez hasonlitva itélhetjiik
meg, szignifikdnsan eltér-e egymastdl a vart irdnyban a két minta?

Az elmondottaknak orvosi vonatkozast példakkal valé szemléltetése
elott igyeksziink gyakorlati szemponthdl is vilagosan meghatarozni, milyen
esetben, milyen feltételek betartasa mellett alkalmazhatjuk két minta, meg-
figyelési adatsor kozti eltérés szignifikancidjanak megitélésére a fenti mdd-
szereket. :

Harom feltételnek kell teljesiilnie. 1. A vizsgalt statisztikai sokasidgnak
folytonos eloszldsiinak kell lennie. A kimondottan diszkrét eloszlast sokasagtol
eltekintve (pl. a baktérium-szim, megbetegedettek szdma stb.) az orvosi-
biolégiai kutatdsban szerepld sokasdgok majdnem mind. ilyenek. Tudjuk
azonban, hogy az egyes adatokra vonatkozd mérési eredmények tobbé-kevésbbé
hibas értékeket szolgaltatnak, ezért ezeket megfelelé maodon kerekiteni szok-
tak. Ilyen kerekitett értékekbdl allé adatsorokat, mintdakat azonban — tdlsa-
gos kerekités utdn --- mar nem tekinthetjik folytonos eloszlast sokasagot
reprezentalé mintaknak, hiszen a kerekités miatt az egyes adatok csak ugras-
szerli, diszkrét értéket vehetnek fel. Kiilongsen fontos ezt hangstalyoznunk
azért, mert az orvosi-bioldgiai gyakorlatban eléfordulé mérések — mint azt
mar szévatettik — altaldban igen nagy hibaval dolgoznak, az egyes adatok
tehat csak erds kerekités utan értékelhetk egyenként. Kzt a tényeziGt azonban
e moédszerek alkalmazdsakor aranylag konnyen kikiiszobolhetjiik azaltal, ha
tudomanyos kisérietekben a mérémdiszer megengedte legnagyobb pontossdiggal
olvassuk le az eredményeket s ezeket kerekités nélkiil haszndljuk fel statisz-
tikai értékelésre. Igen hasznos, ha egyetlen adatra vonatkozélag t6bb mérést
végzink s a pontosan leolvasott értékek ugyanannyi jegyig szamitott szamtani
kozépértékével dolgozunk. Természetesen hangsulyozzuk, hogy a kerekités
nélkiil nyert adatok utolsé néhdny jegye az egyénenkénti jellemzés szempontja-
bél értéktelen lehet, a mérési hibaokozta torzitds azonban a kisérlet egészének
statisztikai értékelésében kiegyenlitGdik s hatdsa legfeljebb a statisztikai itélet
hatarozottsigdnak rovasira megy. A folytonossagi feltétel teljesiilésének azt
a gyakorlatilag elegend$ (bar nem sziikséges) kritériumat adhatjuk meg, hogy
a két vizsgilt minta »egyesitésével« nyert adatsorban minden egyes érték csak
egyszer forduljon el6, tehat nem fordulhat el§ sem az, hogy az egyik mintaban
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egy érték tobbszor szerepel, sem pedig az, hogy a két mintanak van »kozogy
eleme. ’V[eg]egyeuuk, hogy (3. M. Manyia [18] eredményei fel]ogosﬂanak ben-
_ niinket arra, hogy ugy véljik, ezeket a méduszereket idével csoportositott ada-
tokra is alkalmazhatjuk. — 2. Az alkalmazhatdsag masodik feltétele az, hogy a
mintdknak, melyekre a sz1crn1f11“mc1a \71z<4galato‘r alkalmazzuk, eg J7nustol
faggetleneknek kell lennick. ]’\1 kell tehat°zarnunk e médszerek alkalmazasanal
az 0. n. énkontroll esetét, melynél ugyanazokon az egyéneken végezziik el a
behatast is, akiken elézileg a kontrolladatokat leolvastuk. HKzeket a mdéd-
szereket tehat csak akkor hasznalhatjuk, ha & »kontrolle és »kezelt« egyedek
egymastodl figgetlen csoportot képeznek. — 3. A harmadik megszoritas arra
vonatkozik, hogy a megfelelé .(25), (27) és (29) alatti tételek egyelSre csak
izonos elemszdmai mintak esetén alkalmazhaték. Minthogy elméletileg is ez a
legoptimdlisabb elosztdsa a kisérleti egyedeknek a két csoport kozott, a kisér-
leteket mar lehetGleg eszerint tervezziilk meg. Ha a két minta mdar adott és
kiilnbozd elemszamuak, Ggy az egyik mintabdl megfeleld szam elem kisor-
solasival mar egyenld elemszamia mintdkat kaphatunk. Ebben az esetben
természetesen informaciét vesztiink, amit a kisérletek alkalmasabb tefvezésével
esetleg elkeriilhettiink volna. Meg]egyezzuk hogy a rendstatisztika tovabbi
kifejlidésével modot nyerhetiink majd egyenldltlen elemszamit mintak ilyen
modszerekkel torténd értékelésére is.

A példakra ratérve megjegyezziik, hogy tapasztalatunk szerint az ismer-
tetett harom 4j moédszert konkréten grafikus tGton alkalmazhatjuk a legegysze-
riibben. A két minta empirikus eloszlasfiggvényeit kockds vagy milliméteres
papirra rajzoljuk fel és ezutan konnyen leolvashatjuk a megfelel6 valtozdk
értékeit. Erdemes megjegyezniink, hogy az a-tengelyen torténé monoton
(sorrendtart6) transzformacié esetén — mint mar emlitettilk — ezek az érté-
kek valtozatlanok maradnak és igy nem sziikséges a valédi 1éptéket felmér-.
niimk az z-tengelyre: ehelyett alabbi egyszer(ibb médon jarhatunk el:
A két mintaban szereplé Osszes adatokat egyetlen adatsorrd egyesitjik és
nagysag szerint névekedsleg elrendezzitk. Ezutan az a-tengelyen ekvidisztans
tavolsagokban ezen egyesitett adatsor minden egyes adata helyett ugyanezen
sorrendben egy-egy pontot jelolink ki. de példaul kék, illetve piros szinnel,
aszerint, hogy az illetd adat az elsd vagy a masodik mintédhoz tartozik. A kévet-
kez6 lépés az, hogy ezen kék, illetve piros pontokbsl allé6 stranszformélt«
mintik empirikus eloszlasfiiggvényeit rajzoljuk meg a megfelel§ szinekkel.
Természetesen kockas papirnal az z-tengely egységét alkalmasan n kockival
egyenlGnek valasszuk (ha n-n-elemszdma mintdkrol van szd), mivel ekkor
éppen 1 kockaval kell feljebb ugornunk az egyes minta-elemeknél, tehit a
lépesG-vonalak »fokai« | kockanyi magassaguak. A Dy ,, D, »ill. D, , differen-
ciak értékeit ezutan az abrabd6l kénnyen leolvashatjuk.

4.
Példdk
Az 1. példa egy konkrét minta empirikus eloszlasfiiggvényének grafi-
konjat adja meg, de itt még az x-tengelyen a szokésos skalat alkalmazzuk. —
20 emberen lemérve a glomerulus filtratum mennyiségét, példaul a kiovetkezs

eredményeket kapjuk (itt és a tovabbiakban is mindjart nagysag szerint néve-
keddleg elrendezve adjuk meg a mintikat) :
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Glomerulus filtratum mennyisége ml/min egységben :

- 81,8 84,1 86,0 88,2

. 89,7 91,5 92,3 93,9
94,6 96,2 97,3 98,7

100,5 101,0 103,5 104,4

105,3 107,6 109,2 111,3

Ezen adatok empirikus eloszlasfiiggvényét az 1. abran lathatjuk. Az z-tenge-
lyen ebben a példaban a szokdsos léptéket hasznaljuk.

2, pelda Két kiilonboz kozségben levs altalanos iskolakban megmertek :
24—24 12-éves it mellkaskorfogatat. Az X-kozségben 16v6 iskola igen jo
sporteredményeket ért el, a masik, Y-kozségbeli lemaradt a versenyeken.
A kérdés az, szignifikdnsan nagyobb-e a jobban sportolé X-kozségbeli tanulék
mellkaskorfogata az Y -kozségbelieknél? A mérések eredményei példaul a
kovetkezék voltak :

Mellkaskirfogat cm-egységben belégzéskor:

X -kozségben :

66,7 67,4 68,5 69,2
70,3 71,0 73,1 74,9
76,6 77,5 78,4 78,9
79,0 80,6 81,0 81,7
82,1 82,5 83,7 84,0
84,6 85,4 85,9 86,3
Y -kozségben :
63,56 64,3 65,56 66,3
67,8 68,2 69,4 70,5
71,4 71,8 72,2 72,3
73,7 73,9 74,3 75,0
75,3 76,4 77,1 78,2
78,6 80,3 - 82,8 83,0

A 2. abrardl elszor is latjuk, hogy az I -minta empirikus eloszlasfiggvénye
konzekvensen a masik felett halad s igy a »Ce-kritériumot alkalmazva rogton
lathatjuk, hogy az adott irz’myl’l eltérés 5%-os szint mellett szignifikdns

}( 194 94 =S ...-1'} =

= 40, < 5(3/0"

ar

A »kétoldali De-kritérium szerint természetesen még mkabb szignifikansnak
taldljuk az eltérést : a 2. abrabdl

10, — .
1)24 24 == 4 es [)24'24 = (O, tehat

(33) oy (0,10) = 0,52 % = 5%,
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3. példa. Azt vizsgaljuk, befolyisolja-e egy bizonyos diéta a testsily
nivekedését. 20— 20 egyforma sulya és koru, azonos nemi és beltenyészetbdl
szarmazo6 patkanyon kisérletet végziink. Az elsé 20 allat a diétat kapja (vkezel-
tekq), a masik 20-at pedig a szokésos médon taplaljuk (»kontrollok«) Megfelel§
id6 mulva lemérjiik mind a 40 patkdany stlygvarapodasat és példaul a km et-
kez$ eredményeket kapjuk :

Silygyarapodis gr.-eqységben 2 hét mulva :

1. wkezeltek«:

18,2 20,1 22,0 24,1
1 25,9 26,8 28,9 31,1
31,9 32,8 37,7 41,0
14,8 47,1 50,0 54,8
60,2 63,1 68,4 71,3

2. wkontrollok«:

30,2 34,3 35,1 36,2
38,6 39,4 10,0 12,3
12,9 44,2 15,9 49,1
51,1 52,0 53,1 53,9
56,2 58,4 62,0 67,3

A grafikus mddszert alkalmazva lathatjuk, hogy a mintdk adott sorszdmozaisa
mellett (lasd a 3. dbrat)
e Y b 2 68 Doy = Max(DE . Do) = >
o = — > Dapray = — 68 Daogaog = Max(Fo o0, Dipiag) = —«
20520 20 20020 20 20:20 ( 20720 2020 20)

Az »abszolit-De-kritérium alkalmazasanal az 1. tablazatbdl kiolvashatjuk, hogy
vay (9) = 3,35 % < 5 %,

és igy 59%,-os szint mellett az eltérést sz1gn1f1kansnak itélhetjiik.

4. példa. Vizsgaljuk két diureticum hatdsit. Eldzetes allatkisérletek
alapjan az a feltevésiink, hogy az »A«-készitmény diureticus hatdsa nagyobb
a »Be-készitményénél. Feltevésiink aldtdmasztisdira 16 betegen lemérjik az
»A¢ készitmény, masik 16 betegen pedig a »B«-készitmény hatdsdra fellépd
diuresist. Kérdés, szignifikinsan nagyobb-e az »A«készitmény diureticus.
hatasa a »Be«-készitményénél?

Napi diuresis 100 ml.-egységben :

. ' » A«-készitmény :

8,3 11,4 20,1 26,2
272 36,0 36,6 37,3
38,4 41,9 427 14,4
45,0 47,5 48.6 51,1



-y Be-készitmény :

8,7 13,8 18,9 21,7

23,9 25,5 26,8 28,9
30,0 31,2 32,3 33,9
35,5 10,6 13,7 46,6

Minthogy itt egyirany1, el6zetes hipotézisen alapuld vizsgalatrél van szd,
felhasznalhatjuk a skétoldali-De-kritériumot. A 4. abrardl leolvashatjuk, hogy

+ 8 - ] . Capta .
Digag == — és  Dig, = — . tehat a LI tablazathol
16 16

N 0y . 50 500
Wi (1.3) = 1,45 %, < 3%,

Tehat mondhatjuk, hogy az »A«-készitmény szignifikansan hatasosabb a »B«-
készitménynél 59%,-os szint mellett.

Ugy véljiik, hogy a bemutatott példak jol szemléltetik azt, hogy tagabb
alkalmazhatésaguk mellett ezek a maddszerek technikai egyszer(iségiikkel is
kit{innek.
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0 HEKOTOPBIX BOINPOCAX MEIHUUHCKO-BHOJOrUYECKOrO
NPUMEHEHHUS MATEMATHUECKOW CTATUCTUKH

Y. IOBAHI| — T, JIMMITAK
Peswome

[Teppast wacTb pPaloThl TPAKTyeT O NPHHUHMMHAJBLHLBIX BOIpOCAaxX NpHMeHeHHH. OHa
PYNNHPYET cheuyasjbHble 1Po0JeMbl, MPOHCTEKAIONIHE M3 XapaKTepa MeJHUMHCKO-OHOJICIH-
9ecKOro Hcc/IeJ0BAHHS, BOKPYT A3YyX UEHTPAIbHLIX BONPocoB. OJHH KPyr npibiem cBs3aH ¢
HccJlejoBaHHe M » CHPHH)HKaH LIHH¢ UMEHHO C IPABHJILHBIM TOJIKOBAHHEM CaMOH »CHIHUPUKAHITH ¢.
JApyro# KpyT npoGJieM H OTHOCATCS! K BHIGOPKAM MeJHIMHCKO-0HOJICrHYeCKOr0 HCCsIef0BaHHs,
WMEIOHHM 4aCTO, B CLIy HeOOXOAHUMOCTH, JHUWbL MaJjioe YUcaQ 3jiemeHTOB. Uro Kacaercs
ApPYTOH rpynnbl BOMpocoB, pafora mpejpjaraer BBejeHHe CTATHCTHUECKHX METOJOB, H(3aBHC-
HMble OT paclpefiejieHHst W BhipabaThiBaemble TakK)Ke M JJf MaJblX BbIOOPOK, T. €. OHa
[peataraer rpumeHeHHe METOJ0B, HE3ABHCHMBIX OT IOYTH BCeX IIpeJBapHUTENbHLIX IpPearno-
JIOYKeHHH, OTHOCANHMXCS K HcciefyemMoH CTarHCTHUECKOH COBOKYMHOCTH.

Bropast wacTh paloTLl, CBSI3aHHasl ¢ BbilueyKasaHHBIM MPeAsIOsKeHHeM, MO3HAKOMHT ¢
TJIABHBEIMH TEOPEMAMH TCOPHH BapHaUHOHHBLIX PSIOB H coolmaer HoBellMe CoBeTCKHe pe3y.Jib-
TaThl B 3TOH o6nacTH. C MOMOWIbIO 3THX Pe3yJbTATOB, TPEThbs YacTh paGornl BhipaGaThiBaeT
RS UCC/IeJOBAHHS CHTHH(MKAHIUHMETOABl KOTODbie He 3aBHCAT OT pacnpefelieHHsl COBO-
Ky[HOCTH, U SIBJAIOTCA NPHMEHHMBl H 11pH MajbiX Bbibopxax. Hakonel, uiiocTrpupyetcst
[pPaKTHUECKOE TMPHMeHeHHe 3THX HOBBHIX METOAOB HECKOJbKHMH HpHMePaMH MeJHLMHCKOH
HayYHO-HCCIeR0BATENbCKOR paGorel, U coofmanTcs HeoGXoguMbIe JJIS1 BHIUKCIIEHHH Tab/ Ik,
cocraBieHHple Fpynnod MexuuvHckoit Marematuueckoii Crarderuku MHceruryrta [IpHKIagHo#
Maremarniu.

Pabora HCXOOUT U3 MEAMIHMHCKO-BHONOrHYeCKHUX TPUMeHeHWH, a GOJbHHCTBO TPaK-
TyeMmblX NPUHIHITHAJILHLIX BOIIPOCOB HMeeT Gojlee obimui xapakrtep. CratHcTHUeCKHe METOMDI,
M3J10)KeHHble B 3TOH paGoTe, MOryT IMHPOKO TPUMEHSITHCH.

SUR QUELQUES PROBLEMES DE I’APPLICATION MEDICO-BIOLOGIQUE
DI LA STATISTIQUE MATHEMATIQUE

1. JUVANCZ — T, LIPTAK
RESUME

La premiére partie de la publication s’occupe des questions de principe des appli-
cations. Il groupe les problémes spéciaux, qui résultent de la nature des recherches
médico-biologiques, autour de deux questions : 'une des sphéres de problémes s’attache
aux recherches de significance, notamment & I'interprétation correcte de la signifi-
cance elle-méme, tandis que I’autre sphére de probléme dérive de la prise d’échantillon
qui, dans les recherches médico-biologiques, souvent ne contient, par néeessité, qu'un
nombre réduit d’éléments. Tandis qu’en ce qui regarde le premier groupe de problémes
Tarticle, vu le fait que les recherches concernant ce groupe de problémes ne sont pas
encore achevées, ne s’occupe que-de la seule formulation du probléme et de son im-
portance, il propose, en ce qui regarde le deuxiéme groupe de problémes, I'introduction
de méthodes statistiques »exemptes de distribution« élaborées pour les petits échantillons
aussi, c’est-d-dire ’application de méthodes indépendantes de presque toute supposition
préalables. : :

La seconde partie de V’article s’attachant a la proposition mentionnée décrit les
théorémes principaux de la statistique d’ordre, (cn d’autres termes: de la théorie des
séries de variations) et renseigne aussi sur les résultats soviétiques les plus récents dans
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cotte direction. En utilisant ces résultats, la publication, dans sa troisiéme partie, élabore
des méthodes exemptes de- distribution qui peuvent étre employées, dans le cas des petits
échantillons aussi, pour I'examen de la significance. Enfin article illustre Papplication
pratique- de ces méthodes nouvelles par quelques exemples de rapports médicaux et
publie les tabelles nécessaires pour les caleuls qui ont été élaborés par le groupe de statis-
tique mathématique médicale de I'Institut des Mathématiques Appliquées. =~

L’article prend comme point de départ les problémes qui se présentent dans les
application médico-biologiques, mais un certain nombre des questions de principe discu-
tées ici sont de caractére plus général, et I’on peut s’atteéndre que les méthodes statistiques
exemptes de distribution, basées sur la statistique d’ordre vont soulever un intérét
général et seront utilisées dans un large domaine d’application.
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23 | 100,00 100,00 09,24 88.80| 66,01 | 4218 24,06 12,43 583 | 2,47, 0,95/ 0,32 0,10/ 0,03| 0,01 0,00
24 | 100,00| 100,00 99,42 90,24 | 68,60| 44,90 26,28 | 13,98 6,78 2,99 120 043| 0,14/ 004 0,01 0,00 |
25 | 100,00 | 100,00| 99,55 91,50 71,02| 47,55 28,50| 15,58 7,79| 3,56 1,48 056 0,19/ 0,06 0,02/ 0,00 ,
26 | 100,00/ 100,00 99,66 92,60 | 73,27 | 50,10, 30,71 | 17,20 885| 4,18, 1,81| 0,71} 0,26/ 0,08 002| 0,01 0,00
27 | 100,00| 100,00| 99,74 93,57 | 7537 | 52,56 32,90 18,86, 9,96 4,84 2,17 098 033 0,11| 003| 001 0,00
28 | 100,00| 100,00| 9980 94,41 | 77,32 | 54,94 35,06 20,53| 11,10| 555| 2,56 1,09| 0,42| 0,15 0,05/ 0,01 0,00/ .
29 | 10000| 100,00| 90,85 95.14| 79,12 | 57,22 | 37,20 | 2221 | 12.29| 6,30| 2,99 1,31 0,53 0,20| 0,07| 0,02/ 0,01 0,00
30 | 100,00| 100,00| 0988 9578 | 80,80 | 5941 30.29| 23,91 | 13,50| 7,00| 3,46| 1,56| 0,65 0,25 0,09| 0,03 0,01 0,00
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11. Tdbldzat (1. rész) _
A »kétoldali-Dekritérium alkalmazasahoz sziikséges wy (a,b) valdszintiségek értékei kismintakra

. _ a, . b 1 N\ ( . 2n - ( “2n - ) ! 2n )
= =—" T g - = - — 2
wn (@) V{D"vn—n’D"»" ny (2:1)]-1 .n+a+1—v(a+b+.1))+21 n+b—v(@+b-1) Zz(n-——v(a+h+l)J}
v = y = ¥
. : n .
100 wn(a,b) ®
. |
n ‘ 1 b | 2 3 ‘ 4 5 n 7 8 9 .10
‘ | i ; i
4 0 2286 18,57 8,57 143 - — - =
P 58,57 3714 1143 - - - — —
0 16,67 16,27 10,32 317 040 _ -
5 ] 51,08 39,68 17,06 3,97 - . —_
2 75,79 46,83 178 ¢+ — — - o — —
—— - . o . ——— ‘ - . — . - - o S - . — RN —
o 14,29 1418 10,82 465 18 0,11 — — — —
b 1 46,32 39,50 21,21 6,93 1,30 — — - — -
2 72,13 50,07 ' 23.50 714 = — . -
o 1250 1247 10,64 5,71 1,86 0,35 0,03 — — —
7 1 4164 - 3794 2380 1 9,79 1 250 0,41 | — — — —
2 68,97 53,06 2835 1055 | 2,65 — — — — —
0 1A 11,10 10,12 637 | 2,61 0,69 011 0,1 — —
8 I 37,76 35,79 2537 | 1228 423 0,92 012 | - 4 - —
2 65,07 53,65 32,08 13.89 4,34 0,03 - -
3 81,12 60,37 | 33.69 1413 4,35 - - - - —
o ¢ i, e e - - ﬁ‘* ]
0 10,00 10,00 9,47 6,72 3,25 LG9 024003 1 000 ‘ —
q 1 3454 - 3349 2595 14,30 5,67 1,60 ' 03t 1 004 e -
: 2 61,20 | 3322 . 3483 1699 622 | L6T | 032 . — [ —
;3 79,09 62,14 | 37.55 17,55 6,29 1,68 o - -
; ‘ ; I ! !



s e RO DL S AR TR ST e T TN

/' =s A . i ! N » . . . R 3
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s
. S
§ i Tdbldzat folytatds (2. rész) 100 wn(a, b) % g _ . 1
b ‘ ! ) | ’ L ] - .
no |, | 3 ] 4 f 5 | 6 7 0 8 1 9 | 10 1 12 13 N
i ) ! ' ‘ ; ! i
? r :
0 9,09 | 9,09 | 8,81 \ 6,83 | 376 | 1,49 | 042 | 008 | 001 | 000 | — | — I —
10 1 31,82 | 31,26 | 2580 | 1584 | 717 | 242 . 0,60 | 0,10 { 0,01 — — .= —
2 57,76 { 52,12 @ 36,74 | 19,75 | 819 | 260 | 062 010 | — — — — — -
3 | 7676.| 6304 | 4072 | 2077 | 837 | 262 062 | — — — - — — S
(¢ 8,33 8,33 | 8,19 6,78 4,15 1,88 0,63 0,16 , 0,03 0,00 — — —
i 2049 | 2020 | 2542 | 16,93 8,54 3,30 0,97 | 0,21 0,03 0,00 — — —
11 2 54,563 | 50,61 | 37,03 | 22,11 | 10,14 3,67 1,03 | 0,22 0,03 —_ ] — — -
3 74,27 | 6327 | 4326 | 23,74 | 1051 | 373 | 1,04 | 0,22 — — = — —
4 | 8524 | 68,47 | 44,89.‘ 2411 | 1057 | 373 | 1,04 | — — — — — — ‘
0 7,60 7,69 7,62 6,63 4,42 2,23 ,86 0,25 0,06 ,01 0,00 —
1 27,47 27,32 24770 17,65 9,73 4,20 1,42 0,37 0,07 0,01 0,00 — — ;
12 2 51,57 | 48,87 | 38,55 | 2407 { 12,01 4,83 1,55 | 0,39 0,07 , — -
3 71,74 | 62,98 | 45,22 | 26,41 12,65 496 | 1,57 | 0,39, | 0,08 — — — — :
4 | 8393 | 69,46 | 47,57 | 27,05 | 12,78 | 498 ] 1,57 l 039 | — — — — — ¥
| 0 7,14 7,14 7,10 6,42 | 4,59 2,53 l 1,09 0,37 , 0,02 0,00 — — '
1 25,71 25,64 23,83 18,05 10,74 5,08 l 1,93 0,58 0,14 0,02 0,00 — —
13 2 48,89 47,04 38,71 25,64 13,76 6,04 | 2,16 0,63 0,14 0,02 0,00 —_— —
3 69,24 62,29 46,67 28,78 14,73 6,28 221 0,63 0,14 0,02 — — J —
4 82,42 | 70,00 | 49,81 | 29,75 | 14,97 | 6,32 t 2,21 0,63 0,14 — — - | =
i - ~| 4 N
: ‘ ' X!
0 6,67 | 6,67 | 665 | 618 | 468 | 278 | 132 | 050 | 015 | 004 | 001 | 000 | — ,;
1 2417 | 2413 | 22,88 | 1821 | 11,56 592 | 247 © 0,84 0,23 0,05 0,01 000 ;| — :
14 2 46,45 45,19 38,52 26,87 15,35 7,26 | 2,85 | 0,92- 0,24 0,05 0,01 0,00 — -
3 66,80 | 61,33 | 47,60 | 30,84 |- 16,73 765 | 204 0,94 0,24 0,05 0,01 — — 3
4 80,80 | 70,18 | 51,66 | 3222 | 17,11 773 2,95 I 0,94 0,24 0,05 — — —
5 88,37-| 74,01 | 53,04 | 32,61 | 17,20 7,75 | 2,95 | 0,94 0,24 — —_ — —_— : /_,.-g,,
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I1. Tdbldzat folytatas (3. rész) 100 wa(a,b) %

: | ’ ‘ |
n N, 1 1 2 | 3 ; 4 | 5 5 i 7 8 | 9 10 11 12 13 | 14
Y i i | i !
: I
] 6,25 6,25 6,24 @ 592 4,71 2,99 0,64 0,22 0,06 0,01 0,00 —_— —
o1 [ 2279 | 2277 | 21,03 | 18,17 | 12,21 660 | 303 | 1,03 | 035 | 009 | 002 | 000 — _—
15 2 4423 | 43,37 | 38,07 | 27,78 | 16.76 8,46 3,50 | 1,28 0,38 0,09 0,02 0,00 — —
3 64,45 |- 60,16 | 48,32 | 32,60 | 18,60 9,04 3,714 | 1,31 0,38. | 0,09 0,02 0,00 — —
4 79,09 70,04 | 48,22 | 34,45 19,19 9,19 3,77 1,31 0,38 0,09 0,02 — — —
5 87,52 74,67 55,00 | 35,03 19,33 9,22 3,77 ! 1,31 0,38 0,09 —_— — —_— —
A R e | [ e _

0 58 | 588 | 58 | 566 | 460 | 315 1,73 078 | 029 | 009 | 002 | 000 —

1 21,57 21,56 | 20,98 | 17,99 12,70 7,38 3,58 1,45 0,49 | 0,14 0,03 0,01 0,00

16 2 [ 4220 | 4162 | 3743 | 28,42 1800 | 9,62 | 437 | 1,68 | 055 | 015 | 0,03 0,01 | 0,00

3 62,21 | 58,86 | 48,64 | 34,08 | 20,35 | 10,43 460 | 1,74 0,56 | 0,15 0,03 0,01 0,00
4 | 7734 | 69,66 | 54,33 | 3645 | 21,16 | 10,67 | 465 | 1,75 | 0,56 1 0,15 | 0,03 | 0,01 — —
5 | 86,54 | 75,08 | 56,68 | 37,26 | 21,40 | 10,72 | 4,66 | 1,75 | 0,56 | 0,15 | 0,03 | . — — —

=l T T '_if"’*" M '—“7"“i"" {‘A‘* — — Il - R — - ~
0 556 | 556 ; 555 ; 540 | 4,63 | 3,27 1,00 | 092 | 037 013 | 004 | 001 0,00 —
1| 2047 | 2046 | 20,07 | 17,70 | 13,05 | 800 | 412 | 1,80 | 0,66 | 0,21 | 005 | 0,01 | 0,00 —
2 | 40,35 | 39,96 | 36,66 | 28,82 | 19,06 | 10,72 1 5,16 | 2,13 0,75 0,23 0,06 0,01 0,00 —
17 3 60,08 57,47 48,70 ! 35,30 21,94 11,80 + 5,50 | 2,22 0,77 0,23 0,06 0,01 0,00 —
4 | 7558 | 60,08 | 5521 | 3821 | 23,04 | 12,14 1 560 | 224 | 0,78 | 023 | 0,06 | 0,01 0,00 —
5 | 8546 | 7527 | 5811 | 30.31 | 2338 | 1224 | 562 | 225 | 0,78 | 023 | 006 | 0,01 — =
6 | 90,73 | 7803 | 59,19 | 39,65 | 23,47 | 12,26 | 562 | 225 | 0,78 | 0,23 0,06 |° — — —
: !
0 5,26 5,26 526 |. 5,16 4,55 3,36 2,06 | 1,06 0,46 0,17 0,05 0,01 0,00 —_
1 19,47 | 19,47 | 19,21 | 17,34 | 13,28 852 | 4,64 | 2,16 0,86 0,29 0,08 0,02 0,00 —
2 | 38,65 | 3838 | 3580 | 29,02 | 19,96 | 11,74 | 596 | 262 | 1,00 | 0,33 | 0,09 | 0,02 | 0,00 —
18 3 58,07 56,03 48,54 36,27 23,39 13,13 6,44 | 2,76 1,03 0,33 0,09 0,02 0,00 —
4 73,83 68,34 | 55,85 39,76 24,80 13,61 6,58 2,79 1,04 0,33 0,09 0,02 0,00 —
5 84,30 75,26 59,30 41,17 25,28 13,75 { 6,61 2,80 1,04 0,33 0,09 0,02 0,00 —
6 | 90,17 | 7848 | 60,60 | 41,65 | 2542 | 13,78 | 662 | 2,80 | 1,04 | 0,33 | 0,09 | 0,02 — —
! ' |
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I1. Tdbldzat folytatas (4. rész)

100 wa(a, b) %

no|, b 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
0 500 500 500| 493! 445| 341 | 2,19| 1,19 0,55 | 0,22 | 0,07 | 0,02 0,01 | 0,00
1 1857 | 18,57 { 18,30 |© 16,93 | 13,41 | - 8,97 | 512 | 2,52 | 1,07 | 0,39 | 0,12 | 0,03 | 0, 01| 0.00
2 37,08 | 36,90 | 34,80 | 20,05 | 20,70 | 12,68 | 6,75 | 3,13 | 1,27 | 0,45 | 0,14 | 0,04 0,01 | 0,00
19 3 56,16 | 54,58 | 48,20 | 37,03 | 24,69 1440 | 738|333 | 1,32 046 | 0,14 | 0,04 | O, 01 | 0,00
4 72,10 | 67,48 | 56,26 | 41,11 | 26,44 | 1507 | 7,59 | 3,39 | 1,33 | 0,46 | 0,14 | 0,04 001! | 0,00 _—
‘5 83,09 | 75,08 | 60,28 | 42,85 | 27,08 | 1525 | 7,64 | 3,40 | 1,34 | 0,46 | 0,14 | 0,04 | 0,01 | 0, 00 — | —
. 6 89,53 | 78,61 | 62,01 | 43,50 | 27,20 | 1530 | 7,66 | 3,40 |.1,34 | 0,46 ' 0,14 | 0,04 | 0,01 | — — —
0 476 | 4,76 | 476 | 4,72 434| 344 230 1,31 | 0,65 | 0,27 | 0,10 | 0,03 | 0,01 | 0,00
1 1775 | 17,75 | 17.63 | 1648 | 13,45 | 935 | 557 | 2,88 | 1,59 | 0,51 | 0,17 | 0,05 | 0,01 | 0,00
2 35,63 | 35,51 | 33,94 | 28,94 | 21,20 | 1354 17,51 | 3,66 | 1,57 | 0,59 | 0,19 | 0,06 | 0,01 | 0,00
20+ 3 5436 | 53,14 | 4772 | 37.60 | 2584 | 15,61 | 833 | 3.94 | 1,65 0,61-| 0,20 | 0,06 | 0,01 0,00
) 4 70,40 | 66,52 | 56,48 | 42,26 | 27,95 16 44 1 8621 403 | 1,67/ 0,61 | 0,20 | 0,06 | O, 01 0 00
5 8184 | 7476 | 61,07 | 44,37 | 2878 | 1672 | 870 | 4,05 | 1,68 | 0,61 | 0,20 | 0,06 0,01 | 0,00 —
6 88,81 | 79,10 | 63,15 45 20 | 29,07 16,81 8,72 405 | 1,68 | 0,61 10,20 | 0,06 | O 01 0 00 — —
7 92,50 | 81,08 | 63,98 45,48 | 29,15 16,83 | 8,73 | 4,05 | 1,68 | 0,62 | 0,20 0,06 | 0 01| — — —
0 455 | 455 | 455| 451 422 3,44 239 1,431 0,74 0,33 | 0,13 | 0,04 { 0,01 | 0,00
1 17,00 | 17,00 | 1692 | 16,02 | 13,02 | 965| 599 | 323 | 1,53 | 0,64 | 0,23 | 0,07 | 0,02 | 0,00
2 34,20 | 34,21 | 32,90 | 28,73 | 21,75'| 14,31 | 825| 4,20 | 1,80 | 0,75 | 0,26 | 0,08 | 0,02 | 0,00
3 52,66 | 51,72 | 47,13 | 38, 00 | 26,85 | 1675 9, 28 | 458 2,01 | 0,79 | 0,27 | 0,08 0 02! 0,00
21 4 68,74 | 65,49 | 56,52. | 43,23 | 29,35 | 17,79 9 65 | 4,70 | 2,04 | 0,79 | 0,27 O ,08 0 0210 00
5 80,57 | 74,32 | .61,69 | 45 73 | 30,39 | 18,17 9 ,78 4 731 2,05 | 0,80 ' 0,27 | 0, 08 O 02 0,01 1 0,00
6 8803 | 79.17 | 6414 | 46,77 | 30,77 | 1829 | 9, 81| 474 | 205 | 0.80 | 027 |0 08 | 002 | 001 | 0,00 —
7 92,14 | 81,50 | 65,17 | 47,15 | 30,89 | 18,32:| 9, '82 | 4,74 | 205 | 0R0 | 0,27 | 0,08 | 0,02 0 02 — —
0 435 | 435| 435 | 433 | 409 | 343 | 247 1,53| 0,83 | 0,39 | 0,16 | 0,06 | 0,02 o 01 | 0,00
1 16,30 | 16,30 | 16,25 | 15,56 | 13,34 | 9,80 | 6,36 358.| 1.77 | 0,78 | 0,30 | 0,10 | 0,03 | 0,01 | 0,00
2 33,04 | 32,00 | 32,05 | 28,43.| 22,09 | 14,99 | 8,96 4 741 2231094035 0,11 | 0,03 0, 01 | 0,00
3 51,05 | 50,32 | 46,45 | 38,24 |27,73.} 17,81 | 10,20 | 5, 23 1240 0,99 | O, 36 O 12 | 0,03 0,_01 0,00
- 22 4 07 i3 | 64,41 | 56,43.| 44,04 | 30,62 | 19,08 | 10,69 5,40 245 | 1,00 | 0,36 0,12 0,03 | 0,01 | 0,00
5° ¢ 7028 | 7378 | 62,14 | 46,93 | 31,89 | 19,57 | 10,86 | 5,45 | 2,46 | 1,60 | 0,36 | 0,12 | 0,03 | 0,01 | 0,00
6 87,19 | 79,13 | 64,90 1 4820 | 32,38 | 19,74 | 10,91 ; 5,46 | 2,47 | 1,00 0,36 | 0,12 | 0,03 | 001 | 0,00
7 91,72 | 81,81 | 66,24 | 4869 | 32,55 | 19,79 | 10,92 | 546 | 2,47 | 1,00 | 0,36. 0,12 | O, 03 | 001 | 000 | —
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I1. Tdbldzat folytatas (5. rész)

100 wn(a, b) %

- : . i N
n N b l 3| 4 i 5 6 l 7 l 8 ' 9 l 10 l 1| 12 [ 13 ] 14 1] 15 | 16
t ‘ | ]
0 417 417! 417! 415! 398 | 341 | 2,53 1 1,62 | 001 | 0,45| 0,20 | 0,08 | 0,031 0,01 | 0,00
1 1567 | 15,67 1563 1510 - 1320 | 10,07 | 626 3,91 | 202 093 038 | 0,14 | 0,04 | 001 | 0,00
2 | 3188 31851 8112 0 28,05 2233 | 1550 962 ' 5281 2,59 | 1,14 | 045 | 0,16 | 0,05 0,01 | 0,00
.3 | 4053 4897 4571 3835 28147 | 1879 © 11,10 580 2:82° 121 : 0,47 | 0,16 | 0,05 |- 0,01 | 0,00
23.° 4 | 65571 6245 | 56;21 | 44,63 ¢ 31,77 [ 20,31 | 11,72 | 6,12 2,89 | 1,23 | 0,47 | 0,16 | 0,05 | 0,01 | 0,00
5 | 7799 7315 | 6245 | 48,00 | 3320 | 20,93 ' 11,94 | 619 291 ' 124 | 0,47 | 0,16 | 0,05 | 0,01 | 0,00
6 | 8632 7898 | 6569 | 49,51 | 3391 | 2115 ° 12002 | 621 | 2,91 | 4,24 | 0,47 | 0,16 | 0,05 | 0,01 | 0,00
7- | o124 ' 8202 ' 67,18 | 50,13 | 3414 | 21,24 | 12,04 | 6,21 ' 2,91 | 1,24 | 0,47 | 0,16 | 0,05 | 0,01 | 0,00
8 | 9383 | 8344 6779 | 5036 [ 3421 | 2025 | 1204 | 621 201 | 124| 047 | 0,16 | 0,05 | 0,01 | 0,00 | —
|
S e e e e T e e SR TR N SO R
0 400 | 400 400| 399| 38| 337| 257 1,711 1,00] 052|024 | 0,00 ! 0,03 | 0,01 | 0,00
1 1508 | 1508 | 1505 | 14,64°| 13,03 | 1020 | 6,98 ' 422 2,26 | 1,08 | 0,46 | 0,18 | 0,06 | 0,02 0,00
2 .| 30,80 | 3078 | 30,22 | 2763 | 22.47 | 16,11 | 10,24 | 582 | 2,96 | 1,36 | 0,56 | 0,21 | 0,07 | 0,02 | 0,01 | 0,00
3 | 2800 | 4766 | 44,93 | 3834 | 29010 | 1970 | 11,97 , 6,56 . 3.25 | 1,46 | 0,59 | 0.21 | 0,07 | 0,02 | 0,01 | 0,00
24 4 | 6406 | 6217 | 5588 | 4521 | 32,81 |- 2147 | 1273 6,85i 335 | 1,49 | 0,60 | 022 | 0,07 | 0,02 | 001 | 0,00
5 | 7670 | 12,45 | 62,64 | 48,93 | 3460 | 2224 | 1302 | 6,95 | 3,38 | 1,49 | 0,60 | 0,22 | 0,07 | 0,02 | 0,01 | 0,00
6 | 8541 | 7874 | 66,28 | 50,71 | 3536 | 22,53 | 1312 | 6.98 | 339 | 1,50 | 0,60 | 0,22 | 0,07 | 0,02 | 0,01 | 0,00
7. | 00772 | 82115 | 68,02 | 51,47 | 35:65 | 22,63 | 13,15 | 6,99'| 3,39 | 1,50 | 0,60 { 0,22 | 0,07 | 0,02 | 0,01 | 0,00
8 | 9361 | 8380 | 6877 | 51,76 | 3575 | 2266 | 13,16 | 6,99 | 3,39 | 1,50 | 0,60 | 0,22 | 0,07 | ‘0,02 | 0,01 | 0,00
0 3,85| 385 | 385| 38| 3,73| 333| 260 1,78 | 1,08 | 058 | 028 | 0,12 | 0,05 | 0,02 | 0,00
1 1453 | 1453 | 1451 | 1420 | 1284 | 1028 | 7.24 | 4551 | 2,51 | 125 | 0,56 | 0,22 | 0,08 | 0,03 | 0,01 | 0,00
2 | 2079 | 2078 | 2035 | 27016 | 22,54 | 16,55 | 10,82 | 634 | 3.34 | 1,50 | 0,68 | 0,26 | 0,09 | 0,03 | 0,01 | 0,00
3 | 2673.| 2640 | 4411 | 3824 | 20,62 | 20,52 : 12,81 | 723 | 3,70 | 1,72 | 073 | 0,28 | 0,10 | 0,03 | 0,01 | 0,00
25 4 | 6261 | 6203 | 5546 | 45,60 | 3374 | 22,57 | 1372 | 7.60 | 3:84 | 176 | 0,74 | 0,28 | 0,10 | 0,03 | 0,01 | 0,00
5 | 7543 7170 | 6271 | 49,73 | 35,80 | 23149 | 14,00 | 7,73 | 3)88 | 1,78 | 0,74 | 0,28 | 0,10 | 0,03 | 0,01 | 0,00
06 | 8447 1842 | 6674 | 51,79 | 36,72 | 23,86 | 1422 | 7.77 | 380 | 1,78 | 0,74 | 0,28 | 0,10 | 0,03 | 0,01 | 0,00
| 7 | 9014 8219 | 6875 | 52770 | 37,00 | 23,99 | 1426 | 779 | 3,89 | 1,78 | 0,74 | 0,28 | 0,17 | 0,03 | 0,01 | 0,00
L8 | 9334 8408 69,65" 53,07 | 3722 | 24,04 | 14,28 7,soi 390 | 1,78 | 0,74 | 0284 010 | 0,03 | 0,01 { 0,00
| |
] ] |




§ I1. Tdbldzat folytatas (6. rész) o 100 wn(a,b)%

I ; ‘ ) , ] | ' ‘ | ;
n X 1 ] 2 l 3 . 4 ' 5 6 T | 8 9 : 10 m 12 I 13 14 | 15 16
. ; i ; | | | )
0 3,70 3,70 ! 3,70 | 3,70 3,62 3,27 262 | 1,841 1,15} 064 | 0,32 | 0,141 0,06 0,02 0,01 { 0,00
1 | 14,02 | 1402 1401 | 1376 | 12,62 | 10,32 | 7,45 | 478 | 2,75 | 1,42 | 0,66 | 0,28 | 0,10 | 0,04 | 0,01 | 0,00
2 28,85 | 28,83 J 28,50 | 26,67 | 22,53 | 16,92 | 1135 684 3,72 | 1,84 | 0,82 0,33 | 0,12 | 0,04 | 0,01 | 0,00
3 45,44 | 45,19 7 43,27 | 38,05 | 30,03 | 21,27 | 13,60 | 7,89 | 4,17 | 2,01 | 0,887 0,35 | 0,13 | 0,04 ( 0,01 | 0,00 :
26 4 61,20 | 59,89 : 54,97 | 4587 | 34,56 | 23,60 | 14,68 835 4,34 2,07 0,80 | 0,36 | 0,13 | 0,04 | 0,01 ; 0,00
5 74,16 } 70,00 | 62,67 | 50,42 | 36,91 | 2469 | 15,14 | 852 | 4,40 | 2,081 0,90 | 0,36 | 0,13 | 0,04 ‘ 0,01 | 0,00
6 83,52 ' 78,03 | 67,10 | 52,76 | 38,00 | 25,15 | 15,31 | 858 | 4,42 | 2,00 | 0,90 | 0,36 | 0,13 | 0,04 | 0,01 | 0,00
7 89,54 | 82,16 |1 69,39 | 53,84 | 38,46 | 25,32 | 1537 | 860 | 442 2,09 | 090 | 0,36 | 0,13 | 0,04 ; 0,01 { 0,00
8 93,02 | 84,30 | 70,45 | 54,30 | 38,63 | 25,38 15,39 | 8,60 | 4,42} 2,09 | 0,90 0,36 { 0,13 0,04‘ 0,01 0,00
~ 9 94,85 85,31 | 70,90 | 54,47 | 38,69 | 25,40 | 15,40 | 8,60 | 4,42 2,09 | 0,90 | 0,36 | 0,13 | 0,04 ‘;'0,01 0,00
. _ - {
e |
0 3,57 | 3,57 3,57 3,57 3,51 3,21 2,63 ‘ 1,90 | 1,22 0,70 | 0,36 | 0,17 | 0,07 { 0,03 | 0,01 | 0,00
1 13,55 13,55 | 13,54 | 13,35 | 12,39 | 10,33 764 503] 298| 1,59 | 0,77 0,34 | 0,13 ] 0,05 | 0,02 | 0,00
2 | 27,96 | 27,95 | 27,70 | 26,16 | 22,46 | 17,23 | 11,83 | 7,32 : 411 | 2,00 | 097 | 0,41-{ 0,16 | 0,05 | 0,02 | 0,00
3 | 44,22 | 4403 | 42,42 | 37,79 | 30,36 | 21,94 | 14,36 | 8,55 | 465 | 231 | 1,05| 0,44 | 016 | 006 | 0,02 | 0,00
27 4 59,85 | 58,75 | 54,42 | 46,04 | 35,28 | 24,57 © 1562 | 9,10 487 | 2,39 | 1,07 | 0,44 | 0,17 | 0,06 | 0,02 | 0,01
5 72,92 | 70,06 | 62,55 | 50,99 | 37,93 | 25,84 , 16,17 | 9,32 | 4,94 | 2,41 1,08 | 0,44 { 0,17 | 0,06 | 0,02 | 0,01
6 82,55 | 77,58 | 67,37 | 53,63 | 39,20 | 26,39 | 16,39 | 9,40 ' 4,97 | 2,42 | 1,08 0,44 | 0,171 0,06 | 0,02 | 0,01
7 88,80 | 82,05} 69,93 [ 54,89 | 39,76 | 26,61 | 16,47 | 9,42 | 498 | 2,42 | 1,08 | 0,44 | 0,17 | 0,06 | 0,02 | 0,01
8 92,67 | 84,45 71,17 | 55,44 ; 39,98 | 26,69 | 16,50 9,43 | 4,98 | 2,42 ' 1,08 0,44 | 0,17 | 0,06 [ 0,02 | 0,01
9 | 9471 | 8562 | 71,72 | 55,66 | 40,05 | 26,72 | 16,50 | 9,43 | 4,98 | 2,42 [ 1,08 | 0,44 | 0,17 | 0,06 | 0,02 | 0,01
0] 345| 345} 345| 345| 340] 315! 263 1,94 1,28 | 0,76 | 0,40 0,20 | 0,00 | 0,03 | 0,01 | 0,00
1 1310 1310 | 13,10 | 12,05 | 12,15 | 10,31 | 815 | 5.26.| 3,20 | 1,76 | 0,88 | 0,40 | 0,17 | 0,06 | 0,02 | 0,01
2 | 27,12 | 2711 | 26,92 | 25,63 | 22,35 | 17,48 | 1227 | 7,78 | 4,49 | 2,36 | 1,13 | 0,50 | 0,20 | 0,07 | 0,02 | 0,01
3 | 43,06 | 42,01 | 41,57 | 37,47 | 30,59 | 22,54 | 1507 | 9,19 | 513} 2,62 | 1,23 - 0,53 . 0,21 | 0,08 | 0,02 | 0,01
4 58,54 | 57,63 | 53,82 | 46,12 | 35,91 | 2546 | 16,52 | 9,85 | 540 | 2,73 | 1,27 | 0,54 | 0,21 | 0,08 } 0,02 | 0,01
28 5 71,69 | 69,19-| 62,35 | 51,47 | 38,86 | 26,92 | 17,18 | 10,12 | 5,50 | 2,76 | 1,28 | 0,54 | 0,21 | 0,08 | 0,02 | 0,01
6 | 81,57 | 77,08 67,54 | 54,40 | 4032 | 27,59 | 17,46 |10,22 | 554 | 2,77 | 1,28 | 0,54 | 0,21 | 0,08 | 0,02 | 0,1
7 88,22 | 81,890 | 70,39 | 55,86 | 40,98 | 2786 | 17,56 |10,26 | 5,55 | 2,78 | 1,28 | 0,54 | 0,21 | 0,08 ; 0,02 | 0,01
8 | 92,28 | 84,56 | 71,82 | 56,52 | 41,26 | 27,96 | 17,59 [10,27 | 5,55 | 2,78 | 1,28 | 0,54 | 0,21 | 0,08 | 0,02 | 0,01
9.| 9453 | 8588 | 72,46 | 56,79 | 41,36! 28,00 . 17,60 [10,27 | 5,55 | 2,78 1,28’ 0,54 | 0,21 | 0,08 | 0,02 | 0,01
i il : ! ] |




coz

11. Tdbldzat folytatas (7. rész) 100 wn(a, b) %
n N 1| 2 3 4 5, 6 7 .8 | 9 o1t 12 13 1415 | 16 | 17
! ! :
0| 333| 333| 333| 333| 330| 309| 262 1,98 | 1,34 | 081 | 0,45 | 0,22 | 0,10 | 0,04 0,02 | 0,01 | 0,00
1| 12,69 | 12,60 | 12,57 | 12,57 | 11,90 | 10,26 | 7.92 | 547 | 3.42 | 1,94 | 1,00 | 0,47 | 0,20 | 0,08 | 0,03 | 0,01 | 0,00
2 | 26,33 | 26,33 | 26,18 | 25,10 | 22,19 | 17,67 | 12,66 | 8.22 | 486 | 2,63 | 1,30 | 0,59 | 0,25 | 0,09 | 0,03 | 0,01 | 0,00
3 | 41,96 | 41,84 | 40,73 | 37,10 | 30,75 | 23,07 | 1574 | 9,81 | 562 | 2,05 | 1143 | 0,64 | 0,26 | 0,10 | 0,03 | 0,01 | 00,0
4 | 57,28 | 56,53 | 53,18 | 46,12 | 36,44 | 2628 | 17,30 110,50 | 5,95 | 3,08 | 1,48 1 0,65 | 0,26 | 0,10 | 0,03 | 0,01 | 0,00
20 5.| 70,40 | 6831 | 62,07 | 51,85 | 39,70 | 27,95 | 18,17 [10,92 | 6,08 | 3,13 | 1,49 | 0,66 | 0,27 | 0,10 | 0,03 | 0,01 | 0,00
. 6 | 80,50 | 76,53 | 67,64 | 5510 | 41,37 | 28,73 | 18550 | 11,05 | 6,12 | 3,14 | 1,50 | 0,66 | 0,27 | 0,10 | 0,03 { 0,01 | 0,00
7 | 87,53 | 81,67 | 70,78 | 56,74 | 4215 | 2007 | 18,63 | 11,10 | 6,14 | 3,15 | 1,50 | 0,66 | 0,27 | 0,10 | 0,03 | 0,01 | 0,00
8 | 91,86 | 8450 | 72,30 | 57,51 | 42,48 | 20,20 | 18,68 | 11,11 | 6,14 | 3,15 | 1550 | 0,66 | 0,27 | 0,10 | 0,03 | 0,01 | 0,00
9 | 0433 | 86,10 | 73,15 | 57,84 | 42,61 | 2024 | 18,69 | 11,12 | 6,14 | 315 | 1,50 | 0,66 | 0,27 | 0,10 | 0,03 | 0,01 | 0,00
10 | 9562 | 86,81 | 73,47 | 57,98 | 42,66 | 20,26 | 18,70 |11,12 | 6,14 | 3,15 | 1,50 | 0,66 | 0,27 | 0,10 | 0,03 | 0,01 | 0,00
0| 323| 323| 323] 322| 320| 302| 261|201 | 13| 087] 049! 025 012 005] 002] 001 | 0,00
1| 1230 | 1230 | 1230 | 12;21 | 1165 | 10,19 | 801 | 566 | 3562 | 211 | 1,12 | 054 | 024 | 0,10 | 0,04 | 0,01 | 0,00
2 | 2550 | 25,58 | 2547 | 2457 | 21,09 | 17,81 | 1302 | 864 | 523 | 2,90 | 1148 | 0,69 | 030 | 0,12 | 0,04 | 0,01 | 0,00
3 | 40001 | 40,82 | 39,80 | 36,60 | 30,85 | 23,54 | 16,36 10,42 | 6,10 | 3,20 | 1,64 | 0,75 | 0,32 | 0,12 | 0,04 | 0,02 | 0,00
4 | 56,07 | 55,45 | 52,50 | 46,04 | 36,90 | 27,05 | 18,21 11,32 | 6,50 | 346 | 1,70 | 0,77 | 0,33 | 0,13 | 0,04 | 0,02 | 0,00
30 5 [ 6931 | 6741 | 61,74 0 52,15 | 40,46 | 28,92 | 19,12 [11,72 | 6,66 | 3,52 | 1,72 | 0,78 | 0,33 | 0,13 | 0,04 | 0,02 | 0,00
6 | 7961 | 7594 | 67,66 | 55,68 | 42,34 | 20.83 | 19,52 (11,88 | 6,72 | 354 | 1,73 1 0,78 | 033 | 0113 | 0,04 | 0,02 | 0,00
7 | 86,82 | 81,60 | 71,08 | 57,54 | 43,24 | 30,23 | 10,68 | 11,94 | 674 | 3,54 | 1,73 | 0,78 | 0,33 | 0,13 | 0,04 | 0,02 | 0,00
8 | 91,41 | 84,57 | 72,89 | 58,44 | 4365 | 30,40 | 19,74 111,96 | 6,75 | 354 | 1,73 | 0,78 | 0,33 | 0,13 | 0,04 | 0,02 | 0,00
o | 94710 | 86:26 | 7377 | 58184 | 4381 | 30,46 | 19,76 (11,97 | 6,75 | 354 | 1,73 | 0,78 | 033 | 013 | 0,04 | 002 | 0,00
10 | 95,54 | 87,00 | 74,16 | 50,00 | 43,87 | 30,48 | 19,77 | 11,97 | 6,75 | 3,54 | 1,73 | 0,78 | 0,33 | 0,13 | 0,04 | 0,02 | 0,00

|

|
|
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