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.
. OSSZEFOGLALAS
Az z és y viltozdk kozott linedris kapesolat all fenn : y = Rx+Q. Az R (és Q)
allandok meghatarozasdra x-nek rogzitett a,, a, . . . as értékei mellett osszesen N szédmi

mérést végzunk. Kérdés, hogyan osszuk el az a; pontok kozott az N szdmiti mérést,
hogy a R tapasztalati regresszids egyiitthaté szérdsnégyzete minimum legyen. Feltessziik.
hogy az ai-k pontos értékek. tehat nem valdszinliségi viltokzék, tovibba, hogy az
ai-ben mért y értékek azonos eloszlast kovetnek, szérdsuk az ai ponttél fugg: o(ai).

Bebizonyitjuk, hogy e feltételek mellett a regresszids egyenest az s szdmi a; pont
koziil elég két vagy legfeljebb hdarom pontban végzett mérés alapjin meghatdrozni. A két- és
héarompontos extrémalisok.

Ha o; = allandé (¢ = 1, 2, .. .s). akkor mindig két pontban és pedig a két szélsé
a3 pontban — kell méréseket végezniink, egyenlé aranyban osztva el a mérések szémat.

A dolgozat foglalkozik még a regresszids egyiitthaté modositott definicidjaval,
amelynél a szélsbértékfeladat egyszeriibben targyalhaté és egyszer(ibben kezelheté — ha
nem is feltétleniil jobb — eredményre vezet.

Bevezetés

Az aldbbiakban targyalt matematikai statisztikai probléma a Biokémiai
Ipari Kutaté Laboratdérium munkaja soran meriilt fel egy koncentracidé-mérési
eljards pontossaganak vizsgalata és az eljaras egyszertsitésére iranyulé kutatds
soran. A feladatot a matematikai statisztika médszereivel megvizsgiltuk,
eredményeink alapjan a Kutaté Laboratérium a mérési eljirist jelentOsen
egyszerlsitette és ugyanakkor pontosabbd tette. A mérésnél az eddiginél
sokkal kisebb szamu kiilonb6z8 higitast oldattal kell dolgozni és ennek meg-
felelden az értékelés munkaja is lényegesen egyszer(isodott. Ez lehet6vé tette,
hogy azok a kisebb intézetek, amelyek munkajihoz ez sziikséges, a mérést
onalléan -elvégezzék.

A probléma felvetése Tettamants Kdroly, a Kutaté Laboratérium igazga-
tdja részérdl tortént, aki a feladat matematikai megfogalmazisdnak munkaja-
ban is segitségemre volt.

E helyen koszénom meg Rényi Alfrédnak a probléma megoldasa soran
tett értékes megjegyzéseit.
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1. A probléma matematikar statisztikar megfogalmazdsa
f

Legyen az y valtozé mennyiség az x valtozé mennyiségnek — annak
valamely (o, g) intervallumaban — linearis fiiggvénye :

y=FRx 4 Q.

Az ismeretlen R (és ) dllandék meghatdrozasara vegeuiink y értékeire
Osszesen n szamu mérést az x valtozd rogz1tett 0 =a, =... = as értékei
mellett éspedig az = a, helyen n, szdmW, az x = a, helyen n, szdmi mérést,
8. i. t., ahol

(1) ny+ny -+ ng=mn

Kérdés, hogyan osszuk el az egyes a; helyek kozott az 6sszesen n szamua
mérést ahhoz, hogy a tapasztalati regresszids egyiitthaté a »legjobb kozelitését«
nyujtsa az elméleti értéknek. Pontosabbah : hogyan vdlasszuk az ny, n, . . . Ns
egész szamokat az (1) feltétel mellett 4gy, hogy a tapasztalati regresszids egyutthats
szordsnégyzete minimdlis legyen

o*(g) = min

Feladatunk feltételeit a kovetkezdkben foglaljuk ossze :

a) Az a,, a,’...0; mennyiségek pontosan beéllithaték és mérhet8k,
tehat nem valdsziniiségi valtozok. .

B) Az a; pontban mért m; szama y-ra nyert mi;, Mg, - - - Min; értékek
fiiggetlen mérési adatok eredményei, eloszldsuk ugyanaz y = Rx + @
varhaté értékkel és oi(a;) = o szérdssal. Ez a kévetelmény fennill 1 =
= 1,2,...sre. Azm-k (kb = 1, 2,...8) kozbs eloszldsa egyébként tetsz()'leges
lehet

2. A feltételek gyakorlati vonatkozdsai

Azt,hogy az yés x valtozé mennyiségek kozott lineariskapesolat all fenn,
akdr a tapasztalat tdmaszthatja ala, akar elméleti meggondoldsok nyujthatjak.
A regressziés egyenes leheté pontos meghatdrozasa azt a célt szolgilja, hogy
segitségével a valtozok tovabbi Osszetartozd értékeit hatarozhassuk meg
numerikus vagy grafikus aton,

Az x valtoz6 mennyiség rogzitett a;, a,,. . .as értékeinek pontos, széras-
mentes beallithatdsiga a gyakorlatban pl. olyan esetekben teljesiil, ha az
a;-k maguk természetes szamok : atomok rendszdmai, bizonyos egyedek
darabszamai stb. Ilyennek tekinthetOk bizonyos feltételek mellett a fizikdban
vagy kémidban el8forduld igen pontosan mérhetd mennyiségek is, amelyeknél’
a mérési pontossaghoz képest az a;-k beallitasinal elkivetett hibik elenyé-
sz8ek, vagypedig az z értékek beallitisanal felmeriil§ szérasok elhanyagol-
hatéan esekélyek a hozzajuk tartozé y értékek szérasaival szemben.

Az a feltevés, hogy valamely rogzitett vagy rogzitettnek tekinthetd
x = a; érték mellett az y-ra kapott mérési eredmények ugyanazt az eloszlast
kovetik, kézenfekv()', ennek ellenére ezt tapasztalatilag ellendrizni kell. Ennek
a feltevésnek mar kiovetkezménye, hogy az y értékek szérisat a megfelels «
érték fuggvenyenek teklnthet]uk (’Otk) = o-(a,) = o; adott ¢ mellett k =
=1, 2,...n;re, i = 1, 2,...s-re. Erre nézve még a kovetkezdket jegyezziik
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meg : az y és x kémiai vagy fizikai mennyiségek linearis osszefiiggése rend-
szerint az z-nek valamely (a, §) intervallumaban all fenn, ezenkiviil vagy méar
nem érvényes a mennyiségek linearis osszefiiggése, vagy egyaltalan nincsenek
értelmezve a mennyiségek. El6fordulhat ilyen esetben, hogy az y értékek
szérasa az intervallum hatarai felé novekszik annak belsejében felvett értékei-
hez képest.

Kiilonlegesen egyszerii a helyzet, mint azt alabb megmutatjuk, ha a
szorasok azonosak z minden értékére.

3. A szélsoértékfeladat feldllitasa

Az 1. pontban hasznalt jelolések figyelembevételével a tapasztalati
regresszios egyiitthaté — a legkisebb négyzetek mddszerének az ordinatik
kiilonbségére valé alkalmazasaval — a kovetkezd :

3 Z(m—r) (@i — o)

i=1 k=1
Q;:fv— SISV

Z n;(a; — »)®

i=1

ahol

Az

ank

i 2N |
i

N

S

~ jelolés bevezetésével, valamint a 2 ni(a,— w) = 0
i=1

osszefiiggés figyelembevételével o kifejezése a kovetkezd

S

2 il — o) 7,

i=1

Z ni(a; — 0)?

i=1

9:
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o e kifejezésben csupdn az 7); valésziniiségi valtozék szerepelnek, melyek
szérisnégyzete — 7); el6bbi értelmezése és az 1. §. B.) feltételei értelmében

2

o —y _ TAmi) O

o = T T
H t

-
ahol a o-k a megfelel§ elméleti eloszlasok szérasai.

Az 7;-k fiiggetlensége miatt p szérasnégyzete

$
D il ;i — 0)%]

(1) oo =

[ZS,' i(a;— w)?

=1

12

E kifejezést kell tehdt minimumma tenni, figyelembe véve az

S

Z a; ni

[.1 =t = @
n *
Ny

{1.2) 2 n=n
i=1

Osszefiiggéseket.

SzélsGértékfeladatunknak az analizis eszkozei segitségével valé megold-
hatésaga érdekében egyrészt az m; egészszamokat folytonos valtozdknak
tekintjiik, mésrészt pozitivitdsuk biztositdsira helyettiik a kovetkez§ Gj
valtozokat vezetjiik be:

ng

W=, i=1,2,...,s.
n .

A szérasnégyzet marmost a kévetkezd alakba megy 4at:

Szélséértékfeladatunkat végiilis kovetkez6képpen fogalmazzuk :
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Az

8§

D ai— w)?riu?
A1) fuy o g, @) = :
E (a; — w)zu?

d=1

2

8 + 1 vdltozs flggvény az (uy, Ug,..., Us, ©) mely értékrendszerer mellett veszi
fel legkisebb értékét, a

S
(I'.1) gluy Uy, .. U5, 0) = 2 au:i—o=10
i=1
s
. B(up,ug ... u) = Y ufi—1=0
(T.2) ~

mellékfeltételek figyelembevételével.

4. Az eredmények 0Osszefoglaldsa

Az el(z3 §-ban megfogalmazott szélséértékfeladat vizsgalata a kiovetkezd
eredményre vezet :

Az (I' )-ben megadott figgvénynek az (I'.1.) és (I'. 2.) feltételek mellett
— hacsak az (a;, o?) (¢ =1, 2,...n) értékpirok kozitt bizonyos specialis
osszefiiggések nem dllanak fenn — csakis olyan (uy, u,,. . .us) értékrendszerek
mellett lehet minimuma, amelyekre nézve az wi-k kozil legfeljebb hirom kilon-
bézik 0-tol.

Az (a;, o?) értékparok kiilonleges megvilasztisa mellett mas értékrend-
szerek is tekintetbe johetnek szélsGérték szempontjabol, de ezek nem feltét-
leniil adnak minimumot.

Haoi =0 (i =1, 2,...s) dlandé, akkor csakis az

<

]

I
1 | —

értékrendszer adja a minimumot.*

Kiilonosen egyszerii eredmény adédik abban a specialis esetben, ha a
regresszios egyenlet alakja

' y = fx.

* Az a; és a;s pontokban egyenldé szimi mérést természetesen csak akkor végez-
hetiink, ha »n paros. Amennyiben az n;-kre igy kapott kifejezések nem egész szdmok, ugy
azokat természetesen ki kell kerekiteni egész szamma.
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Ekkor ugyanis az egyenes egy pontja — x = 0, y = 0 — ismeretes és
abban a tovabbi egy pontban kell mérni, amelyre a (%) kifejezés — i =
i

=1, 2,...8 — értéke minimum.
Eredményeinket gyakorlati szempontbdl a kovetkezSképpen fogalmaz-
hatjuk:

Ahhoz, hogy az 1. §-ban megadott feltételek mellett keresett regresszids
egyiitthat6t olyan mérésekkel hatarozzuk meg, amelyek mellett az egyiitthaté
szérasnégyzete minimalis, az a; helyek koziil két, vagy legfeljebb harom pont-
ban kell mérést végezni.

Ha az y értékek szordsa minden a; pontban ugyanaz és az dsszes mérések
szama pdros, akkor az egymdstdl legtdvolabbra esé két pontban kell a méréseket
fele-fele ardnyban megosztani, tehdt

1 , 1
M=—n, Ng= UN—= -7

2 2

— g2
n, = uj

mellett lesz a szordsnégyzet minimum:

2 _—
min o¥(p) = (01 — ) .

Ha az y értékek szdrasa a;-vel valtozik, akkor minden pontparra és minden
pontharmasra -— az aldbb megadand$ eljaras szerint — meg kell hatdrozni
azt a szorast, amely mint minimiélis tekintetbe johet és ezek koziil kell a leg-
kisebbet kivalasztani.

A kétpontos mérések kozil azon (a,, ax) értékpdr mellett kell a méréseket
végezni, amelyre

=

Pyp— = minimum (j +k; 5,k=1,2,...5)

ekkor a mérések szimdt az a; és ay pontok kozott a sz6rdsok ardnydban kell meg-
osztani
ot . oy

n; = — —n Ny = ——————n
J k
O'j +()k U'j — O

Amennyiben az n;-re igy kapott kifejezések nem egész szamok, ugy azokat
természetesen ki kell kerekiteni egész szamma.

Minden (aj, ax, @;) értékharmashoz tartozik olyan (uf, uf, ul) érték-
rendszer, vagyis a mérések szdmdnak olyan eloszldsa, amely a regresszids
egyiitthaté szérasnégyzetének minimuma szempontjabdl tekintetbe johet ;
ezek meghatarozasi médjat az aldbbi 5. §-ban ismertetjilk. Ez az eljaras
konkrét esetekben alkalmazhatd s a szélsGérték jellegét minden esetben kiilon
meg kell allapitani. Az ott konstrudlt numerikus példdban a harom ponthoz
kapott szérasnégyzet nagyobb, mint a harom pont kéziil kiragadhaté két-
pontokhoz tartozd szérasnégyzetek koziil a legkisebb. Ha ez dltaldban igaz
— amit ezideig csupdn a o; = 4lland6 esetében sikeriilt bizonyitani — akkor
kétpontos mérés nyujtja a szérasnégyzetre az abszoltt minimumot.

A hirompontos lokalis szélsGérték meghatirozdsa eléggé faradsagos
szamolast igényel, amit — ha a legjobb szérasnégyzetet keressiik — barmely
harom pontra el kell végezni. Ezért az aldbbiakban egy médszert ismertetiink,
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melynek segitségével harom vagy tébbpontos mérések esetén is meghataroz-
hatjuk a mérések szamanak a pontok kozti olyan eloszlasat, amely a regresszids
egyiitthaté szérasnégyzetének szempontjabdl viszonylag jé eredményre vezet,
szamitastechnikailag pedig igen j6l kezelhet§. S6t, mint azt a 6. §-ban numeri-
kus példan latni fogjuk, e mddositott regresszids egytitthaté minimalis széras-
négyzete kisebb lehet harompontos mérés esetén annal, mintha a regressziés
egyiitthatot a szokott alakban — minimdlis szérasnégyzettel — hataroztuk
volna meg. Ez a médszer a regresszids egyenes kovetkez6 médositott meghaté-
rozasa alapjan sikeriil :

Tekintsiik az a; helyen mért vy, 7ig,. . -Min;, értékek szamtani kozepét

ng
2 Nik
— k=1

Mni — n

Keressiik most az n szadmu (@i, mix) (b= 1,2,. i3 t =1, 2,...s) pont helyett.
az § < m szamu (a;, 7);) ponthoz tartozé regresszms egyenest Ekkor a regresz.-
sziés egyiitthato

S

X (@ —@) (i —7) ‘

ahol most a az a,-k szimtani kozepe :

&
2
i=1

s

a =
Ebben az esethen ahhoz, hogy
o?(o*) = minimum

legyen, nj-t az a,-ben végzett mérések szamit — a kovetkezbképpen kell
kiszamitani :

_ oy —aloy
s
M la; — alo;
i=1

emellett a szérasnégyzet minimuma :

. 1
min o%(o*) = -

s e
2 (@; — E)‘-’]
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Ez a médszer tehit tetszdlleges s mellett minimumot ad a regresszids
egyiitthatékra. A pontok szama redukialédik, ha valamelyik a; Osszeesik az
a sulyponttal, ahol — mint azt formuldnk mutatja — mérést nem kell végezni.

Ha s = 2, akkor a mérések szamédnak eloszlasit és a szérdsnégyzet
minimumat illetéen ugyanarra azeredményre jutunk, ami megegyezik a re-
gressziés egyitthat6 fenti — szokott —értelmezése alapjan nyert eredménnyel.

A gyakorlati alkalmazasok szempontjabdl megjegyezzik, hogy rendszerint
elég az (aj, ax) értékparokhoz tartozd extrémalis szérasok koziil a legkisebbet
venni és ennek megfelelGen a mérést elvégezni; ezzel altaldban biztosithatjuk,
hogy nem tilsigosan nagy szamu sszmérés igénybevételével a szérds a gya-
korlat szamdara megfelel§ kis értékkel bir.

5. A szérdsnégyzet szélséériékeinek meghatdrozdsa

Vizsgaljuk meg mindenekelott az f(u,, 4,,...us, ®) figgvényt a mellék-
feltételek figyelembevételével. Az 1'2. feltétel szerlnt e fuggvénynek az s
dimenziés egységgomb zart felszinén kell minimumdit keresni, éspedig az
(I". 2) mellékfeltétel figyelembevételével, mely szerint  az x tengelyen az a;
. pontoknak u? stlyok szerint vett salypontja. E fiiggvény pozitiv és amint
azt alabb a) alatt megmutatjuk, a kovetkezd s szdmu pontban valik végtelenné :

upi=1, wy=ty= -+ =u_1=U1="--=u=0,

ahol ¢ =1, 2,...s. Minden egyéb helyen a fiiggvény folytonos és a benne
szerepld véaltozdk szerint akarhanyszor differencialhatd.

Megmutatjuk, hogy a fiiggvény hatarozottan pozitiv alsé korlattal bir.
Legyen ugyanis a o;-k kozil a legkisebb pl. a o;. Ekkor, minthogy e az a;
értékek pozitiv stlyok szerint vett silypontja, tehat

a, < w<as ésigy la;— o] = |a; — ag

1 =1, 2,...sre. Felirhatjuk tehiat — a o;-ket legkisebb értékiikkel helyette-
sitve, ma]d (@i — w)? értékeit a nevezdben nagyobbitva — a kovetkezd egyen-

16tlenséget :

of

Huy ,ug, ... us,0) = >0,

(ay — as)?
amivel allitasunkat bebizonyitottuk.

Fiiggvényiink tehat felveszi a mondott tartomanyban hatarozottan
pozitiv abszolut minimumat (esetleg tobb helyen is).

Az aldbbi tirgyalasunkban arra szoritkozunk, hogy a Lagrange-féle
multiplikator eljirds segitségével meghatdrozzuk a valtozék ama értékrend-
szereit, amelyek a széls6érték szempontjabél figyelembe johetnek. Ezek, mint
mondottuk olyan tulajdonsdgtak, amelyek a viltozénak legfel]ebb hérom
0-t6l kiilonbozs értékét tartalmazzdk. Ezek az értékrendszerek véges szamban
vannak. Meghatarozasuk alapjan lehet tehat a legkisebb szérasnégyzetet
nyerni és igy azt az w; értékrendszert kivilasztani, ami a kivetend$ mérési
eljarast meghatarozza.

Feladatunk tehat az (I')-ben adott s + 1-valtozés fiiggvény szélsGértékei-
nek meghatdrozdsa az (I'l.) és (I'. 2.) mellékfeltételek figyelembevételével.
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Alkalmazzuk a Lagrange-féle multiplikdtor médszert. Keresniink kell
az Uy, Uy,. . Us, © valtozoknak, tovabba a A és u szdmoknak azon értékeit,
amelyek mellett a kivetkezd egyenletek teljesiilnek :

h
(I R AR RSN S F TN )
8’11] a?l] a’Llj
) 5 oh
ar) O L0 B,
ow Jw ow .

Ennek az s - | szamu egyenletnek az I'. 1. és I'. 2. egyenletekkel val6 kiegé-
szitése nyujt az n + 3 szamu ismeretlen meghatarozasara kell§ szamu egyen-
letet.

Tovabbi szamitasaink attekinthetébbé tételére vezessiik be a kiovetkezd
jeloléseket :

(111.1) M = ) o} (ai— o)?ub
i=1
s
yI11.2) N =} (0, — 0 u?
i=1
. S e
(111.3) R = )} o¥a,— ) ul.
i=1
Tehat
1 M
op) = — .
(0=~ 13

E jelolések figyelembevételével (1I) és (1I') egyenleteink — a parcidlis deri-
valtak kiszdmitdsa utdin — a kovetkezd alakot oltik :

20',2((1]’— (0)2 ’Il/Nz— 4(0,/— w)z?lj MN

+ 2a;uyA + 20y =0

(IT.1) i
. j:l, 2,...8,
, 8 S )
—2[20?(%—0}) u?J N2—4[2(ai— m)ugJMN
i=1 =1
(1'1) : ik —a=0.

N4
A (11, 1.)-bdl A azonnal kifejezhetd;. a szdmlaléban a masodik zaréjelben
1évé kifejezés az (I'1) és (I'2) feltételek miatt 0 s igy
. 2R

N2
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w kiszamitasahoz szorozzuk a II. 1. egyenletek mindegyikét a megfelelG uj-vel
s Osszegezziik az s szamu egyenletet. Kkkor a IlI. jelolések, valamint az (I'1)
és (I'2) feltételek figyelembevételével a kovetkezlt nyerjiik :

2MN2— 4M N2
.« i + 200+ 2u = 0.
S ebbdl A fenti kifejezésének behelyettesitésével
« M+ 2Rw
M=

N2

M
A és p e kifejezéseit (II. 1.)-be behelyettesitve, az M’ = I jelolés bevezeté-

sével egyszerﬁ atalakitds utan a kovetkezSt nyerjiik :

(1I.2) uj[(aj—a)) ( —2M')—2(a;— @) R+ M] =0, j=1,2,.

A Kkeresett u; és o valtozéknak teljesiteniok kell még az (I'1) és (1'2) feltétele-
ket. (IL. 2.) egyenleteink mindegyikében tehat az u; vagy a szigletes zaréjelben
all6 kifejezés legalabb egyikének el kell t{innie.

SzélsGérték szempontjabdl tekintetbe ]ovo értékrendszereket tehat a
kovetkezd médon kell meghatdroznunk : az s szami «; kéziil 7 szama meghata-
rozottat 0-t6l kiilonbozdnek, mig az s — I szama t6bbit 0-nak vesszitkk. Ekkor
az | szama wuj-re a (II. 2.) egyenletek | egyenletet szolgaltatnak, tovabba az
(1'1) és (1'2) feltételeket kell figyelembe venni. Azonban az | szamu (II. 2.)-es
egyenlet koziil [ — 1-b6l, valamint az (I. 2.) és (I'1) feltételekb8l mar kivet-
kezik az I-ik. Tgy az I + 1 szami ismeretlen meghatarozasara [ 4 1 szamu
fuggetlen egyenlet szolgal. Mégis — mint azt alabb kimutatjuk — altalaban,
vagyisaz a; éso? (1 = 1, 2,...s) tetszGleges értékeire, ezek az egyenletek nem
elégithetSk ki a felvetett kérdésnek megfeleld redlis értékekkel, ha l > 3.

Most ratériink azoknak az értékrendszereknek meghatéarozasara, amelyek
a (II. 2.) egyenleteket, valamint (I'1) és (I'2) feltételeket kielégitik.

a) Legyen az u;j-k koziil egy — pl. az u; — 0-t6l kiillonboz8, mig a tobbi 0.
Megmutatjuk, hogy a feltételek mellett az f(u,, u,,...%s, @) fiiggvénynek oo
helye van.

Vegezzuk ugyanis a kovetkezd hataratmenetet

u]_—> 1

w—>0,j=2,3,..s
ekkor e

®—> a4

s konnyen meggyézédhetiink arrél, hogy az f(u,, u,. . .%s o) kifejezésének
szamlal6ja és nevezdje egyarant 0-hoz tart, azonban a nevezs negyedrendben,
mig a szamlalé csupin masodrendben, g. e. d.

A toviabbiakban a szamunkra tekintetbe jov6 értékrendszerek meghata-
rozdsihoz tehat legalibb két u;-t kell 0-t6l kiilonbszbnek tekinteni. Ebbdl
viszont kovetkezik, hogy a (III)-ban értelmezett M és N mennylsegek hatéro-
zottan pozitivok :

M>0, N>0. ‘ !
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Ugyanis (I11)-hdl lathatd, hogy o legfeljebb egy a,-val eshet dssze. de ugyan-
akkor van még egy u; (1 + 7§), amely 0-t6l kilonhozik. .

B) Legyen most [ = 5 és kulonbomek pl. az uy, u,,...u; a 0-t6l. mig
legyen wj = 0, ha j=1-+ 1,142

Tekintsiik e § els6 részében Jelzett 1 + I egyvenletbdl allé egvenletiend-
szert ay, U, . ..%;, o¥a megoldva s szamitsuk ki segitségiikkel az M. R. M’
mennyiségeket. Ekkor teljesiilnie kell az [ szdmu

(a; — w)? (0P—2M')— 24— &) R+ M -0, =1,2,...1

egyenletnek. Kz azonban azt jelenti, hogy a (£, %) koordintarendszerben
értelmezett

(§ — w)? Pn—2M)— 22— o) R+ =0

harmadrend(i algebrai gorbének az 1 > 5 széma (§ =aj, =03 (j=
= 1,2, ...1) ponton kell athaladnia. Marpedig e négyparaméteres (M, M', R, )
gorbet 4 pont]a teljesen meghatarozza s elre tetszélegesen megadott 5 pont
altalaban nem fekszik rajta. Ezzel azonban megmutattuk, hogy — hacsak az

(aj, %) (j =1, 2,...s) mennyiségek bizonyos feltételeknek eleget nem
tesznek — a tdrgyalt eset nem szolgaltat feladatunk szamara lokdlis szélso-
értéket.

v) Az el6zé meggondolaq azonkan lenvegeben azt az sllitast is tartal-
mazza, hogy altaliban mir az [ = 4 szamu nullatol killonb6z4 w; felvétele nem
vezeb sze]soerteLfe]adatunk szempontjabél redlis eredményhez. Ugvanis az
{aj, 02) ( =1, 2, 3, 4) mennyiségek mar egyértelmiien meghatirozzik az
w, M, M, R mennylsegeket

F‘kkor a kovetkezd egven]etrendc/cmel\ kell teljesiilnie:

(@j— @) (02— 2M") — 2ayj— @) K+ M =0, j--1.2.3.4

Vezessiik be még az L ismeretlent és irjuk egvenletrendszeriinket a kovetkezd
alakban :

o-f(ajw- )2 L2 — w2 M —2a—w)R+M =0, - 1,231,

E homogén egyenletrendszernek az L, ;11, A, R ismeretlenckre nézve kell-
legyen nem trividlis megoldédsa (s6t L = 1, M > 0, H' > 0 feltételeknek eleget

tevs megoldasnak is kell 1éteznie), amibél a determindns eltiinése kovetkezik.

Tgy némi dtalakitas utan w-ra nézve a kivetkezs egyenletet nyerjitk :

ey — )% (@, — @) (03— o) 1)
o3y, — @) (a,— ) (g,—w) 1} 0
oYy — of (— o) (o) 1]
oday— 0)? (@,—0)? (a,— o) 1.

Bzt a determindnst egyszer(i atalakitdssal olyan alakra hozhatjuk, amely
w-ra nézve masodfoki egyenletet szolgdltat.

Vilasszuk most a kovetkezs: értékeket : ’
ay=—32, ay= — 1, agy=1, uy=72
ot=1, o}=11, o} =19, oi=5
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wTa a 0 és 8 értékeket nyerjilk, minthogy azonban w az z tengelyen az a;
pontoknak pozitiv silyokkal vett stilypontja, az o = 0 Johet csak tekintetbe.
Ehhez az értékhez azonban az

Mo 06, M =— " g2

2
értékeket nyerjik, amelyek az
1M>“, M’ >0,

feltételeknek nem tesznek eleget s igy nem szolgalhatnak alapul az uj-k kisza-
mitdsara, q. e. d.

0) Térjiink most 4t az I = 2 esetre. Legyenek

Uy £ 0, Uy £ 0, Uy =Uy = -« =u;=0.
*Ekkor az
a,ud+aul= o
Tl ud=1

’ \ e s ’ ’ . ae
és egyszerd szamitassal nyerjik az

N = (al - 0/2)2 uf“% »

M = (o3ud+ oc3ud) N,

12
R = ci—o} N,
@y — G,
M = octud + o3u?
osszefiiggéseket. E kifejezéseket a j =1 és 2-re felirt (11. 2.) egyenletekbe

helyettesitve, megfeleld egyszerus1tes utdn wjre ‘a kévetkez$ egyenletet
nyeijik :

Innen

A négyzetgyok pozitiv elGjele uf > 1 eredményhez vezetne s igy a negativ
elGjelet véve beveze ésiinkben allitott
T

u§ = ———
oyt 0

2
1

eredinényitinkhoz jutottunk. Ebhdl
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s a szoérdsnégyzet — némi szamolas eredményeként —

o¥(o) = l M l (__0-1 + (7'2)2.
N n N* g a; — dy
£) Bebizonyitjuk oy = o (i =1, 2, ... ) esetre vonatkozo allitdsunkat.

Ekkor

S
2 22— 2. N
M=c 2(“.' wpul=o?-N
i=1

S
R =02} (4, — o) u? =

=1
(11.) egyenleteink igy alakulnak :
o o? Nuj[—(a;— @)+ N} =0.
Tegyiik fel most, hogy az wuj-k koziil harom kiilonbézik 0-tél :
Uy = 0, Uy O, Uk O, Ug=Ug= ++ -« = Ug==1.

o >0, N > 0 miatt kell tehat; hogy

—(— @+ N==0, j= 1,2,3
teljesiiljon. Ebbdl

(4 — 0 = (4 — ©)? == (a; — )?
kijvetkeznék, minthogy azonban az a,-k valésak és egymastol kiilonbozdek,
ezek az egyenlosegek nem teljesiilhetnek.

i) Az y = Rx esetben ercdmenyunket ]egegyszerubben kozvetleniil

vezethet]uk le. Ekkor ugyanis a regresszids egyiitthaté a mar hasznalt jelslé-
seinkkel :

Z n;a; 7}1

R =

Zniai

i=1

Ennek szérasnégyzete pedig az u; valtozék bevezetésével :

s
3 o?atu? .
1 n=1 cr
oc¥R) = —

. n (s 2
2,2
Zaiui

i1
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s
K kifejezést kell minimumma tenni a 2’1/;‘ =- 1 mellékfeltétel figyelemhe-
i1
vételével.
A Lagrange multiplikdtor madszer a kovetkezo feltételi egvenletekhez
vezet: )
- al(o?—2M'y + M

U :“, 2‘: ]',2,...8-

N2

Itt

‘JI_EO'au-

i=1

s

__ 29,2
N = 2 au?
iz1

M=
N

Azonban a g) és.v) pontokban alkalmazott meggondolasaink itt arra az ered-
ményre vezetnek, hogy az w;-k. koziil legfeljebb egy vilaszthaté 0-tél kiilon-
bozének, hacsak az (a;, o2) (1 =1, 2, ...¢s) értékpirok koézott bizoayos
speciélis osszefiiggések nem 4dllanak fenn. (llyen osszefiiggés pl. az a; = — q;
és o; = 0, amely esetben wu; és uj is v alaszthdto 0-t61 kiilonbozdnek.) Legyen
tehat

w; +£ O, wi=0, ha j 1.
Ekkor
a?(cd— My + M -«
kifejezésbol 7 = 1 adddik s ebbdl
1 .
o?(e) = " (;i‘) .
Tehat az Osszes mérést abban az a; pontban kell végezni, amelyre o3(p) itt
kapott kifejezése minimum.

%) Oldjuk most meg a hdrompontos feladatot. A (II. 2.) egyenleteket
J =1, 2, 3-ra felirva, ezekbGl M, M', R kifejezhetSk o segitségével :

M= (4, — @) (a, : ) (da — ) [o¥ay, —ay) (4 — ©) + odlag—a;) (@, — ) +
) + 0':3((11*'“2)(03—0))] ,
Mo 7%42 [03(dty — 3) (@) — @)% + o}y — ;) (@ — @) 1 3@y — ay) (a3 — 0)?]
1
R—=— ’—A [0‘%((12 ag)(a, — w)? (a, + a3 — 2w) + o3lag —a;) (ay — ) (a; +

+ a; — 20) + o3a; —a,) (a; — w)2(a; + a,—2a)],
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ahol

A = a¥ay —ay) + adlay — ay) - a¥{a; —a,).

Innen N =2 és felirhatjuk uy, %,, #, és w-ra a kévetkez$ egyenleteket :
VL ] v Ug; Ug A

o3y — )2 uf + o¥ay — 0)? uf + oYy — w)? ut = M

(0, — @) uf + (@, — 0 U + (g, —0)* u§ = N
ofla, — o) uf + o3 (a, — o) u3 + oi(ay — ©) U= R
(@ — @) u2 4+ (@, — @) ub+ (a3 —w)ud= 10
wd - u+ud=1.

Az itt felirt 6t egyenlet koziil harmely négybdl kiszamithatok az ismeretlenek
s azok az otodiket kielégitik.

» meghatdrozasira legegyszerlibben ugy jarhatunk el, hogy a masodik
egyenletet elhagyjuk s a jobboldalon allo M, R, 0, I-hez 2 tényezdit, mint
tovabbi ismeretlent irunk. fgy homogén egyenletrendszerhez jutunk, amelynek
nem trividlis megoldasat a determindns eltiinése biztaositja :

olla,— w)? o¥a,— w)® ollay—w)>? —M ’
! G%(al - w) 0%(“2_ CO) 03(03— CO) - H I Y
‘ 1 (4 — ) (a;— o) (a3 — ) 0 o
1 1 1 —1 |

fgy altalaban hatodfoki egyenlethez jutottunk, amely némi atalakitds utin

egy legfeljebb harmadfoku egyenletbe vihet$ at. Gydkei kozil a (a,, a,) inter-

vallumba esSk jonnek figyelembe szélsGértékfeladatunk szempontjabdl.
Példaképpen legyenek '

a;==—1, ay=1, a3=2,
' 0%:31’ 031331,03:4,-
ekkor :

M=(10—0)(1+ 0)(2— w)?,

M'=_1(5-4w+m2),

R =0 (2— )2
wo-ra nézve a kivetkezd egyenletet kapjuk :
203 — 1lw? + 14w—3 = 0,

A (— 1, 2) intervallumba es6é gydkok : w = 0,26794... és o = 1,5. Kisza-
mitva az ezekhez az értékekhez tartozd u;-ket, azt talaljuk, hogy feladatunk-
nak csupin az @ = 0,26794. .. felel meg, o' -nél ugyanis u?-ra nézve negativ
mennyiségeket is kapunk.

o ezen érécke mellett

ui = 0,4433. ..
uZ = 0,4019 |
ug = 0,1546. ..
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A regressziés egyiitthatd szorasnégyzete: T

1
oc¥p) = . 1,43649. ..

Hasonlitsuk ossze a szérasnégyzetre kapott eredményiinket a harom pontbdl
vélaszthato két-két ponthoz tartozé extrémadlis szordsnégyzetekkel :

1
a, =—1, a, =1, 02(9)277-.1.
D 2 l
ay, =—1, a3 =2, U"(Q)Z,E’l
D) 9 1 (
(12 = lr “3 oAy, (r.‘(g):ﬁ")

Tehat a hirom ponthoz kapott szérasnégyzetnél jobb eredményt kapunk, ha
vagyaza, = — 1l ésa, = 1 pontokban mériink, a mérések szamat fele fele
atanyban osztva meg, vagypedig az ¢, = —1 és a, = 2 pontokban mériink,
az els6ben a mérések

A}

I .
1 © .
_“—L—; = 33,3...9 -4t
'T+ V4
a masodikban
[
‘4
% == 66,6. .. 9%-at
V14 V4
végezve.
6. A regresszids egyilthaté mddositott alakjdnak vizsgdlata
A regresszios egyenest tehat az egyes (a;, mu) k=1, 2, ... % 1 =1,

2, ... s Osszesen n szamu pont helyett csupan az s szamu (aq, 7;) ponton
vezetjiik keresztiil, ahol az ¢ szamu

i
2 Nik
Tq—izkzl -, 1=1,2,...¢
i
egymastol fiiggetlen értékek, rendre .

.

yi=o0%a; +c¢, i=12,...s

varhaté értékkel és
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e

szérasnégyzettel. A tapasztalati regresszids egyiitthato

S
] Y (a;—a) (gi— n) \
Q*:i=1
Y(a;— a)?
t i=1

ahol most

S
Z“i
i=1

8

6:

tehdt @ — az a; pontok salypontjanak koordinidtaja — most dllandé. Tekintve,
hogy

L) -~
Y(a;—a)=0,
i=1
tehat
S —_ -
4 2 (@i —a)y :
o Q=1
Q o 8
(e —a)?
i=1

o* vérhaté értéke nyilvin a regressziGs egyiitthaté clméleti értéke.

A szérasnégyzet, tekintettel az 7; (¢ = 1, 2, ... s) val6sziniiségi valtozok
fiiggetlenségére, tovabba az egyes m értékek szirisnégyzetére vonatkozé
feltevésekre

s o2
2 (a—ap =

2 ¥ i=1. "
o*(0%) f[————— .

i(ai—ﬁ)ﬂ
=1 -

Vs

Feladatunk ennek a kifejezésnek minimummé tétele, ahol a véltozdkra a

s

Zni:n’

i=1
.

feltétel kell teljestiljon.
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Vezessiink be ismét Gj valtozdkat, legyen

A=

b l=12 .83
n
L \
amelyeket ismét folytones valtozoknak tekintiink. Ekkor szélsGértékfeladatunk
igv fogalmazhaté :
Meghatdrozanddk az

s ’ o_'g
Z (a;—a)? —

A

1 i=1 i

N 7\6,...7\ —_

/(}l ) ] : S) n s .

| 2 (o~
i=1
fiiggvény szélsS értékei a

S

g()\l ,;\2,...}\9) = ZAI_I — ()

i=1 .

mellékfeltéte]l figyelembevételével.
A Lagrange multiplikator médszert alkalmazva nyerjik a

e ag ‘ N

' —Ftu—=—Clgy—alP—+u=0
OA;j osj / 7@ .
egyenleteket, ahol

- c=1__1 .

by n § 2

; - (@i — 6)2]

4 2

& : Ezért az

L2 2

. W=7 _ o gllands, i —1,2,...8
22

5 j

osszefiiggéseknek kell teljesiilniok. Tekintettel arra, hogy C’ > 0,
_ 1.,
Aj= |aj—a|-o-j-—c,-, j=12,...8.

A; ezen értékeinek j-re valé Gsszegezésével megkapjuk ¢ értékét s Ajre nyer-
jik, hogy
Jaj —al .
PP bl L/ B SR S

s —
X laj—alo;
i=1



»j ezen értékei mellett a szorasnégyzet

@

s
E la; — alo;
i=1

n s

) (@i — a)?

i=1

\

Azt, hogy s adott értéke mellett a A-k ily mdédon valé megvalasztasa abszolit .
minimumot ad, a kovetkezSképpen lathatjuk be :
Fiuggvényink alulrdl hatdrozottan pozitiv korldttal bir. Vegyiik ugyanis a
legkisebbet a o;-k koziil (legven ez pl. o;) és a legnagyobbat a A;-k koziil
s
1
. e, & ;= iatt A, = =|. Ekkor
(legyen ez pl. 2,, a ,'2=1 A = 1 miatt A, sJ ko1

-1

g

1
/(}\1,7\3,...7\5')%7?

>
©

S
) (2 — @)
i=1

Masrészt a fiiggvénydetermindns — & szabad feladatra is — hatdrozottan
pozitiv ; ugvanis. ’

(aj —ap L
axfz_l s Z =% S on
AA% n s _ , « Oy

! )_:(al—a)z

L i=1

s igy a fiiggvénydeterminans s szamu pozitiv mennyiség szorzata.
Vegyviik példaképpen az 5. § »)-ben targyalt pildat. Eszerint
L]
-2
Gy =—1, a,=1, ag=2, a=—,
3
oy =1, ga=1, 03 = 2.
A regressziés egyiitthaté szérasnégyzetének minimuma :
. 1 1
. min o2( ¥)=—--1= .
n n
[tt tehat
min a?(p*) < min v ?(p)

esete forog fenn, vagyisaz a, = 1, a, = 1, a; = 2 pontokban a mérések szamat.
rendre a fenti formulabdl nyert
Ap==35,7...%, Ag=T,0...%, Dy==5T,2...0,
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;

aranyban megosztva ugyanolyan kis szérasnégyzettel nyerjik a regresszios
egyiitthatét, mint az (a,, a;) vagy az (a,, a,) pontparok esetében, ahol a regresz-
szids egyiitthaté mindkét értelmezése szerint ugyanazt a
- . . !

min o%(p) = min o¥(p*) = —
n

eredményt kapjuk.

7. A mérések szamdanak meghatdrozdsa .

Eddig elért eredményeink gyakorlati felhasznalasa szempontjabdl kiegé-
szitésként az aldbbiakban roviden két kérdéssel foglalkozunk :

a) hogyan keil a mérések osszes szamat — n-et — megvalasztani ahhoz,
hogy a konkrét feladatnak jél megfelel értéket kapjunk a tapaszta]atl regresz-
szids egyiitthatdéra,

b) milyen eljarast kovessiink abban a gyakran felmeriilé esetben, amikor
az a) feladat alapjin meghatdarozott n érték mellett az nu? mennyiségek nem
egész szamok. .

a) Legyen a regresszms egyutthato szérdsa minimum az a,, a,, a, ill.
a,, a, pontokban w2, w2, w2, ill. u?, wi értékek mellett végzett mérések
esetén. Legyen a minimum '

21 a; — mzu?

" S opa

i=1

ahol most r = 3, ill. 2. E klfe]ezesben az A tényezlt az aj és oj mennyiségek
G=L2...9) ha.tarozzak meg, igy azt a kovetelményt, hogy o (o) megfelelGen
kicsi legyen, » megvéilasztasaval érhetjiik el. 4

Ha a o(p) < ¢ kovetelményt tessziik, akkor nyilvan az n > —8—2' egyen-
l16tlenségnek kell teljesiilnie a mérések szdmara nézve.

Megjegyezziik, hogy ha a mérések szama nem tal kicsi (gyakorlatilag,
ha meghaladja pl. az 50-et), akkor a regresszids egyutthaté jo kozelitéssel
normalis eloszlast kivet s ekkor pl. 99,79, valdszinliséggel allithatjuk, hogy
a regresszids egyiitthaté valddi értéke — R — a kiovetkezl egyenlétienségnek
tesz eleget :

o — 3o(e) <k <o+ 30(0).
Ha ekkor g a 0-t6l hatarozottan kiilonbézik, akkor n-nek a

o o4,
. Vno-
vagyis
942
= §92 \
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megvalasztasa mellett 99,79%,-0s valdészinliséggel allithatjuk, hogy a valédi és

tapasztalati egyiitthaté hanyadosa legfeljebb e-nal kiilonbozik az 1-t8l.

Vegyiik az 5. § x)-ban targyalt példat.

a1 =—1, =1, auy=2,
of — 2
o3=1, oi=1, o}=4.
Valasszuk a méréseket az a; = — 1 és a, = 2 pontokban, amikoris
1 2, 1
. u% = — 'ug = - €8 (TZ(Q) R :
3 3 n

Ha az 9sszes mérések szamat 81-nek valasztjuk, akkor

1
o (p) = q

6s 99,7% valdszintiséggel allithatjuk, hogy a regressziés egyiitthaté valdédi

2 .
értéke egy 6.0 (0) =— terjedelmfi intervallumba esik.

Ugyanakkor végezziink Osszesen 81 mérést az a,, a,, a, pontokban,

a mérések szamat egyenletesen osztva el. Ekkor

2 L
ud = uk=ud—= , o=
3 3
és

I
o) = 138,

ami azt jelenti, hogy a mérések szamat 389%,-al nagyobbnak, tehat 112-nek kell
valasztani ahhoz, hogy a regresszids egyiitthatéra ugyanolyan biztonsigot

érjink el, mint a kétpontos extrémalis mérés mellett.

b) A mérések szamdnak az el6z8kben mondottak szerinti meghatarozasa
mellett sok esetben n-nek tovabbi kevés valtoztatasival még azt is elérhetjiik,

hogy nu? (1 = 1, 2, 3; ill. ¢ = 1, 2) is egész szam legyen.

Eléfordulhat azonban, hogy a mérések elvégzése koltséges, vagy mar
eleve kevés szamii megfigyelés all rendelkezésére. Erre az esetre megvizsgaljuk,
hogy kétpontos mérés esetén milyen mértékben tér el a széras a minimalistol,
ha az nu? értékek he]yett a hozzdjuk kozeles§ egész szdmokat valasztjuk.

Lattuk kétpontos mérés esetén

a a
o= il g — 2,
oy, + oy oy + 0y
a minimdlis szdrasnégyzet
r 2
o¥(p) = (ﬂ__}ia_?] .
n\a —da,.

Vezessiik be az 42 = a,, u2 = a, jeloléseket és legven o, = e,. n-et minden-
1 1> 2 2 b 1 2

. .
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esetre ugy helyes megvalasztani, hogy no, = 1 legyen, amikoris [na,] =1
(a szigletes zardjel n - a, egész részét jelenti), tehat

1
<

n

v

l-ell legyen, hogy az a; pontba is jusson legaldbb egy mérés. Nzamitsuk most ki
a szorasnégyzetet, ha

ut= [nao,], uf=n— [no,l.

Itt az no,-et kerekitettiik lefelé, de hasonlé eredményre jutunk, ha wu? =

1
= [ra,] + 1l-et valasztunk.

Ekkor — elemi szamoldssal — a szdrasnégyzetre a kovetkezd kifejezést
nyerjiik

ol a3
Qf 1N D 1 2 ,
o) =) (o T T Tagar)
ahol o(p) a minimdlis széras ; n megvilasztasinal tehit arra kell tgyelniink,
hogy o-%(p) tényezije megfelelden kevéssel haladja meg az 1-et.

1
Lassuk példaképpen a o, = o, esetet, amikoris 0, = 0, = = A mérések
szama legyen paratlan n = 2k + 1. Ekkor [no;] = k és -
2 2
o2(g) = o2(g) e F P
4k(k + 1)
SN (2% + 1 o S bl o
Konnyi belatni, hogy a I;il - fﬁ kifejezés k ( = 1) novekedésével csokken
{n +

s legnagyobb értékét k = l-re veszi fel, tehat
. 2 ¢
CEHTI 9 k=1,
4k(k+ 1) 8

amibdl

_o(g) <o(¢') =0(o) V% = o(9)-1,06. ..

Tehat abban a széls6 esetben, amikor 3 mérés all rendelkezésre s az egyik
ponthan egy, a masikban két mérést végziink, a szérds mindossze 69,-kal
novekszik, de a mérések szimanak novelésével ez a kiilénbség tetszOlegesen
csokkenthets. -

Ob ONPEAEJEHHHU KO3®PUUHHUEHTA PErPECCUHU
M. BUHLLIE .
Peswme

Mesxxay nepemeHHBIMH X H Y CyulecTByeT JiHHeHHasi ¢Bsisb: y = Rx 4+ Q. [as omnpe-
HeJIeHHs] KOHCTAHT R H Q HcrnojHsiem N u3MepeHHH npu (MKCHPOBaHHMX 3HaUeHHSIX OT &~
a4y, 4 ... as — CrpamunBaercsi, KaK pasfensitb N HaMepeHHMH Ha TOUKH &, 4ToOH AMCHepCHS
IMIMPHUECKOr0 KeoddHuHeHTa ferpeccHh Obina muHHMaiabHa. [lonaraercs, uro a; —
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“TOYHble 3HaYeHHsI, T. €. He CAyyaiiHble BeJJHUMHDL, JaJlee | BeJUUHHLI Y, U3MepeHHble B d; HMEIOT
TOXAECTBeHHble pacripefiesieHHsl, H HX JHcrepcHsl o(di). 3aBHCHT OT TOYKH ;.

JokagbBaerTcs, 4TO NPH 3THX YCHNOBHSX AOCTATOYHO OMNDPe-
AeJIHTb NPAMYI PerpeccHH Ha ocHOBe H3MepeHUN, HCIMOJTHEHHB X
B IBYX HJH He GoJee TpexX TOUKAX M3 § ToueK a;. [s1 onpegeseHuss aKcTpe-
MaJIbHbIX JIBYX H TpeX TOYeK T. €. A1 Buibopa a; U pasjeseHusl ydcaa uamepennifl MeXAY TOY-
KaMH BbipabaTbiBaercsli MeTO[.

Ecan o - KoHcraHra, (i = 1, 2,...), TO,MBl BcerJa AOJIKHBI HCMOJHATbL H3MEPEHHS
B By X TOYKaX ~- HMEHHO B IBY X KPaeBbIX TOUKAX @;, — PasfeJIsisl YHCJIO H3MepeHHH B paBHO#M
NPONOPLUHH.

PaGora 3aHHMaeTcst TOXe MOAH(MIMpPOBaHHOH orpepelienHel KoadipHIHeHTa PerpeccHH,
fpH KOTOPOH 3ajaya SKCTPEMyMa TPAKTYeTCSl Mpouie M NPUBOJUT K pesynb'rary, obeny -
MOMY MNpoOle, XOTs1 OH He Ge3yCJIOBHO Jyunre.

SUR LA DETERMINATION DU COEFFICIENT DE REGRESSION
L. VINCZE
Résumé

Entre les variables x et y existe une relation linéaire : y = Rr + . Pour détermi-
ner les const antes R (et @) on effectue des 1resurages dont le nombre total est N, avec
les valeurs @, @,. ..., as fixées de . La question se pose, corrment il faut distribuer
parmi les pomtq a, les mesurages de ncmbre total N, pour que la carré de dispersion du.
coefficient de régression emr pirique R soit un minimvm. On suypose que les a;
sont des valeurs exactes c’est-a-dire qu’ils ne sont pas des variables stochastiques, et,
en outre, que les valeurs y mesurées avee les valeurs a, ont la méme distribution leur
digpersion dépendant de Pendroit «a; : o(a;).

Nous prouverons qu’avec ces conditions il suffit de déterminer la droite de régression
& Vaide des mesurages effectués dans deux, ou tout aw plus dans trois endroits parmsi les
endroits a; de nombre s. Pour déterminer les extrémales & deux et & trois points c’est-a-dire
pour choisir les a; et distribuer le nombre de mesurages parmi ces points, nous élaborons
une méthode.

Si g cst constant. (2=1,2,...,8),c’est toujours dans deux points—notamment dans
les deux points ¢; extrémes — qu'il faut effectuer des mesurages en distribuant le nombre
des mesurages en proportion égale.

L’article s’occupe en outre d’une définition modifiée du coefficient de régression,
dans laquelle le probléme de valeur extréme pout étre discuté plus simplement et conduit
A un résultat qui — méme il n’est pas certainement meilleur — peut étre manié plus
simplement.
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