
A PLANIMÉTEREK MŰKÖDÉSI ELVE, 
KÜLÖNÖS TEKINTETTEL AZ ALKALMAZOTT MATEMATIKAI INTÉZET GÉPEIRE 

F R E Y TAMÁS 

ÖSSZEFOGLALÁS 

A cikk részletesen ismerteti a polár-, lineár- és radiálplaniméterek, valamint a 
Stieltjes-planiméterek működési elvét és konstrukcióját . — Rendszeresen és a szokásos-

b b 
nái részletesebben tá rgyal ja az |/р/(ж)] dx és | f[y(x)\ • g(x)dx alakú integrálok mérésére 

a a 
alkalmas funkciós planiméterek és funkciós integriméterek elméletét ; u tóbbi feladat 
megoldására szolgáló planiméter-t ípusok konstrukciójára konkrét javaslatot is ad : 
a Lorenz-planiméter megfelelő átalakí tások elvégzése u t á n alkalmazható e célra. 

Ismerte t i a cikk a Nyström-féle Stielt jes-planiméter egy gyakrolati lag hasznosnak 
bizonyult alkalmazási lehetőségét többparaméteres ha tározot t integrálok numerikus 
kiértékelésénél. 

E b b e n a c i kkben a l eggyak rabban a l k a l m a z o t t m a t e m a t i k a i műszerek 
— a kü lönböző p lan iméte rek — e l v i kérdéseivel f og la l kozunk ; o l yan á l ta lá -
nosan, hogy he lyenként a fej lődés lehetőségeire is r ámu ta thassunk ; ismer-
t e t j ü k eközben az A l k a l m a z o t t M a t e m a t i k a i I n téze t gépeit és azokat a k ü l ö n -
leges a lka lmazás i lehetőségeket, ame lyek edd ig a m u n k a során fe lmerü l tek . 

A c i kk i smer te t i azon t echn i ka i gépelemek nagy részét, amelyeke t a me-
chan ika i e lven fe lépülő m a t e m a t i k a i gépekben fe lhasználnak. 

I s m e r t e t j ü k e c i k k b e n az In téze t ha rmon i kus ana l i zá to rá t is ; ez ugyan is 
t u l a j donképpen St ie l t jes -p lan iméter . A ha rmon i kus ana l i zá to rok ró l á l ta lános-
ságban azonban csak egy későbbi c i kkben szándékozunk beszámolni . 

A c i k k első részében a p lan iméte rek fe lada tá t , e l v i a lap ja i t , a használ t 
mérőműszereket i s m e r t e t j ü k ; a másod ik részben részletesen t á r g y a l j u k az 
egyes t í pusoka t ; végü l a p lan imé te rek speciális a lka lmazás i lehetőségeit és a 
v á r h a t ó pontosságot v á z o l j u k . 

1. §. A planiméterekről általában 

1.1. Feladatuk, csoportosításuk 

Plan imé te rnek h í v j u k összefoglalóan a vá l tozó , v a g y á l landó felső ha tá r -
ra l rendelkező ha tá rozo t t i n t eg rá loka t gépi ú t o n mérő műszereket . G ra f i kusan 
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a d o t t y — y(x), i l l . r = r(<p) egyen le tű (g) görbe vég ig tapoga tása a l a p j á n leg-
á l t a lánosabban a 

?/(*)] dx i l l . \0[r(<p)]d<p 
(g) (g) 

a l a k ú i n t e g r á l o k é r t éké t t u d j u k segí tségükkel megha tá rozn i . 
Legegyszerűbb fe lépí tésűek az ú. n . körütjáró-planiméterek, a m e l y e k 

" ^a 2 

^y(x) dx ; J r ( < p ) dtp és ф — dtp 
a <pi 

a l a k ú i n t e g r á l o k meghatározására a l ka lmasak . E n n é l összetet tebbek a v á l t o z ó 
b(x) 

felső h a t á r ú , j y(x) dx a l a k ú i n t e g r á l o k a t mérő integriméterek. Legá l ta láno -
a 

sabbak a funkciós-planiméterek és f unkciós integriméterek. Ezek — a graf ikusan 
a d o t t у — y(x) v a g y r = r(cp) gö rbé t v é g i g j á r v a — fe lép í tésük to l f üggően 
k ü l ö n b ö z ő 

b b(x) ß ßt<p) 

jf[x,y(x)]dx; \ f[x,y(x)] dx Ш.]ф[г(<р)] (hp és | ф [ г ( < р ) ] й Ф 

a a a a 

H(b) 
a l a k ú i n t e g r á l o k é r téké t m é r i k . K ü l ö n t á r g y a l j u k az J y(x) -d[H(x)] 

H(a) 
a l a k ú S t i e l t j es - i n teg rá loka t megha tá rozó Stieltjes-planiméterek m ű k ö d é s i e l v é t . 

T á r g y a l á s u n k k i i n d u l á s i a l a p j a egy á l ta lános egyen le t lesz, a m e l y k a p -
cso la to t t e r e m t a műszer á l t a l m é r t és az i n t e g r á l á l t a l m e g h a t á r o z o t t m e n n y i -
ség k ö z ö t t . A z ú . n . r a d i á l - p l a n i m é t e r e k és a S t i e l t j es -p lan imé te rek k i vé te l éve l 
v a l a m e n n y i műszer tá rgya lásához ezen egyen le t a l a p j á n k e z d ü n k . M i n d e n e k -
e l ő t t azonban b izonyos elnevezésekben és je lö lésekben á l l a p o d u n k meg. 

A követőkar; e g y i k p o n t j a a műszer felépítése á l t a l m e g h a t á r o z o t t 
kénysze rpá l yán mozog ; ez a k ö v e t ő k a r vezetett pont-ja. Az ebbe a p o n t b a 
m u t a t ó h e l y v e k t o r t (ame ly természetesen .va lamely т p a r a m é t e r f ü g g v é n y e ) 
v( r ) -ve l j e l ö l j ü k ; rendező i t ped ig tq-gyel , i l l . v 2 -ve l . A k ö v e t ő k a r e g y i k vég -
p o n t j á n a — g r a f i k u s a n a d o t t — görbe követését m e g k ö n n y í t ő fonalkeresztes 
n a g y í t ó v a g y t ű n y e r e lhelyezést . Ez a követőpont, a m e l y n e k a h e l y v e k t o r a 
k( I ), rendező i ped ig : x és y. A k ö v e t ő k a r n a k az abszcisszatengel lye l bezár t 
szöge : x. 

A mérőkar ; ezen he lyezzük e l a mérőműszer t . A m é r ő k a r e g y i k p o n t j a 
i smer t t e rü l e te t f u t k ö r ü l ; ez a tartópont. H e l y v e k t o r a a t ( r ) v e k t o r ; rendező i : 
t1 és í2 . A más i k j e l l emző p o n t , — a m e l y n e k p á l y a g ö r b é j é t a k ö v e t ő p o n t p á l y a -
gö rbé jéve l hozzuk kapcso la tba — az ú. n . futópont. E b b e a p o n t b a m u t a t 
az f ( r) v e k t o r . Rendező i : X és Y. A m é r ő k a r az abszc isszatengel lye l p szöget 
zár be. 

Meg k e l l j e g y e z n ü n k , h o g y a m é r ő k a r g y a k r a n f i k t í v , v a g y lega lább is 
ma te r i á l i sán n e m te l jesen k i k é p z e t t . A k ö r ü l j á r ó - p l a n i m é t e r e k n é l ped ig azonos 
a k ö v e t ő k a r r a l . 
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L. 2. Az alapegyenlet 

A p lan imé te ren e lhe lyezet t mérőműszer b izonyos vona l i n t eg rá l é r téké t 
mér i . Ez kapcso la tban á l l a f a t ó p o n t á l t a l megha tá rozo t t t e rü le t t e l . ( K ö r ü l j á r ó 
és funkc iós p lan imé te rekné l a f u t ó p o n t k ö r ü l f u t j a a kérdéses te rü le te t , i n t eg r i -
mé te r - t í pusú műszereknél v iszont a f u t ó p o n t pá lyagörbé je és az abszcissza-
tenge ly megfelelő szakasza — v a l a m i n t a ha tá ro ló o r d i n á t á k — közé eső 
te rü le t rő l v a n szó.) 

Az előzőekben rögz í te t t jelölések me l l e t t még az a l ább iaka t haszná l j uk : 

| ( T ) = k ( r ) — v ( r ) a k ö v e t ő k a r t j e l l emző v e k t o r ; |l| = l . 
m ( r ) = f(T) — t ( r ) a m é r ő k a r t j e l l emző v e k t o r ; [ml = m. 

A f u t ó p o n t b a m u t a t ó f h e l y v e k t o r á l t a l — v a l a m e l y r 0 pa ramé te ré r tékű 
kezdőhe lyze t tő l r v pa ramé te ré r t ékű véghe lyze t ig — súro l t szektorszerű t e rü le t 
kétszeres t e r ü l e t v e k t o r a : 

f v • 
2 S / — J ( f x f ) dx. 

To 

Ugyanezen p a r a m é t e r - i n t e r v a l l u m b a n a t a r t ó p o n t b a m u t a t ó he lyvek to r -
á l t á l sú ro l t szektorszerű t e rü l e t kétszeres t e r ü l e t v e k t o r a : 

f v * 2S, = I (txt) dx. 
To 

(A p o n t T -szer int i d i f fe renc iá lás t j e len t ) . 
Fe lhaszná l juk az m = f — t összefüggést : 

f x f = (t + m)x( t + m) = t x t + t x m + m x t + m x m . 

D e : — [mxt ] = m x t - f m x t = m x t — t x m . 
dx 

E z t az előző egyenlet j o b b o l d a l á n a másod ik t a g b a n fe lhaszná lva : 

fx'f = t x t + 2(mxt) — — [ m x t ] + m x m . 
dx f 

A z á b r á n а т х pa raméteré r tékhez t a r t o z ó menny iségeket egyszerűen az 1 
index-sze l j e l ö l t ü k ; hason lóképp а т 2 pa raméte ré r ték re v o n a t k o z ó m e n n y i -
ségeknél a 2. i ndexe t haszná l tuk . 

E g y e n l e t ü n k j o b b o l d a l á n v a l a m e n n y i t a g b a n egymással pá rhuzamos 
v e k t o r o k szerepelnek ; f , t, m , t o v á b b á !, t és m v e k t o r o k ugyan is konp laná r i sak , 
vek to r i á l i s szorzata ik t e h á t az őke t t a r t a l m a z ó síkál lás no rmá l i sába esnek. 
J e l ö l j ü k a no rmá l i sba eső — a szögek p o z i t í v i r ányához j obbcsava rnak meg-
felelően i r á n y í t o t t egységvek to r t e -ve l ! H a s z n á l j u k fe l а т2 — т х = dr, t o v á b b á 
az 1. áb ra nésdn je löléseit (ад j e l en t i a t , dn ped ig rít-nek m - r e merőleges előjeles 
vetületét ; ha m és t, i l l . m és dt egymással bezár t szöge л-né l k isebb, a v e t ü l e t n e k 
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p o z i t í v ! m é r t é k s z á m o t t u l a j d o n í t u n k , e l lenkező esetben n e g a t í v o t . ) Je lentse 
t o v á b b á Sf az f , St ped ig a t v e k t o r á l t a l s ú r o l t szek to rszerű t e r ü l e t előjeles 

1. ábra 

mértékét ( p o z i t í v n a k t e k i n t j ü k a t e r ü l e t e t , h a a kérdéses v e k t o r az t pozitív-
i r á n y b a n f o r o g v a sú ro l j a , n e g a t í v n a k , ha nega t í v a forgás i r á n y a ) . Legu to l só 
e g y e n l e t ü n k e t r 0 - t ó l Tv- ig i n t e g r á l v a , a k ö v e t k e z ő t k a p j u k : 

Tv Tv Tv Tt> 
J ( f x f ) dr = J ( t x t ) dr+ 2 f(mxi)dr— [ m x t + [ ( т х п О й т ; 

fe lhaszná lva az (m x t ) dr = m x dt = m • dn összefüggést : 

(g) («) 
e 2Sf = e 2St + 2 J m dn + [m0n0 — mvnv~\ + 2 j ' nr dju 

T e k i n t e t t e l a r r a , h o g y ezen egyenle t a l a p j á n csak o l y a n p l a n i m é t e r e k k e l fog-
l a l k o z u n k , a m e l y e k m é r ő k a r j a á l l a n d ó hosszúságú, a l a p e g y e n l e t ü n k az a l á b b i 
— végleges — f o r m á t ö l t i : 

= 8t + m j dn + (n0 — и,.) m + — - (fxv— p0). 
(g) 
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1.3. A planiméterek mérőműszerei 

Az a lapegyenle tben szereplő St é r tékét (á l ta lában) i s m e r j ü k , n0, nv, 
p0 és pv é r téké t pedig — v iszony lag egyszerű eszközökkel — szükség esetén 
m é r n i t u d j u k . Mérőműszerre tehá t az \ dn i n teg rá l meghatározása cé l jábó l v a n 

(s> , 
szükségünk. A köve tkezőkben ezek felépítését és működését i s m e r t e t j ü k . 

1. 3. 1. Az integrálkerék. J ó l csapágyazot t , megfelelő recézéssel e l l á to t t , 
nonius- leolvasású kerék , ame lye t tetszés szer in t i i r á n y b a n e l to lva , a s ík jába 
eső elmozdulásösszetevőt gö rdü lve , a rá merőlegeset csúszva köve t i . Tengelye 
á l t a lában párhuzamos a mé rőka r ra l — a t t ó l t echn i ka i o k o k köve tkez tében 
b izonyos távo lságra csapágyazva. Fe l fekvés i p o n t j a egybeeshet — különleges 
p lan imé te rekné l — a t a r t ó p o n t t a l , de á l ta lában a t t ó l kü lönböz i k . (E lőbb i eset-
ben közve t l enü l a keresett ( dn é r téket mér i a műszer, u t ó b b i esetben azonban 

te) „ 
— a mérőka r e l fo rdu lásáva l arányos tagga l — b ő v ü l a m é r t ér ték) . 

A 2. áb rábó l l á t ha tó , hogy a t a r t ó p o n t d t e lmozdulásának az in tegrá l -
kerék tenge lyéve l ( tehát a mérőkar ra l ) párhuzamos komponense ha tás ta lan — 
t . i . csak csúszást okoz. A merőleges, dn-nagyságú komponens v iszont t i sz ta 
gördü lés t létesít a 

dn — 2ttg dyx 

egyenle tnek megfelelően ; i t t g az in tegrá lkerék sugarát , y pedig a szögel-
fo rdu lását je lz i . 

A kerék s ík ja a t a r t ó p o n t t ó l a (merőleges) távo lságra v a n ; így a mérőkar 
d p szögelfordulása köve tkez tében az 

a • dp = 2згg dy2 
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egyenletnek megfelelő dy2 szöggel f o rdu l el az in tegrá lkerék . A te l jes szög-
e l fordulás : 

dy •= dyx -f- dy2 = [«!».+ ad/r] . 
2зго 

(A mé r t é r ték t ehá t nem függ 6- tő l ) . 

H a tehát a t a r t o p o n t í0 -ból tv-be j u t , az in tegra lke rek te l jes szögel-
fo rdu lása : 

7v — Yo = У = :— I í dn -f f a d p \ = — I dn + a(pv — p0) 
y L(g) (g) J L(g) 

E z t az á l ta lános egyenle tben az J dn i n teg rá l k iküszöbölésére h a s z n á l j u k fe l : 
(g) 

SF = S, + p j - — (p-r — Ro) + ^ та(ио ~ nv) ingym. 

Alapegyen le tünke t ebben a f o r m á b a n haszná l juk fe l az i n teg rá l ke rékke l fe l -
szerelt p lan iméterekné l . 

1 . 3 . 2 . Az eltolható vágókerék éles szélű tárcsa, a m e l y saját s í k j a i r á n y á b a n 
g ö r d ü l h e t / d e erre merőleges csúszásra képte len. Csapágyazása v iszon t o l y a n , 
hogy az e lmozdulás tárcsára merőleges összetevője a tenge lyen e l to l j a a ke reke t . 
Az el to lás úagyságát a tenge l lye l párhuzamosan elhelyezet t mércén o lvashat -
j u k le. (L . a 3. ábra jelöléseit) . A kerék tenge lyé t a t a r t ó p o n t b a n , a mérőkár ra 

3. ábra 
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mçrôlegesen szerel ik fe l . e j -el j e l ö l v e a r } pa raméte ré r tékhez t a r t o z ó leo lvasást , 
e2 -vel a r 2 - höz t a r t o z ó t : 

? 
dn = e2 — ßj , azaz : m rf« = m(ev — e0) 

To 

E z t az a lapegyen le tben fe lhaszná lva : 

i n 2 

8f = St + — (nv— Mo) + 0 m(n0— n„) + m(ev — e0). 

V á g ó k e r é k k e l felszerelt p l a n i m é t e r e k esetében az a lapegyen le t i t t m e g a d o t t 
a l a k j á t haszná l j uk , 

1.3.3. A késtárcsa — u g y a n ú g y , m i n t a vágóke rék — éles szélű ( forgó) 
tá rcsa, a m e l y s í k j a i r á n y á b a n g ö r d ü l h e t ; az erre merőleges e lmozdu lás t azon-
b a n megakadá lyozza , m e r t csapágyazása merev , n e m csúsz ta tha tó . E n n e k 
k ö v e t k e z t é b e n a m é r ő k a r csak ö n m a g á v a l pá rhuzamosan m o z d u l h a t e l (d i f fe -
renc iá l is e lmozdu lás ra g o n d o l u n k ) , £LZQjZ CLZ a lapegyen le tben szereplő J dn t a g 
azonosan 0. A késtárcsa t e h á t a t a r t ó p o n t e lmozdu lására v o n a t k o z ó kényszer t 
j e len t ; a r ra ú j a b b kényszer t m á r n e m g y a k o r o l h a t u n k . í g y az a lapegyen le t 
<8'/-vei j e l ö l t t a g j á n a k számítása j e l e n t i a k o m o l y nehézséget a kés tárcsáva l 
fe lszerel t p l an imé te rekné l . Ezek re az u . n . »vágóplan iméterek«-re v a g y 
»uszályplaniméterek«-re v o n a t k o z ó a n az a lapegyen le t az a l ább i a l ako t ö l t i : 

1 
Sf = S, + — ( m „ — M o ) 4 - - m(n0 — nv)-

\ 



1. 3. 4. A tárcsás kerék, v a g y Gonella-kerék lényegében — egy f i x tenge ly 
k ö r ü l fo rgó s ík tárcsán g ö r d ü l ő — i n t e g r á l k e r é k . Az integrálkerék szögelfordulását 
a tárcsa szögelfordulása és a kerék síkjának a tárcsa tengelyétől mért merőleges 
távolságának szorzata adja. ( L . 4. áb rá t ) , r - r e l je lö lve az in teg rá lke rék fe l fekvési 
p o n t j á n a k a tárcsa tenge lyé tő l m é r t t ávo lságá t , a - v a l az i n teg rá l ke rék tengelye 
és a fe l fekvés i p o n t o t a tá rcsa k ö z é p p o n t j á v a l összekötő egyenes á l t a l bezár t 
szöget, d -ve l a ke rék s í k j ának a tárcsa tenge lyé tő l m é r t merőleges távo lságá t , 
v é g ü l dcr-val a tá rcsa (d i f ferenciá l is) szögel fordulását , a köve tkező egyenlet 
ad j a az i n teg rá l ke rék szögel fordulását : 

2тгр dy = r • cos a • der = d • der , m e r t d — r cos a . 

Ezze l á l l í t ásunka t i gazo l t uk . 
1.3. 5. Az i n teg rá l ke rék , m i n t l á t t u k , csúszik és g ö r d ü l egyszerre. A gö rdü -

lésnek fe l téte le azonban b izonyos nagyságú súr lódóerő ébredése ; a mechan ika 
szer in t v i szon t a csúszásra merőleges i r á n y b a n súr lódóerő n e m ébredhet . 
Ez az oka anr.ak, hogy — ha az i n teg rá l ke rék tengelye k i c s i n y szöget zár be 
a t a r t ó p o n t e lmozdu lásának i r á n y á v a l — megb ízha ta t l anná v á l i k a műszer . 
Ezen o l y a n gördü lőe lemek be i k ta tásáva l p r ó b á l t a k segíteni, aho l ci t -nek m i n d -
k é t komponense gördü lés t létesí t . A nagyszámú gömb , henger, tárcsa, fé lgömb 
s tb . k o m b i n á c i ó r ó l n incs h e l y ü n k beszámoln i , csak a n n y i t k í v á n u n k meg-
jegyezn i , hogy v a l a m e n n y i n e k közös h i b á j a : a megfelelő tapadás t b iz tos í tó 
és u g y a n a k k o r az e lmozdu lásoka t megengedő csapágyazások b i z o n y t a l a n o k 
és r ö v i d é l e t t a r t a m ú a k . 

1. 4 .A planiméterek osztályozása 

A t a r t ó p o n t b a m u t a t ó h e l y v e k t o r , t á l t a l sú ro l t szektorszerű t e rü l e t , 
St számí tásáva l kapcso la tban a köve tkezőkép osztá lyozzuk a p lan imé te reke t : 

a) K ö r p á l y á n mozgó t a r t ó p o n t t a l készü lnek a polárplaninéterek. 
b) Egyenesen mozog a lineár-planiméterek t a r t ó p o n t j a . Ezekné l St 

m i n d i g zérus. 
c ) Kés tá rcsáva l kényszer í te t t — egyébként szabadon mozgó t a r t ó p o n t ú 

k o n s t r u k c i ó k a vágó-planiméterek. 
d ) Csappal vezete t t — á l t a l ában gö rbevona lú — m é r ő k a r r a l rendelkez-

nek a radiál-planiméterek. 
Ezen fe losztáson be lü l — a mérendő i n t e g r á l és a f u t ó p o n t pá lyagörbé je 

k ö z ö t t i kapcso la tnak megfelelően — beszélünk körüljáró, funkciós plani-
méterékvcA, integriméterekről és funkciós integriméterekről. 

Az egyes t í pusok e l v i kérdései rő l ezen fe losztásnak megfele lően számo lunk 
be ; a meg ismer t kapcso la toka t k o n k r é t műsze r t í pusokka l i l l u s z t r á l j u k . 

2. §. Részletes ismertetés 

2. 1. Polárplaniméterek 

K ö r p á l y á n mozgó t a r t ó p o n t t a l csak k ö r ü l j á r ó p lan imé te reke t készí tenek. 
A g y a k o r l a t b a n a k ö r ü l j á r ó t í pusok k ö z ö t t v i szon t ezek a lege l te r jed tebbek , 
azér t k e z d t ü k ezzel a fe lsorolást . A k ö v e t ő és mérőka r ezeknél a műszerekné l 
— és á l t a l ában m i n d e n k ö r ü l j á r ó p lan imé te rné l — azonos. 
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2. 1. 1. Csuklós polár-planimétemél a vezete t t ( ta r tó ) pon t kö rpá l yá ra 
kényszerí téséről a vezetőkar gondoskod ik , a m e l y f i x pon t k ö r ü l e l f o rdu lha t . 
A vezetőkar gömbcsuk lóban i l leszkedik a köve tőka rhoz . A köve tő ( fu tó) 

ь 
p o n t t a l a mérendő te rü le te t , i l l . — ha J y(x)dx-ről v a n szó — a ha tá ro ló o rd i -

a 
n á t á k a t , az y = y(x) görbé t és az abszcisszatengely megfelelő szakaszát te l jesen 
k ö r ü l j á r j u k . 

I. fénykép 

A p lan iméte rné l használ t műszer lehet in tegrá lke rék v a g y vágókerék. 
A vezetőkar f i x p o n t j á t pó lusnak nevezzük ; ez súlyos a lapban elhelyezet t 
t ű tenge ly , ame ly k ö r ü l a k a r forog. A pólus lehet a te rü le te t ha tá ro ló zá r t 
görbe belsejében v a g y azon k í v ü l . A z a lapegyenlet egyes tag ja i ra eszer int 
más-más ér téke t k a p u n k — függe t lenü l a t t ó l , hogy az a l k a l m a z o t t műszer 
in tegrá lkerék v a g y vágókerék . A m e n n y i b e n ugyan is a pólus be lü l van , — te l je-
sen k ö r ü l j á r v a a ha tá rgörbé t — 

st = v2n ; m2 ~ mi = 2тг ; n2 = %. 

(v j e len t i a vezetőkar hosszát). 
H a v iszont a pólus a ha tá rgö rbén k í v ü l v a n : 

s t = M2 — Mi ; % = щ. 
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N é g y egyenletet í r u n k fe l ; az első pár esetében a pólus belü l , a másod ik pá rná l 
a pólus k í v ü l v a n a ha tá ro ló görbén. M i n d k é t pá rban az elö lá l ló egyenlet 
i n teg rá lke rék használata, a másod ik egyenlet ped ig vágókerék használata 
esetén érvényes : 

ím2 л 
Sf = v2n J- 2n I — — ma\ -j- ingym = n(v2 +• m2 — 2ma) + 2 j r p y m = 

= i ty 2 -j- 2jr д у т . 

ísq = v27t + т2тс + m(e2 — e j = n(v2 A~ n>2) + m(e2 —« e j . 

Sf = 2nдут. 

Sf = m(e2 — e j . 

Meg ke l l j egyeznünk a köve tkezőke t : 
Az у = ifv2 A- wi2 — 2ma sugarú k ö r t — amelye t a köve tőpon t a k k o r 

í r le, ha a k ö v e t ő k a r t o l yan he lyze tben f o r g a t j u k k ö r ü l , hogy az in tegrá lkerék 
s ík ja á l landóan t a r t a lmazza a pó lus t (ekkor u. i . d y = 0) — a lapkö rnek 
h í v j u k ; 

A mérési tapasz ta la tok szer int pontosabb a mérés, ha a pólus k í v ü l v a n 
(a te rü le te t szét tördelve v a g y többszörösen összefüggővé a l ak í t va m i n d i g 
e lé rhe t jük ezt a he lyzetet ) ; 

A g y á r t o t t t í pusokon az in tegrá lke rék sugara, a mérőka r hossza, i l l . a 
vágókerék mércéjének beosztása o lyan , hogy a leo lvasot t é r ték közve t lenü l , 
négyzetcent iméterekben ad ja a mérendő te rü le t mér tékszámát . Néha azonban 
a mérőka r hossza v á l t o z t a t h a t ó , i l yenko r a beál l í tásnak megfelelő f a k t o r t is 
f i gye lembe ke l l v e n n ü n k ; 

A z a lapkör sugarát , y-t a g y á r négy t izedesjegy pontossággal megadja . 
2. 1. 2. A körgyű ű-planiméter e lv i leg n e m k ü l ö n b ö z i k a csuklós po lá r -

p lan imé te r tő l . Felépítése azonban el tér : A vezete t t ( ta r tó ) pon t körben-
vezetésére k ö r a l a k ú sínrendszer szolgál. A köve tő ( fu tó) p o n t o l y a n k iképzésű, 
hogy i d o m o k (hengeres testek) körü l tapogatására a lka lmas. A vona tkozó 
egyenle tek természetesen ugyanazok , m i n t amelyeket a csuklós-polárp lani -
méterekné l f e l í r t u n k ; a pó lus azonban most szükségképpen be lü l van . 

2. 1. 3. Precíziós tárcsás-polárplaniméter-t haszná lunk nagyobb pontosság 
elérése cél jából . E l t e k i n t v e ugyan is a legelemibb szub jek t í v h i b á k t ó l (a köve tő -
p o n t p o n t a t l a n i rány í tása stb.) az edd ig i smer te te t t p lan iméte rekné l a leolvasás 
ponta t lansága szabja meg nagyságrendben a h i b á t (különösen a nonius-
beosztással sem rendelkező vágókerék használata, de még in tegrá lkerék hasz-
ná la ta esetén is). A leolvasás pontosságának fokozásáva l c s ö k k e n t j ü k a h i bá t 
precíziós tárcsás p lan imé te r használata esetén. A műszer felépítésének a lap ja 
az A - v a l je lze t t nagy tömegű , rögz í te t t fogaskerék ; ennek О középpon t j a a 
f i x pólus. Ehhez kapcso lód ik a B - j e l ű fogaskerék, a m e l y а С tá rcsáva l közös 
tenge ly re v a n fe lékelve. A B - j e l ű fogaskerék és а С tárcsa működés közben 
a közös tenge ly k ö r ü l együt tesen e l f o rdu lha tnak , t enge l yük ped ig az О pólus 
k ö r ü l k ö r p á l y á n e lmozdu lha t . (L . az 5. ábrá t . ) A mérőeszköz Gonel la-kerék. 
A z áb rán l á tha tó , hogy az in tegrá lke rék elhelyezése köve tkez tében a k ö v e t ő k a r 
forgásának n incs gördü lés i okozó komponense (az in tegrá lke rék s ík ja a T 
t a r t ó p o n t o t t a r ta lmazza , azaz a = 0). A p lan iméter -egyen le t egyes t a g j a i : 
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H a a pólus a ha tá ro ló görbe belsejében v a n (a ha táro lógörbét természe-
tesen te l jesen k ö r ü l f u t j u k a k ö v e t ő p o n t t a l ) 

S t — v2n ; n2 = % és /jl2— P j — 2jr. 

H a v iszont a pólus k í v ü l v a n , 

St=0; п2 = пг és J u 2 = / x 1 . 

A fogaskerékát té te l köve tkez tében a t a r t ó p o n t dt d i f ferenciá l is e lmozdulásához 
а С tárcsa do- szögelfordulása t a r t o z i k . Összefüggésük : 

v r 

A z in tegrá lke rék s í k j ának a tárcsa középpont j á t ó l mé r t távolsága : 

[v — [R + r)] s in jjl. 

í g y az i n teg rá l ke rék szögelfordulását a köve tkező egyenle t te l j e l l emezhe t jük 

r 
2orp dy = 0 — (R + r ) ] s in /x der = [v — (R + r j ] — s in p • tóti. 

A 4. ábra a l ap ján azonnal b e l á t j u k , hogy 

s in jx- zb \dt\ — dn (dn előjeles távo lságot je len t ! ) 

E z t fe lhasználva : 

• « - < * + » l d n , 
' zng v r 

у = 2jro L v J r J 
(g) 

A lapegyen le tünk tehá t abban az esetben, ha a pólus be lü l v a n : 

2%pym r 
S f . = v2n + m2ir + 

1 R + r R 
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f 

v a g y a v2 m 2 = y 2 je lö lést bevezetve : 

sf = n 
„ , 2 i roym r 

y -f- -
R + r R 

H a v i szon t a pó lus k í v ü l v a n : 

0 2ждут r 
of —  

I д + г д 

A f o r m u l á k b ó l l á t h a t ó , h o g y у m é r t é r téke és ezzel a s z á m í t o t t 8/ pontossága 
R + r r 

nő az és az — v i s z o n y csökkenésével . A leolvasás pontossága végered-
V R 

m e n y b e n 

R r R + r 
r 

a r á n y b a n n ő t t a csuklós po lá r -p lan imé te rhez v i s z o n y í t v a . 

2. 2. Lineárplaniméterek 
• 1 • • 

L i n e á r - p l a n i m é t e r e k esetéhen a veze te t t (és a t a r t ó ) p o n t egyenesen 
mozog ; ezt az egyenest az abszcisszatengel lye l pá rhuzamosan he lyezzük el . 
Egyenesben vezetésre v a g y sínrendszer, v a g y p e d i g sú lyos , gördü lés közben 
s í k j u k a t t a r t ó k e r é k p á r o k szo lgá lnak ; esetleg azonban a t a r t ó p o n t he l yben 
m a r a d és az у = y (x ) gö rbé t m o z g a t j á k ú g y , h o g y az abszcisszatengely á l l an -
d ó a n fed je a t a r t ó p o n t o t . 

T e k i n t e t t e l a r ra , h o g y a t a r t ó p o n t egyenesen mozog, te l jes k ö r ü l j á r á s n á l 
St = О (ha a f i x egyenes maga az abszcisszatengely, a k k o r St = 0); e m e l l e t t 
( te l jes k ö r ü l j á r á s n á l ) 

p2 = pi és n2 = nx. 

á l ta lános egyen le tünk t e h á t az 

St = m J dn 
is) 

egyen le t re r e d u k á l ó d i k . 
A k ö v e t k e z ő k b e n k ü l ö n t á r g y a l j u k a k ö r ü l j á r ó p l a n i m é t e r e k e t , a f u n k -

ciós p l a n i m é t e r e k e t , az i n t e g r i m é t e r e k e t és f unkc i ós i n t eg r imé te reke t . 
2. 2 . 1 A körüljáró lineár-planimétereket egy-egy v á z l a t és n é h á n y szó 

segítségével i s m e r t e t j ü k , h iszen a m ű k ö d é s i e l v az edd ig e l m o n d o t t a k a l a p j á n 
k ö n n y e n megér the tő . 

A 6. á b r a a csapos sínvezetésű p l a n i m é t e r t m u t a t j a be. E n n é l lényegesen 
k ö n n y e b b e n keze lhe tő a 7. á b r á b a n b e m u t a t o t t p l a n i m é t e r , m e r t i t t a t a r t ó p o n t 
vezetésére egy k a r szolgál , a m e l y k e r é k p á r o n i l l eszked ik a sínhez ; a t a r t ó p o n t 
a l a t t görgő v a n . 
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8. ábra 
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A 8. áb rán i s m e r t e t e t t p lan imé te rné l a t a r t ó p o n t egyenesbenvezetésére a 
sú lyos, n a g y t ö m e g ű dobpá r szolgál. A 6., 7. és 8. á b r á n l á t h a t ó p lan imé te rek 
csak a t a r t ó p o n t vezetésének m ó d j á b a n kü lönböznek egymástó l . A 9. áb rán 
v i szon t o l y a n p l a n i m é t e r t m u t a t u n k be, ame l yné l a t a r t ó p o n t he l ybenmarad , 
ehhez képest azonban az y — y(x ) gö rbé t ke l l e lmozga tnunk . 
A 10. áb rán dobos vezetésű precíziós tárcsás l i neá r -p lan imé te r t i s m e r t e t ü n k . 
A mérés pontosságát i t t ugyanazon e lv a l a p j á n n ö v e l j ü k , m i n t a tárcsás po lá r -
p l a n i m é t e r esetében. A z A — A dobpá r i t t nemcsak az egyenesbenvezetés fe l -
a d a t á t l á t j a e l ; az Al j e l ű dob ugyan is belső l a p j á n fogazást h o r d : v a g y 
homlokfogaskerékszerűen, vagyped ig kúpos ra csiszolva kúpfogaslcerék-
szerűen. E b b e a fogazásba kapcso lód ik а В j e l ű fogaskerék, a m e l y a G tá r csáva l 
közös tenge ly re v a n fe léke lve. E z t a t e n g e l y t — sem ped ig a t enge l y csapágya-
zását a csapágyak tar tószerkezetéve l — az áb rába n e m r a j z o l t u k be. 

A T t a r t ó p o n t dt e lemi e lmozdulásához az r sugarú, В je lzésű fogaskerék 
és a vele e g y ü t t fe léke l t С tárcsa 

dxr = i • dt • ' • 
r 

nagyságú szögelfordulása t a r t o z i k . (A köve t kezőkben az x - tenge ly poz i t í v 
i r á n y á b a m u t a t ó egységvek to r t m i n d i g i -vel , hason lókép az «/-tengely i r á n y á b a 
m u t a t ó egységvek tor t j - ve l j e l ö l j ük . ) 

10. ábra 

A z in teg rá l ke rék s ík ja a s in p távo lságra v a n a tárcsa k ö z é p p o n t j á t ó l . 
Az i n teg rá l ke rék e lemi szögel fordulását t ehá t a 

i - dt 
Iitg dy ' a sin p 

egyen le t te l j e l l emezhe t j ük . M i v e l ped ig 

i dt s in p = dn 
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A z é r t 

dy — " dn . 
2зто r 

A l a p e g y e n l e t ü n k t e h á t a z 

Pf = m -яду 

a l a k o t ö l t i . A l e o l v a s á s p o n t o s s á g a — - s z e r e s r e n ő t t a z e g y s z e r ű k ö r ü l j á r d -
r 

t í p u s ú p l a n i m é t e r e k h e z v i s z o n y í t v a . 

2. 2. 2. Funkciós lineár-planiméterek 

F e l a d a t u k , h o g y a g r a f i k u s a n a d o t t у — y ( x ) e g y e n l e t ű g ö r b é t ( t o v á b b á 
a k é t h a t á r o l ó o r d i n á t á t é s a z a b s z c i s s z a t e n g e l y m e g f e l e l ő s z a k a s z á t ) k ô v e t v ç 

b b 
a követőpont ta l , az j f[y(x)~\dx, az j f[y(x)] • g(x) dx i l l . legáltalánosabban az 

a a• 
b 
I f[x,y(x)] dx i n t e g r á l é r t é k é t m e g t u d j u k h a t á r o z n i . 
a 

E z e k n é l a p l a n i m é t e r e k n é l m á r e l v i j e l e n t ő s é g ű k ü l ö n b s é g v a n a k ö v e t ő 
é s a m é r ő k a r k ö z ö t t . M ű k ö d é s i e l v ü k e t v á z o l v a — e r e d e t i m e g á l l a p o d á s a i n k n a k 
m e g f e l e l ő e n — m - e l a m é r ő , M e l a k ö v e t ő k a r h o s s z á t j e l ö l j ü k , p - v e l , i l l . » - v a l 
p e d i g a m e g f e l e l ő i r á n y s z ö g e k e t ; a t ö b b i j e l ö l é s t i s m e g t a r t j u k . T o v á b b r a i s 
ú g y v á l a s z t j u k m e g a t a r t ó é s v e z e t e t t p o n t p á l y a e g y e n e s é t — h a c s a k k ü l ö n k i 
n e m k ö t ü n k e t t ő l e l t é r ő f e l t é t e l t — h o g y a z a z a b s z c i s s z a t e n g e l y b e e s i k . 

ь 
A m ű k ö d é s e l v é t e l s ő s o r b a n a z J / \y(x) ] dx i n t e g r á l s z á m í t á s á r a a l k a l m a s 

a 
p l a n i m é t e r e k r e i s m e r t e t j ü k . E n n e k a l a p j á n k ö n n y e n m e g é r t j ü k a z e n n é l 

ь ь 
ál ta lánosabb J / [y(x) ] • g(x) dx i l l . ( / |~x,y(x)] dx i n tegrá lok számítására 

a a 
a l k a l m a s k é s z ü l é k e k m ű k ö d é s é t i s . 

A z e m l í t e t t f u n k c i ó s p l a n i m é t e r e k n é l — m e g f e l e l ő m e c h a n i k a i k é n y s z e r e k 
s e g í t s é g é v e l — g o n d o s k o d u n k a r r ó l , h o g y a f u t ó p o n t F - a l j e l ö l t é s a k ö v e t ő p o n t 
y-al j e l ö l t o r d i n á t á j a k ö z ö t t a z Y = f [ y ] k a p c s o l a t á l l j o n f e n n . M i v e l p e d i g 
Y — m • s i n p, é s y = l • s i n » , a z é r t a z Y =* / [у ] e g y e n l e t e t 

m s i n p = / [ í - s i n » ] 

a l a k b a n í r h a t j u k . U t ó b b i e g y e n l e t a k ö v e t ő k a r m i n d e n h e l y z e t é h e z a m é r ő k a r 
m e g h a t á r o z o t t i r á n y á t r e n d e l i (l t . i . á l l a n d ó ) ; a z e m l í t e t t m e c h a n i k a i e s z k ö -
z ö k k e l é p p e n a r r ó l g o n d o s k o d u n k , h o g y a m é r ő k a r i r á n y s z ö g e a f e n t i e g y e n l e t -
n e k m e g f e l e l ő p s z ö g l e g y e n . 
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Megjegyzendő, hogy a f u t ó - és a k ö v e t ő p o n t X , i l l . x abszcisszái k ö z ö t t 
semmiféle — levezetésünk szempont jábó l hasznosí tható — kapcsolat n incs . * 

A funkc iós p lan iméte rek leg több jéné l gondoskodunk a t a r t ó és a vezete t t 
p o n t együ t t f u tásá ró l — mechan ika i lag összekapcsolva őket . E n n e k köve t -
keztében fenná l l a 

t = V + ci 

(с a ké t p o n t á l l andó távo lságát je lö l i ) , t o v á b b á a 

dt s dv 
egyenlőség. 

J á r j u k k ö r ü l a k ö v e t ő p o n t t a l az y(x) görbe, a szélső o r d i n á t á k és 'az 
abszcisszatengely megfelelő szakasza á l t a l k i j e l ö l t zá r t görbét . A k ö r ü l f u t á s t 
befejezve a k ö v e t ő k a r és a mérőkar is eredet i helyzetébe ke rü l vissza, t ehá t 
St = 0 ; n2 = í i j ; p2= jaj és így 

Sf = m 

ig) 
Igazo ln i f o g j u k , hogy 

j dn. 

= m (j) d n = J / [ y { x ) \ dx — (b — a) F, 

ig) а 
ahol 

N = / [ 0 ] . 

Е célból t é r j ü n k egy p i l l ana t ra vissza a kö rü l j á ró - l i neá rp lan imé te rek elméleté 
hez. L á t t u k o t t , hogy az 

Sf = I y(x) dx (=1 ( j) dn = l ( j) s in x i - dv) 

а 

egyenlőség fenná l l , annak ellenére, hogy 

y(x) dx+ Idn ( = l s in x • i d v ) . * * 

E z t megmagyarázandó, ha tá rozzuk meg a k ö v e t ő p o n t e lemi r 1 mozdu lásának 
vízszintes (abszcisszatengellyel párhuzamos) ve tü le te és a vezete t t p o n t e lemi 
e lmozdulása k ö z t i kapcso la to t ! (L . a 11. ábrá t . ) A másodrendű k i cs inyek 
e lhanyagolásával adód ik , hogy 

dx = dv • i + l cos (x + dx) —- l cos x & 

* Képet a lko tha tunk magunknak a fu tópont pályájáról , lia az 

Y = Y(x) = f[y(x)] 
görbét gumihár tyára felrajzolva képzeljük ; nyú j t suk meg a h á r t y á t az abszcisszatengely 
i rányában — különböző helyeken más-más a rányban . Ezen t ranszformációt elvégezve 
k a p h a t j u k meg a f u t ó p o n t pá lyá j á t . 

**) Az eredeti levezetésekben mérökarról vol t szó, t ehá t l helyet t m, x helyet t /x, 
s tb , szerepelt ;. o t t szintén haszná lha t tunk volna fent i jelölést, mer t körüljáró-plani-
métereknél a követő és mérőkar azonosak. I t t lényeges fent i jelölésünk, hiszen az 
eredményeket funkciós planiméterrel a k a r j a k alkalmazni. 
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d\ • i + l [cos x + ( — s i n x) dx) — l cos x ±= 

= d\ • i — l s i n x dx. 

E n n e k a l a p j á n : 

y(x) •dx — l s i n x dx = l s i n x • d\ • i — í 2 s in 2 x dx , 

azaz valóban: 

l dn = l s in x • d v -\=h y dx. 

A z i n t e g r á l o k egyenlősége v i s z o n t k ö n n y e n a d ó d i k , m e r t § P s i n 2 xdx — 0. 

11. ábra 

H a s o n l ó e r e d m é n y r e j u t u n k a k k o r is , h a az y(x) f ü g g v é n y h e l y e t t v a l a -
m e l y / [y{x) ] f ü g g v é n n y e l k a p c s o l a t b a n v é g e z z ü k e l az e lőző v i z s g á l a t o t . 
T e g y ü k f e l eközben , h o g y l é t e z i k e g y b i z o n y o s m hosszúságú és /u, i r á n y s z ö g ű 
m é r ő k a r ( m s i n p, = / [ « / ] ) ; e k k o r t e h á t : 

dt • i • s i n /л — dx • i • s i n /x = dn 

( ha a d t = dv f e l t é t e l t e l j e s ü l ! ) ; 
e m e l l e t t l e g y e n / [ 0 ] = F és t e l j e s ü l j ö n az a f e l t é t e l , h o g y az y — y ( x ) 

g ö r b é t , a lçét h a t á r o l ó - o r d i n á t á t és az abszc issza tenge ly meg fe le lő d a r a b j á t 
k ö r ü l j á r v a a k ö v e t ő p o n t t a l a m é r ő és k ö v e t ő k a r is e rede t i he l yze tébe k e r ü l 
v issza. í g y 

/ [y~\ dx = f [ г / ] (d\ • i — l s i n x dx) = m • s i n /х (dv • i — l s i n x dx). 

T e h á t : 

(m dn = m sin p, dv • i = ) / [y[x)) dv • i 4= f [y(x)j dx 

azaz 

/ [y[x)l dx + mdn , 
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: 

ft ft a 
v i s z o n t j f \y(x)} dx = J / [y(x)] dx+ I' / [ 0 ] A t — (« — h) F = 

о a ft 

+ ( 6 - a ) F = 

= $ / [ ? / ] ^ v • ' — Ф / [ y ] ' s in xdx + (b — a) F = 

— <J> m • sin ju. rfv • i - f [b — a) F — j> m • I s in p s in x dx —  
= <j) m • dn A- (b — a) F = 
= Sf + (6 —a) F, 

mer t m • Z ф s in p, • s in x-dx = 0 . * 

E d d i g i k i kö tése ink ér te lmében funkc iós p lan iméterekné l a cit = dv és 
ш s in p = / [ ? / ] = / [ i sin и ] egyenlőségek fenná l lanak és a megfelelő zár t 
görbét k ö r ü l j á r v a , a mérő és köve tőka r is eredet i helyzetébe ke rü l vissza, 

í g y t ehá t , e lőbb i levezetésünk a lap ján : 

s 
Sf — m - 2лду = j f [y(x)~\ dx — (b — a) F. 

a 

Épp ezt ke l l e t t azonban b i zony í t anunk . 
» s 

Az á l ta lánosabb j f[y(x)] • g(x) dx i l l . | f [x , у (ж)! dx i n t eg rá lok számi-
a a 

tására szolgáló funkc iós p lan iméterekné l — az edd ig e l m o n d o t t a k n a k meg 
felelően — az 

Y = f[y]-g(x) i l l. Y = f[x,y{x)\ 

egyenletnek megfelelő kapcso la to t hozunk lé t re a k ö v e t ő és a f u t ó p o n t o rd i -
n á t á j a közö t t . E n n e k megfelelően k a p j u k , hógy a mérőkar i rányszöge az 

m s in /и, = f [y] -g(x) i l l . m s in р. — f [ x , ,y(x)] 

egyenletnek kel l , hogy eleget tegyen. E m e l l e t t — i t t is — gondoskodunk a r ró l , 
bogy a t a r t ó és a vezetet t pon t e g y ü t t fussanak, azaz a di = d\ egyenlőség 
fenná l l jon . Ezek a lap ján ped ig — a f e n t i levezetés gondo la tmene té t szóról-
szóra megismételve — ismét könnyen i gazo lha t j uk , hogy 

6 ь 

Sf = j f [ y ( x ) ] - fir(x) dx — F j ' g ( x ) dx 
a a 

Ül. 
ft ft 

Sf = J / [x, y(x)] dx- j / [x, 0 ] dx . 
a a 

* Ez csak akkor igaz, ha a követőkar planimetrólás közben nem fordul teljesen 
körbe, azaz xr = xo és nem következik be, hogy pl. xv = xo + 2л. Ez t azonban az y (x) 
görbe pozitív és negat ív o rd iná tá jú szakaszainak külön-külön tör ténő planimetrálásával 
könnyen e lér jük , 
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Az eddig e l m o n d o t t a k a t kissé még k i ke l l egészítenünk. Lehetséges 
ugyanis , hogy az / [y ] f üggvény e lőá l l í tha tó i l yen a lakban : 

fil/] — / [ ï • s in x] = Ax(l) s in [axx + . « j ] + . . . -f- Ap(l) sin [apx - f ap], 

A k k o r azonban 

f / f « / ] dx = j> f[l s in x] i d\ = ф Ax(l) s in [axx + аг] i d\ + . . . 

. . . + ф Ap(l) s in [apx + a p ] • i d\. 

Lehetőség v a n tehát o l yan műszer a lka lmazására, ame ly t ö b b mérőka r t (és 
természetesen m indegy i ken egy-egy mérőműszer t ) t a r t a l m a z , amelyeket a 
köve tkező a d a t o k k a l je l lemezhetünk : 

m1=A1(l); m2 = A2(l) ; ... ; mp—Ap(l) 

P j = axx + a j ; p 2 = a2x + a 2 ; . . . : p p = apx + a p . 

I l y e n funkc iós p lan imé te rné l az egyes műszerek á l t a l mé r t ér tékeket az 

üf[y(x)]dx = AAl)j, sin [axx + a j J i dx 4- • • A p(l) ф sin [apx + a p ] i d\ 

egyenletnek megfelelően összesítve, k a p j u k a keresett i n teg rá l é r téké t . E n n e k 
az á ta lak í tásnak az 'az e lőnye, hogy az m s in p = / [ l s in x ] egyenlet á l t a l 
meghatá rozo t t p = p ( x ) f ü g g v é n y t mechan ika i eszközökkel nagyon egy-
szerűen meg t u d j u k va lós í tan i , ha p a « -naк többszöröse, i l l . ha p = ax -f- a. 

ь 
Hasonló á ta lak í tásra az j ' / \y(x) ] g(x) • dx meghatározásával kapcso la tban 

a 
is lehetőségünk n y í l i k , ahogy azt a 2.2.2.3. p o n t b a n l á t n i f o g j u k . 

2.2.2.1. Funkc iós p lan iméte rek ) dx,yn a l a k ú in tegrá lok mérésére (momen-
tum-p lan imé te rek ) . 

E lőször azt az esetet v i zsgá l juk , a m i k o r n poz i t í v egész szám. E k k o r 
/ [ « / ] = y"'— 1" • s in" x. Ez a függvény pedig, pa i i t ásának megfelelően, v a g y 
k=n k=n 
E Ck sin kx v a g y ped ig E dk cos kx a l a k ú sorba fe j the tő . T ö b b mérőka r t hasz-
k к 

ná lva , az egyes k a r o k a t a köve tkező ada tok je l l emz ik : 

тех = ln -Cj ; . . . ; mn = lncn, 

és 

PJ = (2 — £)X; p 2 = ( 4 — £)x ; . . . ; p „ = ( » — ' £ ) * , 

vagyped ig 

mi — ( 2 — £ ) * ; Ma = — — £ ) . * ' • • • ; мп = ^ — ( » — f ) * . 

aho l £ a z n par i tásának megfelelően 0 v a g y i . 

A x szög egészszámú sokszorosait mechan ika i eszközökkel igen egy-
szerűen elő t u d j u k á l l í t an i ; p i . megfelelő fogaskerékát té te lekke l , vagyped ig 
a ke rü le t i és középpon t i szögek k ö z ö t t i egyszerű összefüggést fe lhasználva. 
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A v i s z o n y o k a n n y i r a egyszerűek, l i o g y a közö l t váz l a tokhoz részletes 
m a g y a r á z a t o t n e m k e l l f ű z n ü n k . 

ь 
A 12. és 13. á b r á b a n p l . az | y2dx i n t eg rá l számítására a l ka lmas k é t 

a 
f unkc iós p l a n i m é t e r t v á z o l t u n k , azaz n — 2. í g y : 

12. ábra 
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и 
I I2 s in 2 x dx = ( j ) 

Z2(l — cos 2x) . 
i-dt с 12 I2  

= ф — i d\ - I cos 2x i dx. 

T e k i n t e t t e l ped ig ar ra , hogy (j) — i dx = 0 és / [ 0 ] = F = 0 , n y i l v á n csak 

egy m é r ő k a r r a v a n szükségünk, ame lynek i rányszöge a követőkar -szög p ó t -
szögének kétszerese. A szögkétszerezést a 12. á b r á n azzal é r j ü k el, hogy a fog-
á t t é t e l 2 : 1, a 13. áb rán ped ig azzal, hogy VT = TF, az F pon t t ehá t o l yan 
kö r í ven mozog, me lynek középpon t j a T és ame ly F - t is t a r t a lmazza ; ebből 

ped ig m á r köve tkez i k , hogy TV F < = — xTF . A m i pedig x pótösszegének 
2 

e lőá l l í tását i l l e t i , a fogaskerékhaj tás a u t o m a t i k u s a n lé tesí t i ezt , a 13. ábrán 
b e m u t a t o t t készüléknél v iszont az in tegrá lkerék tengelye — a szokásostól 
e l térően n e m párhuzamos, hanem — merőleges a mérőkar ra . 

14. ábra 15. ábra 

A 14. és 15. áb rán k o m b i n á l t p lan imétereke t m u t a t u n k be, ame lyek a lka lmasak 
b b b 

J y(x) dx ; | / /2(x) dx és j y3(x) dx egyszerre t ö r t énő mérésére. n= 1 esetében 
a a a 

pl . egyszerűen a k ö v e t ő k a r r a szerelt p l an imé te r t ke l l leo lvasni , n = 2 esetében 

Г l 2 

y2dx = § cos 2x idx , n = 3 esetében ped ig 
a 

b 
г 31s 13 

y3(x) dx = -I— ф sin x i dv Ф s in 3x i dx. 
J ' 4 4 
a 

Vizsgá l j uk most azt az esetet, a m i k o r n = g + ; g nemnegat ív egész szám. 
*2 

A vezete t t p o n t p á l y á j á u l ekko r az abszcisszatengely he lye t t az y = l egye-
nest v á l a s z t j u k . Je lö l je x*, i l l . y* a köve tő , i l l . mérőkar i rányszögének 

JT 7t 
pótszögét (x* — x ; /л* = - — p.). Ezekné l t ehá t m cos /л* = f[l -

— I cos x*] a l akban í r h a t j u k fe l az Y — f [ y ] kapcso la to t . 
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m • cos f i r 
[i I cos к * ] 2 =  

2 g + l 

21 s i n 2 

21 s in  

Eszer in t t ö b b mérőka r t használva, lényegében az e lőbb t á rgya l t p lan imé te rek -
hez hasonló gondo la tmene t te l és k o n s t r u k c i ó k segítségével é p í t h e t j ü k fe l a 

funkc iós p lan iméte reke t , csakhogy je len esetben - — n e k többszörösei t ke l l 

e lőá l l í tanunk . Az a lább i váz la tok részletesebb magyarázat né l kü l is é r the tők : 

17. ábra 18. ábra 

ь ^ 

Az J dx i n teg rá l számítására o l yan eszköz á l l rendelkezésünkre, 
a ' 

ame lynek megértéséhez nincs szükségünk a funkc iós p lan iméte rekke l kapcso-
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latban elmondottakra. Mechanikai úton el t ud juk érni ugyanis, hogy mia la t t 

a követőpont az y = y(x) görbén halad végig, a fu tópont az Y(X) = ------
У\Л) 

görbevonalú pályát í r ja le (ahol х = Х-{-с\ с és d állandók). A 19. ábrán 
bemuta to t t egyszerű szerkezetet használjuk ; az ábrából azonnal kiolvashat- , 

•?/ Cl 
juk, hogy x = A' a b, azaz с = a -f- b, továbbá = — , azaz Л = a . b 

B Y 

19. ábra 

(az is látható egyébként, hogy dt ф dv. A fent elmondottakból következik, 
hogy erre most nincs is szükség). 

n = — g ill. n.=—g + ' esetén (gr pozitív egész) az eddig ismertetett 

szerkezetek megfelelő kombinációjával azonnal célhoz ju tunk. Az .elv ismét 
annyira kézenfekvő, hogy csak ábrát muta tunk be. 

20. ábra 

Tetszésszerinti kitevő esetében ugyanazokat a konstrukciókat használjuk, 
Ь 

amit az általánosabb j f[y] dx alakú integrálok megállapításánál, így ezekre 

i t t most nem térünk ki. 
2.2 .2 .2 . 

Ь 

Az j f[y(x)] dx alakú integrálok mérésére alkalmas planiméterek-
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ke l kapcso la tban csak az Y = / [ y ] egyen le tbő l köve tkező összefüggések 
mechan ika i megvalósí tásának m ó d j á t ke l l megbeszélnünk ; az a lapelveket 
ugyan is már az e lőbbiekben meg ismer tük . K é t kons t rukc ió t f o g u n k a k ö v e t -
kezőkben i smer te tn i . 

A 21. áb rán b e m u t a t o t t p lan iméte r m é r ő k a r j a csak részben k i k é p z e t t , 
a f u t ó p o n t o t a mérőkar meghosszabbításán — a t a r t ó p o n t t ó l m távo lságra — 
ke l l e lképze lnünk. A F és T csapokat (e lőbbi a vezete t t , u t ó b b i a t a r t ó p o n t o t 
je len t i ) egy k is lemez kapcso l ja mereven össze, ame lye t az x - tenge ly t fedő 
sínen veze tünk . A T csap k ö r ü l f o r d u l h a t el a T F mérőka r és az ezzel mereven 
összekötöt t A v á l y ú . A F csapon a köve tőka r fo rog, amelyhez merőlegesen az 
и hosszúságú VC ka r v a n rögzí tve. U t ó b b i а С p o n t b a n egy csapot h o r d , 
a m e l y az A v á l y ú b a n csúszik. 

21. ábra 

A vá lyúgörbe paraméteres egyenletrendszerét a 

y = f [ y ] 

egyenlet a lap ján számí tan i t u d j u k . I gen egyszerű azonban a görbe a lább i 
szerkesztése : 

Az m . s in p, = f[l s in x] egyen le tbő l meghatározzuk a p — p(x) 
f ü g g v é n y t . Vá lasz tva egy x = х г é r téke t , s z á m í t j u k a p x — /x(>y)-et. A T 
p o n t b ó l egy f i x i rányhoz (a mérőka r i rányához) - p1 szög a l a t t f e l m é r j ü k a 
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TV t ávo l ságo t . U t ó b b i egyenesdarabhoz x x + - szög a l a t t (a V p o n t b ó l 

k i i n d u l v a ) ped ig az и t ávo l ságo t . í g y a v á l y ú g ö r b e C\ p o n t j á b a é r ü n k . Meg-
fe le lő számú x szögé l ték fe lvé te léve l tetszésszer int s ű r í t h e t j ü k a megszerkesz-
t e t t G p o n t o k a t , ezeken á t ped ig a gö rbé t m e g r a j z o l j u k . 

A más i k , Lorenz- fé le k o n s t r u k c i ó a 23. á b r á n l á t h a t ó . A k ö v e t ő és egy-
ben t a r t ó p o n t o t a 23. á b r á n T - v e l j e l ö l t ü k . A T K k ö v e t ő k a r az x tenge ly re 
merőleges ; az abszcisszatengely i r á n y á b a n ö n m a g á v a l pá rhuzamos he l yze tben 
m a r a d v a m o z d u l h a t el. А К k ö v e t ő p o n t b a n egy csappa l fe lszerel t h ü v e l y 
csúsz ta tha tó e l a k ö v e t ő k a r m e n t é n . A csap az A v á l y ú b a n csúszik. A v á l y ú h o z 
az F p o n t b a n mereven v a n rögz í t ve az FT m é r ő k a r , a m e l y a T p o n t k ö r ü l 

f o r d u l h a t el . F i g y e l e m r e m é l t ó , h o g y a T t a r t ó p o n t u g y a n a r r a az o r d i n á t a -
v o n a l r a esik, m i n t а К k ö v e t ő p o n t . E z a n n y i t j e l en t , h o g y enné l a k o n s t r u k c i ó -
n á l nemcsak a dt = dv , h a n e m a dv • i — dx egyen le t is f enná l l . E r r e egy 
később i p o n t b a n (2.2.3.) t á m a s z k o d n i f o g u n k . Meg jegyzendő még, h o g y i t t 

a k ö v e t ő k a r n e m fo rog = , de n e m is á l l a n d ó hosszúságú. 

A v á l y ú k iképzése o l y a n , h o g y az Y = / [ « / ] , azaz az 

m • s in /л = / [ y ] 

kapcso la to t b i z t os í t j a . E g y e n l e t é t egy , a m é r ő k a r h o z r ö g z í t e t t R, Ф po lá r -
koo rd iná ta rendsze rben í r j u k fe l . T-t t e k i n t v e a koord iná ta rendszer kezdő-
p o n t j á n a k , а К p o n t o t ped ig f u t ó p o n t n a k , a 23. á b r á b ó l l á t h a t j u k , h o g y 

KT = y = R és ix ^ - — Ф. 
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Ennek a lap ján : 

m • cos Ф = / I R \ 

a vá l yúgörbe egyenlete. 
2.2.2.3. Á t t é r ü n k o lyan , még á l ta lánosabb funkc iós p lan iméte rek kon-

s t rukc iós elképzelésének ismertetésére, ame lyek az i r o d a l o m b a n még nem 
szerepeltek. 

ь 
Az ^ f [y(x)] • g(x) • dx a l a k ú i n teg rá lok számítására a Lo renz -p l an i -

a 
méter megfelelő á ta lak í tásáva l a lka lmas műszer t k o n s t r u á l h a t u n k . A 24. 
á b r á n l á t h a t j u k a készülék váz la tá t . A z eredet i (23.) ábra A - v a l j e lö l t p o n t j a 
(most A j je lű ) az a d o t t y = y(x) görbe követésére szolgál. A 23. ábra TF 
m é r ő k a r j a a 24. áb rán k ö v e t ő k a r je l legű, A 2 - j e l ű (követő) p o n t j á n a k távolsága 
T-töl arányos T abszcisszájával : x = X-sze l . A A 2 - j e l ű p o n t egy a K2T 
k a r o n csúszó h ü v e l y csapját je lz i , ame ly az A 2 - j e l ű másod ik v á l y ú b a n csúszik. 
A 2 -höz kapcso lód ik most — merev kapcso la t ta l — az b \ ( fu tó) p o n t b a n az 
FXT mérőkar , a m e l y a T p o n t b a n csapágyazva v a n . A K2T k a r egy merő leges 
ő T - j e l ű t o l d a t o t ho rd , közös f o r g á s p o n t j u k a T t a r t ó p o n t . Ezen t o l d a t o n 
csúszik а С hüve l y , amelyhez а ВС- és a C A - j e l ű k a r — m i n d k é t k a r C-ben és 

24. ábra 

B-„ i l l . C -ben csuklósan — csat lakoz ik . A TDF2-jelű k a r (második mérőkar ) 
ugyanakko ra szöget zár be a TC-ka r ra l , m i n t u t ó b b i a ТВ-ve]. E z t a 

ТВ = TD és ВС = CD 

választás b iz tos í t ja . 
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A A 2 - j e l ű csap vezérlése p l . a rögz í te t t O-ponthoz erősí te t t , dobokon á t v e t e t t 
huzal , vagyped ig ke t tős fogasléc-fogaskerék rendszer segítségével t ö r t énhe t , 
p l . a 25. áb rán l á t h a t ó módon. 

A 2.2.2. pon t bevezetésében e l m o n d o t t a k szer int a 

Y = f [y] • g(x) a z a z m s i n p, = / [y] • g(x) 

egyenlőséget ke l l b i z tos í tanunk a p lan imé te r működése közben. J e l ö l j ü k a T K 1 

és TK2 k a r o k egymással bezár t szögét /З-val, a TK2-kar i rányszögét ped ig 
a - v a l . M i v e l ß é r tékét az A 2 - j e l ű v á l y ú közvet í tésével a K2 p o n t , a é r téké t ped ig 
az A r j e l ű v á l y ú közvet í tésével a K 1 p o n t T - t ő l mé r t távo lsága határozza meg, 
ß csak x é r tékétő l , a ped ig csak y é r téké tő l f ügg : 

a =a(y); ß = ß(x). 
A T F l mé rőka r i rányszöge : y 1 = a — ß . 

A TF2 mé rőka r i rányszöge : p 2 = n (a ß). 

Az A j és А з v á l y ú k a t képezzük k i úgy , hogy az 

/ Ы • g(x) 
— ' = Sin LLV — Sin U.„ 

m 

egyenlőség fenná l l j on . í g y : 

ь 

) f[y(x)J - dx — т ф sin p j dt • i — 
a 

b 

m s in у 2 dt • i — F j g(x) dx 
a 

b 

= m ф — m ф dn2 — F J g(x) dx , 
a 
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m e r t a TFX mé rőka r i rányszöge épp /xx, a TF2-é ped ig /х2. H a t e h á t — a k ö r ü l -
j á rás t befejezve — a TFX k a r o n e lhe lyezet t műszeren a yx, a TF2 k a r o n e lhe-
l yeze t t műszeren ped ig a y2 é r téke t o lvassuk le, a k k o r 

ь ь 

F J g(x) dx + J f[y{x)] •g(x) - dx — m§ dnx — m ф dn2 =. 
a a 

= m [2лдух — 2лду2] = 2л m [ух — у2] 

Az Ах és А2 v á l y ú g ö r b é k egyenletének meghatározása cé l jábó l a 

Y = m s in /х = f [y] • g(x) 

egyen le tbő l k i i n d u l v a : 

/ " 

—- — — == (sin /х = ) s in /xx— sin ix2 = s in ( a — ß)—-sin [n + ( a + ß)\= 

— s in ( a — ß) — s in ( a + ß) = 2 s in a . cos ß , 
azaz 

í [ y ] ' g ( x ) = 2 s in a(y) • cos ß(x). 
m 

Az A x - és A 2 - v á l y ú po lá rkoo rd iná tás egyenlete t e h á t : 

/ [R] = a • cos Ф ; g(R) = b • s in Ф , 

aho l a, b tetszőleges o l y a n számok, ame lyek re a • b = 2m. 
ь 

A z J / [ x , í / ( x ) j dx a l a k ú i n t eg rá l ok p lan imé t rá lásá ra a l ka lmas f u n k -
a 

ciós p lan imé te rek g o n d o l a t á t csak f e l v e t j ü k , m e r t a k o n s t r u k c i ó igen n a g y 
nehézségekbe ü t k ö z i k . E z e k o n n a n származnak , h o g y a m é r ő k a r i rányszögét 
m á r n e m t u d j u k s íkbel i kényszerek segítségével megszabni , kény te lenek 
v a g y u n k té rbe l i kényszer t a l ka lmazn i . A 2.2.2. p o n t bevezetésében e l m o n d o t -
t a k a l a p j á n ugyan is a f u t ó p o n t o r d i n á t á j a a 

Y = / [x,y] ; azaz az m s in jx = f \x,y\ 

egyen le tnek ke l l , h o g y eleget tegyen. H a az f[x,y] f ü g g v é n y k é t egyvá l tozós 
f ü g g v é n y szorzatára b o n t h a t ó , az e lőbb i s m e r t e t e t t módos í t o t t L o r e n z - p l a n i -
méter a l ka lmas a p lan ime t rá lás ra , ha v i szon t az f[x,y] ennél á l ta lánosabb 
ké tvá l tozós f ü g g v é n y , az m s in /х = / [x ,y ] összefüggést á l t a l á b a n n y i l v á n 
csak 3 d imenz ióban mozgó mechan i ka i e lemekke l t u d j u k megva lós í tan i . I l y e n 
szerkezetek tervezése e lv i leg n e m je len t kü lönösebb nehézséget, a g y a k o r l a t i 
megoldás v iszon t n y i l v á n sok nehézséggel j á r . 

2.2.3. Lineár integriméterek és lineár funkciós integriméterek. 
X X 

C é l j u k , hogy az j y(x) dx i l l . á l ta lánosabban az j / [ж , г / (ж) ] dx i n t e g r á l 
a a 

ér téké t az у = y (x ) görbe követésekor b á r m e l y x = x felső h a t á r n á l közve t -

280 
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l e n ü l — t e h á t a ha tá ro l ó o r d i n á t á k és abszcisszatengely-szakasz k ö r ü l f u t á s a 
n é l k ü l — leo lvashassuk. E z t ped ig i gen egyszerűen e l é r h e t j ü k , egyes e d d i g 
t á r g y a l t p l a n i m é t e r e k k i s módos í tásáva l . A 2.2.2. p o n t bevezetésében l á t t u k , 
h o g y a h a t á r o l ó o r d i n á t á k a t és az abszcisszatengely megfe le lő d a r a b j á t azé r t 
k e l l á l t a l á b a n b e f u t n u n k l i neá rp l an imé te rek haszná la ta esetén a k ö v e t ő -
p o n t t a l , m e r t a dx = i dt, i l l . dx = i dv egyenlőséget n e m b i z t o s í t o t t u k . E n n e k 
b iz tosí tása u t á n azonban elég a k ö v e t ő p o n t t a l az y = y (x ) görbe x = a és 
x — x abszcisszájú p o n t j a i k ö z ö t t i szakaszát b e f u t n u n k . A dx = i dt egyen lő -
séget ped ig legegyszerűbben az b i z t os í t j a , h o g y a k ö v e t ő és a t a r t ó p o n t 
abszcisszája egymással megegyez ik . 

I n t e g r á l k e r e k e t haszná lva mérőeszközként b i z t o s í t a n u n k ke l l az t i s , 
h o g y a k e r é k s í k j a t a r t a l m a z z a a veze te t t p o n t o t ; egyébkén t ugyan i s a m é r ő k a r 
i rányszögét is m i n d e n leo lvasásnál f i g y e l e m m e l ke l lene k í s é r n ü n k . 

(Ugyan is 2JT g y = j ' + а. [ м 2 — j a j . ) 
u?) 

I n t e g r i m é t e r e k n é l ezért az i n t e g r á l k e r é k megfe le lő elhelyezésével az a = 0 
f e l t é te l t is b i z t o s í t j u k . ( L . 1.3.1.) 

E lső ( fon tosabb és nehezebben te l jes í the tő ) dx = i dt f e l t é t e l ü n k p l . 
ь 

a L o r e n z - p l a n i m é t e r n é l és ennek J f[y(x)]-g(x)dx a l a k ú i n t e g r á l o k p l an i -
ez 

mét rá lására a l k a l m a z o t t v á l t o z a t á n á l te l jesü l . Ezeke t egyszersmind i n teg r i -
m é t e r k é n t is h a s z n á l h a t j u k t e h á t , ha az i n t eg rá l ke rék elhelyezésével az a = 0 

X 

f e l t é te l t is b i z t o s í t j u k . A z j y dx számí tására szolgáló ú. n . a l ap in teg r i -
a 

méte rekné l p l . a v á l y ú g ö r b e egyenlete : 

R = m • cos Ф 

7ïi 
a m e l y egy — sugarú , a t a r t ó p o n t o n á t m e n ő k ö r egyenlete. 

A L o r e n z - p l a n i m é t e r n e k h i b á j a , h o g y az abszcisszatengelyre merőleges 
k ö v e t ő k a r t a k ö v e t ő p o n t b a n e rőve l t á m a d v a , az egyenesben vezetésre szolgáló 
ke rék -pá r v a g y csap-pár k ö n n y e n megszoru lha t . E z é r t a k ö v e t ő k a r t a 26/a 
á b r á n l á t h a t ó szerkezet te l p ó t o l h a t j u k . A V veze te t t és T t a r t ó p o n t b a n csap 
v a g y ke rék kapcso lód ik a sínbe, <S-nél csuk ló v a n . E z e n szerkezetnél a dx = i dv 
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•egyenlőség n e m ál l fenn (erre n incs is szükség) a dx = i d t egyenlőséget v i szon t a 

F S = Ä R = s k 

méretezéssel b i z t o s í t j u k . 
A 26/b á b r á n az ezen az e lven a lapu ló a l a p i n t e g r i m é t e r t m u t a t j u k be. 

I t t az e lőbb iek a l a p j á n k ö r a l a k ú v á l y ú t ke l lene a l k a l m a z n u n k a Lo renz -
p l a n i m é t e r haszná la ta esetén. H a azonban a L o r e n z - p l a n i m é t e r k ö v e t ő k a r j á t 
a 26. á b r á n l á t h a t ó szerkezet te l p ó t o l j u k , n incs szükség a v á l y ú r a . Az S csuk ló 

ugyan i s f u t ó p o n t n a k t e k i n t h e t ő ebben az esetben, m e r t í gy az Y — ~ 

egyenlőség f enná l l . A z ST k a r ennek k ö v e t k e z t é b e n m é r ő k a r lehe t ; az i n te -
g rá l ke reke t az á b r á n l á t h a t ó m ó d o n hozzáerősí tve iST-hez (a = 0) : 

X X X 

j y dx = j / s in x í dt — L2m j \s in (я p) i d t = 
a a a 

x 

= 2m sin p i dt = 2m 2яду — -tngym . 
a 
S I ' J ' ' -

x 
A 27. á b r á n az J" - dx a l a k ú i n t e g r á l o k mérésére a l ka lmas funkc iós 

a ' 
l i neá rp l an imé te r t m u t a t u n k be. A v á l y ú egyenlete 

X = m • cos Ф : 
R 

az t e h á t a tenge ly re merőleges, az o r i g ó t ó l — távo l ság ra lévő egyenes. 
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27. ábra 

2.3. Radiálplaniméterek 

Segítségükkel I r(cp)dcp i l l . I Ф\r(qp)] dcp a l a k ú in teg rá loka t t u -

<p <p о 4> = <to 
d u n k — a g ra f i kusan ado t t r = r(cp) görbét k ö v e t v e — meghatározn i . 
Vá lyúszerűen k i képze t t a k ö v e t ő k a r j u k (amely egyszersmind mérőkar is), 
ennek egy ik végpon t j a a görbe követésére használt k ö v e t ő p o n t , k o o r d i n á t á i : 
r és (p. A köve tőka r az or igóban rögz í te t t csapon csúszik és kö rü l ö t t e e l fo rdu l -
ha t . (Az I r(<p) dcp i n teg rá lok mérésére a lka lmas ú. n . a lapp lan iméte r t u l a j d o n -
k é p n e m is p lan iméte r , hiszen n e m te rü l e t d imenz ió j ú mennyiséget mér . Ezér t 
(1.2.) a lapegyen le tünk ezen a te rü le ten m á r nem használható.) T á r g y a l n i f og juk 
az a lap és funkc iós rad iá lp lan imétereke t . M i n d k e t t ő t — esetleg k is módosítás-
sal — in teg r imé te rkén t is haszná l juk . A módosí tást a megfelelő p lan iméterek 
tá rgya lásáná l i s m e r t e t j ü k . V a l a m e n n y i rad iá lp lan iméte r in tegrá l kerékke l v a n 
felszerelve. 

2.3.1. Az alapradiál-»planiméter<t. 
Az a lap rad iá lp lan iméte r k ö v e t ő k a r j a vá lyúszerűen k i képze t t egyenes; 

az in tegrá lkerék tengelye párhuzamos a köve tőkaréva l . (L . 28. ábra. ) 
A k ö v e t ő p o n t a köve tőka r végén v a n . A köve tőpon t e lemi e lmozdulása fel-

ko-f 

28. ábra 

b o n t h a t ó rad iá l is , dr nagyságú és erre merőleges, rdcp nagyságú összetevőre. 
Az in tegrá lke rék az a lapsíkra úgy feksz ik fel , hogy a kerék s ík ja a köve tőpon to t 
t a r ta lmazza ; az o r igó tó l (a csaptól) mér t merőleges távo lsága eszerint : r. 

í g y tehá t fennál l a köve tkező egyenlőség (1. 1.3.4.) : 

2 я g dy = rdcp : 
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a dr nagyságú e lmozduláskomponensnek n incs hatásos összetevője. Ezé r t 

ídy'=é~Jrd4,> zjlq 
azaz : 

Y 

1 9 

= —- I rdtp. 
2jrp J „ e <p=<p 0 

E b b ő l az egyenle tbő l l á tha tó , hogy az alap-»planiméter« egyszersmind a lap-
i n teg r imé te rkén t is használható. 

2.3.2. Radiál funkciós-planiméterek 

F e l a d a t u k , hogy I <X>[r(tp)\ dtp a l a k ú i n teg rá lok é r téké t m é r j ü k segít-

<P=<PO 
ségükkel . Ez a do lgozat csak az á l ta lánosabb t ípussal fog la lkoz ik , azaz 
azokka l a gépekkel , ame lyek vá l yúsze rű k iképzésű, csapon csúszó, görbe-
v o n a l ú k ö v e t ő k a r r a l rende lkeznek ; n e m tesz eml í tést azok ró l a k o n s t r u k c i ó k -
ró l , ame lyek — egészen speciál is 0 [ r ] f üggvények esetében — a l i neárp lan i -
méterné l meg ismer t szögsokszorozáshoz hasonló e lven a lapu lnak . 

A 29. á b r á n l á t h a t j u k , hogy az e m l í t e t t á l ta lános t í p u ná l , az in tegrá l -
ke rék mereven a köve tőka rhoz v a n rögz í t ve ; a ke rék s í k j ának merőleges 
távo lságát a k ö v e t ő p o n t t ó l d-vel j e l ö l t ük . L e g t ö b b k o n s t r u k c i ó n á l d = 0. 

л ф п 

29. ábra 

A k ö v e t ő k a r o l y a n k iképzésű, hogy az i n teg rá l ke rék s ík jának az o r i gó tó l 
m é r t távo lsága : 

A • Ф [ r j 

(r , <p a köve tőpon t k o o r d i n á t á i , A a fe lépí tés megszabta á l landó) . 
A köve tőpon t e lemi e lmozdu lásá t [az (r ; tp) kezdőhe lyze t tő l (r - f dr ; 

<p + dtp) véghe l yze t i g ] bon tsuk fe l egy rad iá l i s , dr nagyságú e lmozdulásra és 
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•egy, erre merőleges, rd<p nagyságú forgásra. U t ó b b i e lmozdulás-komponens 
hatásaképpen az in tegrá lkerék szögelfordulása : 

Я 
d-ух = — Ф [r] dtp • 

hiszen a kerék s ík ja a forgás középpon t j á tó l , az o r igó tó l КФ [r ] távo lságra van . 

Tehát 

Я ? 

У Т = ! ф [ г ( < р ) I d e p . 
2np 

= <p = <po 

A 30. ábra a l ap ján k ö n n y e n meggyőződhetünk a r ró l , hogy a rad iá l is komponens 
hatása a q> szög ér téké tő l függet len. (Forgassuk el a csap k ö r ü l a k ö v e t ő k a r t ; 
az in tegrá lkerék vele f o r d u l s az ú j he lyzetben megtéve a dr nagyságú rad iá l is 
e lmozdulás t , az in tegrá lke rék szögelfordulása vá l toza t lan . ) Az is l á t ha tó , hogy 
r é r téké tő l f ügg a kerék szögelfordulása, m e r t vá l tozó r - re l v á l t o z i k a komponens 
•és a műszer tengelye á l t a l bezár t szög. 

Vi lágos t o v á b b , hogy a szögel fordulás dr-rel egyenesen arányos (a másod 
r e n d ű k ics inyeket n e m t e k i n t v e ) ; b izonyosan e lőá l l í t ha tó t ehá t , m i n t egy f(r 
f üggvény és a dr szorzata : 

dy2 = — f(r) dr 
2ng 

azaz 

72=.— \f(r)dr = F(r)-F(r0) 
2 * Q r l r n 

F(r) = {ÍEldr 
rí o2no 
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Maga az F(r) f üggvény kísér let i leg mérhető vagy számítással megha tá rozha tó . 
Az eddig iek a lap ján az in tegrá lke rék tel jes szögelfordulása, m i a l a t t a 

k ö v e t ő p o n t t a l az a d o t t r = r(q>) egyen le tű görbén az (r0 : (p0) pon tbó l az 
(rv ; cpv) pon tba j u t u n k : 

Y = Yi + Y 2 
1 

2 n o 

гУ r " 
Л I Ф[г(<р] dcp + j / ( r ) r f r 

<Po (Я) 

A m e n n y i b e n »planiméterként« a k a r j u k a l ka lmazn i műszerünket , az a d o t t 
(g) görbét k iegészí t jük a rad iá l is , az (rv, cpv) p o n t t ó l az (r0, <p„) p o n t i g t a r t ó (gx) 
egyenesdarabbal . í g y ugyan is az in tegrá lkerék szögelfordulása : 

Y = 
2лд 

f v rv ro 

[ Ф [г(ф)] d<p + J/(P) dr + J / M dr 
f = fn 

Л 

2згр 

f v 
j Ф\r(<p)]d<p• ! 

f fo 

azaz a keresett in tegrá l ér tékével arányos. 

H a v iszont i n teg r imé te rkén t akar j -uk a műszer t használni , fel ke l l azt 
szerelnünk egy t o v á b b i eszközzel (pl . egy fonalas nóniuszmércével) , ame l y rő l 
l eo l vasha t j uk a köve tőpon t r - k o o r d i n á t y j á t . Rende lkeznünk ke l l ezenkívü l 
a műszerhez »tartozó« F(r) f üggvény g r a f i k o n j á v a l . E b b e n az esetben leolvasva 
a kezdőpon tban az r0 , egy tetszésszerint i p o n t b a n а у és r ér tékét : 

Y = \ф[г(<р) dq> + F(r)— F( 0) ; 

amibő l 

I Ф|г(<р)] dcp= 2uq 
у -F(r) + F(r0) 

fo 

A m i mármos t a köve tőka r a l a k j á t i l l e t i , rögzí tsük a leíráshoz szolgáló Q, ГP 
po lárkoord inátarendszer kezdőpon t j á t a köve tőpon tban , a tp ~ 0 egyenest 
ped ig válasszuk úgy , hogy az para l le l legyen az in tegrá lkerék s í k jáva l (I. 31. 
áb rán ! ) . A (karon »végigfutó«) С csap koo rd i ná tá i t q- és j/vvel j e l ö l j ük . 

кфгр] 

31. ábra 
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Mive l а С pon t az in tegrá lke rék s ík já tó l А Ф [ g ] , а К pon t pedig d 
távo lságban van , azért а С pon t o rd iná tá ja : 

g s in ip = АФ [ p ] - f d. 

Ezzel rendelkezésünkre á l l a köve tőka r egyenlete. 
Meg ke l l em l í t enünk , hogy f . n t i e lven fe lépí thetőek o l yan funkciós. 

radiá l -»planiméterek« is, ame lyek a lka lmasak áz J Ф [r(<p) ] dcp i n teg rá l számí-
tására, abban az esetben, a m i k o r az r = r(cp) görbe á l ta lános í to t t po lá rkoo rd i -
nátarendszerben v a n ábrázo lva (pl . az r — const, vona lak koncen t r i kus k ö r ö k , 
de nem l ineár is a paraméterezésük, a (p = const, vona lak pedig or igón á tmenő , 
egymást megfelelő forgatással fedő görbék) . E l őbb i gondo la tmene tünk vá l t o -
za t lanu l érvényes, csak a ka r egyenletének fe l í rásakor kel l f igye lembe v e n n ü n k 
a koord inátarendszer jellegzetességeit . 

2.4. A Stieltjes-planiméterek 

H(b) 

F e l a d a t u k , hog j ' segí tségükkel J y(x) • dH(x) a l a k ú St ie l t jes- in te-
h(a) 

g rá lok ér tékét gépi ú t o n mérhessük. H á r o m t ípusa ismeretes. Az első t ípus 
gépei t u l a j d o n k é p p e n szorzat -p lan iméterek. H a t . i . a H(x) f üggvény véges-
számú (хг ; x2 ; . . . . ; xn) he ly k ivé te léve l d i f fe renc iá lha tó és a d i f ferenc iá l -
hányadost á(a;)-szel j e l ö l j ü k , a k k o r a számí tandó in tegrá l 

H(b) Xj x2 ь 

J y(x) dH(x) = Jy( . r ) h(x) dx + J y(x) • h(x) dx+ • • • + j y(x) • h(x) dx. 

H(a) a xx x„ 

a lakban í rha tó . 
Mármos t az első csoport gépei, a h — h(x) = — görbe követése révén 

dx 
— mechan ikus ú t o n — e lőá l l í t j ák az y(x) • h(x) szorzatot , me lye t ( legtöbb 
esetben Gonel la-kerék segítségével) p l a n i m e t r á l u n k . 

A másod ik csopor tba t a r t ozó gépek, a H = I I ( x ) görbe követése révén 
— mechan ikus ú t o n — az y(x) • dH(x)-szel arányos szorzat ér tékét á l l í t j á k elő 
íve lemrő l - íve lemre egy in tegrá lke rék tengelyén ( legtöbb esetben i t t is a Gonel la-
kereket haszná l juk) . 

Végü l a h a r m a d i k csopor tba t a r t ozó gépeknél mechan ikus eszközökkel 
úgy szab juk meg a gép va lame l y mozgó p o n t j á n a k p á l y á j á t , hogy az »lényegé-
ben« o l yan görbét köve t , ame lyné l b á r m e l y pon t o rd i ná tá j a y(x)-szel, abszcisz-
szája H(x)-szel arányos. Ehhez a pon thoz p lan imé te r t kapcsolva — »lényegé-
ben« a keresett S t ie l t jes- in tegrá l é r tékét m é r h e t j ü k . 

A gépeken ké t k ö v e t ő p o n t o t t a l á l u n k ; egy i kke l az y(x); más i kka l 
a H(x) ( i l le tve a h(x)) görbét ke l l k ö v e t n ü n k . Leg több kons t rukc ióná l a ké t 
köve tőpon t mechan ika i lag egymáshoz-kö tö t t , azaz abszcisszáik csak együ t -
tesen v á l t o z t a t h a t ó k . E n n e k k o m o l y h á t r á n y a v a n : az y(x) és H(x) görbék 
fe l ra jzolásánál szigorúan ügye lnünk ke l l a r ra , hogy az a;-tengelyeken ugyanaz t 
a lép téket haszná l juk . 
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2.4.1. I n t é z e t ü n k egy Nyström-féle Stieltjes-planimétenel rende lkez ik , 
a m e l y a h a r m a d i k t ípushoz t a r t o z i k . E n n é l a ké t g r a f i k o n abszcisszatengelyén 
a l ép tékek — b izonyos h a t á r o n be lü l — e g y m á s t ó l f ügge t l enü l á l l a p í t h a t ó k 
meg. M i i t t csak ennek ismer te téséve l f o g l a l k o z u n k . 

A z á b r á n А г - е 1 j e l ö l t ü k az t a k ö v e t ő p o n t o t , a m e l y az y — y(x) gö rbén 
f u t v é g ű , A 2 - v e l ped ig a H = H(x)-et k ö v e t ő p o n t o t . A z Sx szánkó a Vx s ínen 
e lgö rdü lhe t , az S2 szánkó ped ig a sínhez és az Sx szánkóhoz képest is v á l t o z -
t a t h a t j a he lyé t . M i n d k é t szánkó t veze t i azonban a sín, m i n d e g y i k csak a sínnel 
pa ra l l e l mozogha t . 

A z R p o n t k ö r ü l f o r d u l h a t el a mereven derékszögű, a és b k a r o k k a l ren -
de lkező emelő. A z F p o n t az S3 szánon v a n , a m e l y e t a V2 sínrendszer vezet ; 
u t ó b b i mereven az Sx szánhoz v a n k ö t v e . 

A A j p o n t p á l y á j á t az x ; y, a A 2 p o n t o t az x* ; H, v é g ü l az F p o n t o t 
a H * ; y * koo rd iná ta rendsze rben v i z s g á l j u k . 

M i n d h á r o m koo rd iná ta rendsze r a Vx s inhez r ögz í t e t t . A z F p o n t szolgál 
a p l a n i m é t e r vezetésére. 

E lőször az emelő rendel te tését v i z s g á l j u k meg. A z emelő b i z t os í t j a a A , 
p o n t x — és a A 2 p o n t ж* abszc isszájának egyenlőségét; ezenk ívü l a A j p o n t 
у o r d i n á t á j á n a k megfe le lően v á l t o z t a t j a az F p o n t y * o r d i n á t á j á t . 

J e l ö l j ü k az a k a r i rányszögét a - v a l . í g y az F p o n t y* o r d i n á t á j a : 

y* = y + a s in a + С 

é r tékűnek a d ó d i k ; G i t t a készülék mé re te i t ő l függő á l l andó , ame lye t az ж 

« s a H * tenge lyek távo lsága , t o v á b b á az F és R p o n t o k y k o o r d i n á t á i n a k 
k ü l nbsége szab meg. a é r téke csakis ж- tő l függ , az a sin a + G összeget t e h á t 
egy s(x) f ü g g v é n y n e k t e k i n t h e t j ü k . 
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í gy : 

У* = !/(x) + s(x). 

A z F p o n t H* k o o r d i n á t á j á t a K2 pon t H k o o r d i n á t á j a ha tá rozza meg egy-
é r t e lműen : 

H* = H(x) + Gl, 

a m i b ő l : 

dH* = dH. 

V i g y ü k mos t vég ig a K1 p o n t o t az x - tenge lyen és kövessük i f 2 - v e l eköz-
ben az a d o t t H(x) gö rbé t . J e l ö l j ü k eközben F o r d i n á t á j á t y0*-al, a k k o r az előző 
egyen le t a l a p j á n : 

y* = 0 + s(x) = s(x) 

H(b) 

A z J ydII i n t e g r á l t k i s z á m í t a n d ó , j á r j u n k el a k ö v e t k e z ő k é p : á l l í t -
ща) 

suk AT1-et az x = a, y = 0 p o n t r a , K2-1 az x * = a, H = H(a) p o n t r a . 
Fussuk be N 1 - e 1 az x = a o r d i n á t a v o n a l , az y — y(x) görbe, az x = b o r d i n á t a -
v o n a l és az x - t enge l y megfe le lő d a r a b j a á l t a l m e g h a t á r o z o t t zá r t u t a t . A z első 
és h a r m a d i k ú tszakaszon K2 a V2 sínhez képest h e l y b e n m a r á d , a m á s o d i k és 
negyed i k ú tszakaszon ped ig a H — H(x) gö rbé t k ö v e t i . í g y az F p o n t is zár t 
gö rbé t í r le, a m e l y n e k te rü le te : 

H*(b) 

T = §y* dH* = С (y* — y*) dH* == 
Н*(а) 

H(b) H(b) 

f J [y(®> + s(x) - « (x ) ] dH(x) = j ydH ; 
НО») НО») 

az F p o n t h o z kapcso l t p l a n i m é t e r , t e h á t a kereset t i n t e g r á l é r téké t mé r i . 
G y a k r a n szükségünk v a n a r ra , h o g y a S t i e l t j e s -p l an imé te r t i n t e g r i -

m é t e r k é n t haszná l j uk . A z első és m á s o d i k t í p u s gépei — szinte k i v é t e l n é l k ü l — 
k ö z v e t l e n ü l haszná lha tók i n t e g r i m é t e r k é n t is, a N y s t r ö m - p l a n i m é t e r t azonban 
kissé m ó d o s í t a n u n k ke l l . E g y ku l issza b e i k t a t á s á v a l e l é r j ü k , h o g y F o r d i n á t á j a 

y* = y(x) -f- С 

l egyen (azaz a ku l isszát a b b ó l a cé lbó l haszná l j uk , hogy F ne a k k o r legyen 
n y u g a l o m b a n , ha K 1 k ö r í v e n mozog, h a n e m a m i k o r az abszcisszatengel lye l 
pa ra l l e l egyenest f u t be). H a még p l a n i m é t e r h e l y e t t i n t e g r i m é t e r t k a p c s o l u n k 
E - h e z , te l jesen m e g s z ü n t e t t ü k a k ö r ü l j á r á s t k i kénysze r í t ő o k o k a t . 

2 . 4 . 2 . 
ь 

M e g e m l í t j ü k , h o g y m i k o r \f{x;X,p)dx = <p(A,p) a l a k ú , h a t á r o z o t t i n -
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II. fénykép 



t eg rá l l a l d e f i n i á l t ké t vá l t ozós f ü g g v é n y é r téké t sok À és p esetére ke l l szá-
m í t a n i és a f ü g g v é n y 

H (pb) H{pb) 

a(Á;u) j' y(/x)dH(ux); ül. ß(X,p) j y(x)X) dH(i x) 

a l a k b a n í r h a t ó , j ó l k i lehet haszná ln i a N y s t r ö m - p l a n i m é t e r n e k azt a t u l a j d o n -
ságát , h o g y az x és x* t enge lyek lép téke egymás tó l függe t len . ( I n t é z e t ü n k 
a l e g k ü l ö n b ö z ő b b p r o b l é m á k kapcsán j u t o t t a fen t ihez hasonló ké tpa raméte res 
i n t e g r á l o k r a , ame l yeke t a k í v á n t a l a k o k egy ikére t u d t u n k m i n d i g hozn i . ) 
A műszer t haszná lva ugyan is , nem ke l l minden À, p értékpárhoz egy-egy külön 
ábrát készí ten i , h a n e m — l ia az i n t e g r á l t f e n t i a l a k o k k ö z ü l az elsőnek meg-
fe le lően t u d t u k a l a k í t a n i — csak egye t len egyhez ; ha v i szon t a másod ik a l a k r ó l 
v a n szó, csak az egyes À-ér tékekhez k e l l k ü l ö n áb rá t kész í tenünk . A z egyes 

é r t é k p á r o k h o z t a r t o z ó f ü g g v é n y é r t é k e k e t , az ' v i s zony megfe le lő beá l l í tása 
b 

u t á n , az é r t é k p á r megha tá roz ta h a t á r o k k ö z ö t t p l a n i m e t r á l v a k a p j u k . H i szen 
À és p é r tékének vá l t oz ta tása — v á l t o z a t l a n g r a f i k o n o k esetén — az abszcissza-
tenge lyek l ép ték v i s z o n y á n a k megvá l tozásá t j e l e n t i s épp ezt v e t t ü k az 

b 
ér ték és a h a t á r o k megfe le lő vá lasztása révén f i gye lembe . 

2.4.3. Az Intézet Mader—Ott-típusú harmonikus analizátora az ismertetett 
N y s t r ö m - p l a n i m é t e r n e k kissé m ó d o s í t o t t v á l t o z a t a . E z é r t — jó l l ehe t a h a r -
m o n i k u s a n a l i z á t o r o k e lmé le té t á l ta lánosságban n e m i s m e r t e t j ü k e c i k k b e n — 
a Made r — O t t t í p u s t váz la tosan b e m u t a t j u k . A fe lada t : g r a f i k u s a n a d o t t , 
21 pe r i ódusú y = f(x) f ü g g v é n y F o u r i e r - e g y ü t t h a t c i n a k , azaz az 

' x 0 + 2 í x 0 + 2 ! 

^ f(x)d cos n ^ ,r i l l. J f(x)-d sin n ^ a j 

i n t e g r á l o k n a k a megá l lap í tása . E r r e a N y s t r ö m - p l a n i m é t e r k ö z v e t l e n ü l 
a l k a l m a s a . 

TI 71 
H(x) — cosn" x i l l . H(x) = sinn—x 

egyen le tű gö rbék fe lhaszná lásáva l . A M a d e r — O t t - k o n s t r u k c i ó n á l u t ó b b i 
f ü g g v é n y e k e t n e m g r a f i k u s a n k ö v e t j ü k , h a n e m — a m i n t a me l l éke l t f é n y k é p 
m u t a t j a — fogasléc- fogaskerék rendszer re l k ö z v e t l e n ü l m e c h a n i k a i ú t o n 
képezzük . Mindössze a n n y i az e l v i kü lönbség a N y s t r ö m - p l a n i m é t e r r e l szem-
ben, hogy mos t a fogaskerék F (egyszersmind K2) p o n t j a i n a k y* o r d i n á t á j a : 

У* = У + a s in a + С + r s in ß 

( i t t r az F p o n t n a k a fogaskerék 0 t enge l yé tő l m é r t távo lsága , ß ped ig az 

O X - r á d i u s z v e k t o r n a k egy f i x i r á n y t ó l m é r t e l fo rdu lása) . 
M i v e l azonban nemcsak a. h a n e m ß is k i zá ró l ag a Kx p o n t abszc isszá já tó l 

f ügg , így i t t is 

y* = y(xj + Á\(x) ; 
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777. fénykép 

a zár t görbe x-tengel y be eső da rab já t be fu tva pedig 

.Vo = = ö S / x ) ; 

[Jelöléseket i l le tően 1. a 2.5.1.-et. ] 

Tehát a gép u g y a n o l y a n e lv szer int m ű k ö d i k , m i n t a N y s t r ö m - p l a n i m é t e r . 
A g y a k o r l a t b a n r -e t ú g y vá lasz t j ák meg, hogy az in tegrá l keréken leo lva-

sot t ér ték közve t lenü l a megfelelő Four ie r -koef f i c iens ér tékét ad ja mm-ben . 

3. § A planiméterek pontosságáról. 

A pontosság kérdését n e m e x a k t m a t e m a t i k a i módszerekkel t á r g y a l j u k , 
hanem csak megf igyeléseink s ta t i sz t i ká já t közö l j ük ; t apasz ta la ta ink szer int 
ugyan is a műszer »objekt iv« h ibá i t nagyságrendre messze f e l ü l m ú l j á k a kezelő 
á l t a l a görbe megrajzo lásánál és követésénél e l köve te t t szub jek t í v h ibák . 

A köve tkezőkben a tapasz ta la t szerint át lagosan e lkövete t t h ibák nagy-
ságát — éspedig re la t ív h ibaszázalékát — k ö z ö l j ü k . U t ó b b i azonban a kerü le t 
és t e rü le t a r á n y á v a l együ t t nő, i l l . csökken. A közö l t a d a t o k o l y a n i d o m o k 
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p lan imét rá lására vona t koznak , ame lyek terü le te a követőkar-hossz négyzeténél 
1 ~ 2 nagyságrenddel k isebbek. 

Tapasz ta la ta ink és i r o d a l m i a d a t o k szerint g y a k o r l o t t kezelő a preciziós 
tárcsás p lan iméte r re l — nagyon gondos kezelés mel le t t — cca. 0,3 — 0,6%-os 
h i b a k o r l á t t a l , közönséges p lan iméte r re l 0 ,6—1,0%-os h ibako r l á t t a ] , kevésbbé 
gondos kezelés me l le t t 1 — 1,4%-os h i b a k o r l á t t a l do lgozhat . A preciziós tárcsás 
p lan imé te r használa táná l az e m l í t e t t pontosság elérhető a karhossz négyzeténél 
m i n t e g y há rom nagyságrenddel k isebb te rü le t p lan imet rá lásáná l is. A N y s t r ö m -
p lan imé te r használa táná l j ó l begyakoro l t kezelőpár gondos m u n k á n á l 2,5 — 3,5 
százalékos (ha H(x) g r a f i k o n j á n az i rányszögek a cca. + 70°-ot nem ha lad j ák 
meg), kevéssé begyakoro l t kezelőpár 4 — 7 % - o s h i b a k o r l á t t a l do lgoz ik (ugyan-
o l y a n k ö r ü l m é n y e k közö t t ) . Ha azonban a / / ( . r ) -görbét f émnwde l l bő l á l l í t j u k 
elő, a k k o r egyet len személy cca. 1,5 —2,5%-os h i b a k o r l á t t a l do lgozhat . 

ПРИНЦИП ФУНКЦИОНИРОВАНИЯ ТИПОВ ПЛАНИМЕТРОВ 
(Аппараты Института Прикладной Математики AHB.) 

Т. Ф Р Е Й 

Р е з ю м е 

Работа подробно познакомит с принципом функционирования и конструкцией 
полярных, линейных и радиальных планиметров, также планиметров Стильтеса. 
Систематически и подробно исследуется теория функциональных планиметров и инте-
гри.метров, подходящих для вычисления интегралов формы 

а а 
\'f[y(x)]dx и ( ' f[y(x)] • g(x) dx 
'b b 

Он дает тоже конкретное предложение для конструкции типов планиметра, приводя-
щихся для решения последней задачи : после испольнения соответствующих преобра-
зований, планиметр Лоренца, применим для этой цели. 

Статья познакомит с возможностью оказавшегом практически полезным приме-
нения планиметра Стильтеса типа Нистрема при нумерической оценке определенных 
интегралов нескольких параметров. 

L E S P R I N C I P E S DE F O N C T I O N N E M E N T DES D I V E R S E S SORTES D E PLANI-
M È T R E S 

(Les machines de l ' Ins t i tu t de Mathémat ique Appliquée.) 

T . F R E Y 

R é s u m é 

L'art icle donne une description détaillée du principe de fonct ionnement e t de la 
construct ion des planimètres polaires, linéaires et radiaux, ainsi que ties planimètres de 
Stieltjes. 11 discute systémat iquement et d 'une manière détaillée la théorie des plani-
mètres fonctionnels et intégrimètres fonctionnels convenables pour évaluer les intégrales 
ayant les formes 

b b 

) f[y(x)]dx et. I f[y(x)]g(x)dx 
a и 

293-
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il donne aussi une proposition concrète concernant la construction des planimètres 
Servant à résoudre ce dernier problème. C'est le planimètre de Lorenz qui, après avoir 
été soumis à des transformations convenables, peut être employé à ce but . 

L'article donne aussi la description d 'une possibilité d'emploi qui s'est montré 
utile en pratique du planimètre Stieltjes de Nyström dans l 'évaluation numérique des 
intégrales définies à plusieurs paramètres. 
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