A PLANIMETEREK MUKODESI ELVE,
KULONOS TEKINTETTEL AZ ALKALMAZOTT MATEMATIKAI INTEZET GEPEIRE

FREY TAMAS

OSSZEFOGLALAS
A cikk részletesen ismerteti a polar-, linedr- és radidlplaniméterek, valamint a
‘Stieltjes-planiméterek miikodési elvét és konstrukeidjit. — Rendszeresen és a szok4sos-
b b

nél részletesebben tirgyalja az ff[y(x)] da és J‘f[y(w)] - g(x)dx alaki integralok mérésére
a a .

alkalmas funkciés planiméterek és funkeiés integriméterek elméletét ; utébbi feladat

megolddsara szolgalé planiméter-tipusok konstrukcidjdra konkrét javaslatot is ad:

a Lorenz-planiméter megfelelé atalakitdsok elvégzése utén alkalmazhaté e célra.
Ismerteti a cikk a Nystrom-féle Stieltjes-planiméter egy gyakrolatilag hasznosnak

bizonyult alkalmazasi lehetdségét tobbparaméteres hatdrozott integralok numerikus

kiértékelésénél.

Ebben a cikkben a leggyakrabban alkalmazott matematikai miszerek
— a kiulénbozd planiméterek — elvi kérdéseivel foglalkozunk ; olyan altala-
nosan, hogy helyenként a fejlddés lehetSségeire is ramutathassunk ; ismer-
tetjiitk ekozben az Alkalmazott Matematikai Intézet gépeit és azokat a kiilon-
leges alkalmazdisi lehetdségeket, amelyek eddig a munka soran felmeriiltek.

A cikk ismerteti azon technikai gépelemek nagy részét, amelyeket a me-
chanikai elven felépiild matematikai gépekben felhasznalnak.

Ismertetjiik e cikkben az Intézet harmonikus analizatorat is ; ez ugyanis
tulajdonképpen Stieltjes-planiméter. A harmonikus analizatorokrél altalanos-
sdgban azonban csak egy kés6bbi cikkben szdndékozunk beszdmolni.

A cikk elsG részében a planiméterek feladatat, elvi alapjait, a haszndlt
mérdmiszereket ismertetjiikk ; a mdsodik részben részletesen targyaljuk az
egyes tipusokat ; végiil a planiméterek specidlis alkalmazési lehetGségeit és a

- varhat6é pontossigot vazoljuk.

1. §. A planiméterekrl altalaban
1.1. Feladatuk, csoportositdsuk

Planiméternek hivjuk dsszefoglaléan a valtozé, vagy allandé felsé hatér-
ral rendelkezd hatdrozott integralokat gépi uton mérd miiszereket. Grafikusan
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adott y = y(x), ill. r = r(p) egyenletii (g) gorbe végigtapogatésa alapjan leg-
altaldnosabban a '

[Hm @) dz . | @lr(e)] do
@ (g)

alakt integralok értékét tudjuk segitségiikkel meghatz’xrozni.'
Legegyszeriibb felépitéstiek az G. n. kériljdars-planiméterek, amelyek

b e, 2
j?/(' )d fr(w) dg esgﬁ -r; do
a e, -

alaki integralok meghatarozasara alkalmasak. Ennél osszetettebbek a viltozé
b(x)

fels6 hatarna, j y{x) dx alakd integralokat mér6 integriméterek. Legaltalano-
P ,
sabbak a funkcids-planiméterek és funkcws mtegnmeterek Ezek — a grafikusan

adott y = y(x) vagy r = r(p) gorbét végigjarva — fe]epltesuktol fiiggben
kiilonbozd

b(x) B

b
[Hzu@nde j flz,u(@)] da il jcb Pldg és [ @)l de
a a
H(b)
alakt integrilok értékét mérik. Kilon targyaljuk az J y(z)-d{H(x)]
H(a)

alaku Stlelt]es-lntegra,lokat meghatarozé Stieltjes-planiméterek miikodési elvét.

Targyalasunk kiindulasi alapja egy altalanos egyenlet lesz, amely kap-
csolatot teremt a miiszer dltal mért és az integrzil altal meghat-é,rozott mennyi-
s6g kozott. Az 4. n. radidl-planiméterek és a Stieltjes- plammeterek kivételével
valamennyi miiszer targyalasihoz ezen egyenlet alapjin kezdiink. Mindenek-
el6tt azonban bizonyos elnevezésekben és jellésekben dllapodunk meg.

A kovetékar; egyik pontja a miiszer felépitése altal meghatarozott
kényszerpalyan mozog ; ez a kovetOkar wezetett poni-ja. Az ebbe a pontba
mutaté helyvektort (amely természetesen valamely 7 paraméter fiiggvénye)
v(r)-vel jeloljik ; rendezéit pedig v -gyel, ill. v,-vel. A kovetékar egyik vég-
pontjin a — grafikusan adott — gorbe kovetését megkonnyitd fonalkeresztes
nagyité vagy tl nyer elhelyezést. Ez a kovetdpont, amelynek a helyvektora
k(.), rendezdi pedig : x és y. A kovetSkarnak az abszcisszatengellyel bezart
szoge : .

A mérdkar; ezen helyezziik el a mérémiiszert. A mérSkar egyik pontja
ismert teriiletet fut korill ; ez a tartdpont. Helyvektora a t(r) vektor ; rendezdi :
t, és t,. A masik jellemz§ pont, — amelynek palyagorbéjét a kovetGpont pilya-
gorbéjével hozzuk kapesolatba — az 4. n. futépont. Ebbe a pontba mutat
az f(r) vektor. Rendezdi : X és Y. A mérGkar az abszcisszatengellyel p szoget
zar be.

Meg kell jegyezniink, hogy a mérékar gyakran fiktiv, vagy legalabb is
materidlisan nem teljesen kiképzett. A koriljaré-planimétereknél pedig azonos
a kovetdkarral.
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1. 2. Az alapegyenlet

A planiméteren elhelyezett mérémiiszer bizonyos vonalintegral értékét
_méri. Bz kapesolatban 41l 4 fatépont altal meghatarozott tertlettel. (Koriiljaré
és funkeiés planimétereknél a futépont koriilfutja a kérdéses terﬁletet, integri-
méter-tipust miiszereknél viszont a futépont pilyagirbéje és az abszcissza-
tengely megfelel§ szakasza — valamint a hatarolo ordinatdk — kozé esd
teriiletrd) van sz6.) :

Az el6zdekben rogzitett jelolések mellett még az alabbiakat haszndljuk :

() = k(t) — v(z) a kovetSkart jellemzd vektor; [1]=1.
m(z) = f(7) — t(r) a mérékart jellemz4 vektor; |m]= m.
A futépontba mutaté T helyvektor altal — valamely r, paraméterértéki

kezddhelyzettdl T, parametererteku veghe]yzetlg — surolt szektorszerii teriilet
kétszeres teriiletvektora :

28 j(fxf) dr.

To

Ugyanezen paraméter-intervallumban a tartépontba mutaté helyvektor
altal strolt szektorszer(i teriilet kétszeres teriiletvektora :

28, — j (txt) dr
To

(A pont r-szerinti differencidlast jelent).
Felhasznaljuk az m = f — t Osszefiiggést :

txf = (t 4+ m)x(t + m) = txt + txm 4+ mxt - mxm.
De : di [mxt]#mxtl+ mxt = mxt — txm.
T

Ezt az el8z0 egyenlet jobboldalan a masodik tagban felhasznilva :

Fxf = txt -+ 2(mxi)—i [mxt] 4+ mxm.
dT Vg

Az 4bréan a 7, paraméterértékhez tartozd mennyiségeket egyszerlien az 1
index-szel jeloltiik ; hasonléképp a r, paraméterértékre Vonatkozo mennyi-
ségeknél a 2. indexet haszniltuk.

Egyenletunk jobboldalén valamennyi tagban egymas&al parhuzamos
vektorok szerepelnek ; f,t,m, tovabba f, t és m vektorok ugyanis konplanarisak,
vektoridlis szorzataik tehat az Oket tartalmazé sikallds normalisiba esnek.
Jelsljiik a normalisba es6 — a szdgek pozitiv irdanyahoz jobbesavarnak meg-
felelGen iranyitott egységvektort e-vel. Haszniljuk fel a 1, — 7, = dr, tovabba
az 1. dbra n és dn jeloléseit (njelentiat, dn pedig dt-nek m-re merdleges eldjeles
vetiiletét ; ha més t, ill. m és dt egymadssal bezart szoge n-nél kisebb, a vetiiletnek
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pozitivi mértékszamot tulajdonitunk, ellenkezs esetben negativot.) Jelentse
tovabba Sy az 1, §; pedig a t vektor altal stGrolt szektorszerii teriilet eldjeles

1. abra

mértékét (pozitivnak tekintjik a teriletet, ha a kérdéses vektor azt pozitiv
iranyban forogva surolja, negativnak, ha negativ a forgds iranya). Legutolsé
egyenletiinket 7,-tél 7,-ig integralva, a kovetkezot kapjuk :

f(fxé) de = j(txi) dv 2j(m><i)d7— [mxt ] + [(mx{n) dr ;
Ty To Ty ';'n

felhasznilva az (mxi) 1 = mxdt = m - dn Osszefuggést :

€28, —¢e

3 _ :

28, + 2 jmdn + [mgng — myny] + 2 j : Tor d‘u'l'
@ @)~ .

Tekintettel arra, hogy ezen egyenlet alapjan csak olyan planiméterekkel fog-

~lalkozunk, amelyek mérékarja allandé hosszlségu, alapegyenletiink az alabbi
— végleges — format olti :

3 & A m? »
Si=8,+m J dn + - (ng—my) m + = (= fo)-
(©) < =

256

S TET



1. 3. A plamiméterek mérémiiszerei

Az alapegyenletben szereplé S; értékét (éltalaban) ismerjik, ng, =,
o €8 wy értékét pedig — viszonylag egyszerii eszkozokkel — sziikség esetén

mérni tudjuk. Méromiiszerre tehat az fdn integral meghatarozasa céljabdl van

sziikségiink. A kovetkezdkben ezek feleplteset és miikodését ismertetjiik.

1. 3. 1. Az integrdalkerék. J61 csapagyazott, megfelels recézéssel ellatott,
nonius-leolvasast kerék, amelyet tetszés szerinti irdnyban eltolva, a sikjaba
esé elmozduldsosszetevot gordiilve, a rd merdlegeset csuszva koveti. Tengelye
altaldban parhuzamos a mérékarral — attél technikai okok kovetkeztében
bizonyos tavolsédgra csapagyazva. Felfekvési pontja egybeeshet — kiilonleges
planimétereknél — a tartéponttal, de dltaliban attél kiilonbozik. (EISbbi eset-

ben kozvetleniil a keresett | dnm értéket méri a. mfiszer, utébbi esetben azonban

@)
— a mérdkar elfordulasival ardanyos taggal — béviil a mért érték).

A 2. abrabdl lathat6, hogy a tartépont dt elmozdulisinak az integral-
kerék tengelyével (tehat a mérékarral) parhuzamos komponense hatéstalan —
t. i. csak cstiszdst okoz. A merdleges, dn. nagysig komponens viszont tiszta
gordiilést 1étesit a

dn = 2npdy,

an

de

2. dbra

egyenletnek megfelelden ; itt o az integrélkérék sugarat, y'pedig a szogel-
fordulasat jelzi.

A kerék sikja a tartéponttél a (merdleges) tavolsigra van ; igy a mérokar
du szogelfordulisa kovetkeztében az

a-dp = 2apdy,

17 257 .



egyenletnek megfelelo dy2 szoggel fordul el az integralkerék. A teljes szog—
“elfordulas :

dy =dy, +dy, = — [dn +adw].

(A mért érték tehat nem fiigg b-tdl).

Ha tehat a tartépont #,-bél #,-be jut, az 1nbegralkerek teljes szogel—
fordulasa :

D ARAAD) | Wl

Idn+fadﬂ]_—- ljdn—f—a Mo)j.

L@ @) F%L @

Bzt az altaldnos egyenletben az fdn integral kikiiszoholésére hasznaljuk fel :
@) i

2

1
Sf = St + (m? e ma) (,va“‘ [.Lo) + o m(no* n”) e an’ym’

Alapegyenletiinket ebben a formaban hasznaljuk fel az integralkerékkel fel-
szerelt planimétereknél.

1.3.2. Az eltolhaté vagokerék éles szélii tarcsa,amely sajat sikja iranyaban
gordiilhet, de erre meréleges cstszasra képtelen. Csapagyazisa viszont olyan,
hogy az elmozdulés tarcsara merdleges 6sszetevije a tengelyen eltolja a kereket.
Az eltolas hagysagat a tengellyel parhuzamosan elhelyezett mércén olvashat-
juk le. (L. a 3. abra jeloléseit). A kerék tengelyét a tartépontban, a mérékarra

b an

3. abra
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merolegesen szerelik fel. e,-el jelolve a 7, parameterertekhez tartozé leolvasast
ez-vel a 7y-hoz tartozot :

dn =-e,—e,, azaz: mjd'n = m(e, — ey)

To

Ezt az alapegyenletben felhasznalva :

B - me 1
Sy =8, ‘PL;‘ (r — o) + P2 m(ng— ny) + m(e, — ¢,).

Vagékerékkel felszerelt planiméterek esetében az alapegyenlet itt megadott
alakjit hasznaljuk.

1.3.3. A késtdrcsa — ugyanagy, mint a vagékerék — éles szélii (forgé)
tarcsa, amely sikja iranyaban gordiilhet ; az erre merdleges elmozdulast azon-
ban megakadalyozza, mert csapigyazdsa merev, nem csusztathaté. Ennek
kovetkeztében a mérékar csak onmagéval parhuzamosan mozdulhat el (diffe-

rencidlis elmozduldsra gondolunk), azaz az alapegyenletben szerepld fdn tag
azonosan 0. A késtércsa tehat a tartépont elmozduldsira vonatkozé kényszert
jelent ; arra Gjabb kényszert mar nem gyakorolhatunk. fgy az alapegyenlet
Si-vel jelolt tagjanak szdmitédsa jelenti a komoly nehézséget a késtarcsaval
felszerelt planimétereknél. Ezekre az u. n. »vagéplaniméterek«re vagy
suszélyplaniméterek«re vonatkozéan az alapegyenlet az aldbbi alakot olti :

;i m? A ,
Sp= 8 + —2' (ty — o) + Py m(ng — ny).

' 4. dbra
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1.3. 4. A tdrcsds kerék, vagy Gonella-kerék 1ényegében — egy fix tengely
koriil forgé siktarcsan gordiil6 — integralkerék. Az integrdlkerék szégelforduldsdt
a tdrcsa szogelforduldsa és a kerék stkjdnak a tarcsa tengelyétOl mért merdleges
tdvolsdgdnak szorzata adja. (L. 4. abrat). r-rel jelolve az integralkerék felfekvési
pontjanak a tarcsa tengelyétsl mért tavolsagat, a-val az integralkerék tengelye
és a felfekvési pontot a tarcsa kozéppontjaval 6sszekitd egyenes altal bezart
_ szOget, d-vel a kerék sikjanak a tarcsa tengelyétdl mértv merdleges tavolsagat,
végil do-val a téresa (differencialis) szoge]fordulasat a kovetkezd egyenlet
adja az integralkerék szogelforduldsat : ’

2npdy =r-cosa-do=d-do, mert d =1rcos a. .
Ezzel allitasunkat igazoltuk.

1. 3. 5. Az integralkerék, mint lattuk, csiiszik és gordiil egyszerre. A gordii-
lésnek feltétele azonban bizonyos nagysagi stirlédéers ébredése ; a mechanika
szerint viszont a csuszédsra meréleges iranyban. stirlédéeré nem ébredhet.
Ez az oka annak, hogy — ha az integrdlkerék tengelye kiesiny szioget zar be
a tartopont elmozduldsinak iranyaval — megbizhatatlanna valik a miiszer.
Ezen olyan gordiilGelemek beiktatasaval prébaltak segiteni, ahol dt-nek mind-
két komponense gordiilést létesit. A nagyszamh gémb, henger, tarcsa, félgémb
stb. kombinaciérdl nincs helyiink beszamolni, csak annyit kivinunk meg-
jegyezni, hogy va:amennyinek kozos hibaja : a megfelel6 tapadast biztosité
és ugyanakkor az elmozdulasokat megengedd csapagyazisok bizonytalanok
és rovid élettartamuak.

1. 4. A planiméterek osztdlyozdsa .

A tartépontba mutaté helyvektor, t dltal strolt szektorszerli teriilet,
St szamitasaval kapesolatban a kiovetkez6kép osztalyozzuk a planimétereket :

a) Korpalyan mozgé tartéponttal késziilnek a poldrplaninéterek.

b) Egyenesen mozog a lLinedr-planiméterek tartépontja. Ezeknél S
mindig zérus.

c¢) Késtarcsaval kényszeritett — egyebkent szabadon mozgé tartéponti
konstrukcick a vdgd-planiméterek.

d) Csappal vezetett — altaldban gorbevonalti — mérdkarral rendelkez-
nek a radidl-planiméterek.

Ezen felosztason belil — a mérendd 1ntegral és a futépont palyagorbéje
kozotti kapesolatnak megfeleléen — beszélink koriljaré, funkcids plani-
méterekrdl, integriméterekrdl és funkcids integriméterekrél.

Az egyes tipusok elvi kérdéseirdl ezen felosztasnak megfelelGen szdmolunk
be ; a megismert kapcsolatokat konkrét miiszertipusokkal illusztraljuk.

2. §. Részletes ismertetés
2. 1. Poldrplantméterek

Korpalyan mozgé tartéponttal csak koriiljaré planimétereket készitenek.
A gyakorlatban a koriljaré tipusok kozott viszont ezek a legelterjedtebbek,
azért kezdtiik ezzel a felsorolast. A kovetd és mér8kar ezeknél a miiszereknél
-~ és altaldban minden koriljaré planiméternél — azonos.
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2. 1. 1. Csuklés polar-planiméternél a vezetett (tarté) pont korpalydra
kényszeritésérol a vezetékar gondoskodik, amely fix pont koriil elfordulhat.

A vezet6kar gombesukléban illeszkedik a kovetGkarhoz. A kovets (futd)
b

ponttal a mérends teriiletet, ill. — ha | y(x)dz-r6l van sz6 — a hatérol$ ordi-
a

natakat, az y = y(x) gorbét és az abszcisszatengely megfelel6 szakaszat teljesen
koriljarjuk.

I. fénykép

A planiméternél hasznalt miiszer lehet integralkerék vagy vagokerék.
A vezetSkar fix pontjat pélusnak nevezziik ; ez salyos alapban elhelyezett
tlitengely, amely koril a kar forog. A polus lehet a teriiletet hatarolé zart
gérbe belsejében vagy azon kiviil. Az alapegyenlet egyes tagjaira eszerint
més-mds értéket kapunk — fiiggetleniil att6l, hogy az alkalmazott mfiszer
integralkerék vagy vagokerék. Amennylben ugyanis a polus beliil van, — telje-
sen koriiljarva a hatargorbét —

PREE | . e . Lt
Sy =01 e — g = 275 Ny = Ny

(v jelenti a vezetékar hosszat).
Ha viszont a pélus a hatargorbén kiviil van :

B =10; py= py; np=ny,
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Négy egyenletet irunk fel ; az els6 par esetében a pdlus beliil, a masodik parnal
a polus kiviil van a hatdrol6 gérbén. Mindkét parban az el6lillé egyenlet
1ntegralkerek hasznilata, a masodik egyenlet ‘pedig vigoékerék haszndlata
esetén érvényes :

. 2
Sy = vin -+ 2xn (m_2 — ma) + 2moym = n(v? + m? — 2ma) + 2xpym - -

= qy? + 2wpym.
Sy = o¥n + mPx + m(e, —ey) = (2 + m2) + mle, —e;).
. Sf = 2’.71,'9')/7)1 .

Sy = m(ey — €;).

Meg kell jegyezniink a kévetkezlGket :

Az y = {v® - m® — 2ma sugart kort — amelyet a kovetSpont akkor
ir le, ha a kovetdkart olyan helyzetben forgatjuk koriil, hogy az integralkerék
sikja allandéan tartalmazza a pélust (ekkor u. i. dy = 0) — alapkérnek
hivjuk ;

A mérési tapasztalatok szerint pontosabb a mérés, ha a pélus kivil van
(a teriiletet széttordelve vagy t6bbszorosen osszefiiggévé alakitva mindig
elérhetjiik ezt a helyzetet) ;

A gyartott tipusokon az integrilkerék sugara, a mérékar hossza, ill. a
vaglkerék mércéjének beosztidsa olyan, hogy a leolvasott érték kozvetleniil,
négyzetcentiméterekben adja a mérend§ teriilet mértékszamat. Néha azonban
a mérGkar hossza valtoztathatd, ilyenkor a bealhtasnak megfelel§ faktort is
figyelembe kell venniink ; :

Az alapkor sugarat, y-t a gyar négy tizedesjegy pontossiggal megadja.

2.1. 2. A korgyti G-planiméter elvileg nem kiilonbézik a csuklés polar-
planimétert6l. Felép'tése azonban eltér: A vezetett (tarté) pont korben-
vezetésére koralaki sinrendszer szolgdl. A kovet6 (futé) pont olyan kiképzésii,
hogy idomok (hengeres testek) koériiltapogatasara alkalmas. A vonatkozé
egyenletek természetesen ugyanazok, mint amelyeket a csukldés-polarplani-
métereknél felirtunk ; a pdlus azonban most szitkségképpen belill van.

. 2. 1. 3. Preciziés tdrcsds-poldrplaniméter-t haszndlunk nagyobb pontossag
elérése céljabél. Eltekintve ugyanis a legelemibb szubjektiv hibaktél (a kovetd-
pont pontatlan irdnyitasa stb.) az eddig ismertetett planimétereknél a leolvasas
pontatlansiga szabja meg nagysdgrendben a hibat (kulonosen a- nonius-
beosztassal sem rendelkezé vigokerék hasznalata, de még integralkerék hasz-
nilata esetén is). A leolvasis pontossiéganak fokozasaval csOkkentjiik a hibat
" precizids tarcsas planiméter haszndlata esetén. A miiszer felépitésének alapja
az A-val jelzett nagytomegii, rogzitett fogaskerék ; ennek O kozéppontja a
fix pélus. Ehhez kapesolédik a B-jelii fogaskerék, amely a C tarcsaval kozos
tengelyre van felékelve. A B-jelii fogaskerék és a C tércsa miikodés kozben
a kozos tengely koriil egyiittesen elfordulhatnak, tengelyiik pedig az O pélus
koril korpalyan elmozdulhat. (L. az 5. d4brat.) A mérdeszkoz Gonella-kerék.
Az 4bran lathatd, hogy az integralkerék elhelyezése kovetkeztében a kovetSkar
forgdsinak nines gordiilést okozé komponense (az integralkerék sikja a 7'
tartépontot tartalmazza, azaz a = 0). A planiméter-egyenlet egyes tagjai :
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5. dbra

: Ha a polus a hatarol6 gorbe belsejében van (a hatdrolégorbét természe-
tesen teljesen koriilfutjuk a kévetéponttal)

Bp=0' ng=my €8 po— py = 2m.
‘Ha viszont a pdélus kivil van,
Bi=0; my=m €8 uy= py.

A fogaskerékittétel kivetkeztében a tartGpont dt differencidlis elmozdulsahoz -
a C téresa do szogelforduldsa tartozik. Osszefiiggésiik :

2 dq:_ji_ld_tl.ﬁ_.
v LA

Az integralkerék sikjanak a tarcsa kézéppontjétél mért tavolsaga :
J [v— (R + r)] sin . ; :
fgy az integrélkerék szogelfordulasit a kovetkezd egyenlettel jellemezhetjiik
Badidr s o (B et it i i fﬂg sin. L tddl.

A 4. abra alapjan azonnal belatjuk, hogy
sin -+ dt] = dn (dn elGjeles tévolsagot jelent!)

Ezt felhasznalva :

FSRE R L
i R A i
e
Y T 200 llﬁ ) ]7 _dn'»

Alapegyenietiink tehat abban az esetben, ha a pélus- beliil van :

2qpym 7
S = v?m + m2w + ———— —,
; | «Rtr R
v
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vagy a v2 4+ m2 = y? jelolést bevezetve :

2
szgn; y2+._£w_..L
1 R+r R ’ _
- -
Ha viszont a pélus kivil van :
2
8y = —Tevm T,
1 R4+r R
v

A formulakbél lathaté, hogy v mért értéke és ezzel a szamitott Sy pontossiga

né az T és az RL viszony csokkenésével. A leolvasis pontossiga végered-
v :
ményben
Bt
r v

aranyban nétt a csuklds polar-planiméterhez viszonyitva.

2. 2. Linedrplaniméterek

Linear-planiméterek esetében a vezetett (és a tarté) pont egyenesen
mozog ; ezt az egyenest az abszcisszatengellyel pirhuzamosan helyezziik el.
Egyenesbenvezetésre vagy sinrendszer, vagypedig sulyos, gordiilés kozben
s1kjukat tart6é kerékparok szolgilnak ; esetleg azonban a tartépont helyben
marad és az y = y(x) gorbét mozgatJak agy, hogy az abszclsszatengely allan-
déan fedje a tartépontot.

Tekintettel arra, hogy a tartépont egyenesen mozog, teljes koriiljarasnal
St = O (haa fix egyenes maga az abszcisszatengely, akkor S; = 0); emellett
(teljes koriiljarasnal)

Mg = fg €8 my=my.
altalanos egyenletiink tehat az
S;=m J dn
@)

egyenletre redukalédik.

A kovetkezdkben kiilén targyaljuk a koriljaré planimétereket, a funk-
ciés planimétereket, az integrimétereket és funkeids integrimétereket.

2.2.1 A kériiljdré linedr-planimétereket egy-egy vézlat és néhiny szé
segitségével ismertetjik, hiszen a miikodési elv az eddig elmondottak alapjan
konnyen megérthetd.

A 6. dbra a csapos sinvezetés{i planimétert mutatja be. Ennél lényegesen
kénnyebben kezelhets a 7. Abraban bemutatott planiméter, mert itt a tartépont
vezetésére egy kar szolgsl, amely kerékparon illeszkedik a sinhez ; a tartépont
alatt gorgé van. :
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6. dbra 7. dbra

8. dbra

9. dbra
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A 8. dbrin ismertetett planiméternél a tartépont egyenesbenvezetésére a
stilyos, nagytomegii dobpar szolgal. A 6., 7. és 8. dbran lathaté planiméterek
“csak a tartépont vezetésének moédjaban kiilonboznek egymastél. A 9. dbran
viszont olyan planimétert mutatunk be, amelynél a tartépont helybenmarad,
ehhez képest azonban az y = y(x) gorbet kell elmozgatnunk.

A 10. abran dobos vezetésli preciziés tarcsas linedr-planimétert ismertetiink.
A mérés pontossdgat itt ugyanazon elv alapjan noveljiik, mint a tércsas polar-
planiméter esetében. Az A—A dobpdar itt nemesak az egyenesbenvezetés fel-
adatit latja el ; az A, jeli dob ugyanis belsé lapjin fogazast hord : vagy
homlokfogaskerékszeruen vagypedig kiaposra csiszolva ktpfogaskerék-
. szerien. Ebbe a fogazasba kapesolddik a B jelii fogaskerék, amely a € téarcsival
kozos tengelyre van felékelve. Ezt a tengelyt — sem pedig a tengely csapigya-
zésat a csapagyak tartészerkezetével — az dbraba nem rajzoltuk be.

A T tartépont dt elemi elmozdulasihoz az » sugaru, B jelzésti fogaskerék
és a vele egyiitt felékelt C' tarcsa

do=1i.dt..
X r
nagysaga szogelfordulasa tartozik. (A kovetkezOkben az x-tengely pozitiv

irdnydba mutaté egységvektort mindig i-vel, hasonl6kép az y-tengely iranyéba
mutaté egységvektort j-vel jelsljiik.)

: > :
e
G 7 l_J
’ '/dn/
g R
X

10. dbra

Az integrilkerék sikja a sin p tédvolsigra van a tarcsa kozéppontjatol.
Az integralkerék elemi szogelforduldsat tehat a

2nody = asin

egyenlettel jellemezhetjiik. Mivel pedig
: idtsin pw = dn
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azért :

Alapegyenletiink tehat az

ro.
S ==} o 21
fEmo =mey

alakot olti. A leolvasas pontossiga 2 szeresre nétt az egyszeri koriljard-
r

tipustt planiméterekhez viszonyitva.

2.2, 2. Funkciés linedr-planiméterek

Feladatuk, hogy a grafikusan adott y = y(x) egyenletit gorbét (tovabba
a két hataroloordmatat és az abszclsszatengely megfelelo szakaszat) kovetve

a kovetGponttal, az ‘ fly(x) 1 dz, az f fly(x)] - g(x) dx ill. legltaldnosabban az

( flx,y(2) ] dx integral értékét meg tudjuk hatarozni.
A ,

Ezeknél a planimétereknél mar elvi jelentGségli killénbség van a koveto
és a mérSkar kozott, Miikodési elvitket vizolva — eredeti megallapodasainknak .
megfeleléen — m-el a mérG, I-lel a kovetSkar hosszat jeloljik, p-vel, ill. »x-val
pedlg a megfelelG 1ranyszogeket a tobbi jelolést is megtartjuk. Tovabbra is
ugy valasztjuk meg a tart6 és vezetett pont palyaegyenesét — hacsak kiilon ki
nem kotiink ettdl eltérs feltételt — hogy az az abszcisszatengelybe esik.

b
A miikodés elvét elsGsorban azj f[y(x) ] do integral szamitasira alkalmas

planiméterekre ismertetjﬁk. Ennek a]ap]an kénnyen megértjik az ennél
b
altalanosabb ff[y ()1 g(x) i ff [x,9(x)] dx integralok szamitdsira

alkalmas keszulekek miikodését is.

Az emlitett funkeids planimétereknél — megfelel§ mechanikai kényszerek
segitségével — gondoskodunk arrdl, hogy a futépont ¥-al jelolt és a kovetSpont
y-al jelolt ordinatdja kozott az ¥ = f[y] kapesolat alljon fenn. Mivel pedig
Y=m - siny ésy=1-sinx azért az ¥ = f[y] egyenletet

m sin w = f[l+sin x|

alakban irhatjuk. Ut6bbi egyenlet a kovetokar minden helyzetéhez a mérdkar
meghatarozott iranyat rendeli (! t.1i. 4llandd) ; az emlitett mechanikai eszko-
zokkel éppen arrél gondoskodunk hogy a mérdkar iranyszige a fenti egyenlet-
nek megfeleld u szog legyen.
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Megjegyzendd, hogy a futé- és a kovetSpont X, ill. x abszeisszai kozott
semmiféle. — levezetésiink szempontjabdl hasznosithaté — kapesolat nines.*

A funkecids planiméterek legtobbjénél gondoskodunk a tarté és a vezetett
pont egyiittfutdsar6l — mechanikailag Osszekapesolva 6ket. Ennek kovet-
"keztében fennall a

t-—"—'V—}—ci ) ¢

(c a két pont allandé tavolsagat jeloli), tovabba a
dt = dv
egyenldség. N
Jarjuk koriil a kovet6ponttal az y(x) gorbe, a szélsé ordindtik és az
abszcisszatengely megfelel§ szakasza altal kijelolt zart gorbét. A kérilfutast
befejezve a kovetSkar és a mérSkar is eredeti helyzetébe keriil vigsza, tehat

S8:=0; ny=mn;; p,= p, ésigy

S;=m J dn.
)
Igazolni fogjuk, hogy
’ b
. Sy=m §dn = [fly@)) da— b —a) F,

®) a

. ahol ‘

F — f[0].

E célbdl térjiink egy pillanatra vissza a koriljaré-linearplaniméterek elméleté
hez. Lattuk ott, hogy az

szjly(x)dx (:lé;dn=l§sinxi-dv)

egyenldség fennall, annak ellenére, hogy
y(xydx <+ ldn (=1sin x-idv). **

Ezt megmagyarazandé, hatdrozzuk meg a kivetdpont elemi «Imozduldsinak
vizszintes (abszcisszatengellyel parhuzamos) vetiilete és a vezetett pont elemi
elmozduldsa kozti kapcsolatot! (L. a 11. dbrat.) A madsodrendd kiesinyek
elhanyagolisaval adédik, hogy

dr =dv-i+1cos(x+dx)—1 cosx =~

* Képet alkothatunk magunk\nak a futépont pélyajardl, ha az

Y = Y(=) = flylz)]

gorbét gumihértyéra felrajzolva képzeljik ; nydjtsuk meg a hirtyat az abszcisszatengely
irényaban — kiilénbozé helyeken més-més aranyban. Ezen transzforméciét elvégezve
kaphatjuk meg a futépont palyajat. _

*¥) Az eredeti levezetésekben mérdkarrol volt sz6, tehdt I helyett m, x helyett p,
stb, szerepelt;. ott szintén haszndlbhattunk volna fenti jeldlést, mert koriljars-plani-
métereknél a koveté és mérdkar azonosak. Itt lényeges fenti jelolésiink, hiszen az
eredményeket funkecidés planiméterrel akarjuk alkalmazni.
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A2 dv i+ 1 [cos x + (—sin %) dx) — 1 cos x =
=dv-i—1sin % dx.

‘.

Ennek alapjan :

Y(x) der =1lsin x dr = 1lsin x-dv-i—I?sin>x dx,

azaz valdban :
ldn =1lsin x-dv-i+ ydx.
Az integralok egyenlsége viszont konnyen adédik, mert ¢ 12 sin? xdx = 0.

11. dbra

Hasonl6 eredményre jutunk akkor is, ha az y(z) fiiggvény helyett vala-
mely f[y(x)] fuggvénnyel kapcsolatban végezziik el az el6z6 wzsgélatot
Tegyiik fel ekozben, hogy létezik egy bizonyos m hosszusaga és uanyszogu
mérkar (msin p = f[y]); ekkor tehat :

dt-i-sin pu =dv-i-sin p = dn

(ha a dt = dv feltétel teljesiil!) ;

emellett legyen f[0] = F és teljesiiljon az a feltétel, hogy az y = y(x)
gorbét, a két hatdrol6-ordinatat és az abszcisszatengely megfelel6 darabjat
kériiljarva a kiovetéponttal a mérd és kovetdkar is eredeti helyzetébe keriil -
vissza. Igy

flyl dx = f[y] (dv-i — I sin % dx) = m-sin p (dv -i — I sin xdx).
Tehét : ‘
(mdn =msin wdv-i=)fly(x)] dv-i+fly(x)] dx
azaz
fly(z)] de + mdn ,



b b .a
viszont f‘f[g/(x)] dx == If [y(x)] do + ].f[()] de— (a—b) F =
b

=9 fly)dx + b—a)F :
= § fly] dv- i—§fly]!lsin xdx—}—(b-a)]' =
=$m-sin pudv-i+(b—a) F—F m.lsin psin x dx =
=§m.dn +(b—a) F =
=8;+(b—a)F,

mert m-I$sin pw-sinxwdx = 0. *

Eddigi kikotéseink értelmében funkeids 'planimé‘cereknél a dt =dv és
msin p = fly] = f[I sin x] egyenlosegek fennallanak és a megfelelo zart
gorbét koriiljarva, a mérd és kovetdkar is eredeti helyzetebe keriil vissza.

fgy tehit, elobbl levezetésiink alapjan :

Sy =m - 2ngy = jf[y(x)} dx — (b—a) F.

.

Epp ezt kellett azonban blzonyltanunk : : \

Az a.]talanosabb f fly(x)] - g(x) dx ill. J flz, y (x)] dz integralok szdmi-
tédsara szolgald funkcws planimétereknél — az eddig elmondottaknak meg
feleléen — az

Y =fly]-gtx) ill. Y =j[z,y(x)]

egyenletnek megfelelG kapesolatot hozunk létre a kovets és a futé pont ordi-
natdja kozott. Ennek megfeleléen kapjuk, hdgy a mérékar irdnyszége az

msin p = f[y] -g(x) ill. msinp=f{z,y)]

egyenletnek kell, hogy eleget tegyen. Emellett — itt is — gondoskodunk arrdl,
bogy a tart6 és a vezetett pont egyiitt fussanak, azaz a dt = dv egyenlGség
fennal]]on Ezek alapjén pedig — a fenti levezetés gondolatmenetét szérol-
széra megismételve — ismét kénnyen igazolhatjuk, hogy

b

) |
8= [ 1@ -g@) de— F | g(a) dx

a

ill.

b b
8= [tz u(@) dz—[ {12, 0] dx .

* Ez csak akkor igaz, ha a kovetdkar planimetrilas kozben nem fordul teljesen
korbe, azaz x, = xp és nem kévetkezik be, hogy pl. », = x¢ + 27. Ezt azonban az y ()
gorbe pozitiv és negativ ordinitdju szakaszainak kiilén-kiilon t6rténé planimetrdlisdval
kénnyen elérjiik.
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Az eddig elmondottakat kissé még ki kell egésziteniink. Lehetséges
ugyanis, hogy az f[y ] fiiggvény elallithaté ilyen alakban :

flul = f[l-sinx} = A(l)sin {a;x +. 07} + ... = A1) sin [apn + ap].
Akkor azonban
~(‘f[yJ dr = (j)f[l sin x}idv = ﬁ A ) sin a2 + oq)idv + ...
.+ $ A1) sin [apx + ap]-idv.
Lehetdség van tehat olyan miiszer alkalmazasara, amely tobb mérokart (és

természetesen mindegyiken egy-egy mérdmiiszert) tartalmaz, amelyeket a
kovetkez$ adatokkal jellemezhetiink :

my = A4,(0); my == An(l); ... ; mp = Ap(l)
My = Q¥ + Uy ; Mg = Q¥ + Qg i ... 1 p == UpX + Up.

Ilyen funkeiés planiméternél az egyes miszerek altal mért értékeket az

ff[y(a:)ldx == Al(l)gﬁ sin [ayx + a,}idv + - - -+ A,,(l)(j)sin lapn 4+ oplidv

egyenletnek megfelelGen dsszesitve, kapjuk a keresett integril értékét. Ennek
az atalakitasnak az-az elénye, hogy az msin p == f[Isin x ] egyenlet &altal
meghatdrozott w = u(x) fliggvényt mechanikai eszkézokkel nagyon egy-
szerien meg tudjuk valdsitani, ha p a x-nak tobbszorose, ill. ha p = ax + a.

Hason]6 atalakitasra az 'f fly(z) 1g(x) - dz meghatirozasaval kapcsolatban
a

is lehetdségiink nyilik, é,hogy azt a 2.2.2.3. pontban latni fogjuk.

2.2.2.1. Funkeios planiméterekj‘ dz,yn alak integralok mérésére (momen-
tum-planiméterek).

Elészor azt az esetet vizsgaljuk, amikor n pozitiv egesz szam. Kkkor
]‘[y] = y" =" - sin® . Lz a fiiggvény pedig, paritdsanak megfelelGen, vagy

Z‘ ck sin k» vagy pedig Z dk cos kx alak® sorba fejthetd. Tobb mérékart hasz-
nalva, az egyes karokat a kovetkezo adatok jellemzik :
my==I"ecy ;... mp=1Ine,,
és
= (2—E)x; pmg=(+—§E)x;...5 ua={(n—7€)x,
vagypedig

T . . - 14
M '-:5—(2—6)%; pe= "~ (—Exi...5 pn= —(n—E)x.

ahol § az n paritdsanak megfelelen 0 vagy 1.

A x» sz0g egészszami sokszorosait mechanikai eszkozokkel igen egy-
szerlien el§ tudjuk allitani; pl. megfelel6é fogaskerékattételekkel, vagypedig
a keriileti és kozépponti szigek kozdtti egyszerit dsszefiiggést felhasznalva.
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A viszonyok annyira egyszerfiek, hogy a kozolt véazlat(')khoz részletes
magyarazatot nem kell flizniink.

<

A 12. és 13. abraban pl. az [ y2de integral szdmitdséra alkalmas kit
a

funkeiés planimétert vazoltunk, azaz n — 2. gy :

Y
A
|
e
1
{ !
|
!
Y/ 74| e
bl
BT
- \
i S / {
13. dbra
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b
» % s 9 b : 2
Jl?@in%zdx:é”l ;OS %) .dt §{-idv—l—<ﬁcos2xidv.

a

Tekintettel pedig arra, hogy (ﬁ —idv=0 és f[0] = F = 0, nyilvancsak

egy mérékarra van sziikségiink, ame]ynek iranyszoge a kovetOkar-szog pét-
szogének kétszerese. A szogkétszerezést a 12. dbran azzal érjiik el, hogy a fog-
attétel 2 : 1, a 13. abran pedig azzal, hogy VT = TF, az F pont tehit olyan
. kériven mozog, melynek kozeppont]a T és amely V- £ is tartalmazza ; ebbdl

pedig mér kovetkezik, hogy TVF < = % 2T F <<. Ami pedig x pétosszegének

eléallitasat illeti, a fogaskerékhajtdas automatikusan létesiti ezt, a 13. abrén
bemutatott késziiléknél viszont az integralkerék tengelye — a szokasostdl

2

eltéréen nem parhuzamos, hanem — merdleges a mérdkarra.

3 ¥

o
N’

14. dra 15. dbra
A 14 és 15. abran kombmalt planimétereket mutatunk be, amelyek alkalmasak
fy ) dx; j Y3 (z) da és Iy () dx egyszerre torténé mérésére. n = 1 esetében
p: egyszeruen a kovetokarra szerelt planimétert kell leolvasni, n = 2 esetében

Jy2dx = — ;(ji cos 2x idv, n = 3 esetében pedig

(o 3 . P
_;/S(x)dx:—‘i—@smuidv—Zrﬁsm3x_idv.

la
1
Vizsgaljuk most azt az esetet, amikor n = g +§ ; g nemnegativ egész szam.

A vezetett pont palyajaul ekkor az abszcisszatengely helyett az y = I egye-
nest valasztjuk. Jelolje »x*, ill. p* a kovetd, ill. mérékar irdnyszogének

potszogét (x* — g— x; p* = ’;— ). Ezeknél tehdt m cos u* = f[I —
— L cos »*] alakban irhatjuk fel az ¥ = f[y] kapesolatot.
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Tehat :

% ek e U
m -cos u* = [l — 1 cos x*] 2 = |2l gin%? —
9

* 2 %
s [1/27 s ";] i

Kszerint t6bb mérdkart hasznilva, lényegében az el6bb targyalt planiméterek- -
hez hasonlé gondolatmenettel és konstrukcick segitségével épithetjilk fel a

1
gty

funkeids planimétereket, csakhogy jelen esetben X nek ' tobbszoroseit kell

” s

el6allitanunk. Az alabbi vazlatok részletesebb magyarazat nélkiil is érthetk :

ok gy

16. dbra

17. dbra i 18. dbra

b

l 3
Azj P dr integrdl szamitasira olyan eszkoz 4&ll rendelkezésiinkre,
a. >

amelynek megértéséhez nincs sziikségiink a funkeids planimétérekkel kapeso-
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L jo 21 it

~ latban elmondottakra. Mechanikai Gton el tudjuk érni ugyanis, hogy mialatt

a kovetdpont az y = y(x) gorbén halad végig, a futépont az Y (X) = ﬁx)

gorbevonala pélyat irja le (ahol # = X + ¢; ¢ és d allandék). A 19. abrén

bemutatott egyszerii szerkezetet hasznaljuk ; az abrabél azonnal kiolvashat-

juk, hogy * = X 4 a + b, azaz ¢ = a + b, tovabba ;/: —a7, azaz d=a.b
h ;

H
] ;
[ |
! 1y
! |
r : i
=hi=|=a
19. dbra

(az is lathat6 egyébként, hogy dt + dv. A fent elmondottakbdl kovetkezik,
hogy erre most nincs is sziikség).

n=—gill. n=-—¢g + = esetén (g pozitiv egész) az eddig ismertetett

szerkezetek megfelel6 kombi;léciéjéval azonnal célhoz jutunk. Az elv ismét
annyira kézenfekvd, hogy csak dbrat mutatunk be.

20. dabra
Tetszésszerinti kitivc’i esetében ﬁgyanazokat a konstrukcidkat hasznaljuk,
amit az altalénosabb I fly] dx alakt integralok megé,l]apifcé,séné], igy ezekre
itt most nem tériink ki(t / }

2.2.2.2.

/0

Az f fly(z)] de alakt integralok mérésére alkalmas planiméterek-
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kel kapcsolatban csak az Y = f[y] egyenletb6l kovetkezd osszefiiggések
mechanikai megvaldsitasainak moédjat kell megbeszélniink ; az alapelveket
ugyanis mar az el6bbiekben megismertiik. Két konstrukeiét fogunk a kovet-
kezbkben ismertetni.
i A 21. dbran bemutatott planiméter mérckarja csak részben kiképzett,
a futépontot a mérékar meghosszabbitdsin — a tartéponttél m tavolsigra —
kell elképzelniink. A V és 7' csapokat (el6bbi a vezetett, utébbi a tartépontot
jelenti) egy kis lemez kapcsolja mereven ossze, amelyet az z-tengelyt fedd
sinen vezetiink. A 7" esap koriil fordulhat el a 7'F mérSkar és az ezzel mereven
Osszekotott A valya. AV csapon a kovetdkar forog, amelyhez merdlegesen az
% hosszlisdghi VO kar van rogzitve. Utébbi a ¢ pontban egy csapot hord,
amely az A valytGban cstszik.

21. dbra

A valytgorbe paraméteres egyenletrendszerét a

Y = fly]

egyenlet alapjan szamitani tudjuk. Igen egyszer(i azonban a gorbe aldbbi
szerkesztése : ; »

Az m.sin p = f[lsin ] egyenleth§l meghatirozzuk a p = u(x)
fiiggvényt. Vilasztva egy x» = x; értéket, szdmitjuk a p, = u(x)-et. A 7'
pontbél egy fix irdnyhoz (a mérékar iranyédhoz) — u, szog alatt felmérjik a

22, dbra
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TV tavolsiagot. Utébbi egyenesdarabhoz %, +% szog alatt (a V¥ pontbdl
kiindulva) pedig az u tavolsdgot. fgy a valytgérbe €, pontjaba ériink. Meg-

felel szamu x szogérték felvételével tetszésszerint stirithetjik a megszerkesz-
tett C pontokat, ezeken 4t pedig a gorbét megrajzoljuk.

A mésik, Lorenz-féle konstrukeié a 23. dbrén lathaté. A koveto és egy-
ben tartépontot a 23. dbran 7T-vel jeloltik. A 7K kovetékar az x tengelyre
meréleges ; az abszeisszatengely iranyaban onmagéval parhuzamos helyzetben
maradva mozdulhat el. A K kovetdponthan egy csappal felszerelt hiively
cstsztathato el a kovetSkar mentén. A csap az A véalyaban csaszik. A vélythoz
az F pontban mereven van régzitve az FT' mérSkar, amely a 7' pont koriil

y=fx) K

23. dbra

fordulhat el. Figyelemremélté, hogy a 7T tartépont ugyanarra az ordinata-
vonalra esik, mint a K kovetépont. Ez annyit jelent, hogy ennél a konstrukeié-
nal nemesak a dt = dv, hanem a dv - i = dx egyenlet is fenndll. Erre egy
kés6ébbi pontban (2.2.3.) tdmaszkodni fogunk. Megjegyzendé még, hogy itt

a kovetdkar nem forog (x = %) , de nem is allandé hosszisdgi.
A valya kiképzése olyan, hogy az ¥ = f[y], azaz az
, m-sin p = f[y]

kapcsolatot biztositja. Egyenletét egy, a mérdkarhoz rogzitett R, @ polér-
koordinatarendszerben irjuk fel. 7-t tekintve a koordinatarendszer kezdd-
pontjénak, a K pontot pedig futépontnak, a 23. abrabdl lathatjuk, hogy

KT =y=Rés p:%—@.

&
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Ennek alapjan :
m-cos @ = f|R]

a valyugorhe egyenlete. :

2.2.2.3. Attériink olyan, még altaldnosabb funkeiés plammeterek kon-
strukeids elképzelésének ismertetésére, amelyek az irodalomban még nem
szerepeltek :

AZI fly(x)] -g(x) -dx alaka integralok szamitdsira a Lorenz-plani-

méter megfeleld atalakitasaval alkalmas mfiszert konstrualhatunk. A 24.
abran lathatjuk a késziilék vazlatat. Az eredeti (23.) abra K-val jellt pontja
(most K, jell) az adott y = y(x) gorbe kovetésére szolgal. A 23. dbra TF
merokar]a a 24. abran kovetokar jellegii, K,-jelii (kovets) pontjanak tavolsaga
T-t61 aranyos T abszcisszajaval : x = X-szel. A K,-jelti pont egy a K,7T'
karon cstiszé hiively csapjat jelzi, amely az 4,-jelti méasodik valyaban cstszik.
Ay-hoz kapesolédik most — merev kapesolattal — az F,; (futé) pontban az
F,T mérékar, amely a 7' pontban csapigyazva van. A K,7T kar egy merdleges
- 8T-jelii toldatot hord, kozos forgaspontjuk a 7' tartépont. Ezen toldaton
csuszik a O hiively, amelyhez a BC- és a U'D-jelli kar — mindkét kar C-ben és

34, Gbra’

B-, ill. D-ben csuklésan — csatlakozik. A T'DFy-jelti kar (masodik mérSkar)
ugyanakkora szoget zar be a T'C-karral, mint utébbi a 7'B-vel. Ezt a

TB—TD ¢ BO—CD

valasztas biztositja.
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”

A K,-jelii csap vezérlése pl. a rogzitett 0-ponthoz erdsitett, dobokon atvetett
huzal, vagypedig kettds fogasléc-fogaskerék rendszer segitségével torténhet,
pl. a 25. abran lathaté médon. ,

Ay

25. dbra

A 2.2.2. pont bevezetésében elmondottak szerint a
Y =f[y]-g(x) azaz msinp= fly]-g(x)

egyenliséget kell biztositanunk a planiméter miiksdése kozben. Jeloljik a T'K
és TK, karok egymdssal bezdrt szogét S-val, a T'K,-kar iranyszogét pedig .
a-val. Mivel g értékét az A,-jelti valyt kozvetitésével a K, pont, a értékét pedig
az A,-jelli valya kozvetitésével a K, pont 7-t6]1 mért tavolsidga hatdrozza meg,
B csak z értékétdl, a pedig csak y értékétdl fiigg

a=a(y); B=PB®).
A TF, mér6kar irdnyszoge : u, = a— B.
A TF, mérékar iranyszoge : u, =m + (o + f).

Az A, és A, vélyikat képezziik ki ugy, hogy az

f[z/]m_g(:{) = 8in. w, — sin

egyenlség fennalljon. Igy :

b
J'f[y(x)J “g(x) -dx = m §sin y, dt-i—

a
b

—~m §sin pydt-i— F J‘g(x) do =

a

b
:nz(ﬁdnl—m@dnz—Fjg(x)dx,



mert a T'F; mérdkar irdnyszoge épp u,, a T Fy-6 pedig u,. Ha tehat — a koriil-
jarast befejezve — a T'F; karon elhelyezett miszeren a +,; a T'F, karon elhe-
lyezett miiszeren pedig a -y, értéket olvassuk le, akkor

b b
F fg(x) dx + J fly@)] -g(x) -de = m $ dny — m § dn, =

= m[2ngy, — 2mpy,] = 2x m [y, — v,]
Az A, és A, valytgorbék egyenletének meghatarozdsa céljabdl a
Y =msin p = f[y]-g(x)
egyenletbdl kiindulva :

FIL 0 _ (gin =) sin sy — sin sy = sin (a— ) —sin [z + (o + f)] =
— sin (a— B) — sin (@ + B) = 2 sin «.cos §,
azaz
f [3’]_7;{”1”_)': 2 sin a(y) - cos B(x).

Az A;- és A,-valyh polarkoordinitds egyenlete tehat :
f[Rl=a-cos®; g(R)=b-5in @,
ahol a, b tetszbleges olyan szdmok, amelyekre a - b = 2m.
b .

Az j flz,y(x)] de alakd integrilok planimétralasira alkalmas funk-

a
ciés planiméterek gondolatat csak felvetjiilk, mert a konstrukei6 igen nagy
nehézségekbe litkozik. Ezek onnan szdrmaznak, hogy a mér8kar irdnyszogét
mar nem tudjuk sikbeli kényszerek segitségével megszabni, kénytelenek
vagyunk térbeli kényszert alkalmazni. A 2.2.2. pont bevezetésében elmondot-
tak alapjan ugyanis a futépont ordinataja a

Y = fla,y]; azaz az msin p = fla,y]

egyenletnek kell, hogy eleget tegyen. Ha az f[x,y] fiiggvény két egyvailtozds
fiiggvény szorzatdra bonthatd, az elébb ismertetett médositott Lorenz-plani-
méter alkalmas a planimetraldsra, ha viszont az f[a.y] ennél altalanosabb
kétvaltozés fiiggvény, az msin p = f[x,y] Osszefiiggést altalaban nyilvan
csak 3 dimenziéban mozgé mechanikai elemekkel tudjuk megvaldsitani. Ilyen
szerkezetek tervezése elvileg nem jelent kiilonosebb nehézséget, a gyakorlati
megoldas viszont nyilvan sok nehézséggel jar. .

2.2.3. Linedr integrimélerek és linedr funkcios integriméterek.

* x
Céljuk, hogy az J-y(x)dx ill. altaldnosabban asz[x,y(x)] dx integral
a

a

értékét az y = y(x) gorbe kovetésekor barmely x = x felsé hatarnal kozvet-

280



leniil — tehat a hatarolé ordinatak és abszcisszatengely-szakasz koriilfutasa
nélkiil — leolvashassuk. Ezt pedig igen egyszer(ien elérhetjiik, egyes eddig
targyalt planiméterek kis médositasaval. A 2.2.2. pont bevezetésében lattuk,
hogy a hataroléordinatakat és az abszcisszatengely megfelel darabjat azért
kell 4ltaldban befutnunk linedrplaniméterek haszndlata esetén a koveto-
ponttal, mert a de = i dt, ill. dz = i dv egyenléséget nem biztositottuk. Ennek
biztositdsa utan azonban elég a kovetéponttal az y = y(x) gorbe = a és
x = x abszcisszaju pontjai kozotti szakaszat befutnunk. A dx = idt egyenld-
séget, pedig legegyszer(ibben az biztositja, hogy a kioveté és a tarté pont
abszcisszaja egymassal megegyezik.

Integralkereket hasznalva mérdeszkozként biztositanunk kell azt is,
hogy a kerék sikja tartalmazza a vezetett pontot; egyébként ugyanisa mérdkar
iranyszogét is minden leolvasasnal figyelemmel kellene kisérniink.

(Ugyanis ‘ 2moy = [dn + a.[us— m]-)
@)

Integrimétereknél ezért az integrélkerék megfeleld elhelyezésével az a = 0
feltételt is biztositjuk. (L 1.3.1.)
Els6 (fontosabb és nehezebben teljesithet) da = idt feltételiink pl.

a Lorenz-planiméternél és ennek j fly(x)] - g(z) dz alaku integralok plani-

métralasara alkalmazott valtozatanal teljesiil. Ezeket egyszersmind integri-
méterként is hasznalhatjuk tehat, ha az integralkerék elhelyezésével az a = 0
% X

feltételt is biztositjuk. Az fy dr szémitdsdra szolgdlé 1. n. alapintegri-
a
métereknél pl. a valyugorbe egyenlete :
R = m * cos @
m , . . 2o

amely egy o sugaru, a tartéponton atmené kor egyenlete.
: A Lorenz-planiméternek hibaja, hogy az abszcisszatengelyre merdleges

kovetokart a kévetdpontban erdvel tamadva, az egyenesbenvezetésre szolgalé
kerék-par vagy csap-par konnyen megszorulhat. Ezért a kovetokart a 26/a

abran lathaté szerkezettel pétolhatjuk. A V vezetett és T tartépontban csap
vagy kerék kapesolédik a sinbe, S-nél csuklé van. Ezen szerkezetnél a dx = i dv

ky
K
8
o x
e -
26/a. dbra
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-egyenlGség nem 4ll fenn (erre nincs is sziikség) a de = i dt egyenl@séget viszont a

VelSie= (8T 84Ky
méretezéssel 'biztositjuk. '
A 26/b dbran az ezen az elven alapulé alapintegrimétert mutatjuk be.
Itt az eldbbiek alapjin koralaka valyat kellene alkalmaznunk a Lorenz-
planiméter hasznalata esetén. Ha azonban a Lorenz-planiméter kovetokarjat
-a 26. abran lathaté szerkezettel pétoljuk, nines sziikség a valytra. Az S csuklo

Ly

26/b. dl;ra
ugyanis futépontnak tekintheté ebben az esetben, mert igy az Y = 2

egyenlOség fennall. Az ST kar ennek kovetkeztében mérékar lehet ; az inte-
gralkereket az abran lathaté médon hozzaerdsitve S7'-hez (@ = 0) :

% x x ’
jydm:jlsinxidtr 2mjsin(n~ w)idt =
X
== 2mfsin pidt = 2m 2moy = 4mpym.

/

X
A 27. abran azj ¥ dx alaka integralok mérésére alkalmas funkeids
/i /
linearplanimétert mutatunk be. A valya egyenlete
1
— = m-cos D ;
R
az tehat a tengelyre merdleges, az origétol o tavolsagra 1évo egyenes.
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2.3. Radidlplaniméterek

7 : 2 :

Segitségiikkel | r(p)de ill. | @[r(p)] dp alaki integrilokat tu-

‘P": Po - P> Pa I

dunk — a grafikusan adott » = 7(p) gorbet kovetve — meghatarozni.
Vilytaszerfien kiképzett a kovetSkarjuk (amely egyszersmind mérdkar is),
ennek egyik végpontja a gorbe kovetésére hasznalt kovetGpont koordinatai :
r és ¢. A kovetdkar az origéban rogzitett csapon esiszik és Il)mrulotte elfordul-
hat. (Az | 7(p) dp integrilok mérésére alkalmas 1. n. alapplaniméter tulajdon-
kép nem is planiméter, hiszen nem teriiletdimenziéju mennyiséget mér. Ezért
(1.2.) alapegyenletiink ezen a teriileten mar nem hasznéalhaté.) Targyalni fogjuk
az alap és funkeiés radidlplanimétereket. Mindkettot — esetleg kis médositas-
sal — integriméterként is hasznaljuk. A médositast a megfelelé planiméterek
targyalasanal ismertetjiik. Valamennyl radlalplammeter integralkerékkel van
felszerelve.

2.3.1. Az alapradidl- »plammeter«

Az alapradialplaniméter kovetlkarja véalyuszeriien kiképzett egyenes;
az integralkerék tengelye parhuzamos a kovetGkaréval. (L. 28. abra.)
A kévetépont a kovetdkar végén van. A kovetGpont elemi elmozduldsa fel-

HH

a
[;r(‘m K

wR

28. dabra

bonthaté radialis, dr nagysagu és erre merdleges, rdp nagysagh Osszetevore.

Az integralkerék az alapsikra gy fekszik fel, hogy a kerék sikja a kovetépontot -

tartalmazza ; az origétdl (a csaptél) mért merdleges téavolsiaga eszerint : 7.
fgy tehat fennall a kovetkezs egyenloség (1. 1.3.4.) :

2n0dy = rdp:
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a dr nagysagh elmozduliskomponensnek nincs hatdsos OsszetevGje. Ezért:

3 1
J dy = — J-rd(p !
2wQ
azag :
e
27:9

Ebbol az egyenletbdl lithaté, hogy az alap »planiméter¢ egyszersmind alap-
integriméterként is hasznalhato

\

2.3.2. Radidal fumkcids-planiméterek

@
Feladatuk, hogy ‘ D[r(p)] dp alaku integralok értékét mérjiik segit-
P=Po :

ségiikkel. Ez a dolgozat csak az &ltalanosabb tipussal foglalkozik, azaz
azokkal a gépekkel, amelyek valytszer(i kiképzésli, csapon ecstszé, gorbe-
vonali kovetokarral rendelkeznek ; nem tesz emlitést azokrdl a konstrukeidk-
rél, amelyek — egészen specialis @ [r] fiiggvények esetében — a linearplani-
méternél megismert szogsokszorozashoz hasonld elven alapulnak.

A 29. dbran lathatjuk, hogy az emlitett dltalanos tipu nél, az integral-
kerék mereven a kovetGkarhoz van rogzitve; a kerék sikjanak merdleges
tavolsagat a kovetGponttol d-vel jeloltik. Legtobb konstrukeiénal d = 0.

Aglr]

29. dbra

A kovetkar olyan klkepzesu hogy az integralkerék sikjanak az orig6tél
mért tavolsaga :

C o AO[r]

(r,  a kovet&pont koordindtii, A a felépités's\ megszabta 4llandd).
A kovetépont elemi elmozduldsat [az (r; ¢) kezdGhelyzettdl (r + dr ;
¢ -+ dp) véghelyzetig ] bontsuk fel egy radialis, dr nagysaga elmozduldsra és
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egy, erre mersleges, rdp nagysaga forgasra. Utébbi elmozdulas-komponens
hatasaképpen az mtegralkerek szogelforduldsa :

A
dy,= — @[r] dop
27

hiszen a kerék sikja a forgas kozéppontjatol, az origétél 1@ [r ] tavolsagra van.
Tehét |

A 2
n=;— | @lip)ldy.
’TQ‘P Po

A 30. dbra alapjan kénnyen meggyo6zédhetiink arrél, hogy a radialis komponens
hatésa a ¢ szog értékétol figgetlen. (Forgassuk el a csap koriil a kovetokart;
az integralkerék vele fordul s az j helyzetben megtéve a dr nagysagu radialis
-elmozduldst, az integralkerék szogelfordulasa valtozatlan.) Az is lathaté, hogy

7 értékétol fugg a kerék szogelfordulasa mert viltozé r-rel véltozik a komponens
£s a miszer tengelye altal bezart szog.

30. dbra

Vildgos tovabb, hogy a sziogelfordulds dr-rel egyenesen aranyos (a mésod

rendii kicsinyeket nem tekintve) ; bizonyosan eléallithaté tehat, mint egy f(r
fiiggvény és a dr szorzata : :

d
§8) ig 2“9 sl

azaz
1

'Yzz_— f("' d’"*F(T)—F(To)
k3 Tter r

ad C i)
[If’(r) = JOTMJ er
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Maga az F(r)fiuggvény kisérletileg mérhets vagy szamitéssal meghatarozhato.

Az eddigiek alapjan az integralkerék teljes szdgelforduldsa, mialatt a
kovetoponttal az adott r = r(p) egyenletli gorbén az (r,: ¢,) pontbdl az
(ry; @) pontba jutunk :

; Py : "y
1
v=n+ve=— | [ @] dp+ [0 dr
: 27':9 Po To

(€]

Amennyiben »planiméterként« akarjuk alkalmazni miiszerimket, az adott
(9) gorbét kiegészitjiik a radidlis, az (r,, @y) ponttdl az (r,, ¢,) pontig tar\t(’) (91)
egyenesdarabbal. gy ugyanis az integrilkerék szogelforduldsa :
1 i Py Ty o : A Pv
A @) dp+ [foydr + (1) dr| = = | ®lr(p) do:

27
‘P(zg‘Po T P=@o

y—27rg

azaz a keresett integral értékével ardnyos.

Ha viszont integriméterként akarjuk a miiszert hasznalni, fel kell azt
szerelniink egy tovabbi eszkozzel (pl. egy fonalas néniuszméreével), amelyrdl
leolvashatjuk a kovetdpont r-koordinatajat. Rendelkezniink kell ezenkiviil
a miiszerhez »tartozo« F(r) figgvény grafikonjaval. Ebben az esetben leolvasva
a kezdépontban az r,, egy tetszésszerinti pontban a ~ és r értékét :

X ¢ 3
y=-= [@[r(g)dp + F(r) — F( o)
hngq)n

amibdl

4 Sip :
[ Olr(plldp =2mg Lot L 00T
‘P.o .

Ami marmost a kovetékar alakjat illeti, rogzitsiik a leirashoz szolgalé o, p
polarkoordindtarendszer kezddpontjat a kovetGpontban, a y = 0 egyenest
pedig vialasszuk Ggy, hogy az parallel legyen az integralkerék sikjaval (l. 31.
abran!). A (karon »végigfuté«) €' csap koordinatait o- és p-vel jeloljiik.

— A?[P]

31. dabra
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Mivel a C pont az integralkerék sikjatél A <I) le], a K pont pedig d’
tavolsdgban van, azért a C pont ordinatija :

psin p = A@[p] + d.

Ezzel rendelkezésiinkre all a kovetkar egyenlete. '

Meg kell emliteniink, hogy f.nti elven felépithetéek olyan funkecids.
radial-splaniméterekq is, amelyek alkalmasak az | @ [r(p)]de integral szami-
tédsdra, abban az esetben, amikor az r = r(g) goérbe altalanositott polarkoordi-
natarendszerben van abrazolva (pl. az r = const. vonalak koncentrikus kérok,
de nem linedris a paraméterezésiik, a ¢ = const. vonalak pedig origén 4tmend,
egymast megfelel§ forgatassal fedd gorbék). El6bbi gondolatmenetiink valto-
zatlanul érvényes, csak a kar egyenletének felirasakor kell figyelembe venniink
a koordinatarendszer jellegzetességeit.

2.4. A Stieltjes-planiméterek

H(b)
Feladatuk, hogy segitségiikkel I y(x) - dH(x) alaku Stieltjes-inte-
H(a)
gralok értékét gépi ton mérhessiikk. Harom t1pusa ismeretes. Az elsé tlpus
gépei tulajdonképpen szorzat-planiméterek. Ha t. i. a H(x) fiiggvény véges-
szami (x, ; Zg; ....; «n) hely kivételével differencidlhaté és a differencial--
hanyadost h(x)-szel jelsljiik, akkor a szamitandé integral

Hjb) () dH(x) = fy x) h(z) dx + jy h(z) dx+ +J7/ h(x) dx.
H(a) Xy

alakban irhaté. iH
Marmost az els6 esoport gépei, a b == h{x) = —- giorbe kovetése révén

x
— mechanikus aton — el8allitjak az y(x) - h(x) szorzatot, melyet (legtébb
esetben Gonella-kerék segitségével) planimetralunk.

A magodik csoportba tartozé gépek, a H = H(x) gorbe kovetése révén.
— mechanikus aton — az y(x) - dH(x)-szel aranyos szorzat értékét allitjak eld
ivelemrél-ivelemre egy integralkerék tengelyén (legtobb esetben itt is a Gonella-
kereket hasznaljuk).

© Végiil a harmadik csoportba tartozé gépeknél mechanikus eszkozokkel

ugy szabjuk meg a gép valamely mozgé pontjanak palydjat, hogy az »lényegé-
ben« olyan gérbét kévet, amelynél barmely pont ordindtaja y(x)-szel, abszcisz-
szdja H(z)-szel aranyos. Ehhez a ponthoz planimétert kapesolva — »lényegé-
ben« a keresett Stieltjes-integral értékét mérhetjiik.

A gépeken két kovetSpontot taldlunk; egyikkel az y(x),’ masikkal
a H(z) (illetve a h(x)) gorbét kell kovetniink. Legtobb konstrukeional a két
kovet&pont mechanikailag egymashoz-kotott, azaz abszeisszaik csak egyiit-- -
tesen valtoztathatok. Ennek komoly hatranya van: az y(x) és H(x) gorbék
felrajzolasanal szigortan igyelniink kell arra, hogy az z-tengelyeken ugyanazt
a léptéket hasznaljuk.
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2.4.1. Intézetink egy Nystrom-féle Stieltjes-planiméterrel rendelkezik,
amely a harmadik tipushoz tartozik. Ennél a két grafikon abszcisszatengelyén
a léptékek — bizonyos hataron belil — egymastdl fiiggetleniil allapithaték
meg. Mi itt csak ennek ismertetésével foglalkozunk.

Az abran K, -el jeloltik azt a kovetGpontot, amely az y = y(x) gorbén
fut végiz, K,-vel pedig a H = H(z)-et kovetd pontot. Az S, szank6 a V, sinen
elgordiilhet, az S, szanké pedig a sinhez és az S, szankéhoz képest is valtoz-
tathatja helyét. Mindkét szankét vezeti azonban a sin, mindegyik csak a sinnel
parallel mozoghat.

Az R pont koriil fordulhat el a mereven derékszogli, a és b karokkal ren-
delkez6 emelS. Az F pont az S, szanon van, amelyet a V, sinrendszer vezet ;
utébbi mereven az S, szanhoz van kétve.

A K, pont palydjat az x ; y, a K, pontot az z* ; H, végiil az F pontot
a H* ; y* koordinatarendszerben vizsgaljuk.

Mindhérom koordinatarendszer a V, sinhez rogzitett. Az F pont szolgél
a planiméter vezetésére.

' Elészor az emel rendeltetését vizsgiljuk meg. Az emelé biztositja a K,
pont x — és a K, pont x* abszcisszdjanak egyenldségét; ezenkiviil a K; pont
y ordinatdjianak megfeleléen valtoztatja az F pont y* ordinatajat.

Jelljiik az a kar irdnyszogét a-val. Igy az F pont y* ordinétaja :

y*=y+asina+C

értékiinek adodik ; C itt a késziilék méreteitd] fiiggd allands, ameiyet az x

32, dbra

¢és a H* tengelyek tavolsaga, tovabba az F és R pontok y koordinitainak
kiil nbsége szab meg. o értéke csakis x-tdl fiigg, az a sin a + C Gsszeget tehat
egy s(z) fuggvénynek tekinthetjiik.
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gy :

u* = y(x) + s(x).

Az F pont H* koordinatdajat a K, pont H koordinataja hatarozza meg egy-
értelmiien :

H* -H(x)+ G,
amibdl :
dH* = dH .

Vigyitk most végig a K, pontot az xz-tengelyen és kovessiik K,-vel ekoz-
ben az adott H(x) goérbét. Jeloljik ekdzben F ordinatajat y,*-al, akkor az elovo
egyenlet alapjan :

Yy =0+ s(x) = s(x)

H{b)
Az j ydH integralt kiszamitando, jarjunk el a kovetkezlkép : allit-

H(a)
suk K,et az xz=a, y =0 pontra, K,t az z* = a, H = H(a) pontra.
Fussuk be K;-el az x = a ordinatavonal, az y = y(x) gorbe, az x = b ordinata-
vonal és az z-tengely megfelel6 darabja altal meghatarozott zart utat. Az elsé
és harmadik utszakaszon K, a V, sinhez képest helybenmarad, a masodik és

negyedlk utszakaszon pedlg a H — H(x) gorbét koveti. [gy az F pont is zart
gorbét ir le, amelynek teriilete :

H*(b)
T=¢y*dH* = f (4*—yg) dH* =
H*(a)
H(b) H(b)
— | @ + s(@) — s(@)] dH(@) = | yd ;
H(a) H(a)

az F ponthoz kapesolt planiméter, tehat a keresett integral értékét méri.

Gyakran sziikségiink van arra, hogy a Stieltjes-planimétert integri-
méterként hasznaljuk. Az els6 és masodik tipus gépei — szinte kivétel nélkiil —
kozvetleniil haszndlhaték integriméterként is, a Nystrom-planimétert azonban
kissé médositanunk kell. Egy kulissza beiktatdsaval elérjik, hogy F ordinataja

v* = y@) + C

legyen (azaz a kulisszat abbdl a célbdl hasznaljuk, hogy F ne akkor legyen
nyugalomban, ha K, kériven mozog, hanem amikor az abszcisszatengellyel
parallel egyenest fut be). Ha még planiméter helyett integrimétert kapesolunk
F-hez, teljesen megsziintettiik a koriljarast kikényszerit§ okokat.

2.4.2.
b

Megemlitjiik, hogy mikor j'f(x;A, w) da = @(A,u) alaki, hatarozott in-

a

-«
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tegrallal definialt kétvaltozds fiiggvény értékét sok A és p esetére kell szd-
mitani és a figgvény

H(ub) H{ub)

a(Au) J yOx)ydH(va); il B(A,u) J y(x;2) dH (1 x)
H(y,ll) ) H(,,,L(l)

alakban irhaté, j6l ki lehet haszndlni a Nystrom-planiméternek azt a tulajdon-
sagat, hogy az x és x* tengelyek léptéke egymiastdl figgetlen. (Intézetiink
a legkiillonbozdbb problémak kapesan jutott a fentihez hasonlé kétparaméteres
integralokra, amelyeket a kivant alakok egyikére tudtunk mindig hozni.)
A miiszert hasznalva ugyanis, nem kell minden A, u értékpdrhoz egy-egy kilén
abrat késziteni, hanem — ha az integrilt fenti alukok koziil az elsdnek meg-
felelGen tudtuk alakitani — csak egyetlen egyhez; ha viszont a masodik alakrél
van sz6, csak az egves A-értékekhez kell kiilon abrat késziteniink. Az egyes

P 2 g P a . 7 s
értékparokhoz tartozé fuggvényértékeket, az =~ viszony megfelelG beallitasa

utén, az értékpar meghatdrozta hatarok kozott planimetralva kapjuk. Hiszen
A és u értékének valtoztatasa — valtozatlan grafikonok esetén — az abszcissza-

tengelyek léptékviszonydnak megvaltozasat jelenti s épp ezt vettitk az

. érték és a hatdrok megfelel¢ valasztasa révén figyelembe.

2.4.3. Az Intézet Mader— Ott-ti pust harmonikus analizdtora az mnertetett
Nystrom-planiméternek kissé mddositott valtozata. Ezért — jollehet a har-
monikus analizatorok elméletét altalinossigban nem ismertetjiik e cikkben —
a Mader—Ott tipust vazlatosan bemutatjuk. A feladat : grafikusan adott,
2] permdusu Yy = f(x) fiiogvény Fourier-egyiitthatdinak, azaz ax

f/(x [cosn x| ILU'. If(x)'d :

integraloknak a megal]apltasa. Erre a Nystrom-planiméter kozvetleniil
alkalmas a | .

"~ H{x) = cosn ;[ xz ill. H(x)=sinn %r x

egyenleti gorbék felhasznaldsaval. "A Mader—Ott-konstrukeional utébbi
fuggvényeket nem grafikusan kovetjiikk, hanem — amint a mellékelt fénykép
“mutatja — fogasléc-fogaskerék rendszerrel kozvetleniil mechanikai 1ton
képezziik. Minddssze annyi az elvi kiillonbség a Nystrom-planiméterrel szem-
ben, hogy most a fogaskerék F (egyszersmind K,) pontjainak y* ordinatéja :

Y =y—asina+C4+rsinf’
(itt » az F pontnak a fogaskerék 0 tengelyétél mért tavolsiga, g pedig az
—
O F-ridiuszvektornak egy fix iranytél mért elfordulasa).

Mivel azonban nemesak «, hanem /3 is kizarélag a K, pont abszeisszajatol
figg, igy itt is

y* = ylx) + Sy (2);
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I11. fénykép

a zart gorbe x-tengelybe es6 darabjat befutva pedig
* gt
Yo = O;(x)-

[Jeloléseket illetGen 1. a 2.5.1.-et. ]

Tehat a gép ugyanolyan elv szerint miikodik, mint a Nystrom-planiméter.
A gyakorlatban r-et Gigy valasztjak meg, hogy az integralkeréken leolva-

sott érték kozvetleniil a megfelel¢ Fourier-koefficiens értékét adja mm-ben.

3. § A planiméterek pontossagarél.

A pontossag kérdését nem exakt matematikai médszerekkel targyaljuk,
hanem csak megfigyeléseink statisztikajat kozoljik ; tapasztalataink szerint
ugyanis a miiszer »objektiv« hibait nagysidgrendre messze feliilmiljak a kezels
altal a gorbe megrajzolasindl és kovetésénél elkovetett szubjektiv hibdk.

A kovetkezOkben a tapasztalat szerint atlagosan elkovetett hibak nagy-
sagat — éspedig relativ hibaszazalékat kozoljiik. Utébbi azonban a keriilet
és teriilet aranyaval egyiitt nd, ill. esokken. A kozolt adatok olyan idomok

202



planimétralasira vonatkoznak, amelyek teriilete a kivetSkar-hossz négyzeténél
1 ~ 2 nagysigrenddel kisebbek.

Tapasztalataink és irodalmi adatok szerint gyakorlott kezel a precizids
tarcsds planiméterrel — nagyon gondos kezelés mellett — cca. 0,3—0,69%;-0s
hibakorlattal, k6zonséges planiméterrel 0,6 —1,0%;-0s hibakorlattal, kevésbbé
gondos kezelés mellett 1—1,49,-0s hibakorlattal dolgozhat. A precizids tarcsas
planiméter haszndlatinal az emlitett pontossag elérhetd a karhossz négyzeténél
mintegy harom nagysagrenddel kisebb teriilet planimetralasanal is. A Nystrom-
planiméter hasznalatanal jol begyakorolt kezelGpir gondos munkéanél 2,5—3,5
szazalékos (ha H(x) grafikonjan az iranyszogek a cva. 4+ 70°-0ot nem haladjik
meg), kevéssé begyakorolt kezelGpar +—79,-0os hibakorlattal dolgozik (ugyan-
olyan korillmények kozott). Ha azonban a H(x)-gorbét fémmodellbdl allitjuk
eld, akkor egyetlen személy ceca. 1,6—2,5%-0s hibakorlattal dolgozhat.

NMPUHLNN <DyHKUI/IOHl/1POBAHI/l$IF TUNMOB NJAHHUMETPOB
(Annaparst MHerntyra INpuxnaanod Marematukn AHB.)
T. ®PEH
Pesziome

PaGora nmoApoGHO -MOZHAKOMUT ¢ NPHHLMIOM ()YHKUHOHMPOBAHMSI M ‘KOHCTpyKuueH
NIOJIAPHBIX, JHHEHHBIX M pajMajibHbIX [JAHUMETPOB, TaKe IJaHWMerpoB CTHibTeca.
CHcTeMaTH4YeCKH H NOAPOGHO HCCJeAyeTest TeOpUs (GYHKUHOHAJbHBIX IJIAHHMETPOB W HHTe-
FPHUMETPOB, MOAXOAANMHX JIS BBIYUHCJIECHUS] HHTEIPaJoOB (hOPMBI .

{iyerdx w (flye0] - gx) dx
b b

OH jaer TOXKe KOHKPeTHOE NpejlilodKeHHe 151 KOHCTPYKIMH THIIOB IIAHMMETPA, IPHIOisi-
WHXCA AJs1 peiieHHsT ToclejHel 3ajayH : rmocJe HCAOJbHEHHST COOTBeTCTBYIIMMX Npeobpa-
30BaHMil, niaHumerp JlopeHua, NMpUMeHUM JJsT OTOH IieJH.

CraThsi IIO3HAKOMHT € BO3MO)>XHOCTbIO OKa3aBIErOM MPAKTHUECKH I10JIe3HbiM INpHME-
HeHUst maHuMerpa Cruibreca tina HuceTpema npH HyMepHuecKoH OLeHKe oOnpejeseHHBIX
WHTErpasioB HeCKOJILKHX TapameTpoB.

LES PRINCIPES DE FONCTIONNEMEXNT DES DIVERSES SORTES DI PLANI-

METREN

(Les machines de I'Institut de Mathématique Appliquée.)
T. FREY

Résumé
L’article donne une description détaillée du principe de fonctionnement et de la
construction des plmnmetre@ polaires, linéaires et radiaux, ainsi que des planimétres de
Stieltjes. H discute systématiquement et d’une maniére détaillée la théorie des plani-
métres fonctionnels et intégrimétres fonetionnels convenables pour évaluer les intégrales

ayant les formes
b b

[ flyende et | fiytogde



il donne aussi une proposition concréte concernant la construction des planimétres
servant & résoudre ce dernier probléme. C’est le planimeétre de Lorenz qui, aprés avoir
été soumis & des transformations convenables, peut étre employé & ce but.

L’article donne aussi la deseription d’une possibilité d’emploi qui s’est montwé
utile en pratique du planimétre Stieltjes de Nystrém dans 1'évaluation numérique des
intégrales définies & plusieurs paramétres. :
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