
EGY PÁLYAPROBLÉMA DARUVAL TÖRTÉNŐ TEHEREMELÉSNÉL 

BËDA GYULA 

ÖSSZEFOGLALÁS 

Az első ábra szerinti darumozgatásnál a teher ú t j án ak megállapítása és ezen a 
szélsőérték, inflexió, s tb. helyek megkeresése a feladat . Az ábrák m u t a t j á k a különböző 
lehetséges pályaalakokat , melyek közül különösen a G =H (a teherfelfüggesztőcsiga ma-
gassága = a gém hossza) görbe szinguláris a lakja figyelemre méltó — továbbá m u t a t j á k a 
görbe megszerkesztésére illetve a szélsőértékhely meghatározására vonatkozó szerkesztési 
e l járásokat . 

Az intézet m isko lc i csoport ja az ú lább i , emelőgéppel kapcsolatos fe lada-
t o t o ldo t ta meg. Esztergályos Gusztáv, a D 1 M Á V A G műszak i osztá ly vezetőjé-
nek megbízásából Aczél János i rány í tásáva l . Az 1. áb rán vázo l t emelő-

1. ábra 2. ábra 

gépnél ke l le t t meghatározn i a pontszerűnek t e k i n t h e t ő teher pá lyá-
j á t , l ia a gémet b i l l e n t j ü k (az ОС gém О k ö r ü l forog, a terhet 
közben k ü l ö n n e m eme l jük , a Cs csiga n e m forog) . A pá l ya a lak-
j ának ismerete a gém mozgatásához szükséges energia megál lapí tásához 
szükséges. H a ugyan is a pá lya a 2. áb rán l á t h a t ó görbe, a k k o r , míg a teher 

A - b ó l jB-be j u t , a gém emelése me l le t t a terhet is emeln i ke l l , v iszont а В С 
szakaszon a gém emelését a sü l lyedő teher elősegíti. 
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M i i t t f og la l kozn i f o g u n k : l . a görbe egyenletével , 2. a görbe a l a k j á v a l 
(szélsőértékhelyeivel) az OC s = H fel függesztési magasság és az OG — G 
gémhossz v i szonyának kü lönböző ér téke i me l le t t és 3. a szerkesztési e l járások-
k a l a görbe és m a x i m u m h e l y e megszerkesztésére. 

1. A pályagörbe egyenletének fe l í rásakor n e m ke l le t t f i gye lembe venn i a 
teher tehetet lenségét, a k ö t é l hossza pedig á l landó és a 3. ábra szerint 

3. ábra 

к = У G2 -f- H2-nek v o l t vehető ; ahol H — OCs, G pedig a gém hossza 
(1. ábra) . 

H a a függőleges (y tenge ly ) és a gém szögét v á l a s z t j u k paraméte rnek , 
a görbe egyenlete (1. ábra) 

x = ОТ = G sin Ф 

y = CT — (k—CsC) = G cos ер + У G2 + H2 - 2GH cos <p-\'G2 + H2 . 

H a (p-t k i küszöbö l j ük , l á t h a t j u k , hogy x és у közö t t negyedfokú a lgebra i 
összefüggés á l l fenn. 

A görbe a lak já t rögz í te t t G me l le t t a H szabja meg. 

2. A görbe alakja, szélsőértékhelyei. A görbe t e t ő p o n t j á t keressük. 

dy 
% ' f H 

— — = t g (p I — 
Yk " + H2 2GH cos <p 
dç 

Szélsőérték lehet , aho l 

y' = 0 , 
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t e h á t v a g y 

a z a z 

v a g y p e d i g 

azaz 

t g <p = 0 , 

<p = 0 

я 
y G2 + Я 2 — 2 0 Я cos (р 

= 1 

cos срт •• 
g 

2 Я 

E z u t ó b b i c s a k a k k o r l é t e z h e t i k , h a Я ^ 

G 

G 

a) H ш — e s e t é n a g ö r b é n e k c s a k а cp = 0 (x — 0) h e l y e n v a n szé lsőér téke 

(7 

ésped ig m i v e l = o < 0, t e h á t m a x i m u m a (4. á b r a ) . А Я -•= — esetén ez a 

m a x i m u m i g e n l a p o s és a g ö r b e h a r m a d r e n d b e n é r i n t k e z i k a v ízsz in tesse l . 

G 

o-ch-

4. ábra 

b) А Я > — esetén a g ö r b é n e k a cp = 0, x0 — 0, y0 — 2G — Я — 

— | /G 2 + Я 2 h e l y e n m i n i m u m a v a n . K i v é t e l e s а Я = G eset , a h o l e m i n i m u m -
G 

h e l y e n n e m v ízsz in tes az é r i n t ő ( lásd a l á b b ) . A <pm = a rc cos 

G G 2 

к » = X У 4 H 2 - G 2 , y m = —— + Я — J/G2 + Я 2  

1 2 Я 2 Я 

h e l y e n v i s z o n t a g ö r b é n e k m a x i m u m a v a n . 
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У 

5. ábra 

у/, g "h 

6. ábra 

A két szélsőértékhely közö t t a görbének i n f l e x i ó j a v a n (5. ábra) . He lyé t 
az y" = 0, cos cp-re nézve h a t o d f o k ú egyen le tbő l k a p h a t j u k meg. Megközel í -
tésére a lka lmasak pé ldáu l a következő ( i terác ióva l nye r t ) kép le tek : 

fe lü l rő l va ló közelítéshez 

cos <p, «á 1 - • (G — H)4 3 [Я 2 ' 3 — (G - H)2131 
•2GH 

(m ive l i t t g — Я - n a k 2/3, i l l . J /3 k i tevős h a t v á n y a szerepel, az poz i t í v , a k á r 
g > Я , akár g < Я ) , vagy a lu l ró l va ló közelítéshez : 

G2 + H2-\H3 G2H G4 о -» 
Г 

COS 
S f í j 

•2 g h 
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c) H > G. A teher a kezde t i magasságánál a lacsonyabbra is ke rü l -

3 

l ie t . A görbe az x tenge ly alá is sü l lyed, l ia H > G. Ugyan is ekko r 

(г/),р=о = 2G — H — ]/ С?2 -f- H2 < 0. I l y e n k o r a zérushelye a görbének a 

, l ' G H ^ - h 
cos œ„ = 2 • 

g 

szögnek megfelelő x = f g F f ö 2 + H 2 - 3G2 - 8Я2" é r ték . 

d ) H = G esetén a <p„, m a x i m u m h e l y n ia rad , a 95 = 0 helyen is m i n i m u m 
van, ez u t ó b b i helyen azonban a görbének 

I/' = l i m I t g < P — — t g ml = l i m = 1 
v+01\f2(1 - cos ф) J c o s <p 

m i a t t 45°-os é r in tő je van . (7. ábra. ) Az összes t ö b b i görbének ezen a. helyei 

vízszintes é r in tő je v a n . Az (y')<p . 0 m i n t H függvénye tehát csak ebben az 
esetben 1, m inden más ér tékné l 0. Ez a görbe a fe ladat szempont jábó l azért is 
emlí tésre mé l tó , mer t a legmagasabb és legmélyebb pont közö t t i 

— 2 + 2 (H — G) ha - < 4 sâH i l l . — , ha Я > G 
•2H - 2 2Н 

magasságkülönbség i t t a legnagyobb és - - v e i egyen lő . 
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e) H > G. H a H t o v á b b növeksz ik a görbék ismét laposodnak. Ugyan is 

G 4 , . . G2 

Um = 
( Я +Уб? 2 + Я 2 ) 2 

és Ipol = 
Я + ]AC2 + Я 2 

— csökken, 

l i m у : l i m (G cos <p + F 2 + H2 — 2GH cos <p - KG2 + Я 2 ) 
F—» oo* h—» oo 

n , ,. — 2G cos <p 
= G cos a + l i m 

H—>00 

es 

Я 2 Я 

l i m у ' = 0. 

cos g) ' £ + 1 
H 2 

U g y a n e k k o r a m a x i m u m h e l y 

.. .. ' g 
l im <pm -= I1111 a r c cos  
и - * 00 о 2 Я 

( l im x m = G) 

m i a t t az x = G, y = 0 he ly felé t o l ó d i k el (8. ábra) . Érdekes megjegyezni , hogy 

8. ábra 

negat ív 99-kre a görbe az y t e n g e l y r e t ü k r ö z ő d i k , m í g —n é l nagyobb jtpj-kre 

a l u l r ó l konvex m ó d o n té r vissza a görbe az y tengelyhez, ahol is cp = л-nél 
a (0, H — 1 G 2 + Я 2 ) m i n i m u m o t veszi fe l , me ly H Ш G esetén megegyezik 
a cp = 0-ná l f e l ve t t m i n i m u m p o n t t a l . 

3. Szerkesztési eljárások. A görbét így szerkeszt jük meg (9. ábra. ) : A Cs 
p o n t b ó l a CsQx sugárra l /v , kö r t r a j zo l unk . Ez a függőleges egyenest (az y 
t e n g e l y t ) a l u l az S p o n t b a n metszi . A G sugarú Kx k ö r ö n f e l ve t t tetszőle-
ges G f u t ó p o n t o t a Os-ből k i v e t í t j ü k a Á ' 2 -körre és a k a p o t t G' p o n t o t S-sel 
összekötve az a G-bő l k i i n d u l ó függőlegesből k ime tsz i a görbének a G-hez 
t a r t ozó keresett Q p o n t j á t . 
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9. ábra 

M i v e l azonban ez k is tp szögek esetén nem ad elég éles metszést, azért 
i l yenko r C-bő l az innen húzo t t függőleges egyenesre a CC távo lságot körzőve l 
v i sszamér jük és m e g k a p j u k a keresett Q p o n t o t . 

A m a x i m u m helyének megszerkesztése a 10. áb rábó l leo lvasható. 

10. ábra 
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ПРОБЛЕМА ТРАЕКТОРИИ ПРИ ПОДЪЕМЕ ГРУЗА КРАНОМ 

Д Ь . В Е Д А 

Р е з ю м е 

При движении крана по рис. 1, задача: определить путь груза и найти места 
инфлексий, экстремумов и т. д. на нём. Рисунки показывают различные возможные 
формы траектории, между которыми особенно отличается сингулярная форма кривой 
G = H (груз высота подвесочного блока = длина укосины), кроме того методы кон-
струкции для конструкции кривой и определения экстремума. 

UN PROBLÈME DE TRAJECTORIE DANS LE CAS DE SOULÈVEMENT DE 
CHARGE MOYENNANT UNE GRUE 

J . BÉDA 

R é s u m é 

Le problème è résoudre est d'établir la Voie parcourue par la charge dans le cas 
de mouvement de grue selon la fig. 1, et de trouver sur cette voix les valeurs extrêmes, 
les inflexions, etc. Les illustrations montrent les diverses formes de trajeotoire possibles 
entre lesquelles c'est particulièrement la forme singulière de la courbe G = H (hauteur 
de la poulie de suspension de la charge est égaleau longueur du levier de la grue) qui est 
digne d 'at tention, et montrent en outre les méthodes de construction de la courbe, 
respectivement de la détermination de l 'endroit de valeur extrême. 
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