A GOMBHAROMSZOGTAN LEGENDRE TETELENEK ERVENYESSEGI
KORE FOLDI MERETEKNEL

GATI JOZSEF

OSSZEFOGLALAS

A cikk a Legendre-tétel érvényességi korének megallapitasaval foglalkozik.

Legendre tétele azt mond_]a ki, hog) az oldalak negyedik és annal magasabb hatvanyaitol
, e e
eltekintve a—a’x~ ”, B—p & ik Yy e 5 ahol a, B. y egy gombhdromsszdg szogeit
jelentik radidinban mérve. A gomb}mromszbg oldalai a, b, ¢, és teriilete t, mely ha a
gémb sugardt, a f6ld esetében a foldgémb sugarit vessziik‘ egységnek. a ;z('imbhé,romszi')g
e gbmbi feleslegével egyenld, a’, 87, ¢’ pedig az a, b, ¢, oldalakkal rajzolt sikhdromszog
szogeit, t° a teriiletet jelenti. Megéllapitandd. legfe]]ebb mekkora lehet a hdromszig
legnagyobb oldale, hogy a Legendre-féle kozelités az ¢ szogmérési hibéndl kisebb hibat
b2t — 2a? 1t
180

a=d ; b=d ; c=d egyenlbtlenséget, mmf mellékfeltételek 1mellett. A1 eredményképpen

kapott a(t) fugg\enyt a 2. dbra felsd egyenese tiunteti fel logaritmikus papiron. Ha a
szogmérés 0,17 pontoeqagu ugv 7°-ndl (780 km-nél) kisebb ()ldalhoqizakma Legendre-
tétel alkalmazasa a szogmérési hibdndl- kisebb eltérést ad.

adjon. Ehhez a H = I

i

kifejezés maximumét ke]lett megkeresni az

Az Alkalmazott Matematikai Intézet Nagymiskolci ('soportja a kovetkezo
problémat kapta : Megvizsgalandd, hogy 0,1" szogmérési pontossig mellett
meddig ad a geodézidban hasznalt L(\gendre tétel alkalmazisa 0,1"-nél
kisebb hibat.

A Legendre-tételnek szamos bizonyitdsa kozismert. (L. pl. [1].) Ez a
. dolgozat, mely Aczél Jdnos itmutatasaval késziilt, az alkalmazasi kor meg-
allapitasaval foglalkozik.

MindenekelGtt fogalmazzuk meg Legendre tételét

Legyenek a, b, ¢ egy gombharomszog oldalai, «, 8, v (radidnban mérve)
a szogei és t a teriitete, mely ha a gémb sugarit (a fold esetében a foldgomb
sugarat) az egyszer{iség kedvéért egységnek vessziik a gbmbhiromszog e gémbi
feleslegével egyenlé. Rajzo]junk az a, b, ¢ oldalakkal egy sikharomszoget,
ennek szogei legyenek a’, g, ' (teriilete ).

Legendre tétele azt mond;a ki, hogy az oldalak negyedik és anndl magasabb
hatvanyaitsl eltekintve
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(Foldi geodéziai méréseknél a haromszogek oldalai a fold sugarahoz
képest kicsinyek.)

Az alkalmazisi kor megillapitédsa azon a kivetelményen alapszik, hogy
a kozelitésnél elkovetett hiba legyen kisebb, mint a mérési pontatlansigbol
ered6 hiba.

1. El8szor az alkalmazasi kor alsé hatarat dllapitjuk meg. Azt keressiik,
hogy legfeljebb mekkora d oldalhosszig nem érdemes a Legendre-tételt alkal-
mazni, mert az egyszer( alségeodéziai

o~ o
kozelités is elegendd pontos. Ennél az elhanyagolds a Legendre-tétel értelmé-
’ tl
ben kozelitéen H = % mal egyenld. Meg kell keressiik tehit a H = 3 hiba

maximumat aza =d, b =d, ¢ = d egyenldtlenségek mellett. Ez is, a felsé hatar
megallapitisa is feltételes szélsGérték-szamitasi feladat, ahol mellékfeltételként
nem egyenlet, hanem egyenldtlenség szerepel.* Megoldésa ebben az esetben
igen egyszerti, mert az emlitett feltételnek elegettevs oldalakbél dsszedllithatd
legn?gyobb teriileti hdromszog a d oldalhosszu szabilyos haromszog, melynek
teriilete :

dz . —
—Vs.
4
A maximalis hiba tehat
— V3
12 V
radian. Ennek kell 0,1"-nél, tehat 0,1 . 2.~ radidnnal kisebbnek
180 3600
lennie. Ha a d tiavolsagot fokokban mérjiik (d°), akkor
d—d°e =_.
180
Tehat azt kivanjuk, hogy
a°? 2 = .
(Z)vs< b o
12 1180 36000 180
do < _6—': - 0,105.
10073

Vagyis 0,17-es pontossdgot a Legendre-tétel alkalmazasa nélkiil is elérhetiink,
ha az oldalak nagysaga

d < 0,105° = 6'18"

* Tudomésunk szerint olyan szélséértékfeladatokkal, ahol a mellékfeltétel egyen-
l6tlenség, az irodalomban csak Lipka I. egy cikke foglalkozik (Journal fiir reine u. ange-
wandte Mathematik, 166, -1931.) Jelen esetben nem volt szitkség az 6 médszereire.
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vagy km-ben

d<11.7 km

(1”-es pontossagot pedig, ha d-<< 0,332° = 19'5" = 36,8 km).

2. Az érvényességi kor felsé hatardanak megallapitiasdhoz a pontosabb
Gauss-féle kozelité képlethdl (lasd pl. [2]) kaphatjuk meg, mekkora hibat
kévetiink el a Legendre-tétel alkalmazasanal :

Tehat a Legendre-féle kozelitésnél elkiovetett hiba
‘ b2 + O2 2 v
150 '
Meg kell nézniink legfeljebb mekkora lehet ez az eltérésérték ismét az
a=d, b=d, c=d egyenlitlenségek fennilldsa mellett. A vizsgdlatot nagymér-
tékben leegyszer(isiti az a megdllapitis, hogy maximum csak b = ¢ mellett,
tehdt egyenlGszara hiromszignél lehet, ugyanis az a és b2 - ¢2 értéket (és igy
velik b2 4- ¢2 — 2a%-et is) dllanddan tartva, b = ¢ mellett, egyenl8szira
haromszognél lesz a t’ teriiletnek legnagyobb értéke (mivel az a oldalt rogzitve
az allandé b2 + ¢* négyzetdsszeget ad6é haromszogek a-val szemkozti csticsai
egy koron fekszenek, melynek kozéppontja a felezGpontja és — mint az az
1. abran litszik — mivel a teriilet allandé alap mellett annal nagyobb, minél
nagyobb a magassig, a legnagyobb terilet sugarnyi magaqqagnal h=c¢
esetén, tehat egyenlSszaria haromszognél all el8).

\

a

1. dabra

A legnagyobb hibat tehat olyan egyenlGszart hiromszognél kapjuk.
amelynek valamelyik oldala egyenld d-vel.

Ha ugyanis a hiromszég legnagyobb oldala kisebb lenne d-nél, a harom-
sziget megnagyithatjuk, mig a legnagyobb oldal éppen d hosszisigot ér el
és ekozben a hiba a

b2 4+ ¢2 —q?
‘ 180

H:

t/

képletnek megfelelden a nagyitas ardnyinak negyedik hatvanyaval nd, mert
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mindkét tényezdje,a nagyitas aranyanak negyzeteve] né. A tovabblakban két
esetet kell megku]onboztetnunl\

a) a=d é bh=c<d

by b=c=d és a<d.
A szélsértékszamitast mindkét esetben tobb féle modon is elvégezhetjiik.
Valaszthatjuk a hiromszog alakjat jellemzd valtoz6é mennyiségnek az o szoget,
vagy az m magassagot, vagy akdr legkézenfekv&bben magukat az a, ill. b = ¢

oldalakat. Itt csak ezt az utébbi meggondoldst fogjuk ismertetni. Ehhez a ¢’
teriiletet is az oldalak segitségével kell kifejezni

12
- e s
, u-m 2 a)4b? — a? i

A St s Bl
2 2 1

162 L et—qa?
180
= (b% — a?)? - a? (4b% — a*) fiiggvényt is, amelynek ugyanakkor van leg-
nagyobb értéke, mint H-nak; jeloljiik ezt a fiiggvényt f(a, b)-vel.
Az a) esetben azt keressiik, hogy konstans a = d mellett milyen b
értéknél lesz f(a, b) értéke legnagyobb, vagyis hol lesz [-nek b szerinti differen-
cialhanyadosa 0 :

2(b%2— u?) 2ba?(4b? — «?) —+ (b2— a?)? a?8h = 0
b2 —a? + 202 —a?) = 0

a H - " faggvény helyett vizsgilhatjuk a (360 H)% =

; a d
6h2 = 3a%, b= e =z .
202
Az a=:d, b-=¢c = = oldali egyenlGszart derékszogii haromszog terilete
i'2

h: d?

’, = — =z =
2 4

2 2 :
\il——f— d——2(12l
2 2 |
11: _———-————!*:ﬁ‘. —_— ()25
180

A b) esetben pedig azt keressiilk, hogy konstans b = d mellett milyen
a értéknél lesz f(a, b)-nek maximuma, hol lesz az a szerinti derivélt 0 :
2(h2 — a?) (— 2a) (40?2 — a*) + (b2— a®)? (S8ab?— 4a3) == 0
1a2?— ad = (b2 — a?) (2b2= a?)

TEY49-16,, 74033

208 — Ta%bh? 4+ 201 = 0 o? = : - b2,
n S
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A pozitiv elSjel b = d-nél nagyobb a-t adna, tehat csak a negativ eldjel jon
tekintetbe

7—V33
4

d2 = 0,314 q2.

=

Tehat b = ¢ = d, a < d esetén a maximalis eltérés :

o 2d2— 0,314d2) /0,314 d )/ 4d% — 0,314d2
180 1

d*  0,686.0,5604. 1,920 d4
e — 20,369,
180 2

Lathatd, hogy a két esetben kapott maximalis eltérés kozott ez utébbi
a nagyobbik. 7
Kévetelményiink tehit az, hogy a o 0,3690 = 0,00205 d* radiannyi
x 1 '
- 180 3600
tavolsagot fokokban mérjik (d°), akkor

eltérés** legyen kisebb, mint 0.1 = 0,1 radian. Ha pedig a d

d-—d°

180
Ebbdl azt kapjuk, hogy
044
A7 ge9 < T L
1805 180 36000

1
3. 0,369 . 36000

d° < 1804

4

1 ,
d° < 180)) —————— == 7,1052° = 7°6’19" = 788,7 km.
7% 0,369 - 36000 .

(Ha 1”"-es pontossiggal megelégsziink, elég ha, d << 12,635 = 12°38' =
= 1402,5 km). ‘
Osszefoglalva . Ha szégmérésiink 0,1" pontossdgi, akkor a Legendre-féle
kozelitéssel akkor érdemes szdamolni, ha hdromszégink legnagyobb oldala 11 km-nél
(6 percnél) nagyobb és addig ad a mérési hibdndl kisebb eltérésti eredményt, mig
790 km-nél ( 7°-ndl) Lisebb a legnagyobb oldal. Ha a szégmérés csak 1"-re pontos,
akkor 36 és 1400 km kizétte (19 perc és 12° kizti) oldalhosszii hdromszigek alkot-
jak a Legendre-tétel érvényességi korét. (Szemben azzal az éltaldban hasznalt
feltevéssel, mely szerint az alsé geodéziai médszerek 30 km-es oldalhosszig,

** Fz a becslés tobb mint tizszer pontosabb, mint a Mertens altal talalt 0,0212 d*
eltérés-becslés (Zeitschr. f. Math. u. Phys. 20, 1875). — Jelen becsléssel egyezd eredményre
jut, valamivel kényelmetlenebb valtozévalasztdssal : Jordan, (Handbuch der Vermes-
sungskunde 1916. III. 266. o.)

20* . 307




dfem) 0°
0 : B
30004 ° ‘

20° !
20004 L

Gauss - fele kozelites

. 1000
900 -
400 A
700 |
600

5004
400{ ‘ w

R N S R EN N A

. 3001

200 3 ¢ ] Z080, B

Legendre-fele kizelites

77
100
a9 128

70 {06
60 g5
50

40

24

vs : ;
30 | A

72 : z/.!

20- e ] I
kozelifes

3 / v
| Fil gt -

| |
003 004 g0t 008 01 02 g3 0% 05 060708091

Alsogeadeziar

2. dbra

a Legendre-tétel viszont csak 300 km-ig — s6t masok szerint csak 100 km-ig
adna a mérési hibanal kisebb eltérésti eredményt. Megemlitjiik, hogy az a
szamitds, mely szerint az egyszer(i alsé geodéziai kozelités (o &~ a’) 30 km
oldalhossztisagtt haromszogekig hasznalhaté, nem terepen, hanem stereo-
grafikus térképeken mért tavolsagokra vonatkozik.)

- Végiil a teljes attekinthetGség kedvéért abrazoltuk az alkalmazasi kor
alsé és felsG hatarat a szogmérés pontossaganak fiiggvényében. A szogmérésnél
elkévetett hibat e-nal jelolve (mésodpercekben mérve), az alsé hatarra azt

kaptuk, hogy
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(l 2 £ o
A fyps 8
12 '180 3600 189

12. 180
(l°2> —_—— s £ = 0,1].8
V3 - 3600
d°> "0, 11e = 0.332 ¢

A felsé hatarra pedig

€

4___
S ——— DAY
73+ 0,369 - 3600

4
d° < 180]/
A Legendre tétel alkalmazédsi intervalluma

3.
0,332) e < d® < 12,6 Je.

Ennek hatarai e-tdl fiiggnek.
Logaritmizalva

1
log 0,332 4- l) log e << log d° <log 12,6 + 1 log e.

Logaritmikus papiron tehat a Legendre-tétel alkalmazasi teriiletét egyenesek
hataroljak (2. abra).

IRODALOM

1. N.Hauer: Zur Geschichte des Satzes von Legendre, Zeitschrift fir Vermessungs-
wesen 77 (1938) 577—595, 641—653. o.
2. E. Dirrie: Ebene und sphérische Trigonometrie, 370. o.

KPYl' COPABEJJINBOCTU TEOPEMBI JIE)XAHJAPA COEPUUECKOM
TPUIFOHOMETPHUHU NMPH 3EMHBIX MACUITABAX

M. TATH
Peswome

PaGura 3aHMMaeTcsl onpejelieHHEM Kpyra clpaBeJJIHBOCTH TeopeMbl Jle)kaHapa.
Teopema JIe)kaﬂ}Jpa BbICKa3bIBaeT, 4YTO HECMOTPS Ha qejrBepTylo H BbIClIHE CTENEeHH CTOPOH :

a—a’ "’_,ﬁ ﬂ,N'__» y—')’,Ni

3nech @, B, 7 -~ YIbl chepHuecKOro TpeyroJbHHKa B pajdaHax, a, b, ¢ — CTOPOHLI ChepH-
YeCKOra TpeyrojbHHKa, | ero MOBepPXHOCTL, KOTOpasi POBHa cC(epPHUECKHM IKCLECCoM €
chepHUECKOro TpeyrojbHHKa, ecaH paguyc chepsl (B clyuae 3eMJM pafgHyC 3eMHOTO wLiapa)
fIPHHHMaeTcs1 elMHALeH, — a’, B/, ¥’ — YIJibl IIJIOCKOI0 TPeyroJIbHHKA €O CTOPOHaMu @, b, CH ¢
€r'0 NOBepPXHOCTh. OnpefesisieM MAKCHMAJIbHY 10 BeJMUMHY HaHOoabulel CTOPOHBI TPeYrojb-
HHKa, yT00bl npubarxende Jlesxxanapa najo owdbKy meHbuie, yem ounbKa H3MepeHHs YIVIOB
2 ___ 2 2
¢, Jas 3rTord orbicKajicsl MAaKCHMYM BblpakeHHs H = iliTza.t NpH  ACIOJ-~
i
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HUTEJbHbIX yeJaoBURX a=d, b =d, c¢=d. Pegysbrar — ¢yHKuHs d(¢), mpeacrasasieTcs
BepxHell npsimoi pHc. 2. Ha JorapudmuuecKkod Oymare. Hanpumep, ecid H3MepeHHe yrJa
obmagaerca ToyHoctel 0,17, To mpHmeHeHHMe Teopembl Jle)kaHApa Jaer AJs1 JJHMH CTODOHBI
meHblle, yem 7° (780 KM) OTK/IOHeHHe MeHblle, ueM OIIMOKA H3MepPHHUA yrha.

LA SPHERE DE VALIDITE DU THEOREME DE LEGENDRE DE LA TRIGONO-
METRIE SPHERIQUE DANS LE CAS DE DIMENSIONS TERRESTRES

J. GATI

Résumé
L’article s’occupe de 1'établissement de la sphére de validité du théoréme de
Legendre. Aprés le théoréme de Legendre si 'on néglige la quatriéme puissance et les

. iy Agt € e
puissances plus hautes que la quatridme des cétés-, on a a—a’Ng—,p—ﬁ’%—‘;,
D g

’Ni

Ici, a, B. y signifient les angles d’un triangle sphérique, mesurés en radians, les
c6tés du triangle sphérique sont a, b, ¢, et son aire est ¢, lequel, si nous prenons le rayon
der la sphére (dans le cas de la terre le rayon du globe), comme 'unité, est égal & Pexcés
sphérique e du triangle sphérique, tandis que a’, g’, ¥’ .signifient les angles du triangle
plan dessiné avec les cotés a, b, ¢ et t’signifie I'aire de ce triangle. I1 faut établir la grandeur
que le c6té le plus grand du triangle ne doit pas dépasser pour assurer que la faute donnée
par l'approximation de Legendre reste au-dessous de la faute de la mesure annulaire e.
Pour ce but il fallait trouver le maximum de I'expression

152 4 ¢2—2a2 | |

H=1"—"g 1

avee les inégalités a =d; b =£d; ¢ =d; comme conditions subsidiaires. La fonetion

a(e) obtenue comme résultat est représentée sur papier logarithmique par la ligne droite

supérieure de la fig. 2. Par exemple si la mesure des angles est d’une exactitude de 0,1”,

Papplication du théoréme de Legendre sur les longeurs de c6té ne dépassant pas 7°
(780 km) donnera une déviation plus petite que la faute de la mesure des angles.
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