
A GÖMBHÁROMSZÖGTAN L E G E N D R E TÉTELÉNEK ÉRVÉNYESSÉGI 

K Ö R E FÖLDI M É R E T E K N É L 

GÁTI J Ó Z S E F 

ÖSSZEFOGLALÁS 

A cikk a Legendre-tétel érvényességi körének megállapításával foglalkozik. 
Legendre tétele azt mond ja ki, hogy az oldalak negyedik és annál magasabb ha tványai tó l 

в в e 
el tekintve a — a ' ^ r , ß—ß'Pd y — y'te- ahol a, ß, y egy gömbháromsszögszögei t 

о о — 
jelentik r ad iánban mérve. A gömbháromszög oldalai a, b, c, és területe t, mély ha a 
gömb sugarát , a föld esetében a földgömb sugarát vesszük egységnek, a gömbháromszög 
e gömbi feleslegével egyenlő, á. ß\ у' pedig az a. b. c, oldalakkal rajzolt sikháromszög 
szögeit, f a területet jelenti. Megállapítandó, legfeljebb mekkora lehet a háromszög 
legnagyobb oldala, hogy a Legendre-féle közelítés az £ szögmérési hibánál kisebb hibát 
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adjon . Ehhez a. H = | JAlT ~— ' ' kifejezés m a x i m u m á t kellett megkeresni az 

«3gíZ ; bSs'l ; ersd egyenlőtlenséget, mint, mellékfoltételek mellett . Az eredményképpen 
kapo t t a(e) függvényt a 2. ábra felső egyenese t ün t e t i fel logaritmikus papíron. H a a 
szögmérés 0,1" pontosságú, úgy 7 -nal (780 km-nél) kisebb oldalhosszakra a Legendre-
tétel alkalmazása a szögmérési hibánál kisebb eltérést ad. 

Az A l k a l m a z o t t M a t e m a t i k a i In téze t N a g y m i s k o l c i Csopor t ja a köve tkező 
p rob lémát k a p t a : Megvizsgálandó, hogy 0,1" szögmérési pontosság me l le t t 
medd ig a d a geodéziában használ t Legendre- té te l a lka lmazása 0 , l " - n é l 
k isebb h i bá t . 

A Legendre- té te lnek számos b izon jd tása köz ismer t . (L . p l . [ 1 ] . ) Ez a 
do lgozat , m e l y Aczél János ú t m u t a t á s á v a l készül t , az a lka lmazás i kö r meg-
á l lap í tásáva l fog la lkoz ik . 

M indeneke lő t t foga lmazzuk meg Legendre té te lé t : 

Legyenek a, b, с egy gömbháromszög o lda la i , a, ß, у ( rad iánban mérve) 
a szögei és t a te rü le te , m e l y ha a gömb sugarát (a f ö l d esetében a f ö l dgömb 
sugarát ) az egyszerűség kedvéér t egységnek vesszük a gömbháromszög e g ö m b i 
feleslegével egyenlő. R a j z o l j u n k az a, b, с o l da lakka l egy s íkháromszöget , 
ennek szögei legyenek a , ß', у ( terü lete t'). 

Legendre tétele azt mondja ki, hogy az oldalak negyedik és annál magasabb 
hatványaitól eltekintve 

a— u' te-, ß - ß ' t=a e , у — e . 
3 3 3 
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(Fö ld i geodéziai méréseknél a háromszögek o lda la i a f ö l d sugarához 
képest k ics inyek. ) 

Az a lka lmazás i kö r megál lapí tása azon a köve te lményen a lapszik , hogy 
a közelí tésnél e l köve te t t h iba legyen k isebb, m i n t a mérési pon ta t lanságbó l 
eredő h iba. 

1. Először az a lka lmazás i k ö r alsó ha tá rá t á l l a p í t j u k meg. A z t keressük, 
hogy legfe l jebb m e k k o r a d oldalhosszig n e m érdemes a Legendre- té te l t a lka l -
mazn i , mer t az egyszerű alsógeodéziai 

a я* a 

közelítés is elegendő pontos. E n n é l az e lhanyagolás a Legendre- té te l ér te lmé-
t' t' 

ben közel í tően H — m a l egyenlő. Meg ke l l keressük t ehá t a Я = - h iba 

m a x i m u m á t az a ^ d, 6 ^ d, с == d egyenlőt lenségek me l l e t t . Ez is, a felső ha tá r 
megál lapí tása is fel tételes szélsőérték-számítási fe ladat , aho l me l lék fe l té te lként 
n e m egyenlet , hanem egyenlőt lenség szerepel.* Megoldása ebben az esetben 
igen egyszerű, me r t az e m l í t e t t fe l té te lnek e leget tevő o lda lakbó l összeál l í tható 
legnagyobb t e r ü l e t ű háromszög a d o ldalhosszú szabályos háromszög, me lynek 
te rü le te : 

4 

A max imá l i s h iba tehát 

12 

Л 

180 
rad ián . E n n e k ke l l 0,1 "-nél , t ehá t 0,1 

lennie. H a a d távo lságot f o k o k b a n m é r j ü k (d 

d = d° л 

180 

T e h á t azt k í v á n j u k , hogy 

d° 
12 l l 8 0 j 36000 

1 

3600 
a k k o r 

rad iánná l k isebbnek 

л 

180 

d° < 
lOOjr f 3 

== 0,105. 

Vagyis 0, l " -es pontosságot a Legendre- té te l a lka lmazása n é l k ü l is e lé rhe tünk , 
ha az o lda lak nagysága 

d < 0,105° = 6 '18" 

* Tudomásunk szerint olyan szélsőértékfeladatokkal, ahol a mellékfeltétel egyen-
lőtlenség, az i rodalomban csak Lipka I. egy cikke foglalkozik (Journal fü r reine u . ange-
wandte Mathemat ik , 166, 1931.) Jelen esetben nem volt szükség az ő módszereire. 
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v a g y k m - b e n 

d < 1 1 - 7 k m 

( l " -es pontosságot ped ig , ha d < 0,332° = 19 '5" = 36,8 k m ) . 
2. A z érvényességi k ö r felső h a t á r á n a k megá l lap í tásához a pon tosabb 

Gauss-féle köze l í tő k é p l e t b ő l ( lásd p l . [ 2 ] ) k a p h a t j u k meg, m e k k o r a h i b á t 
k ö v e t ü n k el a Legendre - té te l a l ka lmazásáná l : 

e b2 4- c2—2a2 e b24-c2— 2a2 , 
а — а й » - - j e <=« - + — t . 

3 180 3 180 

T e h á t a Legendre- fé le közel í tésnél e l k ö v e t e t t h iba 

. я = 162+ c2~2®21 t-
180 

Meg k e l l n é z n ü n k leg fe l jebb m e k k o r a lehet ez az e l térésér ték i smét az 
a — d, b -s d, с — d egyenlő t lenségek fennál lása m e l l e t t . A v i zsgá la to t n a g y m é r -
t é k b e n leegyszerűsí t i az a megá l lap í tás , hogy m a x i m u m csak b — с m e l l e t t , 
t e h á t egyen lőszárú háromszögné l lehet , ugyan is az a és b2 + c2 é r téke t (és így 
v e l ü k b2 + c2 — 2a2-et is) á l l a n d ó a n t a r t v a , b — с m e l l e t t , egyen lőszárú 
háromszögné l lesz a t' t e r ü l e t n e k legnagyobb ér téke ( m i v e l az a o lda l t rögz í t ve 
az á l l andó b2 + с2 négyzetösszeget adó háromszögek a - v a l s zemköz t i csúcsai 
egy k ö r ö n fekszenek, m e l y n e k k ö z é p p o n t j a a f e lezőpon t j a és — m i n t az az 
1. á b r á n l á t sz i k — m i v e l a t e r ü l e t á l l andó a lap m e l l e t t a n n á l n a g y o b b , m iné l 
n a g y o b b a magasság, a l egnagyobb t e rü l e t s u g á r n y i magasságnál , b = с 
esetén, t ehá t egyen lőszárú háromszögné l á l l e lő). 

A l egnagyobb h i b á t t e h á t o l y a n egyen lőszárú háromszögné l k a p j u k , 
a m e l y n e k v a l a m e l y i k o lda la egyenlő d-ve l . 

H a ugyan is a há romszög legnagyobb o lda la k isebb lenne d-nél , a há rom-
szöget m e g n a g y í t h a t j u k , m í g a l egnagyobb o l da l éppen d hosszúságot ér el 
és eközben a h i ba a 

. , 6 . + c . - a . 

I 1 8 0 

k é p l e t n e k megfele lően a nagy í t ás a r á n y á n a k negyed i k h a t v á n y á v a l nő . m e r t 
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m i n d k é t tényezője, a nagy í tás a rányának négyzetével nő. A t o v á b b i a k b a n ké t 
esetet ke l l megkü lönböz te tnünk : 

a) a = d és b = с <d 

b) b = с = d és a <d. 

A szélsőértékszámítást m i n d k é t esetben t ö b b féle m ó d o n is e lvégezhet jük . 
Vá lasz tha t j uk a háromszög a l ak j á t je l lemző vá l tozó mennyiségnek az a szöget, 
v a g y az m magasságot, v a g y aká r legkézenfekvőbben m a g u k a t az a, i l l . b = с 
o lda laka t . I t t csak ezt az u t ó b b i meggondolást f o g j u k i smer te tn i . Ehhez a / ' 
te rü le te t is az o lda lak segítségével ke l l k i fe jezn i 

, a-m •F-ÉT a\f4 b2—a2 

4 

a h 
j 62 + c 2 — a 2 

180 
•t' f üggvény he lye t t v i z sgá lha t j uk a (360 Я ) 2 = 

= (ó2 — a 2 ) 2 • a2 (4b2 — a2) f üggvény t is, ame lynek u g y a n a k k o r v a n leg-
nagyobb értéke, m i n t Я - п а к ; j e l ö l j ü k ezt a f ü g g v é n y t f(a, 6)-vel. 

A z a) esetben azt keressük, hogy konstans a = d me l le t t m i l y e n b 
ér tékné l lesz / (a, b) ér téke legnagyobb, vagy is hol lesz / -nek b szer in t i d i f feren-
c iá lhányadosa 0 : 

2(b2 — a2) 2ba2(4b2— a2) A (b2— a2)2 a28b = 0 
4b2—a2 + 2(62— a2) = 0 

6 b2 = 3a2, b = — = —• 
V2 У 2 

A z a d , b - с = 
d 

\Í9. 
o lda lú egyenlőszárú derékszögű háromszög terü le te 

t' - — -
9 

(p 

4 

és így a max imá l i s h iba abban az esetben, m i k o r a = d, b = с < d 

I <P 

9 
Я = 

d2 , 
2d 2 

180 

d2 

4 

d*^ 

180 
0,25. 

Ab) esetben pedig azt keressük, hogy konstans b = d me l le t t m i l yen 
a ér tékné l lesz / (a, ó)-nek m a x i m u m a , ho l lesz az a szer int i de r i vá l t 0 : 

2(b2— a2) (— 2a) {4a2b2— a4) + (b2— a2)2 (8a62— 4a3) = 0 
G 4a2ó2— a4 = (b2— a2) (2b2^- a2) 

7a2b2 + 2b4 = 0 a2 — ± V * * ~ ™ b t = 7 =b у з з 
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A poz i t í v előjel b = d-nél nagyobb a- t adna, tehát csak a negat ív e lő je l j ö n 
t ek i n te tbe 

n 2 = . ' — У З З d % = Ü > 3 U d2 
4 

Tehá t b = с = d, a <. d esetén a max imá l i s eltérés : 

2(d2 — 0,314d2) У0,314 d 1/4d2 — 0,314d2 

h 
180 4 

d4 0 , 6 8 6 - 0 , 6 6 0 4 . 1 , 9 2 0 __ d 4  

180 2 180 
0,369. 

L á t h a t ó , hogy a két esetben k a p o t t max imá l i s eltérés közö t t ez u t ó b b i 
a nagyobb i k . 

Köve te lmén v ü n k tehá t az, hogy a 0,3690 = 0,00205 d4 r a d i á n n y i 
J 180 

л 1 
el térés** legyen k isebb, m i n t 0 ,1" = 0,1 rad ián . Ha ped ig a d 

0 , 7 180 3600 
távo lságot f o k o k b a n m é r j ü k (d°), a k k o r 

d = d°.— • 
180 

E b b ő l azt k a p j u k , hogy 

d 0 4 л4 „ 7Г 1 
0,369 < 

1805 180 36000 

1 
d°4 < 180 4 

7Г3- 0,369 • 36000 

4 

d° < 180 7,1052° = 7°6 '19" = 788,7 k m . 
re3 0,3 6 9 - 3 6 0 0 0 

( H a l " -es pontossággal megelégszünk, elég ha, d < 1 2 , 6 3 5 ° = 12°38' = 
= 1402,5 k m ) . 

Összefoglalva : Ha szögmérésünk 0,1" pontosságú, akkor a Legendre-féle 
közelítéssel akkor érdemes számolni, ha háromszögünk legnagyobb oldala 11 km-nél 
(6 percnél) nagyobb és addig ad a mérési hibánál kisebb eltérésű eredményt, míg 
790 km-nél (l°-nál) kisebb a legnagyobb oldal. Ha a szögmérés csak 1 "-re pontos, 
akkor 36 és 1400 km közötti (19 perc és 12° közti) oldalhosszú háromszögek alkot-
ják a Legendre-tétel érvényességi körét. (Szemben azzal az á l t a lában használt-
feltevéssel, m e l y szer int az alsó geodéziai módszerek 30 km-es oldalhosszig, 

** Ez a becslés t öbb m i n t tízszer pontosabb, min t a Mertens ál tal ta lá l t 0,0212 dl 

eltérés-becslés (Zeitschr. f. Math . u . Phys . 20, 1875). — Jelen becsléssel egyező eredményre 
ju t , valamivel kényelmetlenebb változóválasztással : Jo rdan , (Handbuch der Vermes-
sungskunde 1916. I I I . 266. о.) 
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d(km) d° 
30' 

20' 

Ю 

Gauss - fè/t koze/t /es 

9 ^ — 
S 

• 7 
• 6 
• 5 

' 9 

3 -r 

2 

-r 

1 

Legendre-f s/e к őzt '/dés 

09 OB 
.07 
•06 
05 

' 09 
_ 
из 

02 
I . 

I I 

Alsógeodézic 
kőre/de 

I I I 

I I 

s r " 
4 003 009 006 OOS о/ 02 

2. ábra 
03 09 05 05 070609! 

a Legen.dre- téte l v i szon t csak 300 k m - i g — sőt mások szer int csak 100 k m - i g 
a d n a a mérés i l á b á n á l k isebb e l térésű e r e d m é n y t . M e g e m l í t j ü k , h o g y az a 
számítás, m e l y szer in t az egyszerű alsó geodézia i közelí tés ( a a ' ) 30 k m 
o lda lhosszúságú háromszögek ig haszná lha tó , n e m terepen, hanem stereo-
g r a f i k u s t é r képeken mér t t ávo l ságok ra v o n a t k o z i k . ) 

V é g ü l a te l jes á t t ek i n t he tőség kedvéé r t á b r á z o l t u k az a l ka lmazás i k ö r 
alsó és felső h a t á r á t a szögmérés pontosságának függvényében . A szögmérésnél 
e l k ö v e t e t t h i b á t e-nal j e lö l ve (másodpercekben mérve ) , az alsó h a t á r r a azt 
k a p t u k , h o g y 

3 0 8 -



d02 > 2 " • E = 0,11 .E 
/З-зг-ЗбОО 

> j о, 11 e = 0,332 F -

A felső h a t á r r a pedig 

4 : 
4 

< 180 12,6 F -
j t 3 - 0 , 3 6 9 - 3 6 0 0 

A Legendre t é te l a l ka lmazás i i n t e r v a l l u m a 
4 

0,332 F < < 12,6 Ve . 

E n n e k h a t á r a i e- tó l függnek . 
L o g a r i t m i z á l v a : 

l og 0,332 -f- ' l og e < log d° < log 12,6 + 1 log е. 
• 2 4 

L o g a r i t m i k u s pap í ron tehát a Legendre- té te l a lka lmazás i t e rü le té t egyenesek 
h a t á r o l j á k (2. ábra) . 

IRODALOM 

1 . N. Hauer : Zur Geschichte des Satzes von Legendre, Zeitschrift fü r Vermessungs-
wesen 77 (1938) 5 7 7 - 5 9 5 , 6 4 1 - 6 5 3 . o. 

2. E. Dörrie: Ebene und sphärische Trigonometrie, 370. o. 

КРУГ СПРАВЕДЛИВОСТИ ТЕОРЕМЫ ЛЕЖАНДРА СФЕРИЧЕСКОЙ 
ТРИГОНОМЕТРИИ ПРИ ЗЕМНЫХ МАСШТАБАХ 

Я. ГАТИ 

Р е з ю м е 

Работа занимается определением круга справедливости теоремы Лежандра. 
Теорема Лежандра высказывает, что несмотря на четвертую и высшие степени сторон : 

а—а'*«—, в — ő ' P r f - - , y — y ' f x — 
3 3 3 

Здесь а, ß, у углы сферического треугольника в радианах, а, Ь, с — стороны сфери-
ческого треугольника, t его поверхность, которая ровна сферическим эксцессом е 
сферического треугольника, если радиус сферы (в случае земли радиус земного шара) 
принимается единицей, — a',ß',y' - углы плоского треугольника со сторонами a, ft, си t 

его поверхность. Определяем максимальную величину наибольшей стороны треуголь-
ника, чтобы приближение Лежандра дало ошибку меньше, чем ошибка измерения углов 

fr2 С2 2а2 

е. Для этого отыскался максимум выражения H = 1 при допол-
180 
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нительных условиях а ^ d, b^d, с ;£ d. Результат функция d(t), представляется 
верхней прямой рис. 2. на логарифмической бумаге. Например, если измерение угла 
обладается точностей 0,1", то применение теоремы Лежандра дает для длин стороны 
меньше, чем 7° (780 км) отклонение меньше, чем ошибка измерния угла. 

LA S P H È R E DE VALIDITÉ DU THÉORÈME DE L E G E N D R E DE LA TRIGONO-
MÉTRIE S P H É R I Q U E DANS LE CAS DE. DIMENSIONS T E R R E S T R E S 

J. GÄTI 

R é s u m é 

L'article s'occupe de l'établissement de la sphère de validité du théorème de 
Legendre. Après le théorème de Legendre si l'on néglige la quatrième puissance et les 

puissances plus hautes que la quatrième des côtés-, on a a — a' Td f , ß—ß' Pd f 
о о 

Ici, a, ß, y signifient les angles d 'un triangle sphérique, mesurés en radians, les 
côtés du triangle sphérique sont a, b, c, et son aire est t, lequel, si nous prenons le rayon 
de- la sphère (dans le cas de la terre le rayon du globe), comme l'unité, est égal à l'excès 
sphérique e du triangle sphérique, tandis que a ' , ß', y' signifient les angles du triangle 
plan dessiné avec les'côtés a, b, с et t 'signifie l'aire de ce triangle. Il faut établir la grandeur 
que le côté le plus grand du triangle ne doit pas dépasser pour assurer que la faute donnée 
par l 'approximation de Legendre reste au-dessous- de la faute de la mesure annulaire e. 
Pour ce but il fallait trouver le maximum de l'expression 

H = I — 180 j ' 

avec les inégalités a 3= d' ; b dsd ; с dS d ; comme conditions subsidiaires. La fonction 
a(e) obtenue comme résultat est représentée sur papier logarithmique par la ligne droite 
supérieure de la fig. 2. Par exemple si la mesure des angles est d 'une exactitude de 0,1", 
l 'application du théorème de Legendre sur les longeurs de côté ne dépassant pas 7° 
(780 km) donnera une déviation plus petite que la faute de la mesure des angles. 
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