TOBBVALTOZ0S FUGGVENYEGYENLETEK

visszavezetése parcialis differencidlegyenletek megoldasara
¢s alkalmazasa a nomografiaban.

ACZEL JANOS

()SSZEFOGLALAS '

E dolgozat nehény fiiggvényegyenlet [(1), (2 3)] differencidlegyenletekre vald
visszavezetéssel torténd megoldasinak targyaldsat ad]a anek alkalmazéasaként kapjuk
azon differencidl-egyenletfeltételok kiilonbszo alakjait [(10), (9), (20), (24), (26), (27), (16)]

amelyek a hdrom egyenes skélds pontsoros nomogrammal abraaolhato fuggvenyeket
jellemzik.

1. A jelen cikkben tobb tébbvaltozés fiiggvényegyenletnek parcidlis
differencialegyenletekre valé visszavezetésére és ennek nomografiai alkalma-
zasara vonatkozé kutatast szeretnék Osszefoglaléan ismertetni.

Ez a dolgozat egy régebbi dolgozatban* felvetett gondolatok folytatéa-
sanak tekinthetsd, azonban attél fiiggetleniil is megérthetd. E kétetken valéd
kozzétételét a 11 —14. pontokban taldlhaté nomografiai vonatkozési részek
indokoljak. El6adasi médszerérdl azt bocsatom eldre, hogy igyekeztem mindig
azt az utat megmutatni, ahogy az eladottakra ra lehetett jonni.

A kovetkezo fiiggvényegyenletekkel fogunk foglalkozni** :

(1) . z[z(z, ), z(u, v) ] = z[z(x, u), 2(y, v) ] (biszimmetria)
(2) z[z(x, ), u] = z[x, 2(y, u)] (asszociativitas)
(3) 22z, ), u] = z(x, y + w) (tranzlacid).

A megoldasok, ahogy az elemi megolddsi médszerek megadjak és ahogy
it} is a tovabbiakban latni fogjuk, sorra :

(4) 2z, y) = F-1 [aF(x).+ bF(y) + ¢] (kvazilinearis)
(5) 2z, y) = F-1[F(z) + F(y)] (kvaziaddicid)

* Tobbvaltozos fuggvenvegyenletekI Elemi megoldési moédszerek tébbvaltozoés
fiiggvényegyenletekre, Matematikai Lapok. 2 (1951) 99—117, (a tovabbiakban I).

** Ezeknek elemi megoldési médszer elvel foglalkozik az I. dolgozat. Itt az egységes
targyalas kedvéért valamelyest megviltoztattam az I.-ben hasznalt jeloléseket.
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(6) 2z, y) = F-1 [F(x) + y] (kvazieltolis)
ahol F(t) tetszileges fiiggvény, melynek F-1(t) az inverze.

A figgvényegyenletek elemi megolddsi mdédszereinek elméletében a
nehézség az, hogy minden egyes fliggvényegyenlet megoldisahoz Gj mddszert
kell talalni. Ezek a médszerek bizonyos mértékig tobbé-kevésbbé hasonlitanak
ugyan egymashoz, de arrdl szé sem lehet, hogy egy megoldasi médszert egy-
forman minden kiilon meggondolds nélkiil, mechanikusan tudjunk alkalmazni
t6bb fiiggvényegyenletre, amint azt példaul differencidlegyenletek integraldsi
moédszereinél megszoktuk.

Masrészt a megoldas nehéz voltaval szoros Osszefiiggésben az eredmények
is gyakran csak elvi jelent&ségliek. Példaul ismeretes, hogy »annak sziikséges
és elégséges feltétele, hogy a z(x, y) fiiggvényhez létezzék olyan folytonos,
szigoruan monoton F(f) fuggveny, mellyel z(x, y) = F-! [F(x) + F(y)], az,
hogy z(z, y) folytonos, novekvd és asszociativ legyen, mely utébbi azt jelenti,
hogy eleget tesz a (2) figgvényegyenletnek«. Marmost, ha adva van konkrét
z figgvény pl.

e XHY
I —zxy

arr6l megallapithatjuk, hogy (2)-nek eleget tesz — ez se megy mindig konnyen, itt
se. Azonban az F(t) fuggvényrdl, mely az 6sszeaddsba transzformaélja at z(x, y)-t,
még csak azt tudjuk, hogy »létezike, de hogy hogyan kell kiszdmitani, azt mar
nem. Van ugyan egy szukszessziv konst1 ukeié F~1(z) ra, ebbll azonban gyak-
ran,— igy a mi esetiinkben is=nem lehet felismerni F~1(1) és vele F (1) képletét.

Késébb, a 14. pontban latni fogjuk, ez az F(¢) a fenti z(x,y) fiiggvény
esetében elemi képlettel felirhaté fiiggvény.

Differencidlegyenletek megolddsira — mint tudjuk — sokkal tobb és
kényelmesebb mddszer all rendelkezésiinkre, mint figgvényegyenleteknél, és
ezért jelentds, ha fiiggvényegyenleteket differencidlegyenletekké tudunk
atalakitani. '

Egy specidlis esetben Fejér Lipdt és Turdn Pdl vetették fel azt a kérdést,
hogyan lehetne a (4) fliggvénytipust fiiggvényegyenlet helyett differencial-
egyenlettel jellemezni. — Fenyd Istvinnal igyekeztiink e problémat megoldani,
és pedig a fenti okokbdl annak hozzatevésével, hogy egyrészt olyan parcidlis-
differencidlegyenlet feltételt kerestiink, amely az (1) fiiggvényegyenlet
illet§ specialis esetével ekvivalens, — mert ezaltal moddszert kaphattunk
ezen fiiggvényegyenlet differencidlegyenletekre vald visszavezetés Gtjan tor-
tén6é megoldasira, — masrészt egyuttal azt is kerestiik, hogyan lehet a meg-
felel§ képletben szerepld F(t) fiiggvényet z-bdl, ill. parcidlis derivaltjaibol
meghatarozni.

Az addigi irodalomban egyetlen* hasonlé tartalmt munkat talaltunk esak

* Eltekintiink itt Veress Pdl: A kozépérték fogalmérdl, Matematikai és Fizikai
Lapok 44 (1936), 46—60. o. (1. 59. 0.) c. cikkének egy mondatébdl kiolvashaté, kézép-
értékek kvéziaritmetikus voltdhoz szijkséges, de nem elégséges differencidlegyenlet-
feltételtdl, tekintve, hogy a feltételt se ki nem mondta, se be nem bizonyitotta és igy
F(x)-re adott eléallitdsanak indokoldsa is hidnyos.
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(utolag) : N. H. Abel 1826-ban* gy bizonyitotta be, hogy a z(x, y) figgvény
(5) alakban irhaté voltanak szitkséges és elégséges feltételei a (2) fiiggvény-
egyenlet és a kommutativitds [z(x, y) = 2(y, x) ] teljesiilése, — hogy vissza-
vezette Gket a

Adxy) _ f@)
zy(2,y) f(y)

differencialegyenletre. — Mivel Abel eszerint egy figgvényegyenletpirbdl
vezetett le egy — kiilonben a fliggvényegyenletparral nem ekvivalens —
differencidlegyenletet, nekiink pedig egyetien fiiggvényegyenletbll kellett
differencidlegyenletet levezetni, igy az & gondolatait alig tudtuk felhaszndlni.

Fenydé Istvdnnal egyiitt akkor az (1), (4) egyenlet azon specidlis esetét
intéztiik el, amikor 2(z, y) kozépérték [z(f,#) = t]. Ebben a cikkben viszont
mindjart altalanosan fogom targyalni az (1), (4) egyenletet, majd a (2), (5)
és a (3), (6) egyenletet is**,

2. Vizsgaljuk el0szor azt, hogy milyen parcialis differencidlegyenletnek
tesz eleget a (4) 2(x, y) = F~! [aF(x) + bF(y) + c] figgvény? Itt F-ril és-
z-r6l nyilvan nemesak folytonossagot, de tobbszords (parcialis) derivilhatésagot
is tételezlink fel — mindig annyiszorosat, ahanyszorosra sziikségiink van —
viszont z novekedése helyett csak szigori monotonitasit koveteljik meg itt,
igyhogy valamelyik valtozéban fogy¢ is lehet, ha ennek a tobbi feltétel nem
mond ellent ; igy (4)-ben a vagy b negativ szdm is lehet.

Derivaljuk az F(z) = aF(z) + bF(y) 4 c egyenletet egyrészt x, masrészt

y szerint parcialisan és osszuk el a kapott két egyenletet*** :
zy(xy)  aF'(x)
zley)  bF'(y)

b

vagy az
F'(t)=f(t), F(t) = | f(t) dt

* N. H. Abel: Untersuchung der Functionen zweier unabhiingig verinderlichen
Grossen x und y, wie f(z, y), welche die Eigenschaft haben, dass flz, f(x, y)] eine symmet-
rische Function von @, y und z ist. Journal fiir die reine und angewandte Mathematik

.1 (1826), 11— 15 o. I.-ben mi is az (5) alakra el6szor az asszociativitast és kommutativitast
talaltuk feltételekként és csak azutdn mutattuk meg. hogy a kommutativitds feltevése
felesleges. Abel egyébként nem. az asszociativitds és kommutativitds egyenletpéarijat,
hanem egy vele ekvivalens fiiggvényegyenletpart haszndl feltételiil.

** Ldsd J. Aczél—St. Fenyd: Uber die Theorie der Mittelwerte, Acta ' scient®irum
mathematicarum 11 (1948) 239—245. o. és J. Aczél: Einige aus Funktionalgleichungen
zweier Verinderlichen ableitbare Differentialgleichungen, Acta scientiarum mathemati-
carum 13 (1950).

*** Vivel a z fliggvényben nemesak zx, y szerepelhetnek valtozok gyanant, a parcidlis
derivaltakat kovetkezetesen gy jeloljiik, hogy az ; index az elsé valtozé szerinti deri-
. Cs . . s oz 02z
valast jelent, a , a masodik véltozd szerintit : pl. z, = z,(,y) = 3’ 2, = 3wty

z[z(xy) v 2{z(x,y),u], stb.

0
._ Oz(=,y)
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jeloléssel :

2 (x.y) af(x)
zoxy ’ bf

(7)

Ebbe az z = y = t értéket helyettesitve latjuk, hogy
z,(t.1)

(8) - = % =- konstans.

2o(8,1)

(7)-ben még benne van a keresot f(t) = F(t) fiiggvény. Ezt tovabbra is annak
felhasznaldsaval igyeksziink kikiiszobolni, hogy pl. z szerinti derivalasnal
egy csak y-tol fiiggs fiiggvénynek derivaltja 0 lesz.

Ezért vegyiik (7) logaritmusét és deriviljuk pl. x szerint :

311(x~.7/)_ 250(2,Y) - f'\x) .
zi(xy) - z(ry)  flz)
vagy a
Nz) = — f'(x) ) = e*fX(’O dx
f(x)
]elolessel
) z1o(®,y)  zn(x.y) — X(2).

2p(2.y) - zq(2,y)

Ha ezt még y szerint denvalJuk olyan differencidlegyenlet-feltételt
kapunk, amelyben z-n kiviil mas fiiggvény nem szerepel :

Zofy9p T Rg9eR1e 212112 — 219”1y

23 ’ 22

=0,

vagyis

(10) 21(2,) (212(2,9) 209(@Y) — 2102(v.Y) 23(@0)] =
= 2(2,9)* [t (2.9) 21(2,Y) — 21(2.9) 21ale,y)].-

3. Tehat a (10) differencidlegyenlet az, amire az (1) fliggvényegyenletet
remélhetjiik visszavezetni.

Az (1) fiiggvényegyenletbdl gy vezethetjik le a (10) differencidlegyen-
letet, hogy (1)-et addig és gy prébaljuk a kiilonb6z6 valtozok szerint diffe-
renctilni, hogy végiil a (10) differencidlegyelethez jussunk.

§

A kovetkez$ Gt célszerii : az
(1) z[2(x, y), 2(u, )] = 2z[2(x, u), 2(y, v) ]
fiiggvényegyenletet egyrészt x, masrészt u szerint derivaljuk :
(11) 2 lz(@y), 2(uv)] m@y) = 2 [2(@w), 2(y0)] z(2u),
- zpla(ry), 2(u)] 2 (uw) = 2 [2(zu), 2(y.0)] za(xn)
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majd a két egyenletet elosztva :

z{wa) oz [z(xy), 2(u,2)] . z(2y)

zo(xu)  29[2(my), 2(u,0)]  ze(w.w)

benniik = 2, v = y helyettesitéssel :

z(xx) oz lzxy) . 2xy)]

zo(x,x)  2alz(xy) . 2(@y)|’

2, (2,x)
()
cseréljiik fel. De (8) szerint annak is ki kellene jonnie, hogy akkor sem szabad
véltoznia, ha barmilyen mas értéket helyettesitiink x helyébe. Ezt z(z, y)
behelyettesithet0sége még nem biztositja, mert lehet, hogy z(z, ¥) nem vesz fel
minden értéket, amit x felvehet. Ha azonban az elGbbi egyenlethez még hozz4-
vessziik az (1)-bdl u, ill. v szerinti derivdlassal hasonléan kapott

ez azt mondja ki, hogy értéke nem valtozik, ha benne z-et z-vel

) 2@ y), 2@y 2y

l2zy), 22y)] 2(y.y)

egyenletet, akkor mar latjuk, hogy barmely x és y-ra

(tz

alew)  zW.u),
z(@x)  2(yy)’
tehat ?g:)) konstans és ez (8). Ahhoz, hogy (9)-et is levezessiik, derivaljuk
PANE] -

tovabb (11)-et egyrészt y, mésrészt v szerint és osszuk el a kapott egyenleteket :

2 12(2y), ;(u,v)] 2o(2.y) 2y |2(2,y) . z(w,v) ) 2 (y.v) )

212 [2(@,y), 2(u0)] 2o(u,v) " zpp[r(@y), 2(w0)] T 2(yee)

Ha itt megint u = x, v == y, a jobboldalon 2ly-y) fog allani, ami (12)

2 [2@y), 2@y)| -vel. Azigy k:g(Z‘j{Lgvenletb(SI kifejezhetjiik
wla@y), zay)] T ‘ '

szerint egyenld

_ zply)
7 (2,y), 2o(wy) _
(13) 2p(@y)  _ mel2@y), ey)] o [l@y) 2@y
z(@y), 22(xy)  zl2(@y). 2@y)] oz (@), 2@y))
212(%y) .

ami azt mondja ki, hogy —1=~ - csak z x,y)-tol filgg, azaz egyvaltozos
] &Y @y mey) (®.y) gg £y
fiiggvénye z-nek. Marmost felhasznilhatjuk azt az egyszerii tényt, hogy ha
egy @(z, y) kétvaltozds figgvény értéke csak z(x, y)-tél fiigg, akkor
@y (@) Poly) | _ _ " —
Zl(x,}/) Zg(x,?/) - djl(x‘y) 22(2771 ) d)2(x:y) z](x‘y) =0,

nalunk

Zy0{2.Y)

Play) =
(2.9} = 2, (2.Y) 25(xY)
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tehat kell, hogy

9 [ 219(2,Y) Zy9(@,Y)
2y(

zo(,y) — = z,(x )i[—————
20 B \ney) ey 1~ Y by Llwy) zalwy)

legyen, azaz :
2§ (212210 — 299 %2) = 2§ (211 212 — 23 Z110)
és ez éppen (10).

Tehat az (1) fiiggvényegyenletbdl valoban kivetkezik a (10) differencil-
egyenlet.

Mint lattuk, az volt segitségiinkre, hogy a (10) differencidlegyenletben is
szerepld x és y valtozékon kiviil az (1) fiiggvényegyenletben még az u 8s v
véaltozdk is szerepeltek, hiszen egy fiiggvényegyenletben természeténél fogva
rendszerint t6bb véltozé szerepel, mint ahdny véltozés a figgvény. fgy z, v,
u, v szerint elég sokszor megfelelGen derivalva, végil is kett6t kozik tetszé-
siink szerint, célunkra legmegfelelébben valaszthattunk meg.

4. Ezzel az (1) fiiggvényegyenlet megoldasat sikeriilt visszavezetni a (10))
differencidlegyenlet megolddsara. Kovetkezd feladatunk a (10) differencial-
egyenlet megoldésa. Az varhat6, hogy altalanos megoldasul a (4) figgvényt
kapjuk és hogy ezt a 2. pontban kovetett okoskoddsnak visszafelé vald elvég-
zésével nyerjiik, mert hisz ott éppen (1)-bél vezettiik le (10)-et. Probaljuk ezt
meg :

(10) 21 (212292 — Z190%2) = 23 (211212 — 21 2112)

-bSl  2%3z2%-tel osztva lesz :
L]

e 2122 2 2
(14) (122_ 1222_2]_(112_# 11212):0’
2y 2 2 25

vagyis
I @ 0 1 1 o 0
0: 2. Y - 2 By (_)]—[—_ S E Ay (_— I
zy Oy S 0y \zo 2 By zu'—i "oy z]‘)

és y szerint integralva :

Zipl®y)  zn(ey) @ I_ R C2ONN
2y zey) B T zZp(x.y)

©® 0 X@ =

Ha ezt most x szerint integraljuk, az

log £+ — [ X () 4z + p(»)

%2

osszefuiggést kapjuk, ahonnan az

[ev® =y (y)

(15) e X0 ax — f(x)



jeloléssel :
(16) Zy(w,y) _ fGe)

2@y)  9y)
(16)-ot ilyen alakba irhatjuk :
@) gy
l2a(@,y) 2oy

Kz az elGbb megismert

) ' = f(x) z5(x.y) — gly) 2y (x,y) = 0,

\

E (x,y) Dolx,y) ‘ = Q25— Dyz; = 0
P 2y(2y) 2al2y) ) )

egyenlet (l. a 3. pontban) specidlis esete :
D(,y) = () de +( gly) dy

’ D (z,y) = f(x), Polx,y) = g(y)
Tehat a

i . i Vj(zmu,y) _z“ix,w)
(17)  Fa) = [Ha) de = [ e x@ax gy — [o J V200~ 260 )7 de

[(#) és (15) miatt] és

(13) Gly) = [gy) dy
jeloléssel :
(19) Hz(@y)) = Fl@) 4 Gy), z(ey)=H1[Fz)+ G ()]

addédik a (10) differencidlegyenlet altalanos megoldasanak, mert koénnyen
lathaté — lényegében a 2. pontbeli eljards megismétlésével — hogy a (19)
fliggvény tényleg eleget is tesz a (10) differencidlegyenletnek.

Ez nem az, amit vartunk. A (10) differencidlegyenlet altalanos meg-
oldisa nem (4), hanem (19) alakd, benne nem egy, hanem harom tetszéleges
fiiggvény szerepel.

Viszont kaptuk azt, hogy azok és csakis azok o figgvények irhatdk a
z(x, y) = H-1 [F(x) + G(y)] alakban, amelyek eleget tesznek a (10) differencidl-
eqyenletnek. '

A (19)-ben szerepld F(x) fiuggvény kifejezése a z(z, y) figgvénybdl is
lehetévé valt : '

Tl;?(x'y) 2, (x,v)

(17) Py = ( A S -3 4,

Mint lattuk, a (10) differencidlegyenlet teljesen ekvivalens a (9) differen-
cidlegyenlettel, vagyis avval, hogy

Zo{®,y)  zpl@.y)

32(9”?/) 21("3,1/)

nem fiigg y-t6l, ami azt jelenti, hogy csak latszélag fiigg y-tél, valojaban egyediil
r-nek fiiggvénye. Tgv a (17) utolsé alakjinak kitevijében szereplS x-szerinti
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integralas egyvaltozds integral. Tehat tételinket Ggy is kimondhatjuk, hogy
2(x, y) akkor és csak akkor irhato a (19) alakban, ha

2p(@,y)  2y(2Y)
22(1"5?/) , zl(m::’/)

csak x-tol figy és akkor F(x) ériékét (17) adja. .

Hasonldan

: 25(%, Y) | 2(x, )
20 12 e — Y )
=0 Aoy mmy Y
és
: _ J’ (fu(x Y) _ zalx y)) Y

(21) Gy = e=[Yoay dy = (e JED 2] g,

(17)-bdl és (21)-bdl latszik, hogy mind F(x)-ben, mind G(y)-ban szerepel
két tetszlleges — egy multiplikativ és egy additiv — Lkonstans: a két

integracids konstans.
Mésrészt a (16) egyenlet, mely szintén ekvivalens (10)-zel, azt jelenti,

zy(x.y)
Zo(2,y)

nyével valo szorzatava, vagy, ami egyre megy, hanyadosivd. Az ilyen fugg-
vényeket szétvalaszthats fuggvényeknek nevezik. (16), (17), (18)-bdl:

hogy a figgvény szétvéalaszthaté x egy fiiggvényének y egy fuggve-

= = Jide o[22,
9e | zo(k.y)
(23) fg ydy = jzl(A m dy

tehat tételilnk ugy is kimondhaté hogy z akkor és csakis akkor (19) alaki, ha

. (x’f//)) szétvdlaszthato figgvény és alkm Flx)-etés Gly)-t (22) és (23) adya meg.
Végiil (10) igy is irhaté:

21292129 — Z12(212% + % 222), 2123 2110 — 215(2112%2 + 21215
2y - 2 ST =0
! 122 > 2122 S

ami a
21a(,4)

D(x.y) =
() 2y(,y) 2o(x,y)
" jeloléssel megint csak a

! Zl(x,!/) 22(.27,]/)
1 Dy(z.y) Dy(z,y)

egyenletet adja, tehat (10) azzal is ekvivalens, hogy

210(2.Y)
2(2.y) zo(,y)
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egyvaltozés fiiggvénye z(x, y)-nak :
2y0(2.Y)
(24) — B — 7(2)
2,(2,y) 2o(2.y) (@

Ebbdl egyszerlien kovetkezik :

(25) | hz) = eJz@
jeloléssel :
. o fla)
(.’.6) . -1(.' 1/) — /}7':(',:. Nl ’
i )
27) Zoly) -
( D e |

ezek tehat szintén ekvivalensek (10)-zel.
H(z) = F(x) + G(y)-ban (24) és (25) miatt
21a{x )

(28) z)__[h ) dz = fe Z(z)dzd2 _ j jl(x\iz(vx)",[:.

fgy tételiink azzal is ekvivalens, hogy z(x, y) akkor és csak akkor (19)
alakid, ha (24); <. (26) vagy (27) teljesiil és akkor (28) adja meg H(z)-t.
Osszefoglalva

z=H1[F(x) + ((y}],

akkor és csak akkor,ha (10), (9),(20),(24),(26),(27), (16) kézil valamelyik
teljesiil és akkor F(x)-et (17) wvagy (22), G(y)-t (21) vagy (23), H(z)-t (28)
adja meg.

5. A (4) alaku fiiggények jellemzéséhez tehat (10)-en kiviill még tovabbi
feltételekre van szilkség. Ha osszevetjiik a kovetkezd két képletet egymassal :

(19) Hz(z,y)} = F(x) + G(y),

(4) H[2(z,y)] = aH(x) + bH{y) + ¢,

akkor latjuk, hogy azt kell ‘z(x, y)-ra vonatkozé feltétel alakjaban onteni, hogy
Fity=aH({)+c, és GWY=bH({t)+ ¢y (¢;+co=r).

Ezek az egyenletek igy alakitha.f;(’)k at:

F'(t) = aH'(t), &) = ah(t),
G'(t) = bH'(2), g(t) = bh(2), )
)y (@) g v
—m—. 0 ’ Z(t) = X(t),
g @) M) , ,
—_—— = A t == ) t »
gt {t) =70
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ami ¢ helyébe z-t irva (9), (20) és (24) értelmében igy irhaté :

(|3) 212(-7",!/) — 212(2,2)7—‘ z,,(z,z)

. 2@y mlwy)  wlnz) | #aEe)

(29) le(x’y) — EQ(Z,Z) _ 212(2,2) .
21(.1',3/) Zg(af,?/) Zl(Z,Z) 21(2,2)

Az ilyen feltételeket, melyek Gsszefiiggést adnak z, ill. derivaltjainak specidlis
értékekre felvett értékei kozott, tagabb értelemben vett kezdeti feltételeknek
nevezziik. (Ha 6nalléan szerepelnek, mint olyan egyenletek, melyekbdl z(x, y)
meghatdrozandd, fukcional-differencidlegyenlet a neviik.)

lgy azt kaptuk, hogy z akkor és csakis akkor (1) alaki, ha eleget tesz a (10)
differencidlegyenletnek (vagy a vele ekvivalens valamelyik egyenletnek) és a (13 ),
(29) tagabb értelemben vett kezdeti feltételeknek, vagy maskép a (10) differencidl-
egyenlet dltaldnos megolddsa a (13), (29) (tdgabb értelemben wvett) kezdeti fel-
tételek mellett a (1) fiaggvény.

Mivel azonban (13)-bdl (és ugyanugy (29)-bsl) kovetkezett (10) a 3.
pontban, tehat elég azt mondanunk, hogy (4 )-nek szitkséges és elégséges feltétele
(13) és (29) teljesiilése. _

Tekintve, hogy egyrészt (4) kielégiti az (1) fiiggvényegyenletet, masrészt
(1)-bdl a 3. pontban nemecsak (10) kovetkezett, hanem (13) — és ugyanugy
(29) — is, tehat differencidlegyenletre vald visszavezetéssel is megkdptuk, hogy
(1) dltaldnos megolddsa a (1) figgvény.

6. Amikor az eddig részletezett Uton eljutunk odiig, hogy (10) mellé
(1)-b8l levezetett megszorits feltételeket keresiink, alighanem el6bb akadunk
ra a

Ay onsts
wld] konstans
feltételre (hisz ez el6bb kovetkezik (1)-bdl), mintsem (13)ra vagy (29)-re.
Az ilyen egyenleteket, melyek egy z-bél, ill. derivaltjaibdl Osszetett kifejezés
értékét adjak meg az XY-sik valamely gorbéjén — jelen esetben a koordinita-
tengelyekhez 45°-0s szog alatt hajlé y = x egyenesen — (szlikebb értelemben
vett) kezdeti feltételeknek nevezziik.

Nézziilk meg, nem elég-e mar (8) feltevése a (10) differencidlegyenlet
mellé ahhoz, hogy a (4) alakot kapjuk dltaldanos megoldasnak? Ha a (8)-ban

(8)

szereplé konstansnak = -t vessziik és visszaemlékeziink a
£

znley) A

(16) z(xy) gy

egyenletre, amely (10)-zel ekvivalens volt, latjuk, hogy (8) azt mondja, hogy

S (]
gty b a
és igy
(30) H(z)==a F(2)+ b Fy), zlwy)=H Y aF@x)+bFy)| .
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Mivel ez a fiiggvény (10)-et és (8)-at is kielégiti, ezért a (30) figgvény
a (10) differencidlegyenlet altaldnos megolddsa o (8) kezdeti feltétellel — és nem
a (4) fuggvény. Mivel (7)-b8l kivetkezik (8) is és (10) is, .azt is kimondhatjuk,
hogy annak, hogy z (30) alaki legyen, szikséges és elégséges feltétele (7) fenn-
dallasa. — Masrészt (13) és (8) egyiitt nyilvan elég ahhoz, hogy a (4) figgvényeket
jellemezze. ' -

Kiilonben (30) is figyelemreméltd fiiggvény. Képezzitk ugyanis a (30)
fiiggvény atlagit (ahogyan azt I.-ben tébbizben tettiik) :

Al o Al Al , v o) — -1 a Al b N
a F(m)+b F(m)=a F(x)+b F(y), m@y)=F [Hbﬁ(xw——a“uy)]‘
) a b , , . . . -
Mivel PN + A 1, ezért m éppen az (I.-ben megismert) 4. n. kvazi-

linearis kozép. Igy a (30) fugguénytipusnak — és, mint konnyd 1itni, csak
ennek — van meg az a tulajdonsdgayr hogy beldle dtlagoldssal kvdzilinedris kize-
peket kapunk.

Van azonban eset, amikor elég a (8)-as feltétel (10) mellé a kvazilinearitds
biztositasara : amikor kozepekrdl van szd, vagyis (8)-hoz hozzdjon az 4. n.
reflexivitasnak (szlikebb értelemben vett) kezdeti feltétele :

31) z(t, t) = ¢,
mely z értékét adja meg az y = x egyenesen. Ha ugyanis a (8}, (10) egyenletpar
megoldasat, a (30) fiiggvényt, ebbe a (31)-be helyettesitjik,
Ht)= (@ +b)F(t) +c
-t kapunk, amit (30)-ba visszahelyettesitve
(@ +b) Fz) + ¢ = aF(x) + bF(y) + ¢,

vagyis
a b
a—}—b_P’ a—{—b_q
jeloléssel (p +qg=1):
(32) F(z) = pF(x) + qF(y), F(z)= F71[pF(x)+ qF(y)].

Az ilyen alaki z(z, y) fiiggvényeket neveztitk kvazilinearis kozepeknek.

Igy (32)-hoz szikséges és elégséges (10), (8) és (31) teljesiilése, vagy, ami
ugyanaz, (1) és (31) teljesiilése. o

Hamar ra lehet jonni, hogy ebben az esetben, tekintve, hogy (31) is
fennall, (8) helyettesithets az egyszeriibb

(33) 24(t, t) = konstans

kezdeti feltétellel, mert ha z,(t, t) = p, akkor (31)-et derivalva
2t t) + z(8, 1) = 1, 2,(t,¢) = 1 — p = q = konstans,
z2(tt) _ p
Bl ¢
és ez éppen (8); ugyanigy (8)-bdl és (31)-bdl is kovetkezik (33).

= konstans
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Tgy a (10) differencidlegyenlet a (31) és (33) kezdeti feltételekkel szitkséges
és elégséges akhoz, hogy z kvdzilinedris kozép legyen.

Egytttal igy d@fferencmlegyenletre vald visszavezetés itjin azt taldltuk,
hogy a (31) reflexivitds és az (1) biszimmetria szitkséges és elégséges ahhoz, hogy
z kvdzilinedris kozép legyen.

Ha a (33)-ban szerepld konstans épp%, vagy a (8)-beli éppen 1:

v

1
(33) z(t,t) = 5’ (8) =z, 1) ==zt 1),
akkor p=¢q :15 és a (32) fuggvény igy specializalédik :
B2) 2@ = FE@ 4 Py, e po (RO,

ezeket a fliggvényeket nevezziik kvdziaritmetikus kézepeknek.
(33") ill. (8') helyett kovetelhetjik a szimetriat is:

(34) z(x, y) = 2(y, z),

mert hisz ebbdl (8') nyilvan kivetkezik és masrészt (32') szimmetrikus.

Tehat latjuk, hogy (10) a (31) kexdetr feltétellel és a (33'), (8'),
(34), kezdeti feltételek bdrmelyikével egyiitt éppen a kvdziaritmetikus kozepeket
és csak azokat adja: egyuttal differencidlegyenletek segitségével 4 bizonyitdsdt
kaptuk annak, hogy z(x, y) akkor éscsak akkor kvdziaritmetikus kozép, ha biszim-
metrikus, [(1)] reflexiv [(31)] és szimmetrikus [(34)]. '

Szitkséges és elégséges feltételnek kiilonben ezuttal is vehetd

z(xy)  fx)

Zz(x.-?/) (?/)

és (31), mert bel6lik (10) is, (8') is kovetkezik. .

7. Egészen hasonléan torténhetik meg a (2) asszociativitas- és a (3)
tranzlazié-fiiggvényegyenlet megoldasa is differencidlegyenletre valé vissza-
vezetéssel. Hogy milyen differencidlegyenletet fogunk tudni ezekbdl levezetni,
azt megint sejthetjiik elére, mert hisz az 1.-beén felsorolt (mar I.-ben meglsmert)
(5), (6) megoldasok mind (19) alaktak megfeleld specializalassal és igy (2)-nek
(5) megoldasa is, (3)-nak (6) megoldasa is ki kell hogy elégitse a (10) differencial-
egyenletet. Tehat azt varjuk, hogy (10)-et, vagy valamelyik vele ekvivalens
egyenletet lehet majd a fiiggvényegyenletekbdl levezetni, valamint oly kiegé-
szit6 feltételeket, melyek az (5) és (6) fiiggvényalakok specializdlédottsigat
(19)-hez képest el6idézik.

Elészor

(2) z[z(zy), u] = z[x, 2 (y,u))

-b6l akarunk differencidlegyenletet kapni. Derivaljuk ehhez (2)-t az y, ill.
szerint :

2 [2(@y), u] 2(@y) = 25 [, 2(y,u)] 21(y,u),
%1 [Z(x’y) s u] 2y (353/) =2z [xﬂ(yvu‘)] ’
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és osszuk el a két egyenletet :

zo(22(y,u))

. 2(2.)
2y [x.2(ysu)

z(@y)’
vagy « helyébe a ¢ konstanst, y helyébe x-et, u helyébe y-t téve

Zl(_l/,ﬂ) =

2o(C,x)
ox - z4{(c. )
(39) A = el
zl [C,Z(x,y)]
amibél a |
Zo(C,x) za(c,2)
Zl(C,x) - f(x) ’ Z]((‘,Z) - f(z)
jeloléssel a
L f_(._a.:.)_
()
egyenletet kapjuk. Ez '

alakt és igy, mint a 4. pontban lattuk, ekvivalens (10)-zel.
Mivel pedig (35)-bl most

f(8) = h(t)

kovetkezett, igy (35) mindjart megadja (10)-hez az els6 megszorité (tagabb
értelemben vett) kezdeti feltételt. A masik hasonléan :

zy(u.k)
) _ __=yh)
(36) 22(9377/) - z, [2(2.y), ] ’
22 [z(x’y), A]
azaz
(27) 2o(x.y) = }:/((;/)) ’
ahol

f(t) = g(t) = h(t).

Tgy a (10) differencidlegyenlet a (35) és (36) tagabb értelemben veit kezdeti
feltételekkel szitkséges és elégséges (5) fenndlldsdhoz. Mert hiszen f(f) = g(f) =
— h(t)-bdl

F(t) = H(t) 4 ¢,

G(t) = H(t) + ¢
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igy ha
H(z) = H(z) + H(y) + ¢; + ¢,
va,gy )
N H(t) = F*(t) —¢; — ¢,
ugy

F3(z) = F*(x) + F*(y)

vagyis éppen (5).
Ha azt akarjuk, hogy legalabb az egyik feltétel sziikebb értelemben vett .
kezdeti feltétel legyen, akkor (10) mellé (35)-6t és

(8") 21t 1) = 28, 8)

veheto fel (5) jellemzésére.
(35) vagy (36)-b6l (10) kovetkezik, ezért szitkséges és elégséges feltételnek
(5) fenndllidsdhoz elég (36) és (8'), vagy ami ugyanaz,

21(75,?/) = %

es (8') vagy

z(xy) = ]{ETx)) és z(x,y) = %

fennallasdt megkovetelniink.

Mivel mindezen feltételek kovetkeznek (2)-bdl és (5) kielégiti (2)-t, tehat
differencidlegyenletre valo visszavezetéssel bebizonyitottuk, hogy a (2) fiiggvény-
egyenlet dltaldnos megolddsa az (5) figgvény.

8. Végiil a
(3) zlz(z, y), u] = 2(2, y + u)

figgvényegyenletbol z, ill. y szerinti derivalds és osztds utan u = c—y -t
téve :
z@y) _ zxo)

z2(x.~y) . 22(x,6)

vagyis

5 z1(x:?/) —
(37) PYER) f(z).

Ezt y szerint derivalva mar differencialegyenletet kapunk :
(38) %1222 = %12%3.

Oldjuk meg ezt a differencidlegyenletet : (38)-bdl 22-tel valé osztassal és y
szerinti integraldssal lesz

(37) 2~ ),

22
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azZazZ

|9 P = @) -z = 0,
12 2
ahol
Gzy) = [fx) dx + y,
tehat
(39) Hz(z,y)l = F(x) +y, =2xy)=H1[F(x)+v].

Ez (38) altalanos megoldasa!

Ahhoz, hogy ebbdl a (6) fiiggvényalakot kapjuk, H(t) = F(t)-re kell
feltételt levezetniink (3)-bél. (3)-ban tegyiink y = 0-t, az igy kapott

zfz(z, 0), u] = 2(x, u)
egyenletbdl z szigort monotonitasa miatt

(40) , 2z, 0) ==z

Ez sziikebb értelemben vett kezdeti feltétel, mert z(z, y) értékét megadja az

y = 0 egyenesen. Ezt (39)-be téve (y =0, 2(z, 0) = z-el), tényleg megkapjuk
H(t) = F(t)-t és igy azt, hogy 2(6) alaka.

(6)-nak szikséges és elégséges feltétele a (40) kezdeti feltétel mellett a (38)

differencidlegyenlet — vagy a vele ekvivalens (37) egyenlet — teljesiilése. Mivel
pedig ezek kiovetkeznek a (3) fiiggvényegyenletbdl, melyet (6) kielégit, diffe-
rencidlegyenletre visszavezetéssel valé bizonyitdst kaptuk annak, hogy a (3)
faggvényegyenlet dltaldnos megolddsa (6) alaki.

9. Megjegyzem még azt a gyakorlatilag fontos tényt, hogy mivel a (4),
(8), (6), (30) fuggvényalakok annyiban specialis esetei (19)-nek, hogy az F(t),
G(t), H(t) fuggvényekbdl ketté vagy hirom megegyezik, ezért itt ezekben az
esetekben tébbféle médon is elGallithatjuk a benniik szerepld fuggvenyeket

fgy (6)-ban

l fft)dt (/fz,xc)d Ie [X(t)dtdt II( Zu)
I [reyar = e [z ar gy — ff

(30)-ban
l: Jf(t) dt = sz]—g—x’c)dx J (2 at g3 — J I z” z“)
F(t) = 2T
lzf-’/(t)dt K z"’zllf y) dy = j—f\’(l)dt dt __J' I(z” 2“)
551

H(t):fh(t) dt = je‘f“’"”dt:fe f’” dt -
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(4)-ben és (5)-ben :

— [iwar= cf-

F(l) = _J ()de["fﬁ ot

f t)dt j IZ(”‘”dt f f-lzz

) da —»-j ~[xw at gy — f”z )

e

j“fy(t)‘“dt f“zw 2)

(\A

(a ki nem irt alsé hatarok mindeniitt tetsz6leges konstansok). E képletek kouiil
azt hasznalhatjuk F(t) kiszamitdsira, amelyik nekiink legkényelmesebb.

10. Xszrevehetjiik, hogy jelentGs mindségi kiilonbség van szlikebb
értelemben vett kezdeti feltételek kozott, melyek. (6) és (30) jellemzésénél
szerepeltek, és a (4)-et és (5)-6t jellemz§ tagabb értelemben vett kezdeti fel-
tételek kozott. Bz nemesak abban mutatkozik meg, hogy a tagabb értelemben
vett kezdeti feltételek bonyolultabbak, Gsszetett fiiggvényeket tartalmaznak,
hanem abban is, hogy egyenesen kiovetkezményként tartalmazzék a fiiggvény-
egyenletbdl levezethetd differencidlegyenletet, ellentétben a sziikebb értelem-
ben vett kezdeti feltételekkel, amelyek valéban csak megszoritast jelentenek
a differencidlegyenletekhez, de nem teszik azokat foloslegessé.

Ezért meriil fel az a probléma, hogy a (4)-et és (5)-6t is ]ellemezm kellene
a (10) differencidlegyenlethez csatolt, szlikebb értelemben vett kezdeti fel-
tételekkel. :

Erdekes, hogy ezt bizonyos specidlis eseteknél meg lehet tenni. Mint
lattuk, ilyen volt (4)-nél a (32) és a (32') specidlis eset. A (2) fiiggvényegyenlet
esetében pedig, ha létezik egységelem, azaz olyan e szdm, hogy z(z, ¢) = z,
akkor ezt a valédi (szlikebb értelemben vett) kezdeti feltételt hasznalhatjuk
(35) helyett. Feladat lenne az altalanos esetben is a valddi kezdeti feltételekkel
valé jellemzést megesinalni.

Tovabbi problémak : (30) jellemezhets volt egyediil a

(7) n(@y) __af@)
' zo(zy) 6 f(y)
(5a)
JIC )
( ’J) ]t( ) €8 22(95:7/) "‘ f(Z)

specializalt differencialegyenletekkel. Nem lehetne hasonlét csindlni (4)-gyel
és (6)-tal is? Masrészt a (30) és a (19) alaki fuggvényeket nem tudiuk figgvény-
egyenlettel jellemezni. Taldn ‘ez 1s menne dltaldnosabb szerkezetlt fiiggvény-
egyenletekikel.

11. A megoldasfiiggvények kozott, mint lattuk, eppen egyediil a koz-
ponti jelent8ségli (19) fiiggvénynek, mely a (10) dlfferenmalegyenletnek és a
vele ekvivalens egyenleteknek altalanos megolddsa, nem volt semmilyen
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gyakorlati értelmezése vagy felhasznalisa. Erre a nomografiaban van lehetd-
ség.*

Itt most kétvaltozds fiiggvények nomogrammjaira szoritkozunk, bar az itt
elmondandé gondolatok felhasznalhatok tobbvaltozés fiiggvények esetében is.

12. Azt keressiik, melyek azok a fiiggvények, melyek harom egye-
nesskdlds (pontsoros) nomogrammal abrazolhaték. Tekintve, hogy nyilvan
a pontsoros nomogramm érvényes marad projektiv leképezés utan, projektiv
leképezéssel pedig a harom skalaegyenes koziil kettonek, pl. az a- és y-skalanak
metszéspontja mindig kivihetd a végtelenbe, azaz ezek parhuzamossa tehetok,
— ezért lényegében kétféle egyenes (pontsoros) nomogramm van ; az egyiknél
két parhuzamos egyenes skalat metsz egy harmadik egyenes skala (1. dbra),
a masikndl mindharom skéla parhuzamos (2. dbra). Mint az 1. és 2. abran

1. abra 2. dbra
a—f®) d—Mhr)—c f@) —hz)—c _h(z)—g(y) +c
9) +b hz)+e g b
F(x) = log [a—f(x)] F) =b - f(z)
G(y) = —log [g(y) + b] G(y) =a - g(y)
) = log [h(z)d+ Lo | A H(z) = (a+Db) « h(z) + (a+b) - ¢

: F(z) + G(y) = H(z)

F(x) + G(y) = H(z) :
latjuk, mindkét fajta nomogramm olyan z(z, y) figgvényt abrazol, melyhez
van olyan F(x), G(y), G(z) fiiggvényharmas, hogy .

H(z) = F(@) + Gy) **.

* A kovetkezOkre nézve lasd Hajés Gyorgy: A munka- és idéelemzés matematikai
segédeszkozei, Budapest, 1948. c. konyvét.

** Lasd pl. M. d’Ocagne: Traité de Nomographie, Paris 1921, Ch. IV. 67. §,
71. 8§, 74. 8§, 57. §. — A fentebb elmondottakbdl kovetkezik, hogy alegaltalanosabb egyenes
‘pontsoros nomogrammal dbrazolhat6 figgvények dbrézolhatok parhuzamos nomogram-
mal is. Kiilénben az, hogy az egyenes nomogrammok mind parhuzamos nomogram-
mokkal helyettesitheték, nem jelenti azt, hogy a gyakorlatban nem fordulnak el6 metsz6
egyenesi nomogrammok. Ugyanis a skdldk parhuzamossé tételét gyakran a skaldk
tulbonyolédéasaval kellene megfizetni és igy az eredeti nomogramm kénnyebben rajzol-
haté és kezelhetd. ’
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Ez éppen (19) és igy latjuk, hogy a (10) differencidlegyenlet dltaldnos
megoldasdt éppen azok a figgvények adjik, amelyek egyenes nomogrammal dbrd-
zolhatok, vagyis annak szikséges és elégséges feltétele, hogy egy kétvdltozés fiigg-
vényt egyenes nomogrammal lehessen dbrdzolni, az, hogy eleget tegyen a (10)
differencidlegyenletnek vagy valamelyik vele ekvivalens egyenletnek. A pdrhuzamos
skdldkon fellépé skdlabeosztast megadé F(x), Gy), H(z) fuggvényeket pedig a (17),
(22), (21), (23), (28) képletek hatdrozzik meg 2(x, y)-bol. *

13. A (30), (4), (32), (32"), (5), (6) fuggvényalakoknak is megvan az inter
pretaciéjuk a nomografikus dbrazoldsnal. fgy

a (30) alaka fiiggvények parhuzamos nomogrammjan az z- és y-skala
beosztasa egymashoz hasonlé (3. abra) ;

‘/ ; Vi ; a//r//
0 3 ¥ ]
0 I Fez)

0 0 g8 "@/l‘/

7ﬁf/_z/) ‘ /

a FixlrbFryr=Hez a Flx)tb Fry) v ¢ =F2)

3. dbra ' ; 4. abra

a (4) alakt fiiggvényekén mindharom skéla beosztdsa hasonlé egymas-
hoz (4. 4bra) ;

a (32) alaka fiiggvényekén a harom skéla egyvonalban kezdddik és egybe-
vagé (5. abra) ; - :

a (32’) alaktakén ezenfelil még a z-skala pontosan kozépen van-az -
és az y-skdla kozott (6. abra) ; . :

az (5) alaktakén a skaldk egyvonalban kezdédnek, az z- és y-skala egybe-
vago, a koztiik épen kozépen fekvd z-skala hasonlé, fele léptékkel (7. dbra) ;

a (6) alaka fiiggvények parhuzamos nomogrammjan végiil, egyvonalban
kezd6dé skalak vannak, az y-skdla beosztdsa linedris (ekvidisztans), a z-skdla
pedig pontosan kozépen van és beosztésa hasonlé az x-skildéhoz fele 1éptékkel
(8. abra).

Igy azok a feltételek, melyeket az 5., 6., 7., 8. pontokban arra kaptunk,
hogy mikor irhaté egy fiiggvény a (30), ill. (4), ill. (32), ill. (32’), ill. (5), ill. (6)
alakokba, egyuttal annak sziikséges és elégséges feltételeit is megadjik, hogy
mikor dbrézolhaté az illet6 fiiggvény a fenti szerkezet(i nomogrammokkal.

* Lasd J. Aczél: Zur Charakterisierung nomographisch einfach darstellbarer
Funktionen durch Differential- und Funktionalgleichungen, Acta scientiarum mathe-
maticarum, 12A (1950), 73—80. o.
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11-9 ) F1x) # @ Flg) = Ftz) e Sl Kl
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5. dbra 6. abra
Fix)
7 S L \ F1x)
i : §
'0 1
i i
: | £ez)
a9 B2 ! AE
| 2 -'
i :
1 1
i ]
! 5 4 o
4 ey g ' S
Lix) s Fly)=F(2) : Fixlry = F(2)
8. dbra

7. dbra

A 9. pont képletei pedig a skéiafiiggvényeket adjak meg.
14. Hogy lassuk mint m{ikédnek mddszereink a gyakorlatban, megnéz-

zitk az elmondottak alkalmazasat néhany példan.

iy — 2
a): Az= . Malm e £ fuggvény beletartozik-e az elmondott

Yy
_tipusok valamelyikébe, és ha igen, milyen nomogrammal abrazolhaték? Mint
a tovabbiakban is latni fogjuk, dltalaban a (16) egyenlet fennallisa prébal-

haté ki legkonnyebben.
_Vl—x2Vy2—l—x z_x—;\/l—le/yz—l'

1 s 2 T
yY1—a? PV —1
1
i:_y'\/yz i V1 — a2 :
% J1—22 1
yly*—1
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ez z-nek és y-nak tényleg szétvalaszthaté fiiggvénye, tehat fiiggvényiinket
feltétleniil a (19) alakban lehet irni. Mivel pedig sem a (7), sem a (37) specialis
egyenleteknek nem tesz eleget, tehat nem tartozik az ennél spemahsabb fugg-
vénytipusok egyikébe sem. Abrizolhaté egyenes nomogrammal és igy par-
huzamos nomogrammal is.

A skalat is meghatarozé F(x), Gly), H(z) fiiggvényekbdl F(x)-et és G(y)-t
a (22) és (23) képletek adjak meg : ) ‘

F(x) ZJL — are sin 2,
Vl — x2 .
L
G(i) :J _,,1'2/ = arc &in - -
yluw— 1 Y

H(x) meghatarozasihoz elbb h(z)-t kell ismerniink. (26)-bél

/}(Z) — f(.’l‘) — y :

e V1—a2 V21 — 2

errdl még nem latjuk, hogy csak z-nek fiiggvénye, még kevésbbé, hogy milyen
fiiggvénye z-nek. Hogy ezt megallapltsuk szamitsuk ki az eredeti fliggvénybdl
y-t, mint x és z fliggvényét és helyettesitsiik be a h(z)-re imént kapott képletbe.
Ki kell jonnie, hogy h(z) nem fiigg x-tdl, csak z-tdl, és akkor azt is meglatjuk,
hogy milyen fliggvénye z-nek.

21 —at+2)1 —22 —-z~

lay =)y — I Y1 —a?, y=

zZ__xZ
hz) = y - v 2T —22 )l — 2% 1’
3 — - = = y
MM—2fy2=1—=2 le—xzb/l——z2+x(l—zz) Jr—z2
H(z) = J == arc sin z.
V1 - 22 ‘
- , 1;/,'*2__ /] . . . 1
Es tényleg: z = vy Gl Y —sin (arc sin x 4+ are sin ; .
y Yy

A fiiggvény péarhuzamos nomogrammjin az z-skala aresin x-skéla,

az y-skala arc sin— -skdla, a z-egyenesé pontosan a kozépen van a ketté kozott
”

i— .arc sin z -skdla van rajta. A skdlak egyvonalban kezd&dnek.

P

b) z = e¥*. Most

1
2y = exy? -y2 , 2 == 21’}/6’“’2 ) = = 2 = 7
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Ez éppen (7) alakq, tehat fuggvényiink legalabbis a (30) tipushoz tartozik.

a 1 . 1
“_l e = [Tto, he) = 18 S .
b 2 t 2, eYiay?  zlogz

logx 4 2logy

=log logz, 2z=e¥*=ee

tényleg (30) alakd, de specidlisabb tipusokba nem tartozik.
Parhuzamos nomogrammjaban a skaldk egyvonalban kezd6dnek, az
x- és y- -skdla logaritmikus, a z-egyenes kétszer olyan kozel van y-hoz, mint
2- hez és log log z-skala van rajta. .

3

e) z= leogy/logx 2 — e Vlogix/logy

‘2 log x-logy
3
xVlog® z log #?

log? x .

3
2, = eV log%xitogy

3
e 2 | .
25 eVlog x/log v 3

3y - log? z log 42
z 1/(:6 log r)

2, 1(ylogy)

masrészt 2(t, t) = ¢, tehat a fiiggvény (32) alakt lesz, biszimmetrikus kozép :

N it 3V_._.— gloglogx+§log logy
F(t) = J" ot = log log t, z =g /logyllogx  — ee

Nomogrammja hirom parhuzamos, egyvonalban kezd6dé log log- skala
a kozépso z-skdla kétszer olyvan kozel van z-hez, mint y-hoz.

dy z=axt+y—xy, zH=1—y, z=1—ux; ke R l—-x’
) 2y ~1
l—y
a dt
ez (T)alakd; = =1, F@i) = = —log (1 — 1), :
(7)-alakis ; 3 0 == g(1—1)
W) = 1@ : = H@—lg(1—2),

2= | — elog(l—x)+log(1-—y) ‘

tehat az (5) tipushoz tartozik, asszociativ fiiggvény ; nomogrammja hirom
egyvonalban kezd8d6 parhuzamos ekvidisztans log (1 — ¢)-skdla, a kozépsé
felényi 1éptekkel.
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P T B AR s I ATy 'vz".'r«""“““,f". W’*'F"’""-i"f‘
2 2
e) z:x—}-y (v. 6. 1. pont), z; = 1ty =l—{—x ’
l—ay (1—ay)? (1—ay)?
. ° 1

z 1+ x?
2 _ 1
14 y2

‘ 1—xy)?

ez (7) alakq, $=1 , F(t) ;f’ di =arctg ?, h(z) = f=) S 1=y

b 142 : z 1+a2 1492

. — 1 2 1
é3 mivel x—z y h(t) = +y =

Ty T 0T e 1t
H(z) = arc tg z, z=tg [arctg z + arctg y]. '

z az (5) tipushoz tartozik, asszociativ. Nomogrammja harom egyvonalban indulé
ekvidisztans arc tg-skala, a kozépsS felényi léptékkel.

) z= i 'z——-i— — @? n_ b
1+ay’ (1 +ay)?

—
(1 +2y)? 2, z?

- ez (37) alaku és z(z, 0) = z. (40) is fenndllvan, z-t a (6) alakban lehet irni és igy

kielégiti a (3) tranzlicif-egyenletet.

Nomogrammja harom egyvonalban kezd8dé ekvidisztans egyenes-skala, az
y-egyenesen linearis, az z-egyenesen reciprok, a z-egyenesen felényi léptéki
reciprok skaldval.

15. E cikkben megismertiink egy mddszert, mely lényegesen megkony-
nyitette a fiiggvényegyenletek megoldasit, ha nem is tudta teljesen kikiiszo-
bélni a prébalgatas sziikségét és azt, hogy minden egyes fiiggvényegyenlet
megolddsa 1j gondolatot igényel. Médszeriink lehetGvé tette, hogy meghataroz-
hassuk a fiiggvényegyenletek megoldasfiiggvényében és tobb mas fontos
fiiggvénytipusban eldfordul fiiggvényeket, eldonthessitk, hogy egy adott
figgvény beletartozik-e a fiiggvénytipusok valamelyikébe, valamint, hogy
abrazolhaté-e egyenes nomogrammal és ha igen, milyennel.

Erdemes o6sszefoglaldsul még egyszer attekinteni e fiiggvényegyenletek
torténetének fébb fézisait : A gyakorlati életben, elsGsorban a matematikai
statisztikaban szerepet jatszé kozépértékekbdl matematikai absztrahalassal
keletkezett a kozépértékek axiématikus elmélete, majd ennek analégidjara
lehetévé valt néhany fontos — szintén axiomatikai jelentGségli — fiiggvény-
egyenlet megoldasa. Erre vonatkozdan tobb elvi jelent8ségii tételt ad a fiigg-
vényegyenletek elemi megolddsi mddszereinek elmélete. Azoknak a nehézsé-
geknek enyhitésére, melyek a tételeknek megadott, konkrét fiiggvényekre,
tehat a matematikai gyakorlatra valé alkalmazisinal felmeriiltek, tovabb-
fejlesztettitk az elméletet, sszefiiggést teremtettiink a parcialis differencial-
egyenletek elméletével és ennek varatlan eredményeképpen eredményeink
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alkalmazhaték lettek egy masik, a gyakorlati életben fontos szerepet jatszo
alkalmazott matematikai diszciplindra, a nomografiara.

Kicsinyben azt figyelhettiik itt meg, ami a matematika torténetében
allandéan megismétl6ds szokasos jelenség; a gyakorlati élet altal felvett
problémék megoldasa céljabdl kifejlédott matematikai elméletek sorozatos
absztrakeié Gtjan tovabbfejlédnek, — erre a fejlédésre kedvezben hat a mate-
matika mdas dgaival val6é kapesolat megteremtidése és a matematikan belili
gyakorlat sziikségleteinek szem elStt tartasa — és azutan ezt a kiszélesedett elmé-
letet sikerrel lehet alkalmazni most mar a gyakorlati élet altal felvett pro-
blémék sokkal szélesebb korében is.

0 ®YHKUHOHAJIbHbBIX YPABHEHUSAX HECKOJbKHUX MNEPEMEHHBIX II.

SIHOW ALIEJIb
Peswome

PaGora cofep)xHT penieHHe (GyHKUHOHaJbHBIX ypaBHeHu# (1), (2) u (3) nyrem mx cse-
JCHHUSI Ha ﬂH(ll(l)CpeHuHaJleble Y paBHEHHSH. B kauecrBe MPUMEHEHHSA TTOJIYy YaroTCH pa3JIHuHbIe
GOopMbl  AHQdepeHIHANBHEX YDAaBHEHHH, XapaKTepH3HPY IHX (YHKUHH, H300pakHMBle C
HOMOrpaMMO * U3 BbHIDABHEHHbIX TOUEK C TPeMsi NpsiMosiMHeHAHBIMH wWKaJgamH —- (13), (9), (20),
(24), (26), (27), (16).

SUR LES EQUATIONS FONCTIONNELLES A PLUSIEURS VARIABLES II.
J. ACZEL

RESUME

Ce travail donne la discussion de la solution de quelques équations fonctionnelles

[(1), (2), (3)] par réduction & des équations différentielles. Comme application de ce pro-

cédé, on obtient les différentes formes[(10), (9),(20), (24), (26),[27), (16)] des conditions

d’équations différentielles qui caractérisent les fonections capables d’étre représentées par
un nomogramme 3 trois échelles linéaires.
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