A BISZIMMETRIA FUGGVENYEGYENLETEHEZ
HOSSZU MIKLOS (Miskole)

OSSZEFOGLALAS

Aczél Jénos vetette fel azt a probléméat, hogy milyen fliggvényegyenlet jellemzi az

Mz, y) = H[X(x) + Y(y)]
illetve az .
m(z, y) = glaf(x) + bf(y) + ¢]
alaku fiiggvényeket. E fiiggvénytipusok érdekességétaz adja,hogy hdrom egyenes tartéju
pontsoros nomogrammal &brézolhaték, illetve fliggvényatlaguk kvdzilinedris kézép,
vagyis a linedris kézépbe (stlyozott szdmtani koézépbe) transzformélhaté. Az 1. §, ill

2. § ezen problémak megoldasat adja, amennyiben az 1. §-ban be van bizonyitva, hogy
dltferenmalha‘oésagl és szigord monotonitasi feltételek mellett

Mm(z, u), nly, v)] = N[m(x, v), n(y, u)]
figgvényegyenlet jellemzi az
Mz, y) = Nz, y) = H[X(x) + Y(y)]
m(z, y) = X=1 [f(z) + h(y)]
n(e, y) = Y=g(z) + h(y)]
alaku fiiggvényeket ; a 2. § annak bizonyitisét adja, hogy az
M[m(z, u), m(y, v)] = N{m(z, y), m(u, v)]
fiiggvényegyenlet folytonos és szigortian monoton megoldésai az
Mz, y) = N(z,y) = Glah{z) + b h(y) + c]
m(z, y) = glaf (x) + bf (y) + ¢], g(t) = h=1(1)

)

alakt fiiggvények és csak az ilyenek.

A jelen dolgozat célja, hogy két, az alkalmazasokban fontos kétvaltozos
fiiggvényosztalyt fiiggvényegyenletekkel jellemezzen.

Az egyik a gyakorlatban legtobbszor eléfordulé harom egyenes tartéja
nomogrammal &brazolhaté fiiggvények osztdlya, a masik azon fiiggvényeké,
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melyekbdl atlagképzéssel [F(z,2) = F(r,y)] 6. n. kvizilinedris kozepeket,
vagyis .

ze=f"tpf)+qfy)], (p+qg=1)

alaku figgvényeket kapunk.

Aczél Jdnos bizonyitotta be [1] azt, hogy folytonossigi és szigoru
.monotonitdsi feltételek mellett egy m(x,y) kétviltozés figgvény kvazi-
linearitasahoz (tehat, hogy m(x, y) felirhaté legyen

m(z, y) =17 [a f(@) + b f(y) + ]
alakban, ahol f-1(t) az f(¢) szigorian monoton és folytonos fiiggvény inverze,

és a, b, c allandok) szitkséges és elégséges az, hogy m(z, y) biszimmetrikus
legyen, azaz

m[m(z, u), m(y, v)] = m[m(z, y) ,m(u, v)].

O vetette fel azt a problémat, hogy milyen fiiggvényegyenlettel lehetne
jellemezni azokat a fiiggvényeket, melyek pontsoros nomogrammja egyenesek-
bdl all, vagy ami ezzel ekvivalens, a

z=H[X(x) + Y(y)]

alaku figgvényeket [2].
. Az 1. §-ban bebizonyitjuk, hogy a biszimmetria altaldnositésinak
tekinthetd :

M [m(z, ), n(y,v)] = N [m(z, v), n(y, u))

fiiggvényegyenletnek az M, N, m, n-rél tett szigori monotonitasi és differen-
cialhatésagi feltételek mellett az

M@, y) = N(x,y) = H[X(z) + Y ()] -
m(x, y) = X7 [f(z) + Ay)] S
n@,y) = Y1 [g(x) + h(y)]
fliggvények, és csak ilyenek tesznek eleget.

A 2. §-ban az ugyanott [2] felvetett masik problémaval foglalkozunk,
amennyiben a biszimmetria masik dltalanositdsiénak tekinthets o,

M[m(x’ %), m(y,v) = N [m(z, y), m(w, v)]

fliggvényegyenletr§l bebizonyitjuk folytonossigi és szigori monotonitasi fel-

tételek mellett azt, hogy jellemzi azokat az M, N, m figgvényeket, amelyekbdl
atlagképzéssel kvézilinearis kozép nyerheté [2].

1. §.
Foglalkozzunk az
M[m(x: u), n(y, U)] =N [m(z,v), n(?/, u)]
filggvényegyenlettel, ahol az M, N, m, n kétvaltozés fiiggvényekrdl szigoru
monotonitast és egyszeri differencidlhatésigot tételeziink fel.
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Az w = v helyettesitéssel latjuk, hogy M = N. Igy
(I - M{m(x, ), n(y,v)] = M[m(z,v), nly, u)].
Ezt differencidlva parcidlisan u szerint :
My [m(z, w), n(y, v)] my(x, u) = My [m(x,v), n(y, u)] ny(y, u),

ahol az , index az elsd, a , index a masodik valtozd szerinti parcidlis derivaltat
jelzi. N

u, = u = v helyettesitéssel és az
M, ug) = P(x) , Mo, Up) = P()

(Y, wy) = ply), naly, uy) = ¥(y)

jelolések bevezetésével :

Milp), py)] _ ¥
' Mylp(), pl)]  P(x)
Uj =z, y valtozékkal :
M (x, y) Yip iyl

. My(x, y) N @ [p~1(2)]
1 1 .
—_— =X, ————— =Y’ elbléssel -
z @ [p~1(x)] ()., ¥ (p1(y)] (y) _]e‘o ésse

My, y) _ X'(%)

Myz,y) Yy

Mais -alakban :

My(@,y), My, y)y _
X'(x), Yy ,

mely fiiggvénydetermindnsa lévén az M(z,y), X(x) + Y(y) figgvényeknek,
azt jelzi, hogy e fiiggvények egymastol nem fiiggetlenek, tehat

Mz, yy = H[X(2) + Y(y)]
Helyettesitsiik ezt (I)-be :
H{ X [m(z,u)] + ¥ [n(y.0) | §= H{ X [m(z,0)] + ¥ [n(g,0)]},
vagyis
X [z, w)] + ¥ [n(y, )] = X [m(z, )] + ¥ [n(y, u)],

mert hiszen H szigorian monoton .}/ monotonitdsa miatt.

=17 s
Y (-t rogzitve :

Atrendezve és Z — .
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tehat

X [m(@, w)] = X [m(x,v)] + Y [n(yy, u)] — ¥ [n(yo, v0)]
X[m(z, u)] = f(x) + h(u).

. v=19| . .. )
Hasonléan, , _ xo} rogzitéssel :

Yin(y, w)] = 9(y) + k(w).
Osszevetve azt nyertiik, hogy (I)-et csak az

Mz, y) = H[X(x) + Y(y)] _ .
m(x, y) = X1 [f(zx) + h(y)]
@, y) = Y1 g(x) + k(y)]

alaku fiiggvények elégithetik ki. Ezeket (I)-be helyettesitve latjuk, hogy
H[f(x) 4+ h(w) +-9(y) + k(v)] = H [f(z) + h(v) + g(y) + k(u)],
tehat ’ ,
h{uw) — k(u) = h(v) — k(v) = ¢,
kell legyen, tehat -

g*(x) = g(@) + ¢
n(@, y) = Y~ [g*(x) + h(y)]-

fgy ¢ beolvasathaté g(x)-be, és az dltaldnos megoldds

-vel

N, y) = M(x,y) = H[X(2) + Y(y)]
m(z, y) = X7 [f(x) + h(y)]
n(x, y) = Y 1g(x) + h(y)]

és ez valéban ki is elégiti (I)-et, qu. e. d.

2. §.
Két x, y mennyiségnek az m(x, y) kétvaltozés figgvényre vonatkozéd

dtlaganak szokas nevezni azt az A(x, y) mennyiséget, melyet az

mix, y) = m(A, A)
egyenlet definial.
Ha

m(z, y) = glaf(x) + bf(y) + c],
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ahol g, f szigordan monoton és folytonos fiiggvények, akkor A kifejezhetd f
segitségével :

glaf(@) +bf(y) +c] = gla f(4) +bf(d)+c],
afx) +bf(y)+c=(a+0b)f(4)+c
A, y) =fpf)+qf®)], (p +q¢=1),

tehdt ez esetben az A fiiggvénydtlag kvdzilinedris kozép, s mint konnyi belatni,
csak ez esetben, mert ha

m(4, 4) = m(z, y)
ahol
A =1 [pf(x) + qf(y)]

akkor m(4, 4) = ¢(A4) jeloléssel :

m(x, y) = p(4) = e{ [~ [pf@) + ¢ [y } = gla f@) + b fy) + ],
ahol
={f la-+b)t+ecl}.
Bebizonyitjuk, hogy az
M[m(z, u), m(y,v)] = N[m(x, y), m(ﬁ, v)]

fiiggvényegyenlet jellemzi azokat az M, N, m figgvényeket, melyekbdl atlag-
képzéssel kvazilinedris kozép nyerhetd. Az M N, m figgvényekrdl csak foly-
tonossdgot és szigorii monotonitast tételeziink fel.

Az y = u helyettesitésb6l M = N kovetkezik.

Az :

(II) M m(x,u), m(y,v)] = M[m(x, y), m(u, v)]

egyenletben helyettesitsiik - x=u l-t, és a mar hasznalt

y=v|

m(t, t) = ¢(t)
jelolés mellett vezessiik be az

M(t, t) = D(t)
fuggvényt, akkor
Mp), ey)] = M[mix,y), m(@, y)} = @ [m(=x, y)],
M(x,y) = @{m[p~(x), ¢ (]}

Ezzel (I1) igy alakul:
@ (m{ = [m(z, w)], ¢~ [mly, )} }) = @ (m{ g~ m(z,y)), ¢~ [m(u,v)]}].

M szigori monotonitdasa miatt @ is szigoriian monoton, tehat az egyenlet
mindkét oldalat behelyettesitve a

=t [P Y1)]
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figgvénybe, az

’ﬂ(x, ?/) = <P’1 [m(x’ ?/)]
jeloléssel az ’
n[n(x, u), n(y, v)| = nln@,y), nlu, )]

(biszimmetria) fﬁggvényegyenletet nyerjik, melyet (a bevezetésben idézett
tétel szerint) az

—f 1a f(@) + b f(y) + ¢]

kvazilinearis fiiggvények (és csak ezek) elegltenek ki.
Tehat

m(x, y) = p[n@, y)] = p{ [t a fx) + bfy) +cl},
tovabba '

M@, y) = @{ b= [ah(z) + bh(y) + o]},
ahol '

t)y = fle71(®)].
Végeredményben a

pli71 )] = g(t) = g(t), P[A71(t)] = G(I)

jeloléssel : '

m(x, y) = gla f(x) + b f{y) +c];
N@w%:MWw%=GMMM+bMM+d.mw=hjmk

Hogy az ilyen alaka fliggvények kielégitik (II)-t, az behelyettesitéssel
rogton kitlinik, s ezzel a § elején tett észrevétel alapjan minden bizonyitva van.

Megjegyzés: Ha m(x, y)-r6l szimmetriat is feltételeziink [tehat, hogy
m(z, y) = m(y, )], akkor a = b, és az atlag kvaziaritmetikai ko6zép :

Ay =1 | @ + 1)

A szimmetriat a (II) fliggvényegyenlet eltorzitdsaval is elérhetjﬁk, pl. az
Mlm(z, ), my,v)] = M [m(x, v)., m(u, y)]

fiiggvényegyenlet tartalmazza m és természetesen ebbdl kifolydlag M szim-
metridjat.
Az n fiiggvény nemcsak biszimmetrikus, hanem reflexiv is, mert

n(t, ) = o7 [m(t, )] = ¢ [@(1)] = t;
ebbdl n-re az kovetkezik, hogy kvazilinearis kozép,
n,y) =t pfe) +qf)], (p+q=1).
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Ezt a bizonyitds soran nem hdsznaltuk ki, mert nem volt ra sziikség. Az m
alakjanak altalanossigit ez nem csorbitja, mert az

m(z, y) = gla f(x) + b f(y) + c]
alaka fiiggvények mindig felirhaték
m(x, y) =g*[pflx) +qf¥)], (p+qg=1)
| g*(t) = gl(@ + b) t + c]-vel.

alakban, pl.
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K ®YHKIUHUOHAJIBHOMY YPABHEHHIO BUCUMMETPHHU
M. ToCCy
Peswme

S1. Auenb NOAHSJ CJeAYIOLHA BOMPOC: ¢ KaKHM (YHKUMOHAJNBLHLIM YypaBHeHHeM
XapaKTepH30BaHbl (hYHKUHH ¢(OPMBI

M (x,y) = HI[X() + Y()
m (z, y) = glaftx) + bfly) + c]

JlocTonpumeuareJbHOCTh OTUX THIOB (YHKIHUHA OCHOBBIBAaETCS Ha (iaKTe, UTO OHH MpeA-
C1aBJsieMbl HOMOTpaMMoli U3 BbIDaBHEHHBIX TOYEK C TpeMs NPSMOJHHeMHBIMH WKAaJaMH M,
C APYroi CTOPOHH, HX CpPefHssi (YHKUHOHGILHAS — CPelHsisl KBasHJHHelHas, T. e. OHA Hpe-
obpasyema B JIHHelHY0 cpegHIOw (B cpeJHIOI0 ApH(METHYeCKYI0o ¢ BecamH).§ 1. cOTBeCTBeHHO
§ 2. palor pemieHHe 3THX npoGrem. B § 1. goka3biBaercs1, 4TO NPH YCJIOBHAX AUddepeHIypye-
MOCTH H CTPOroH MOHOTOHHOCTH, ()YHKUHH ¢HOpMBI

TO €CTh

M{x,y) = N{x,y) = H [X(x) + Y(y)]
mix, y) = X! [f(x) + {(¥)]
nix, y)- = Y1 [g(x) + h(y)]

XapaKTepH30BaHbl ()Y HKIMOHAJILHLM ypPaBHEBHEM
M [m(x, u), nly, v)] = N [m{x, v), nly, u)]

KOTOpOe MOXKHO CUHTATh 32 0600 meHHeM GHCHMMETPHH; B § 2. 10Ka3bIBAETCSH, UTO Hellpe PHiBHbIM
U CTPOrO MOHOTOHHLIM . pelleHHeM (yHKIHOHAJBLHOTO YypaBHEHUSN

M [mlx, u), m(y, v)] = N [m(x, y), m(u, v)]
SIBJASTIOTCA (pYHKUHH (HOPMBI
M(x,y) = N (x,y) = G [ah(x) + bh(y) + c]

m(x, y) = g [af (x) + bf (y) + c]
gty = (1)

" . H TOJBKO 3TH.
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CONTRIBUTION A LA THRORIE DE L'EQUATION FONCTIONNELLE DE LA
BISYMMETRIE

M. HOSSZU
RESUME

J.Aczél a posé le probléme, quelle équation fonctionnelle caractérise les fonetions
ayant la forme

Mz, y) = H[IX@) + Y(y)l,
respectivement

m(x, y) = glaf(x) + bf(y) + c].
Ce qui rend ces typ s de fonctions intéressants, c¢’est gqu'ils peuvent étre représentés par
des nomogrammes & trois échelles droites et que leur moyenne fonctionnelle est une
moyenne quasi-linéaire, c¢’est-a-dire elle peut étre transformée dans la moyenne linédaire
(dans la moyenne arithmétique avec poids). Le § 1, resp. 2, donnent la solution de ces

problémes, puisque, dans le § 1, Pauteur démontre que sous les conditions de dérivabilité
et de monotonie stricte, I'équation fonctionnelle

Mm(x, u). n(y. v)] = N[m(x, v), n(y, ©)]
gui peut étre considérée comme une généralisation de la bissymétrie, caractérise les fone-
tions ayant la forme »
Mz, y) = Nz, y) = H[X(z) + Y(¥)]
miz, y) = X-1[f(z) + h(y)]
nlz, y) = Y= glx) + k(y)].

Le § 2 fournit la démonstration du fait ques les solutions continues et strictement mono-
tones de P’équation fonctionnelle

M{m(w. ), m(y. v)] = N{m(z, y), m(u, v)]
sont les fonetions ayant la forme
Mz, y) = N(x, y) = Glah(x) + Dhiy) + c]
m(@, y) = glafx) + Ufy) + cl, g(t) = h=1()

et seulement les fonctions de cette forme.

AZ OSZTALY MUNKATARSAINAK AZ OSZTALY MUNKAJANAK EREDMENYEIT
’T‘AR'I‘AL)IAZ('). MASUTT MEGJELENT DOLGOZATAINAK JEGYZEKE

Hajés Qyirgy : A nomogréafia alkalmazhatdsdgdnak hatdrair6l. MTA III. o.
Kozleményei I. 1. 268 —274. :
Rényi Alfréd: A Newton-féle gyokkozelitoé eljardsrol. Matematikai Lapok, (1950)
1-16. o. ) .
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