A SZINGULARIS INTEGRALEGYENLETEK EGY OSZTALYAROL

.FENY( ISTVAN

OSSZEFOGLALAS

A cikk felhasznélja A. M. Efrosz egy tételét bizonyos integrélatalakitdsok Laplace-
transzformaltjairél Efrosz tétele altal jellemzett magokkal rendelkezé szinguldris els6é
és masodfaju integrélegyenletek megolddsara. Az eljardst két, a matematikai fizikiban
fellépé integrilegyenletre mutatja be a dolgozat.

A. M. Efrosz 1942-ben bebizonyitotta a kovetkezd tételt : ([1], [2])
o(t) és k(t, T) valds valtozos fiiggvények a 0 = ¢, 7 << oo szamkozben legyenek
értelmezve és legyenek olyanok, hogy mindketté Laplace-transzformaltja
létezzék (valamely komplex p-t8l jobbra es6 félsikban, a transzformaciét a ¢
valtozd szerint képezve). Legyen

L{p} = @(p); Lik(t,r)} = K(p,z) = F(p)e~tE®),
ahol F(p) és £(p) nem fiiggenek 1-t6l. Akkor

oo

L { b[k(t,r) @(t) dr} = F(p) @[E(p)). i

Ez a tétel kivaldan alkalmas arra, hogy Laplace-transzformacié segitségével
bizonyos szingularis els§ és masodfaji linearis integral- és integrodifferencial-
egyenleteket megoldjunk, koztiik olyanokat is, melyek gyakorlati szemponthbol
fontosak. Tudomdsunk szerint Efrosz tételét ilyen célokra még nem hasznal-
tak fel.

Ezzel kapcsolatban az elsG felmeriil§ kérdés az, melyek azok a magok,
melyek Efrosz tételének eleget tesznek.

«rer

UrY = r u(t — t) v(t) dr
0

tovabba

t . !
v = ot —m)o(e)dt; on = [on1 (0 — 1) ole) dr-
0 0
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Ezzel a jeloléssel

.

Le{k(t,r) } = K(p) = F(p) e 7@ = F(p) EO =g p)n

. S(=1)n * o (— 1) *
= ﬁ(7)),§0 ™ L{v(t)n}y =L { U nZ=:o Tn v"},
ahol e
{uy=Fp); L{r}=¢£W).

fgy tehat nye1]uk a k(t, 7) mag alakjara — feltéve, hogy az elGbbi so1fejtésben
a szumma-jel és integral-jel felcserélhetdé — a kévetkezdt

. k(t,T) = U* nz;o'jz'—' Th ph
A —
< (—1
o)y = 3 T en

kétvaltozos mag a kiovetkezl integrilegyenlet ltaldnos megolddsa [3 ]

t

() I'A(t—s,r)x(s,,l)ds=}4(1+p,t).

0

Az ilyen A(t, ) magok igen fontos szerepet jatszanak szdmos integrodifferen-
cidlegyenlet megolddsdnal [4], tovdbba a valdszinfiségszamitdsban. Ennek
segitségével lehet részletesebben jellemezni az Efrosz-tipusiu magokat, de ebbe
a kérdésbe ezuttal részletesebben nem bocsatkozunk. Itt csak megjegyezziik,
hogy az Efrosz-tipust magok éltalanos alakja ilyen :

k(t"r) _— ’[,l*;\(t,’f) ,

ahol A az (1) egyvenlet egy tetszéleges megoldasa, u egy akarmilyen fiiggvény.
Ha Efrosz el6bb idézett tételét szinguldris elsé és mdasodfaju integral-
egyenletekre alkalmazzuk, akkor ezek az integralegyenletek kozinséges
fiiggvényegyenletekbe mennek at. Néha ezek a fiiggvényegyenletek kénnyen
megoldhatoék.
Léssuk elGszor az elséfaji integralegyenletek megoldasi elvét. A széban-
forgé integralegyenlet legyen ilyen alakd :

J"lr(t,'r) p(7) dr = I(t),
0

ahol I(t) adott, ¢ az ismeretlen fiiggvény. Képezziik mindkét oldal Laplace-

transzformalt]at

F(p)@[g(p)l = L(p)._ .
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Tegyiik fel, hogy £(p)-nek van egyértékii inverze (a transzformacio konvergen-
uaabszclssza]atol jobbra esé félsikban) és ]egyen &(p) = m inverz fiiggvénye
p = k(n), akkor

Lhm)

F(h(r))

Ha @(n)-ra alkalmazhat6 a Riemann—Mellin transzformacié, akkor @(n)-ra
alkalmazott inverz Laplace-transzformalt szolgiltatja az egyenlet keresett
megoldasit.

Hasonl6 elv alapjin térténhetik a masodfaji egyenletek megolddsa is.
A megoldandé egyenlet legyen

O(n) =

oo

o(t) + 2 | k(t;7) @lx) de - (1)

0
alaki. Ha mindkét oldal Laplace-transzformaltjat képezziik, ugy a

D(p) + AF(p) D(E(p)) = L(p)

fiiggvényegyenlethez jutunk. Ha ezt sikeriil @(p)-re megoldani és a-megoldas
olyan, hogy inverz Laplace-transzformaltja létezik, akkor ez szolgaltatja az
. integralegyenlet megoldasdt. Kiillonosen érdekes az az eset, mikor ¢(p) olyan,
hogy sajat inverzével azonos, vagyis ¢(£(p)) = p. Ekkor ugyanis p helyébe
&(p)-t behelyettesitve azt kapjuk, hogy

: D(EP) + AF(EW)) P(p) = LIEW))-
Ebbél és az el6bbi egyenletbdl @(&(p))-t kikiiszobolve azt kapjuk, hogy

L(p) = A F (p) L) ; 1
L(p) — A F(p) LIE(p) .
1 — 22F(p) F(EW) = [ty P LED)] L — A2 F(p) F(£()

D(p) =

Hitra van @(p)-t visszatranszformalni. Az els6 tényezs visszatranszformalasa
igen konnyti. Az els§ tényez$ ugyanis ennek a fiiggvénynek a Laplace-transz-

formaltja :
(1) — Aj/s(t,r) [(7) dx
0

egyuk fel, hogy a mésodik tényezit is sikeriil visszatranszformalni és ez a
visszatranszformalt legyen s(¢), vagyis-

_ 1
L{S(t) } 1 —22F(p)F(E() 7

akkor a kit{iz6tt integralegyenlet megoldésa :

(1) = s(t)+(I(t) — A fk(t,'r) I(r) dr).
0
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Teljesen hasonl$ elv alapjan lehet Efrosz tételét alkalmazni integrédifferencidl-
egyenletek. megoldasara is. Ha példdul az egyenlet alakja ilyen

P (1) + A [k(m) () dr = I(t),
6 .

akkor ennek az egyenletnek Laplace-transzformaltjat véve, a kivetkezs
egyenletre jutunk-:

P D(p) — prt 9(0) — pr2 @' (0) — ... — @inD(0) + AF(?O)(P(E(?O).) = L(p).

Ha ebbdl az el6bbi médon meghatdrozzuk @D(p)-t és alkalmazzuk ra az inverz
Laplace-transzformaciét, nyerjik a kitiizétt egyenlet megolddsat.
Lassunk az el6bbiekre néhiany példat és alkalmazdst.

1. Tekintsiik a

o) — 1 [ Ty(2V7) g(x) dx =100
0 .

integralegyenletet, ahol J; jelenti a 0 indexii els6faju Bessel-féle fiiggvényt
I(t) pedig tetszoleges adott fiiggvény. Mivel [5]

€ E]

ol

Li{Jo(2Vir)} =

[~

" azért F(p) = %; £(p) = }J) Alkalmazva az el6bbieket, nyerjik a
( ))—AlCD(l)—L(p) |
4 p» \p)
filggvényegyenletet. Irjunk p helyébe ;-t

o () ot - 1)

Ebbél @ (%)_—t helyettesitsiik az el6bbibe, kapjuk, hogy

1y
pL(p) + AL (73)
(1—2A)p
feltéve, hogy A + 1. Ha torténetesen példaul I() = sin ¢, akkor L(p) =
és gy

D(p) =

1
pP+1
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Ha ezt visszatranszformaljuk, nyerjik a
o(t) — A IJO-(2VE) @(1) dv = sin ¢
0

integralegyenlet- megolddsat A + 1 mellett :

cos f.

1 .
sin t +
A

p(t) = "

Az elébbiekbdl lathato, hogy A = 1 a Jo(2 Jit) mag sajatértéke. Egyik sajét-

fiiggvénye konnyen meghatarozhat6. Ha u. is A = 1, akkor

(0] (%) = pD(p).

Ennek a fiiggvényegyenletnek egyik megoldésa @(p) 2= F .

P
egyik sajatfiiggvénye tehat

2. Oldjuk meg a k('jwetkez6 els6faju integrdlegyenletet :

| ”e Erp(v) dE dr — I(1).
2]/:

N

A szokésos
erf x = i_ fe‘fzd.f
Vo

jeloléssel

J Yy dr = 1(1).

I

Mivel [6]

L { erf T)W}z—) '._T Vp

itt F(p) :.pl ; £(p) = Vp, tehat Efrosz tétele szerint

1 _
()} = L(p),
» (Vp) (»)

Egyenletiink
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ebbél
Q(p) = pL(p?).

Ha ‘erre alkalmazzuk az inverz Laplace-transzforméciét, nyerjilk egyenletiink
megoldasat, '

3. Az elébb vazolt médszer tobb gyakorlati probléma numerikus meg-
oldaséara is alkalmazhaté. Vegyiik példaul a diffazié differencidlegyenlet leg-
egyszeriibb alakjat, mikor is a diffazié csak egy iranyban térténik. Ha a valasz-
tott koordinatarendszer X-tengelye a diffuzié irdnyaba mutat, a helykoordi-
natat x-el, az idSkoordinatat t-vel, a keresett koncentraciét c(z, t)-vel jelsljik,
akkor érvényes a Fick-féle II. differencidlegyenlet :

ac 9%
at ox2’

ahol D egy, az id6tdl és helytdl fuggetlen dllandd, az 4. n. diffuziés allandé.
Ismeretes, hogy ennek az egyenletnek az iltaldnos megolddsa (7]

o (T—x)? (T+x)?

‘. T abt aDt
(2) el ) = — | — g(x) de
Va V4Dt
0 .

alak, ahol @(7) egy tetszileges fiiggvény, Ezt ugy kell meghatarozni, hogy
bizonyos kezdeti feltételek teljesiiljenek. Igy tehat a probléma egy integral-
egyenlet megoldasat jelenti, ha a koncentricié egy adott « helyen ismert
mint az id§ fuggvénye. '

Legyen a rogzitett » helyen a koncentracié ismert :

e(h,t) = gn(t)
és megoldandé a

°©  (r—h)?  (z+h)?
1 ¢ 4Dt _. g TaDt
an{t) = - = P — p(r) dr
R Vabit

. . w g , i , T .
integridlegyenlet. Egyszeriiség kedvéért legyen 4Dt = T és gp (41)) = vu(T).
Ezzel a jeliléssel egyenletiink a kovetkezd alakot 6lti :

R G i) S )
1 e T —e T
vilT) = — —
0

p(t) dr.

Vegyiik figyelembe azt, hogy [8]

(T-F‘h)*‘ .

[ s

Ly l——T— l =-_—e ’
yT Vp
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tehat

Py = L2 =2V & ) = 207

Vp

ezért
Ve Vo)) = D)
V'p
ahol L{yx(T)} = I'n(p).
Ebbdl
. e
rro()
DP(p) = ———-
4sh (hp)
Ennek alapjan
o+ joe p2 .
() ! j nh (Z) ePTdp
T) = — — )
7 279 o—joo 4 sh (2 p)

és igy a koncentracié, mint a hely és idé fiiggvénye

2

oo Otjeo  (1—x)? (r +x)? p
1 e bt —e o0 PLn (_4_)
c(z,t) = - — eTp dp dr.
2m31% ] V3Dt 4sh(hp)
0 o0—Joo .

Lassunk egy konkrét példat. Legyen valamely helyen a koncentracié névekedés
az idGvel ardanyos, vagyis

Jn't) = at,
T a - a 1
akkor (T :g(—):——T, ésdgy Th= = —.
D=0 h) T ALY Rt
Ennélfogva
Py ol
h(4) D pt
és ezért
L
D pt a e~hp | ehp o 1 e7hr 1 1
D(p) = ——L L=

- 4 shihp) - D 77)73 .pA sh Ap D P
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Ismeretes, hogy

L{fn(t)} .
.ahol
{0, ha t<<h
fu®) = 1, hat>h
és igy
t
' 1 e—hp :
7 P {‘fh(’f d'l'}

fr definiciéja alapjan

0, hat<h
vh(t)=ffh(f)df;{t_h h:t>h
0 ’ o

' 1 1
Masrészt viszont az a fiiggvény, melynek Laplace-transzformaltja — R
. ’” ’ . (4 s Ié p - e
az a kovetkezOképpen definials figgvény [9]
Unt)=mn+ 1, ha 2hn <t < 2h(n + 1).
A konvolicié tétele alapjin tehat
u 0, ha t<h
9t) ==Up* vp =
R S IR [(t—h)z—(2n+1)h2]),
k=1 .
ha t > h.

Ezért a keresett koncentracié a (2) formula alapjan explicite kiszamithato.

Megjegyezziik, hogy ennéla specialis esetnél alkalmazott szdmoldasi eljards
az altalanos esetre is alkalmazhaté és a koncentracié-az az el6bbihez hasonlé
alakban is felirhaté..
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OB OJHOM KJIACCE CHHIYJSPHbIX HWHTErPAJbLHLIX YPABHEHWH

H. DEHBE

Peswome

Pabora mnoJbsyercsl usBecTHOH Teopemodi A. M. D ¢ppoca o npeobpasoBaHusX
Jlanaca HEKOTOPbIX MHTErpajibHBIX TpaHcepopMmanuedl [Jisi permieHHS] CHHIYJISIDHBIX HHTe-
rpajbHHX ypaBHeHUH IepBOro H BTOPCro poja, 00JlafaromivX siipamH, XapaKTepHU3H Py EMBIMH
Teopemoii Jdpoca. Pabora moKaker MeTOA Ha ABYX HMHTErpa/ibHLIX ypaBHEHHSX MaTeMaTH-
yecKOH (H3HKH.

r

SUR UNE CLASSE D’EQUATIONS INTEGRALES SINGULIERES
E. FENYO
Résumé
L’article fait usage d'un théoréme de A. M. Efros concerﬁant les transformées de
Laplace de certaines transformations integrales pour résoudre des équations intégrales
singuliéres du premier et du second genre, avec des noyaux caracterisés par le théoréme

d’Efros. L’article présente la méthode pour deux équations intégrales de la physique
mathématique.
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