
A SZINGULÁRIS INTEGRÁLEGYENLETEK EGY OSZTÁLYÁRÓL 

FENYŐ ISTVÁN 

ÖSSZEFOGLALÁS 

A cikk felhasználja A. M. Efrosz egy tételét bizonyos mtegrálátalakítások Laplace-
transzformáltjairól Efrosz tétele által jellemzett magokkal rendelkező szinguláris első 
és másodfajú integrálegyenletek megoldására. Az eljárást két, a matematikai fizikában 
fellépő integrálegyenletre muta t j a be a dolgozat. 

A. M. Efrosz 1942-ben bebizonyí to t ta a következő té te l t : ( [ 1 ] , [2]) 
9>(í) és k(t, t ) valós változós függvények a 0 á í, т < <» számközben legyenek 
értelmezve és legyenek olyanok, hogy m i n d k e t t ő Laplace- t ranszformál t ja 
létezzék (valamely komplex p-től jobbra eső fé ls íkban, a t ranszformációt a t 
változó szerint képezve). Legyen 

L{cp} = Ф(р) ; Lt{k(t,T)} = K(v,T) = F(p)e-^P), 

ahol F(p) és 'ç(p) n em függenek т-tól. Akkor 
oo -

L { |* (« ,т )?>(т )йт} = F(p) 0[ê(p)]-
о 

Ez a tétel kiválóan a lka lmas arra , hogy Laplace- t ranszformáció segítségével 
bizonyos szinguláris első és másod fa jú lineáris integrál- és integrodifferenciál-
egyenleteket megold junk , köz tük o lyanokat is, melyek gyakorla t i szempontból 
fontosak. Tudomásunk szerint Efrosz tételét ilyen célokra még nem használ-
t á k fel. 

Ezzel kapcso la tban az első felmerülő kérdés az, melyek azok a magok , 
melyek Efrosz té te lének eleget tesznek. 

K é t függvény u(t) és v(t) konvolúcióját jelöljük u*v-\e 1, vagyis 

t 
u*v = I u(t — T) V{T) dr 

ö 

t ovábbá 
t . t 

*V2 = J W ( Í — T)'V(T) dt ; VN = | Í N _ 1 ( Í — T) V(T) d r . 

0 Ô 
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Ezzel a jelöléssel 

oo / 1 \ „ 
L, { k(t,t) } = K(p,r) = F(p) e - t f < p > = F(p) E [—r- Ш п = 

n = 0 n -

= n v ) e Ц т г ^ 4 S ( 0 - } = l { e ^ г * n I ' 
n = 0 n - y n = 0 n - > 

ahol 

L { u } = F(p) : L { v ) = £(p). 

í g y t ehá t nyer jük a k(t, т) mag a lakjára — feltéve, hogy az előbbi soi fej tésben 
a szumma-jel és integrál-jel felcserélhető — a következőt : 

k(t,т) = и* У / т» V". 
1ыо n\ 

ад-S г-
л — 0 »! 

kétváltozós mag a következő integrálegyenlet ál talános megoldása [3 ] 
t 

( ! ) J A ( Í — s,r) A ( S , M ) DS = A ( T + M , Í ) . 

и 

Az ilyen A(í, T) magok igen fontos szerepet j á t szanak számos integrodifferen-
ciálegyenlet megoldásánál [4], továbbá a valószínűségszámításban. Ennek 
segítségével lehet részletesebbén jellemezni az Efrosz- t ípusú magokat , de ebbe 
a kérdésbe ezút ta l részletesebben nem bocsátkozunk. I t t csak megjegyezzük, 
hogy az Efrosz-t ípusú magok ál talános a lak ja ilyen : 

k(t,T) = W * A { Í , T ) , 

ahol A az (1) egyenlet egy tetszőleges megoldása, и egy akármilyen függvény. 
H a Efrosz előbb idézett té telét szinguláris első és másodfa jú integrál-

egyenletekre alkalmazzuk, akkor ezek az integrálegyenletek közönséges 
függvényegyenletekbe mennek á t . Néha ezek a függvényegyenletek könnyen 
megoldhatók. 

Lássuk először az elsőfajú integrálegyenletek megoldási elvét. A szóban-
forgó integrálegyenlet legyen ilyen a lakú : 

J * ( Í , T ) <p(r) dr = l ( t ) , 

\ 0 

ahol l(t) ado t t , <p az ismeretlen függvény. Képezzük mindkét oldal Laplace-
t ranszformál t já t : 

F(p)0[ê(p)] = L(p). 
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Tegyük fel, hogy £(p)-nek van egyértékíí inverze (a transzformáció konvergen-
ciaabszcisszájától jobbra eső félsíkban) és legyen £(p) = 17 inverz függvénye 
p = h(r]), akkor 

L(h(r)) 
Ф 17) = — 

F(h(r)) 

На Ф(т/)-га alkalmazható a Riemann—Mellin transzformáció, akkor Ф(у)-га 
alkalmazott inverz Laplace-transzformált szolgáltatja az egyenlet keresett 
megoldását. 

Hasonló elv a lapján történhet ik a másodfajú egyenletek megoldása is. 
A megoldandó egyenlet legyen 

9(7) + я ] 4 ( 7 , т ) ф ( т ) Ф г l(t) 

alakú. Ha mindkét oldal Laplace-transzformált ját képezzük, úgy a 

Ф(р) + KF(p) Ф(В(р)) = L(p) 

függvényegyenlethez ju tunk . H a ezt sikerül Ф(р)-ге megoldani és a megoldás 
olyan, hogy inverz Laplace-transzformált ja létezik, akkor ez szolgáltatja az 
integrálegyenlet megoldását. Különösen érdekes az az eset, mikor t (p) olyan, 
hogy sajá t inverzével azonos, vagyis Ш ( р ) ) = P- Ekkor ugyanis p helyébe 
£(p)-t behelyettesítve azt kapjuk, hogy 

ф ( ш ) + ф(р) = и ш ) • 

Ebből és az előbbi egyenletből Ф(£(р)И kiküszöbölve azt kapjuk, hogy 

= L(p)-XF(p)L(m) = _ 1 
4 1 1 - Я *F(p)F(B(p)) ^ " l -X2F(p)F(B(p)) 

Hátra van 0(p)-t visszatranszformálni. Az első tényező visszatranszformálása 
igen könnyű. Az első tényező ugyanis ennek a függvénynek a Laplace-transz-
formál t ja : 

00 
J ( Í ) - A J * ( Í , T ) Z ( T ) 

0 
dr. 

Tegyük fel, hogy a második tényezőt is sikerül visszatranszformálni és ez a 
visszatranszformált legyen s(t), vagyis* 

L{s(t)} = 1 = S(p), 
X f 1 -X*F(p)F(B(p)) 

akkor a ki tűzött integrálegyenlet megoldása : 

<p(7) = s(t)*(l(t) - Я jA( í , f ) l(t) dr). 
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Teljesen hasonló elv a lap ján lehet Efrosz tételét alkalmazni integródifferenciáL 
egyenletek megoldására is. H a például az egyenlet a lak ja ilyen 

ф<«> (t) + A U{t,r) Ф) dr = l(t), 

akkor ennek az egyenletnek Laplace- t ranszformál t já t véve, a következő 
egyenletre ju tunk : 

p" Ф(р) — рп~г <p(0) — p«~2 <p'(0) — . . . — (0) + АЕ(р)Ф(£(р>) =L(p). 

H a ebből az előbbi módon meghatározzuk 0(p)-t és a lkalmazzuk rá az inverz 
Laplace-transzformációt , nye r jük a k i tűzöt t egyenlet megoldását . 

Lássunk az előbbiekre néhány példát és a lkalmazást . 
1. Tekintsük a 

oo 
cp(t) — A J J 0 ( 2 ftr) (р(т) dr = l(t) 

integrálegyenletet , ahol J0 jelenti a 0 indexű elsőfajú Bessel-féle függvény t 
l(t) pedig tetszőleges adot t függvény. Mivel [5 ] 

Lt{J0(2MTz)} = I e~~P , 

azér t F(p) = - ; £(«) = ' • Alkalmazva az előbbieket, nver iük a 
p p . 

1 ... f l l 
p \p) 

függvényegyenletet . í r j u n k p helyébe ' - t : 

Ebbő l Ф ^ j - t helyet tesí tsük az előbbibe, kap juk , hogy 

pmp) + k l q 
ф(р) 

( 1 - A )P 

feltéve, hogy А Ф 1. H a tör ténetesen például l(t) = sin t, akkor L(p) = 

Ф(р) = 

p2+ 1 
és így 

1 1 + A p 
1 — A p2 + 1 
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H a ezt visszatranszformáljuk, nye r jük a 
oo 

<p(t) — A J J 0 (2 \ í t r ) <p(t) d r = sin < 
о 

integrálegyenlet megoldását Я + 1 mellett : 

1 h 
CDit) = Sin t H COS г. 

1 — À 1 - Я 

Az előbbiekből lá tható , hogy Я = 1 a J0(2 j</r) mag sa já tér téke . Egyik sa j á t -
függvénye könnyen meghatározható . H a u. is Я = 1, akkor 

Ф (») = 1 > Ф ( Р ) -

Ennek a függvényegyenletnek egyik megoldása Ф(р) — — • Egyenle tünk 
Yv 

egyik sa já t függvénye tehá t 

ф) = - p • 
yt 

2. Oldjuk meg a következő elsőfajú integrálegyenletet : 
oo oo 

j J e-£2<p(r) dé dr = l(i). 

zy't 

A szokásos 

jelöléssel 

2 r 
erf x — — - e~ê2d£ 

f J 

— erf F- Ф ) dr = l(t). 
2 J 2 Vt 

Mivel [6] 

L J erf = I e - F p 
2 f<"i 

itt = - ; = F , t e h á t Efrosz tétele szerint 

~0(vp) = mv), 
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ebből 
ф(р) = рЩр2 

Ha erre alkalmazzuk az inverz Laplace-transzformációt, nyer jük egyenletünk 
megoldását. 

3. Az előbb vázolt módszer több gyakorlati probléma numerikus meg-
oldására is alkalmazható. Vegyük például a diffúzió differenciálegyenlet leg-
egyszerűbb a lakjá t , mikor is a diffúzió csak egy i rányban történik. H a a válasz-
to t t koordinátarendszer A-tengelye a diffúzió i rányába muta t , a helykoordi-
n á t á t x-el, az időkoordinátát í-vel, a keresett koncentrációt c(x, í)-vel jelöljük, 
akkor érvényes a Fick-féle I I . differenciálegyenlet : 

9c Э2с 
dt dx2 ' 

ahol D egy, az időtől és helytől független állandó, az ú. n. diffúziós állandó. 
Ismeretes, hogy ennek az egyenletnek az általános megoldása [7] 

( 2 ) c(x,t) = 
f . л 

(t—x)2  

4 Dt 
(T + x)2 

4 Dt 

у 4 Dt 
cp(T) dr 

alakú, ahol <p[r) egy tetszőleges függvényx Ezt úgy kell meghatározni, hogy 
bizonyos kezdeti feltételek teljesüljenek. í gy tehá t a probléma egy integrál-
egyenlet megoldását jelenti, ha a koncentráció egy adot t <x helyen ismert 
mint az idő függvénye. 

Legyen a rögzített h helyen a koncentráció ismert : 

c(h,t) = gh(t) 

és megoldandó a 

g hit) = 
Г я , 

0 

(t-h)' 
4 Dt \ 

(t + h)' 
4 Dt 

- (p(r) dx 

integrálegyenlet. Egyszerűség kedvéért legyen 4Dt = T és gh J ^ j = ул(Т). 

Ezzel a jelöléssel egyenletünk a következő alakot ölti : 

(t—h)2 (t M)2 

Vh(T) 
— e 

y t 
Ç>(T) dr • 

Vegyük figyelembe azt , hogy [8] 

_ (T-h/l)2 

J e г 

y t 

Y]J_ е-2(т • h f f p 

vp 
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tehát 

és m = 2]fp 
Ь 

ezért 

[e2híp - е-2"^]Ф{2\Гр) = rh(p) . 

Vp 

ahol L{yh(T)}=rh(p). 

Ebből 

' ' " Ч ' П 
Ф(Р)  

4 s h ( h p ) 
Ennek alapján 

( T + Í ° ° A 

í tafj 
a J. eb 

ф(т) = -ta I ePTdp, 
2 n i „.-joo 4 s h ( Ä p ) 

és így a koncentráció, mint a hely és idő függvénye 

oo 0-+JOO ( T - x p (T + X)2 „ f P 2 ) 
1 Г Г тп

 р Р Ч т ] л 7 
c(x,t) — — е т р dp dx. 

2n*<2 j J J 4 s h ( M 
0 er—/ с» 

Lássunk egy konkrét példát. Legyen valamely helyen a koncentráció növekedés 
az idővel arányos, vagyis 

g ht) = at, 

t \ a m , , „ a l akkor yh(T) = gJ—) = A T, és így Th  
14 Dl 4 D 

Ennélfogva 

4Z> p2 

p h 4a 1 

és ezért 
4a 1 

, P D p4 a е~Лр 1 еЛр a 1 е~Лр 1 1 Ф(р) = 
4 sh [hp) D p2 p sh hp D p p p 1 — е2Лр 
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Ismeretes, hogy 

ahol 

p—bp 

í 0 , ha t < h 
t h ( t ) = í 1 , ha i>h 

es így 

1 e~hp 

p p 

i 
= l { J / A ( T ) d r ) . 

/л definíciója a lapján 

i 
Vh(t) = J/ft(T) dx = { 

0 , ha t < h 
t — Ä , ha t > h. 

Másrészt viszont az a függvény, melynek Laplace-transzformált ja 
p 1 — e 2 f t p 

az a következőképpen definiált függvény [9] 

Uh(t) = n + 1 , ha 2hn < t < 2h(n + 1). 

A konvolúció tétele a lapján tehát 

10 , ha t < h 

7 2 » í О 
к fi- + 4 Ä 2 X ' ( t + 1) + ^ IG — h)2— (2n + l ) á 2 ] | , 

D \ 2 i 2 / 

ha 7 > 6. 
Ezér t a keresett koncentráció a (2) formula alapján explicite kiszámítható. 

Megjegyezzük, hogy ennél a speciális esetnél alkalmazott számolási eljárás 
az általános esetre is a lkalmazható és a koncentráció az az előbbihez hasonló 
a lakban is felírható. ' 
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ОБ ОДНОМ КЛАССЕ СИНГУЛЯРНЫХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

И. Ф Е Н Ь Е 

Р е з ю м е 

Работа пользуется известной теоремой А. М. Э ф р о с а о преобразованиях 
Лапласа некоторых интегральных трансформацией для решения сингулярных инте-
гральных уравнений первого и второго рода, обладающих ядрами, характеризируемыми 
теоремой Эфроса. Работа покажет метод на двух интегральных уравнениях математи-
ческой физики. 

1 ' 
SUR U N E CLASSE D'ÉQUATIONS INTÉGRALES SINGULIÈRES 

E. FENYÖ 

R é s u m é 

L'article fa i t usage d 'un théorème de A. M. Efros concernant les transformées de 
Laplace de certaines transformations integrales pour résoudre des équations intégrales 
singulières du premier et du second genre, avec des noyaux caractérisés par le théorème 
d 'Efros. L'article présente la méthode pour deux équations intégrales de la physique 
mathématique. 

21* 3 5 3 
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