MATRIXOK DJADIKUS ELOALLITASAN ALAPULO MODSZER
BILINEAR!S ALAKOK TRANSZFORMACIOJARA ES LINEARIS
EGYENLETRENDSZEREK MEGOLDASARA!

EGERVARY J.
Osszefoglalds.

A linedris egyenletrendszer gyakorlati (numerikus, gépi) megoldésdra szolgalo
modszerek — a matrixtechnika kibontakozésaval parhuzamosan ——tébb fejlodési fokon
mentek at. Elsé a determindnsok elméletén alapuld, matrixmentes modszer. Ezt koveti
a determindnsokat és matrixokat egyardnt igénybevev6 moédszer, mely a matrixaritmetika
eszkozeit, elsGsorban a reciprok matrixot alkalmazza. Az utolso fejlodési fokra jellernz6,
hogy az a determinanselmséletet, sét a reciprok matrixot is teljesen mellézi és kizdarolag
a matrixok Osszeaddsi és szorzési szabdlyan épil fel.

Az els6 és az utolséd fejlédési fokozat kozti killonbséget taldléan jellemzi Forsythe
a kovetkezd példaval : Egy n = 26 ismeretlenes linedris egyenletrendszer megolddsahoz
az 0. n. »Cramer-szabély¢ egyenes alkalmazdsa mellett (n + 1) ! ~ 10?" gzorzés lenne
szitkséges, melyet egy mp-ként 2600 szorzast végz6 — elektromos szémolégép ceca

107 év alatt tudna elvégezni. Ezzel szemben a matrixtechnikdn alapulé mddszernél
3

n
a megoldashoz csupan 5 6000 szorzas szitkséges. azaz nem cgész 3 mp.

Lehetséges — és talan a gyakorlati érdeklédésii olvasok szamararokonszenvesebb —
volna ‘a matrixtechnikdn felépiild mddszert az elmélet mellozésével, révid gyakorlati
szabdlyok forméjaban megfogalmazva bemutatni. Jelen esethen azonban az elmélet
és gyakorlat egységének kovetelményét feltétlentil kielégitendének véljiik, mert a matrix-
technikai targyalasmod egyidejiileg szolgéltatja a megoldas elméleti alapjait és gyakorlati
kiviteli formajat. Tovabba a linearis egyenletek matrixtechnikai megoldasa és a bilinedris
(kvadratikus) alakok transzformécidja kézt olyan szoros kapesolat 4ll fenn, melyet
kovetkezetlenség volna figyelinenkiviil hagyni.

A dolgozat olvaséséhoz csak a matrixarvitmetika elemeinek ismerete sziikséges.

~Jelolések _
a, b, e, ... skalarok, A, B.C, ... matrixok,
a, b,...a, a,... oszlopvektorok, a*, b* ... aY a2 ... sorvektorok.

n sort és m oszlopot tartalmazdé matrix :

‘a! Uy Uyg - . Ay
9
2 Qyy Usa -+ A :
. 21 Qa2 2m
( A) la;ay --. am] -- = [aij].
nm :
a” an| Un2 - . . Anm

1 A dolgozat olvasésahoz csak a matrixaritmetika elemeinek ismerete sziikséges.
L. pl. a szerzének a M. T. A. 1I1. osztdlya kozleményeiben megjelent dolgozatat :
Matrixfiiggvények kanonikus el8allitdsérdl és annak néhdny alkalmazésarol. 1. és 11.
fejezet. 1953. III. 4. szam. 417-—458. o. '

I



A By Ba ... Br-ik sorat és vy, ¥, ... Ys-ik oszlopét tartalmazé minormatrix :

’ vapryl “o aﬁlys
Aﬁxﬁz-nﬁl‘= [ . . B

LEYCRRRNS
a'ﬂryl. . .aﬂ,,s_

A¥* = A transzponéltja, o(A) = A rangja,
Al = A determinénsa.

a,0...0
O0a,... 0

<@y, Ay v s o Ap> == % diagonélmatrix ;
" 00... an .

<Ll .. 1> =E

<A, B, C,...> — diagonélis hipermatrix (= A4 B + C + ...)
Ha A = [a;a;...ar] é B = [b,b, ... bs], akkor [A,B] = [a; ... arb; ... bs].

Noha a linedris egyenletek elmélete Kronecker, Frobenius, Rouché és
Fontené® munkiival lezartnak tekinthets, a linedris egyenletek gyakorlati
{numerikus, gépesitett) megolddsi médszereire vonatkoz6 kutatdsok djabban
is szamos dolgozatnak képezték a targyat.®

A gyakorlati médszerekre vonatkozé vizsgilatok azonban tdlnyomé
részben a kvadratikus, nem-szingularis koefficiensmatrix-szal biré rendszerek-
kel foglalkoznak, a szinguldris v. nem-kvadratikus koefficiensmatrix-szal
bir6 rendszereket illetGleg tobbnyire csak az altaldnos elméletre hivatkozé
utaldsok taldlhatdk. . )

Egyébként a szingularis koefficiensmatrix-szal biré rendszerekkel kap-
csolatban Jacobi még a kovetkezlket irta :4

#Tehat, ha a determinans eltiinik, igeh kiilonb6z6 eseteknek a sokasigat
kellene megkiilnboztetni és az egyes esetek szdmara algebrai kritériumokat
kellene megadni. Ez azonban tetszbleges szdmu linearis egyenlet esetén
nagyon hosszadalmasnak ldiszike«.

Jacobinak ez a megillapitisa azért kiilonésen figyelemremélts, mert
éppen. a bilinedris alakok Jacobit6l szdrmazéd transzforméciéjdnak matrix-
elméleti analogonja : a diadikus elGallitds tog alkalmasnak bizonyulni — a
jelen dolgozatban kifejtend6 médon — egy, az elmélet és gyakorlat igényeit
egyardnt kielégitd, tetszdleges rendszerre kivétel nélkiil alkalmazhaté meg-
olddsi médszer megalapozdsdra.

2 L. Baltzer, Determinanten. 2. Aufl. (1864) S. 62. Frobenius, Journ. f. Math.
82 (1877) S. 236. Rouché, C. R..81 (1875). Fontené, Nouv. ann. 14 (1875).

3 Th. Banachiewitz, Méthode de résolution numérique des équations linéaires,
Bull. intern. Acad. Polonaise, 1938. 393—404. o, R. Zurmiihl, Zur numerischen Auf-
l16sung linearer Gleichungsysteme. ZAMM. 1949. S. 76—84. ®anneesa, Ycnexu matema-
THYECKUX Hayk (1970.)

¢ L. pl. E. Pascal, Repertorium der héheren Mathematik (1910) I. Band. 8. 78.
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A klasszikus elveken alapulé megoldasi médszerek® matrixtechnikailag
ugy jellemezhetdk, hogy a megoldandé Ax = 0 homogén egyenletrendszer
koefficiensmatrixat két tényezére bontjuk oly médon, hogy az Ax = CBx = 0
egyenletbél Bx = 0 kovetkezzék, tovabba a B tényezd a. Bx — 0 egyenlet
gyakorlati megoldasa szempont]abol kedvez$ strukturaval birjon.

A ielzett kovetelményeket legtokéletesebben az a faktorizdcid elegltl
ki, mely “valamely matrixnak Hermite-féle normalalakra® valé redukalésansl
szerepel. Ez esetben ugyanis az A = CB szorzat el tényezGje nem-szingularis
és a masodik tényez8 hermitikus normadlalakd fels6 hdromszogmatrix a kovet-
kez§ tulajdonsdgokkal :

1. a fédiagonilis-elemek 0 vagy 1 értékkel birnak,

2. a 0 f6diagonalis-elemeket tartalmazé sorok csupa 0-bdl allnak,

3. az 1 fddiagondlis-elemeket tartalmazé oszlopok (az 1-esen kiviil)
csupa 0-bdl allanak.

Kénnyen beldthatd, hogy ez a »hermitikus« faktorizacié mar az egyenlet-
rendszer végleges megoldasat szolgaltat]a Ugyanis C| 7 0 miatt CBx = 0-bél
Bx = 0 kovetkezik. A B tényezd pedig a fentebb korillirt struktarijival.az
ismeretleneket automatikusan két esoportba .osztja :

a »szabad« ismeretlenekre, melyek a 0 f6diagonalis-elemekkel megegyezd
indextiek, és

a ottt ismeretlenekre, melyek az 1 f6diagonalis-elemekkel megegyezo
indexiiek. A Bx = 0 egyenletbol kovetkezd skalaregyenletek pedig éppen a
kotott ismeretleneket fejezik ki homogén linedris mdédon, mint a tetszdleges
paraméterekként szerepl§ szabad ismeretlenek fiiggvényeit.

A hermitikus faktorizdcié kivitelére alkalmas, kozvetlen és gyakorlati
eljaras nem ismeretes, de a faktorizacié elvén alapulé megolddsi médszerek
mindegyikénél felismerhetd az a tendencia, hogy az egyik faktormatrix minél
jobban hasonlitson a hermitikus normalformahoz

A koefficiensmatrix faktorizdciéjanak elve eldszor Cholesky és Banachie-
witznél mutatkozik kifejezetten, akik kvadratikus, nem-szinguldris koefficiens-
matrix esetére adtak egy médszert, melynél a koetficiensmatrix két haromszog-
matrix szorzatéra bomlik. Az ennél a médszernél fellépd matrixtényezék még
csupan a haromszogstruktra tekintetében hasonlitanak a hermitikus normal-
formahoz. Azonban — mint kozismert — ez a struktira mar lehetévé teszi az
ismeretleneknek kozvetlen, rekurziv médon valé kiszamitdsat.

Cholesky és Banachiewitz médszerének a Gauss-féle eliminécids algoritmus-
sal val6 kapesolatat (1. I. §) Bodewig tarta fel, amennyiben kimutatta, hogy a
Gauss-éle eliminiciés eljarasnak matrixtechnikai eszkozokkel valé kivitele
pontosan a koefficiensmatrixnak Cholesky és Banachzewuz altal megadott
faktorizaci6jara vezet.

A haromszogmatrlx-tenyezokre valé bontasnak meg van az az elnye,
hogy — megfelel6 szamolégép hasznalaténal — kevesebb irasmunkat igényel,
mint a klasszikus médszer. Ezzel szemben gyakorlati szempontbél lényeges
hidnyossiga a modszernek, hogy csak akkor alkalmazhaté, ha a koefficiens-
matrixnak Gsszes sarokminorai 0-t6l kiilonbozd8k, ennek a feltételnek a teljesii-
lése pedig — miutdn a minorok eldzetes offektiv kiszdmitésa gyakorlati

5 Iterativ megoldési médszereket illetéleg 1. pl. G. E. Forsythe Bull. Amer. Math.
Soc. 59 (1953) 299329, o.
8 Ch. Hermite, Journ. f. Math. (1851) 191 —216. o.
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szempontbdl nem johet tekintetbe — esak a szamitds folyamdn ddl el és igy
allandéan indexcserék és egyéb korrekeidk valhatnak sziikségessé.

Ha marmost tekintetbe vessziik, hogy a lineiris egyenletrendszernek
a koefficiensmatrix faktorizdciéja tjan torténd megolddsdndl mindig esupan
az egyik faktormatrixnak van kitiintetett szerepe, akkor ¢nként felmeriil
a kérdés hogy lehet-e a tényezdkre bontéshoz oly médszert megadni, mely
direkt, kivétel nélkiil alkalmazhaté és az egyenletrendszer megolddsa szem-
pontjabdl lényeges tényez8t az ismeretlenek kiszdmitdsdra alkalmas, a Hermite-
féle normalformat minél jobban megkozelitd. matrix alakjaban szolgaltatja.

A jelen dolgozatban egy, az elmélet és gyakorlat igényeit egyarant
kielégitd megoldasi mddszert fogunk ismertetni, mely “tetszileges, nem-
kvadratikus koefficiensmatrix esetén kivétel nélkiil alkalmazhatd, formailag
az egyenletrendszer koefficiensmatrixanak diadikus elGallitdsan? alapszik
és lényegében gy a Gauss-féle elimindcid, valamint a Jacobi-féle transzformacié®
matrixelméleti analogonjanak tekinthets és a lényeges tényezSt a Hermite-féle
normalforma 1. és 2. tulajdonsdgaival rendelkez6 haromszogmatrix alakban
szolgaltatja. . :

Diadikus el8allitds? alatt értjilk valamely matrixnak a sajat rangjaval
megegyez6 szamu elsérang matrix, azaz didd 6sszegére vald

(1) A upviFuvi+ o4 uvr, p(A)=r

alaka felbontasat.

Egy matrix (1) alaka diadikus elGallitisdnak — miként azt a 2. §-ban
bévebben kifejtjik — a kovetkez§ tulajdonsdgai vannak :

Az elGallitdas minimalis abban az értelemben, hogy A nem allithaté
el kevesebb didd Osszegeként.

Az eldallitdsban szerepl$ baloldali u, ... u, tényezdk, valamint a jobb-
oldali v¥ ... v¥ tényez0k linedrisan fliggetlen vektorrendszerek (a matrix
oszlopvektor-terének, ill. sorvektor-terének bazisai).

Egy matrixnak diddok Osszegeként val6 eldallitaca legegyszeriibben
alkalmas diddok szukecessziv levdlasztdsdval nyerhetd és csupan méasodrendi
determinansok szadmitisat igényli. Ennélfogva a diadikus el8allitds a matrix
rangjanak gyakorlati meghatdrozdsara és evidenciaba helyezésére is alkalmas.

Bey diadikus eldallitds a matrix faktorizdcidjaval ekvivalens az

hunll VA
v.l

(2., _A=uvi+4 ... -uvi=[u ... ul]| . J=U Vv* 9

7 A diadikus eléallitas egyéb alkalmazasaira nézve !, K. Egervdri, On a property
of the projector matrices, On a Lemma of Stieltjes on matrices, Acta Szeged Tom. XV.
1 -6, 0. 99—103. o.

8 L. pl. ¢+ 8. 120—121. o. .

* Az UV*szorzat két kiilonbozé elddllitdsa kozil az irodalomban legtobbszor az
fuiv;] alak szerepel, mig a (2)-ben k6zo6lt és a particionalt matrixok miiveleti szabalyainak
specislis eseteként jelentkezd Xu; vi alak alig van emlitve. L. pl. A. €. Aitken, Deter-
minants and Matrices. Edinburgh, 1948. 2425, o.
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identitds kovetkeztében és ebbll az osszes tobbi (mr) X (rm) tipustu fakto-
rizdcidk az (UT) (T-V*) alakban adédnak, ahol T tetszileges r-edrendii
nem-szingularis matrixot jelent.

Egy adott A matrixnak barmely (2) alakd elGallitdsa marmost a kovet-
kez$ feladatok kozvetlen megolddsat teszi lehet8vé :

I. Az y*Ax bilinearis alaknak minimélis szimu formapar szorzatgssze-
gére val6 redukdlasit a (2)-b6l kozvetleniil folyé

y*Ax ,Y*(Z vy [x o X (yrug) (vix) 10
1 1 '

azonossag alapjan. _

1I. Az Ax = 0 (ill. y*A = 0) homogén linedris egyenletrendszernek
minimalis szama egyenletbdl all6, ekvivalens rendszerre vald redukéldsat
Ugyanis (2) szerint az

r
" .
Ax = ( L ULVE | X 5 Uy (v;x) = e U (V) == 0

1
egyenlet az u, ... u, vektorok linedris fiiggetlensége folytdin akkor és csak alkor
van kielégitve, ha '

*y — *x = (

(3) vix=10,...vix =0,

Ezzel az Ax = 0 egyenlet az A matrix rangjaval egyezé szam linedrisan
fiiggetlen skaldregyenletre van visszavezetve.

Miutdn minden matrixnak a fentiek szerint végtelcn sck diadikus eld-
allitasa van, onként felmeril a kérdés, hogy ezek koziil melyik elényds az
I. és TI. feladatok gyakorlati megoldasa szempontjabdl.

Nyilvan mindkét feladat megolddsa szempontjabol természetes kovetel- -
mény, hogy a (2) felbontdsban szerepld diddok elemei az adott A matrix
elemeibll egyszerii (numerikus, gépi szamitdsra alkalmas) miiveletekkel
adédjanak. )

A linedris egyenletek megolddsa szempontjabdl 1ényeges kovetelmény
tovabbd, hogy a (3) alatti, redukdlt egyenletrendszer egyiitthatéi — a Gauss-

féle eliminacids elvnek megfelelGen — lényegileg (azaz esetleges sorcseréktdl
eltekintve) — hdromszdgmatrixot alkossanak.

Mindkét kivetelménynek megfelel a diadikus eldallitas effektiv kivitelére
szolgalé — a I1. §-ban kifejtendd mddszer — mely diddok szukeessziv levilasz-
tasabdl all és lényegileg a Jacobi-transzformaciéval ekvivalens.

Ha tovabba figyelembevessziik, hogv nagyszdmiu egyenletbd]l allo
rendszer effektiv megoldasa folyaman lehetéleg minden sor- ill. indexcsere
elkeriilends. akkor kivanatosnak latszik a diadikus elfallitasnak egy olyan
megvalasztasa, melynek alkalmazdisa mellett a redukdlt egyenletrendszer
minden sor- ill. indexesere nélkiill haromszégmatrix-szal bir, tehit kozvetleniil
rekurzive megoldhaté.

10 Ez az azonossig definit (v. semidefinit) A esetére az x*Ax kvadratikus alaknak
négyretosszeghe valé transzforméldsat szolgdltatja.



Ez a tovabbi koévetelmény is kielégithetd, ha a matrix hermitikus
normilforméjanak fentidézett definiciéjaban rejl§ alapgondolatot kihasznalva
az egyes diadok levilasztisira egy olyan sorrendet jeldliink ki, mely az egyik
(pl. a jobboldali) matrixtényez6t automatikusan a hermitikushoz kozelalls
strukturdju alakban szolgiltatja.

* *
®

A linedris egyenletek megoldasira vonatkozélag eddig elmondottak
a homogén rendszerekre vonatkoztak. Azonban az Ax = b inhomogén egyenlet
kiilonallé. targyaldsa (az x = A-lb megoldasnak megfelelGen) tudvalevéleg
csak kvadratikus, nem-szinguldris A esetében és akkor is csak elméletileg!
indokolt. A III. §-ban meg fogjuk mutatni, hogy az inhomogén rendszer
megoldasa — mint a megfelel6 homogén rendszernek egy specialis megoldasa
a — diadikus el6allitds felhasznilasdval minden nehézség nélkiil, természetes
médon nyerhets és a kozismert kompatibilitasi feltételek a diadikus el8allitas-
nal alkalmazésra keriil6 matrixtechnikiban igen egyszerii kifejezést nyernek.

Végiil a IV. §-ban az ismertetett mddszerek alkalmazdsit mutatjuk be
n]éhémy numerikus példa keretében.

1. A Banachiewitz—Cholesky-féle mddszer és annak Bodewigtél szdrmazo
matriztechnikar interpretdcicja

A szébanforgé moédszernél fel van tételezve. hogy az adott matrix
kvadratikus és.osszes sarokminorai 0-t6] kiilénb6z6k, tehat nem-szingularis. .
Kerestetik A-nak két haromszégmatrix szorzatidra valé felbontisa, melynél
az altaldnossdg megszoritdsa nélkil az egyik tényezd Osszes fédiagonalis-
elemeit 1-gyel egyenlgvé tehetjiik. A keresett felbontds tehat a kovetkezé
alaki : .

Ay gy ... Qyp S 2 LA | iy N e SN/ ST/ S
Aoy Ogg ... Qs Coy Cop ... 0 01 . b

(4) A: 21 Y22 2n —_ 21 V22 2n ZCB
Oy Qpy .. App_. _Cni Cng +vr Cpn—l 1200 ... 1 -

A matrixszorzas elvégzése utdn a tényezGk elemeinck meghatarozasara
a kovetkezd bilinearis egyenletek adédnak :

aij=61lblj+ +cikbkj ngl,:).

Ezen egyenletekbdl a b; és ¢;; elemek egy sajatos lexikografikus sorrendben
racionalis titon kiszamithaték al?
bij= (@ij—cibyj— - .. — Ciiabiy,) 1 Cii 1]
C;j=a,'j~6','1b1j — ... _Ciij——lbj-l’j 127
1V, 6. Zurmihl 1. ¢3 S, 77—18. 0.

12V, 6. Zurmiihl 1. ¢.3 S. 79, tovabba Fantmaxep, Teopus marpuu, Mocksa 1953.,
38. o. ’ .



képletek alapjan. A ¢, szdmokkal valé oszthatésdgot a sarokminorokra
vonatkoz6 kikotés garantalja.
Bodewtg kimutatja, hogy a haromszogmatrix- tenyezokre valé felbontas
a Gauss-féle eliminiciés algoritmus matrixtechnikai atirdsaval identikus.
Matrixtechnikailag ugyanis az z; ismeretlen eliminicidja az Ax = 0
rendszerbdl a kovetkezGképpen fejezhetd ki :

1 0 ... 07} Jay Ay ... Qyn ™" Ty Uy - .. Qyn T
— 2 2
apa; bl .0 @y Aoy ... Qap 0 af) ... al)
T,A = -
—1 : ’ 2 2)
—amat 0 L] Uny dng . Gnn | 70 al?) ... a(nn )

Ha ezt a processzast iteraljuk és rendre balrdl szorzunk

10 ... 07

01 L0 |
To=|0—aPa®-1... 0 Ty=... Thoy= ...

0 —a@a® 1.1

vel, akkor a T,T,A, T, T,T,A,...(Tr—-1 ... T,T;) A szorzat elsé két, hirom,
. n fédiagoandlis-eleme alatti elemek mind 0-val lesznek egyenl6k. E szerint a

(5) T.,... TT,A-B

szorzat fels§ haromszogmatrix lesz. Azonban a T, matrixckkal egyiitt ezek
szorzata, valamint annak reciproka is alsé hiromszogmatrix, tehat az (5)-b6l
kovetkezd :
A=(T,,...T)"'B=CB

egyenlet az adott A matrixnak hdromszégmatrix-tényezGkre valé bontdsat
adja. Az eljaras kivihet8ségének sziikséges és elegendé feltétele, hogy ayq, a3,
., @ 0-t6l kiulonbozéknek adédjanak.
KésGbbi felhaszndlas céljab6él megemlitjitk, hogy ha a Bodewig 4ltal
alkalmazott T, matrix-szal balrél és a

) BT I t] _tm
n a1 a1
T, =10 1 o .-+ 0
0 0 o ... 1 _
matrix-szal jobbrdl szorzunk egy A tipust matrixot, akkor a
(n,m)
a0 ... 0
0 al? ... af®
T AT 22 2m . A® @) Ay;0iy
A =1 [ TmAT e =y =
2 2
0 a) ... a® A



Hletve az

(6) A=T1<a,;,A® >T~?

egyenletre jutunk. Innen kévetkezik, hogy ha az A matrix rangja r, akkor az
eggyel kevesebb sort és oszlopot tartalmazé A® matrix rangja r — 1. Tovabbé
kvadratikus matrix esetén |T,| = Tj| = 1 figyelembevételével adédik, hogy
(6.1) T,AT/| =1A".

11. A diadikus elédllitds és annak kapcsolata a bilinedris alak transzformdcidjdval

és a homogén linedris egyenletek megolddsdval

Els()'rangﬁ matrix meg van hatérozva egy sora és egy oszlopa &ltal,
ha a sor és oszlop kozds eleme 0-tdl kiilonboz6. Legyen pl. a B-dik sor :

—tyy
af . Jagy ...agm] és a y-dik oszlop: ay = . > kozds elemiik
) -Uny.
agy 7 0. Ekkor az 6sszes masodrend{i minorok elt{inéséhdl kovetkezik
@ iyl
ai= ivAB i
Ay
Ayyigy - .. UyyadBm (yy~ ,
, 1 o 1 : ayaf
I(IUJ e . . — . . [(1/3] (Lﬁm]:—...
agy gy : agy
._a,,,—yaﬂl <o Uy 18m Apy -

E szerint minden elsfrangd matrix eldallithaté mint egy’ baloldali
oszlopvektor-tényez$ és egy jobboldali sorvektor-tényezének a kozonséges
matrixszorzds szabalya szerint képezett szorzata. Ha a ¢ [uw;] = cuv*
matrixot rovidség kedvéért és az irodalomban kialakult szokdst kovetve
diddnak!® nevezziik, akkor feuti eredménytink igy fogalmazhat6 :

Barmely els6rangti matrix didd alakban irhaté.

Kozelfekv6 ezek utin a kérdés: Lehet-e egy r-edrangii matrixot
r didd Osszegeként elGallitani? Ennek a kerdesnek az eldonteséhez eldre-
bocsatjuk a kovetkezoket :

13 A »didde és »diddosszege fogalmak és elnevezések W. Gibbs. nyomén féként az
elméleti fizikai irodalomban, a haromdimenziés vektortér linedris vektorfiiggvényeinek
felbontdsandl szerepelnek, egyes helyeken onkényes miiveleti szabalyok és misztikus
kommentarok (»unbestimmtes Produkt«) kiséretében. Jelen dolgozatban a — rovidsége
folytdn elényben részesitett és hasznalt — didd elnevezés alatt kizérélag elsérangu
matrixot fogunk érteni, ennélfogva a diddokra vonatkozé miiveleti szabédlyok a kozon-
séges matrixaritmetika miiveleti szabalyainak specilis esetei.

Megjegyezziik még e helyen, hogy a diddok az 4ltaldnos matrixok koyt hasonlo
szereppel birnak, mint a kétvaltozés figgvények kozt az egyvéltozbs figgvények
szorzatal.
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r didd 6sszegét altalaban

) v “ Uy Ugg - Uy | P11 Y2 - ee Uqm
1 Ugy Usnp Ugr
“Juy ..o N e _Vpy Vre .. Upmd = UV*
A A
A .
~Uny Upz - Upr -

alakban fogjuk irni. Egyes esetekben azonban célszerii a diddok vektor-
. tényezsit blzonyos médon normirozni és ekkor a diddosszeg a kovetkezd
alaki lesz:

’)\1 0 PN 0‘7 V;‘
_ 0 Jg... 0 . : '
(7.0) Yruvi=[u ... ul|. .o DU <Ay >V
1 0 0 ... 2.0 ]w '
Az uyvt ... uv} diddokat linedrisan fiiggetleneknek fog]uk nevezni,
ha gy a baloldali u, ... u, tényez8k, valamint a jobboldali v§ ... v¥tényezdk

linearisan fiiggetlenek.
A tovabbiakban lényeges szerepe lesz a kivetkezd lemmaénak :

Diddosszeg rangja nem nagyobb a tagok szdmdandl és azzal akkor és
csak akkor egyenl$, ha a diddok linedrisan fiiggetlenek.

. r
Ugyanis a diddosszeg (7) kifejezéséb§l nyilvanvalé, hogy )} u,vx
1

minden r + l-edrendi minora 0. Ha viszont a diddok linedrisan figgetlenek,
akkor definicié szerint az UV* szorzatnak van legalabb egy

(UvHE u/«“x CBrys L

alaki, r-edrendii, 0-t6l kiilsnbsz8 minora. Ekkor tehat Q( Suvt ): r.
L1

Valamely matrixnak linedrisan fiiggetlen diddck osszegeként valé

elGallitidsa nyilvin nem egyértelmii. Kimutathaté azonban, hogy ha egy

A= ) uve=UV* jlaka el6allitis ismeretes, akkor az oOsszes t&bbi
diadikus elc’iéllit-ésok
(8) o A - (UT)(T-1V¥)
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alakuak, ahol T tetszéleges r-edrendit nem-szinguldris matrix. Ebbél kovet-
kezik tovabba, hogy a diadikus el8allitis baloldali U (jobboldali V#)
tényezGjéiil A oszlop (sor) vektorterének tetszdleges bazismatrixa valaszthatd
és ezaltal a masik tényezl egyértelmiien meg van hatdrozva.

Kézenfekvo ezek utan a kovetkezd, elméletileg és gyakorlatilag egyarant
fontos kérdésnek a felvetése : Hogyan lehet valamely adott matrixnak egy
(7 v. 7.1) alaka diadikus el6allitasat effektive megszerkeszteni? Az aldbbiakban
erre a célra egy olyan a]gorltmust adunk meg, mely kizarélag médsodrendii
determindnsck szamitdsabél 4ll és amely az adott matrix rangsz4dmat egy
alkalmas diad levalasztisa (kivonasa) dltal eggyel ccokkenti.

Feltessziik, hogy o (A) = r > 1, tehat van legalibb egy 0-tél kiilonbozd

| ., :
elem : ag,. Ekkor A-bél az ag-, elem altal generalt o ayaf diddot kivonva a

Ayy Qyy oo Uym™ “ayy T
Ayy Ugg ... Oyp 1 . :
Cc — - . agy ...a =
gy : [ p1 - ﬁm]
~py Apg - .. Anm ~Qny
— Ayt AyyaBm
Ay, — Y B o, Ay — —YEBm
agy ' agy
= . . . — A®
0 o0 0
Ayl @y
Apy — ";Y B0 agm e ';—'yr—é—m
: ay3 BY

matrixot nyerjiik, melyne v-dik oszlopa és B-dik sora csupa 0 elembdl all.
Tovabbd az I. § végén bizonyitott segédtétel szerint ¢(A®) = ¢(A) — 1.

E szerint az adott A matrixot az - dy af diad levilasztasival eggyel alacso-

nyabb rangtra redukaltuk. Nyilvanvalé, hogy a redukeiét r-szer iterdlva,
azaz r didd levalasztdsival 0 matrixhoz jutunk és ezzel az adott r-edrangt
matrix r didd Osszegére van bontva, melyek sziikségképpen linearisan fiigget-
lenek.

A diadok fokozatos levialasztasihdl 4116 algoritmus e szerint nemcsak a
rangszam gyakorlati kiszdmitasara alkalmas, hanem azt evidencidba is helyezi.

Vizsgaljuk ezek utan tiizetesebben a szukcessziv redukcickkal keletkez6
diddok elemeit.

A k-adik redukciéndlaz A®) =[a{¥matrixés az abbdl egy 0-t6l kiilonbozd
af), elem 4ltal generilt diid levalasztasaval keletkezd A("T” [afs+D]
matrix kozt (8) szerint az

1
(A1) ) = @R ] ) g0 1 - gl —
(9.1) [a 1= [a ] a(é‘)'y)\ [ai,ykaﬂkj] ; ay; ajj
Yk

osszefiiggés 4ll fenn. ’
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Masrészt A minorai kozt az

9 () — A B Bi—ti W — g, 40 —
(9.2) Aij jA 1’:'.',',‘3’1(—'1'7';[’ Aij aij Aij 1

jelolés alkalmazasaval fennall a kovetkezl azonossag!t:

AWAD AU AU = AUk—1) (k+1)
i Bk Vk A"Yk B Br—1Yk—1 A'j

melyb8l 4® L0, AL [+ 0 esetén dtrendezéssel

Bk Br—17k
AU+ (%) ) A AW
9.21) [ ij ] [AU'] . [Ale ﬂkj] T Bkvk
e (h) T 4 k—1) T T N TV
Aﬁk'Yk‘ Aﬁk—n’k—l [Aﬂk—x‘)’k—l ] 4ﬂk—1‘)’k—1
A
- . N INRT . . )
kovetkezik. (9.1) és (9.21) 6sszehasonlitasabol lathatd, hogy af) és e
: Br—1Vr—1
A
., 7 ’ r !
ugyanazon rekurziv reldciknak tesznek eleget, tovabba az afl) és Z(f);
ij
kezdeti értékek megegyeznek. Kovetkezésképpen
AU iA Bi-- Br—i
_ R s e )
o s e
’ A 1--Pr—1
Bavier Tyl
Ak=1,2,...r értékekhez tartoz6 egyenleteket tsszegezve, alit! = 0

figyelembevételével az adott r-edrangit matrix explicit diadikus elGéllitasat
nyerjiik (ahol aff) az A% matrixnak tetszéleges, 0-16l kiilonboz eleme).

(hy (k)
o [awa ]
k Bj
A= 0
1 uﬂk'yk .
_ oo —1 _
a,-yl a{%}z e (L(lr,;,r (lﬂl'Yl .. 0 . aﬂ)l “,812 e a‘ﬂlm
. 2) . ql) (2) q(2) .., gf2
By, Oy, - G0 : aghy ag’) -+ g%
an =f -
2) ... a» .. atn (N aqn _..aln
_anyl a"'YZ a"r'Yr, i _,0 aﬁryr __aﬂrl a . aﬁr’"_
— AR AW 4R
Al'Yk [ Bit ﬁkm]
‘ 1
11.1 = ———
(. ;A(k—n AW :
Br—1Vi—1 " ByYk A0
Yy
UL.pl l.c. 98 6l o. '



Ha A-nak els6-, masod-, ... r-edrend(i sarokminorai 0-tél kiillénbézsk,

akkor
§ <k,

Br=vi=k tehetd és ez esetben (10) szerint a{f) = 0, ha ¢ < k vagy
tehat a (11) el6aliitds a koévetkezd alaki lesz!s

—a;; 0 ... 07yl a 0 ... 07 =l [y @y - Ayl o Uy
@ 2, . @2 2) (2)
g1 A3y 0 0 g ) 0 0 A3y a‘(.’.r %am
(2 (r) (r (r) (r
Qry arz) coeoa)] _() 0 . .ar’_)> 7() 0 ceealn o a,mz i
2 )
anm a@) ... al)

(11.2)

4

Ez esetben tehat a (11) felbontésban szerepls balszélsd és jobbszélsé

tényez0k trapéz(hiromszog)matrixok.
Végiil, a (11.1)-ben szerepld oszlop- és sorvektorok elemeinek (9.2)

alatti strukturajabol lathaté, hogy
MA{'];()r - ag.y, s OBy, ]
age_1vr *° WByp—1Ye |
Awy | O 9w
( ” agwy, - Apry; ., aﬁl;
B0 4% 1= . . .
[Aﬁkl Aﬁkm]

|
By 1 - 9BYie— aﬁkl

és ennek felhasznaldsaval a (11.1) diddok tényezdi az A matrix skalar- és vektor-
elemeivel explicite is kifejezheték a kovetkezGképpen :

’.a’ﬁle gy, ' Ia’ﬂﬂ’l aﬁl l

A:(_J'Ylaﬂl 4 Ay, ag,y. 7707’3" +
agiy1 gy Agjyz )
(11.3) aﬂlyl ce (Iﬂl'y’ I l (lﬂ{yl .- aﬂl'yr——l a.ﬁl
ag,_ vy --- BBy, | : ) . :,
o+ Ay, ce. Qyy L agry, -+ - Qfryr—, afr
(r—1) (r)
Aﬁr—-l')’r——l Aﬂr'Yr
Ay
ahol a; = | ! J, ai = [ay.. a,m] és Af) a (9.2)-ben megadott jelentéssel
Api
bir. ™
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Ha az r-edrangti A matrix-szal az y*Ax = ) }'a;;y;; bilinedris alakot
képezziik és arra (11.3)-et alkalmazzuk, akkor pontosan a bilinedris alak
Jacobi-féle transzformaciéjakozl jutunk. Ezzel igazoltuk korabbi dllitdsunkat,
miszerint valamely matrix (11) alakd diadikus el§allitdsa nem egyéb, mint a
T T aRByuraurioundnaid matrivelméleti analogonia. ’

(12) | ty, % + ._.‘.—’Fsl,,,xm:'(i
Ay &y + o Uy Ty = 0,
vagy matrixokkal kifejezve, az

, TQyy e Ay x; '
(12.1) u o L= A= 0
: Ay - -+ Aoym Ze
dny --- Anm
_I¥m =

Jinedris, homogén egyenletrendszer és legyen o (A) =r.
Az A koefficiensmatrix diadikus eldallitisa azonnal evidencidba helyezi,
hogy a (12) rendszer r szdmi fiiggetlen egyenlettel ekvivalens. Ha ugyanis

* .. . " . . ’” T
XUka az A koefficiensmatrixnak egy tetsz8leges diadikus el6allitasa,
1

akkor a (12) rendszer az

r - .
Ax = le' ukv;)x 25U (VX)) 4+ e U (VX)) = 0 ' 4
alakban irhat$, tehit az u, ... u, tényez8k linedris fiiggetlensége folytin
akkor és csak akkor van kielégitve, ha ,
(13) viX =0, ...v:x=0

Az Ax = 0 rendszer tehat az A rangszdmaval egyez6 szamu fiiggetlen
egyenletbdl allé (13) rendszerrel ekvivalens. ‘

Egy tetszdleges diadikus eléallitdis felhasznilisival adédé rendszer
gyakorlati szamitisra mem alkalmas, minthogy az még egy r-ismeretlent,
nem-szinguliris koefficiensmatrix-szal biré egyenletrendszer megoldasat teszi
sziikségessé.

Ha azonban az A koefficiensmatrixnak (11)-ben megadott diadikus
elGallitasat vessziik alapul, akkor — sziikség esetén kellg dtrendezés és dtszamo-
748 utdn — (11.2) szerint a kovetkezd alaku egyenletrendszerhez jutunk :

Ay %y + 1% + -+ AT+ L A Xy =0
2 g y
ax, + - + aézr)x, + oo aPay,=0

A+ aﬁ;)x, 4+ ... _{..va,r(r:l)xm: 0,

melybél nyilvan x,, 2,_1, ... 2, rekurzive, mint az %41, ... Tm tetszlleges
paraméterek fiiggvényei kifejezhetik.

18V, 6. E. Pascal, 1. ¢. 8. 121. o.
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Noha az ily médon ad6dé redukalt rendszer a Gauss-féle elvnek, vagyis
a kotott ismeretlenek rekurziv kiszamithatésiganak kovetelményét kielégiti,
szamitastechnikai szempontbdl még mindig kiilonféle hidnyossdgokat mutat,
amennyiben &atrendezéseket, dtszdmozdsokat és az al) egyiitthatékkal valo
osztasokat teszi sziitkségessé, ami nagyobb sz4mu ismeretlen esetén a kivitelt
nehézkessé és konnyen elhibdzhatéva teszi.

Felvetheté tehdt a kérdés: Van-e az adott A koefficiensmatrixnak
olyan diadikus el8allitdsa, mely az Ax = 0 rendszer megolddsdhoz egyediil
lényeges jobboldali tényez6t az effektiv szadmitds caljaira el6nyds alakban
szolgaltatja?

Mint fentebb emlitettiik, egy ilyen elGallitis létezését valdsziniisiti a
matrix Hermite-féle normélformajara vonatkozé tétel.

A kdvetkezGkben egy olyan diadikus elGdllitdst fogunk megadni, mely a
jobboldali tényez6t a Hermite-féle normalforma 1. és 2. tulajdonsigaival
rendelkezd haromszogmatrix alakban szolgaltatja.li

Kezdjilk kénnyebb attekintés végett egy kvadratikus, nem-szinguldris
matrix felbontasaval. Az A| £ 0 feltevésbd3l kovetkezik, hogy A els§ oszlopa-
ban van legalibb egy 0-t6l kilénboz8 ag,1 elem, tehiat képezhetd az

dy oo Q| Ay -0 F L, x
| 0 * .
asy | . oo =1 . [1,‘1/2@, ... B
agn Ap11
Qpy .. Gpp Oy B
T8 EX3 7’ e : , . rd ” ’ ’ '
kiilonbség. A maradékmatrixbél a g,-dik 0-sor és az els§ 0-oszlop elhagydsaval
keletkezd » — 1-edrendfi matrix — az I. § végén kozolt lemma szerint —

szintén nem-szingularis, arra tehit az el6bbi konstrukcié alkalmazhaté.
Ilyen mddon a konstrukeié n-szeri kivitele utan A kovetkezd alakt felbonta-
sdhoz jutunk :

2 ]

ay afp ... @l by .. by

A=lay a) ... a0 1 ... by
any a3 ... aMiloo o .01

Itt ‘a jobboldali tényezd valéban kielégiti a Hermite-féle normalformara
vonatkozé 1. és 2. kovetelményeket.

Abban a kivételes (csupan definit A esetén garantalt) esetben, ha A
osszes sarokminorai 0-t6l kiilonboz8k, a most kozolt eljards (az a%’;)k = al®)
valasztas mellett) pontosan a Cholesky— Banachiewitz-féle

‘@ O ... 0 1 by ... by
Ay af ... 0 0 1 ... by,
ny @@ ...oa®@f o 0o ]

felbontashoz vezet.

17 yHaromszog-matrix« itt a legaltaldnosabb értelemben veendd, amennyiben az
tetazbleges sz4m 0-sort tartalmazhat.
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Ezek utan ismertetjiik egy szingularis, vagy nem-kvadratikus matrixnak
gyakorlati szamitasra alkalmas felbontasat. Miutdn egy olyan ismeretlenre,
mely a kiinduldsi Ax = 0 egyenletrendszerben el§ sem fordul, nyilvin nem
kell tekintettel lenniink, feltehetjiik, hogy A els§ oszlopiban van legalabb
egy 0-t6l kiilonboz6 ag,, elem. Az ag , elem dltal generdlt diddot A-bél levonva

a (14) jobboldaldn 4116 maradékmatrixot nyerjiik. Most két eset lehetséges :

a) A maradékmatrix mdsodik oszlopaban van legalabb egy 0-tdl
kiilonbozs afg), elem. Ekkor az eldbbi konstrukeié megismétlésével egy tovibbi
0-t6] kiilonboz8 diddot vélasztunk le.

B) A maradékmatrix masodik oszlopa csupa 0 elembdl all. Ekkor egy

[0,0,...0] alaka 0-diddot valasztunk le, melyben a *-gal jeloit

*

elemek tetszllegesek.

Az a) és B)-ben leirt redukciékat az egyes maradékmatrixok struktira-
jdnak megfelelGen végrehajtva, m 1épésben az adgtt A matrixnak kovetkezd
diadikus elGallitasahoz jutunk :

€1 Cig -+ €qm 1 by . . . e o o bim T
€21 Coz --- Com
. by oo . buym
(15) I tm €ny o Cnm :
U bypyg-1 + bym

1<y <<vgh... <OV, mM

Ez a felbontds az Ax = 0 homogén rendszerrel ekvivalens redukalt
rendszert a kovetkez$ alakban szolgaltatja :

Zy + by + - - - + bimaxm =0
zy, + bygrvy 1 Tyy1 + ¢ - + byymTm =0 (15.1)
. Lyg + bvav3+1xV3+1 cee bl’sm Ty =0

Az igy nyert rendszer alakjabdl rogton felismerhetG, hogy abban
Ty, Ty, Tygy ... T, a kotStt ismeretlenek, melyek a (15.1) egyenletekb('il a
tobbi 1smeretleneknek mint tetszéleges parametereknek figgvényei, rekurzive
pusztdn osszeadds- és szorzasmiveletekkel kiszamithatdk.

Nyilvdnval$, hogy a most kifejtett mddszer barmely matrixra minden
dtrendezés és atszamozds nélkill alkalmazhaté és lényegében nem egyéb,
mint a Gauss-féle elimindciés algoritmusnak a Hermite-féle normalforma
kovetelményeit tekintetbe vevd altalanositdsa és matrixtechnikai dtirdsa.

]
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1I1. Inhomogén egyenletrendszer

Barmely inhomogén egyenletrendszer altaldnos megoldasa el8allithaté
mint egy homogén rendszernek egy specialis megoldisa. Ha ugyanis a meg-
oldando 1nhom0gen rendszer

(16) au'xl—{— e —}—al‘m Ty = by
) A%y + oo F QX =0y
vagy matrixjeloléssel v
Uy e U | [ — by
(16.1) Ax=|........... . |=| . |=b
' R Tmd
S . _ b,

ill. particionalt matrixok alkalmazésival

. : [A, b] 1 x.1=0
(16.2) | L 17]
akkor ennek minden x megoldasa az
(17) . [A, b] [ X ]:0

: Tni+1

homogén rendszernek egy olyan specialis megolddsa, melynél am.q = — 1.
Ahhoz pedig, hogy a (17) homogén rendszernek legyen olyan specidlis meg-
oldasa, melyben z,,; = — 1, sziikséges és elegend§, hogy #m+1 a (17) rend-

szerre nézve szabad ismeretlen (tetszlleges paraméter) legyen, vagyis a b
vektorral jobbrdl kiegészitett [A, b] matrixnak (15) elSallitasdban szerepld
haromszogmatrix legalsé eleme 0 legyen.

Az Ax = b inhomogén lineiris egyenletrendszer tehat akkor és csak
akkor kompatibilis, ha az[A, b] matrixnak (15) alaka felbontidsiban szerepld
hiaromszogmatrixnak utolsé fédiagonslis-eleme 0. Ekkor a megfelel6 homogén
rendszer altalanos megolddsdban az xm.1 tetszbleges paraméternek -— 1
értéket adva nyerjik az inhomogén rendszer altalanos megoldésat.

Ily médon egy inhomeogén rendszer megoldasa gyakorlati szdmitésra
alkalmas formiban vissza van vezetve a megfelel§ homogén rendszer meg-
oldasara. ,

Numerikus példak

A diadikus felbontds gyakorlati kivitelére vonatkozélag el6re bocsatjuk
a kovetkezdket. A (9.1) egyenletek mutatjik, hogy a fokozatos redukeié
minden egyes 1épésénél a megfelels “}3’;‘) k—val valé osztds valik sziikségessé.
Ha az adott matrix elemei egész szdmok, akkor tértek eléfordulisat
csak abban az esetben lehet elkeriilni, ha mlndegylk [2{)] matrixnak van

legalabb egy a(”:) eleme, mely a sajat sordban v. oszlopaban 1évg elemek
legnagyobb kézds osztéja.
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Ha viszont a matrix elemei korlatolt pontoéséggal adott szamok, (pl.
tizedestortek), akkor a korlatolt pontossigh szamitisbdl eredd hibikat azaltal
csokkenthetjiik, hogy a redukcié folyaman az egyes diddok generild eleméiil

az abszolut legnagyobbat valasztjuk.

1 példa. Megszerkesztend( az alabbi matrixnak egy diadikus elGallitasa:

-3 3 6 5 b
. 7 4 7 2 0
Aclagl=1 _1 _9_5 4-5
-1 —3 —8 —9—-10
Itt pl. ay; = — 5 az 6todik oszlop e]ememek legnagyobb kozos oqzto]a tehat
ag,y, = g5 vilasztis mellett
— 11 2 3 4 5] |72 1 3 1 0-
- 0 : ' T4 7 20
— = =A®
A= —1 0O 06 0 0 0 A
-2 I 1-2 —1 O_
aﬁz.,;z = a,, valasztassal
- 1421 31 0] 0 00 0 0- ‘
2 3 21 0 0
@ _ = — =A®
A . 0 o 0 0 0 0 0 A®.
—1_ _3 2 1 0 0_
véglil agy, = @y, valasztassal
-0-1[3 21 0 0]
|1 :
M) = 0.
A 0 ( ,
21
kivetkezésképen
-3 3 6 5 5 1 1 0-fl 2 3 4
A_7472~0_0.21l213-1 =uUv*
“l1-1 -2 -3 —4 —5 | |=1 0 043 2 1 0
a8)L—1 —3 —8 —9 10 | —2 —1 1_
tehat az adott matrix rangja: o (A) = 3.
Ennek az eredménynek a felhasznaldsival az
-3 3 6 5 5%
, 704 7 2 0}}a
Y*Ax: ly] Yo y3 ?/4] __1 —9 3 4 —5 1’3
—1 —3 —8 —9 —10_}| =,
s
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bilinearis alak az

i (Y1 — Y3 — 2yy) ( 2y + 22y + 325 + 4w, + 5x5) +
(1 + 2y, LT Ys) 22 @y + 375+ 7y) o+
(Yq + ¥y By + 22, + )

szorzatosszegbe transzformalhato.
A (18) felbontds felhasznalhaté tovébba gy az y*A = 0, valamint
az Ax = 0 homogén rendszerek rekurziv megoldasira, mikézben azonban

iigyelni kell a rekurzié helyes sorrendjére. Pl. y*A = y*UV* = 0-bél kivet-
kezik

YU=1(y ¥ ysy,1| 1 L 07| ==0, azaz y, — Y — 2y, =0
0 21 Y1+ 29, + y=0
—1 0 0 Ya + Yy =0

-2 —1 1.

Itt ya, 95, ¥, & k6tOtt ismeretlenek, y, tetszGleges paraméter :

Ys= Y1 — 24y = Y4
Vi1=—2ys+ ya= 3y,
Yo = — Y= — Y

[.’/1, Y Ys. !/4] = [3 —11 l] const.
Préba :

B -1 1 1] L1 0

0o 2
l = 0.
—1 0 0
—2 —1 1
2. példa. Homogén rendszer.
-3 2 —1 71 3| rar
1 0 —1 2 3 Ty
Ax=|-1 2 3 —3 —5/|.[a]|=0.
S0 —2 —2 0 4l |a
T

Elsé generalé elem az els$ oszlop ay = 1 eleme,

311 0 —1 2 3] —0 2 2 I —6-

1 O 0 0 0 0
_ . _ —A®,
A—l_, ' 0o 2 2 1 A
0 0 —2 —2 0 4_



Masodik generilé elem a masodik oszlop e = — 2 eleme,
.

27101 1 0 —2] 0 0 0 1 —2

O . 0- 0 0 0 0
@) — ‘ . —=A®)
A ) 10 .0 0 —1 2 A )
—2 | _0 0 0 0
Harmadik oszlop 0. '
Negyedik 1épésnél generdlé elem a negyedik oszlop aff) = 1 eleme
-0 0 0 1 —2]
Aw | Y = 0.
e ool
Ezek felhasznaldsaval A tényezfkre bontott alakja
3 2 1 1 ? 10 —1 2 3
A— 1 o 7 ¢ ? 0 | 1 0 -2 (7=
=1 2 —1 ? 0 0 0 0 0} tetszbleges
- 0 =2 1 0 ? 0 0 0 1 —2 | szim)

0 0 0 0 0_

tehat xz,,x,, ¥, kotott, és x,, x; szabad ismeretlenek és a redukalt egyenlet-
rendszer : '

' Xy— x5 + 2oy - 315, =0
Ty - x4 2r, = 0

T, — 22, =0

Innen
Ty = by — vy —3x; = Xy — Ty
Ty . L=y 20
, 24 = 2x;. -
Préba : ’
3" 2 —1 7 3- N
1 0 —1 2 3 — 2
—1 2 3 -3 —5 1 0 |=0.
0 —2 -2 0 4 0 2
- 0 1_
3. példa. Inhomogén rendszer.
1 =1 2 0y -
2 -1 5 2|« 2
Ax = 2 = - = b .
3 —3 6 2 Zg 7
1 —2 1 —5. 1Lzl |1 —5
Szerkessziik meg az [A; b] matrix diadikus elGallitdsat, a matrix oszlopait .

ezuttal is balrél jobbra haladé sorrendben véve.
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“1[1 —1 2.0 1] |0 0 0 0 0-
2 ' 0 1 1 2 0
- = =A®
[A.b] 3 ) 0 0 0 2. 4 A”
_1_ 0 -1 —1 —5 —6._
-~ 0([0 1 1 2 0] 0 .0 0 0 0-
1 0 0 0 0 0 :
A(Z) _— _ i (3) == 1)
b 0 0 0 2 4 A A
— 1 _0 0o 0 —3 —6_
miutdn a harmadik oszlop 0.
-0 [0 0 0 1 2]
0
AD—| _ =0.
I
K. szerint [A, b] tényezdkre bontott alakja :
—1 0 ? 0 2 1 -1 2 0 1-

) 2 1 0 ? 0 [ | 2 0
[AbI=13 4 @+ 2 o 0 o 0 0]

1 1 ! 3 ? 0 0 0 1 2

o 0

_0 0 0

tehat az [A, b] [x] homogén rendszer x, ismeretlene tetszéleges paraméter,

.x5 .
vagyis a (19) rendszer kompatibilis. A redukélt rendszer, x; = — 1 helyettesi-
téssel : :

x, ;xz + 2z, =1 .
Xyt g F 22, =0 o
xy= 2.

Innen az ), #,, x, ismeretlenek mint az x; tetszileges paraméter fiiggvényei

= Xo—2x5+1=—3r;—3
Ty =—1x3— 21, =— x; —4
Z, =2,
Préba : '
: 1 —1 2 0- — 3x; —3- -1
2 —1 5 —x; —4 | 2
3 -3 6 2 xy I
.1 —2 1 —5. _ , 2_ —3



O HOBOM METOIE IIPEOBPA30OBAHUSA BUJIIMHEWUHBIX $OPM
U PEUIEHUA CUCTEM JIMHEMHBLIX YPABHEHUI, OCHOBBIBAIOLIEMCH
HA ,[U/lAIU/lqECKOM MNMPEOCTABJIEHWI MATPUL.
E. Srepsapu

Pe3wme

B TeueHue PasBUTUA TEXHHKH MATPUL PasBUBAJIHCL U MCTOAB! NMPAKTHYECKOr0 (uyme-

PHYECKOro, MEX2HHYECKOro) PeIleHMsi CMCTEM JIMHEHHBIX ypaBueHui. FlepBuim 3Tanom aToro:

pasBUTUS SIBISIIICS OCHOBBIBAIOHUIMIICST HA TEOPHM ONpeJ JIuTen e METOM, KOTOPLIA HE I0JIb-
3yerca maTpulamu. Cneayloumii METOX OZHUHAKOBO BOCIIONB30BAJICA OIpEReNnnTeJIAMH M MarT-
puniami. OH NIPUMEHSUT CPeAcTBa apu(MeTHKH MaTpuu, -— B IIepBYI0 ouepedn, 00paTHyIo
marpuuy. TlocneaHuil 3Tan pasBUTHA, XapaKTePH3YETCsT NOJHbIM NpeHefperkeHuem TeopHel
onpegenureneil u o6parHoid maTpuueil. OH 0CHOBBIBAETCST MCKIIIOUUTENBHO HA IPaBUiax CJIo-
JKEHUSI M YMHOYKEHMST MaTpHil.

Pasnuna MEeXXAy INCPBBIM M TIOCJICAHWM 3TAIlOM XOPOIIO XapaKTepH3yeTCss MPUMEPOM .

dopcaiica : Tipu npsamMom NPUMEHEHUM T. H. »npaBiia Kpamepa« pemenmue CHCTEM JIMHEHHBIX

ypaBHeH#Hii, copepKalmx n = 26 HeusBecTHuIX, TpedyeT ( n 4 1)! ~ 1027 ymHOKeHH. Dnek-

TPUYECKOH BBLIMMCIHTEILHOM MallMHe, croco0HOM Ha HcnonbHeHne 2600 ymHOMKeHuit B ce-

KyHZA€, Hy )KHO 10Y JIeT 2s1s1 HCMOJIHERHs] yIOMAHYTLIX YMHOYKeHui. C Apyroit CTOPOHBI METOX,
3

. w o~ n (v}
OCHOBLIBAIONMICS HA TEXHIKE MATPHUL, TPEDYET TONBKO - ~ 6000 yMHO>KEHHH TIPH PemeHNH

TOi ke CHCTeMbi (T. €, IPUOIMIKEHHO 3 CeKyHabI). .

N Bbu10 OBl BO3MOYKHO (PEACTABUTLE B (JOPMC KPATKUX INPAKTHYECKHUX MPABHII METON,
OTHOBBIBAOIIMKCST HA TEXHHKE marpuu, npeHeGperast Teopueii. [loykanyit, sToT nyTh OBLI
Obl Gonee cumnaTHyen [JJIs1 YuTaTeNell ¢ NparkTHYECKHM HHTepecom. HO Mbl TOro MHEHHSI, YTO
TIDHHLMT €IMHCTBA TEOPUH U NIPAKTHKH B 3TOM C1y4ae I0JKEH OLITh Y/I0BJIETBOPEH 6e3ycnosu0
TaK K4K TEXHUKO-MATPHUHBI CMOCO0 H3JI0)KEHH A NTPEROCTABASET OAHORPEMEHHO TEOPETHYECKHE
OCHOBBI H TIPAKTHYECKYIO (popmy HUCMOJHEeHUs1 peuleHHsa. [ToMHMO 3TOro CyulecTByeT TecHasi
CBASL MEXUIy DELICHMEM JMHEHHLIX YDABHEHHMI C NMOMOUbIO TEXHUKM MATPHIL H npeobpaso-
BaHUCM OHIMHEHHbIX (KBazxpaTuqecwx) dopm, npeHeﬁpeﬁ(eHue KOTOPOif ABNsIOCH OL1 He-
110C/1eA0BATENBHOCTBIO.

Yrenue paboTnl TpedyeT TOJNILKO 3HAHMUST 37IEMEHTOB apH(METHKH MaTpHIL.

AUF DYADISCHER MATRIZENDARSTELLUNG BERUHENDE METHODE
ZUR TRANSFORMATION BILINEARER FORMEN UND AUFLOSUNG
LINEARER GLEICHUNGSYSTEME

E. EGERVARY
Zusammenfassung

Die Methoden der praktischen (numerischen, maschinellen) Auflosung linearer
Gleichungsysteme entwickelten sich, zugleich mit der Entfaltung des Matrizenkalkiils,
durch mehrere Stufen.

Die erste ist die Stufe der auf der Determinantentheorie beruhenden, matrizen-
freien Methode. Auf der zweiten herrscht die Methode, die sich der Determinanten
sowohl als auch der Matrizen bedient und die Matrizenarithmetik, in erster Linie die
Reziproke, anwendet. Die letzte Entwicklungsstufe kennzeichnet die véllige Aus:chal-
tung der Determinantentheorie und selbst der reziproken Matrix; die Rechnung
beruht ausschliesslich auf den Additions- und Multiplikationsregeln der Matrizen.

Bezeichnend fiir den Unterschied zwischen der ersten und dritten Phase der
Entwicklung ist folgendes Beispiel von Forsythe: Zur Losung eines linearen Gleichungs-
systems mit 26 Unbekannten wiiren bei dirckter Anwendung der sogenannten Cramerschen
Regel (n + 1)!~ 10*" Multiplikationen nétig: eine elektronische Rechenmaschine.
die 2600 Multiplikationen in einer Sekunde absolviert, briuchte dazu ungeféhr 10

31



A i < -
. . ."_. o e B e T R ,.',";

Jahre. Unter Anwendung der auf dem Matrizenkalkiil beruhenden Methode sind hingegen

n3
nur %N 6000 Multiplikationen erforderlich, somit nicht ganze 3 Sekunden.
; .

Es wiire moglich — und vielleicht fur den praktisch interessierten Leser sympathi-
scher — die auf den Matrizenkalkiil aufgebaute Methode bei Vernachlissigung der
Theorie in Form kurzer Rechnenregeln darzustellen, Doch glauben wir in diesem Falle
die Forderung zur Einheit von Theorie und Praxis unbedingt befriedigen zu iniissen.®
da doch die Behandlung mittels des Matrizenkalkiils die theoretischen Grundlagen und “a
die praktischen Rechnenregeln gleichzeitig liefert. Weiter besteht zwischen der Lésung
von linearen Gleichungsystemen mittels des Matrizenkalkiils und der Transformation
von bilinearen (quadratischen) Formen eine iiberaus enge Verbindung, deren Ausser-
achtlassung Inkonsequenz wiire.

Zum Versténdnis der Abhandlung geniigt die Kenntms der Elemente der WIatrlzen-
arithmetik.
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