KET VEGEN SZABADON FELFUGGESZTETT GERENDA
OLDALIRANYU KIHAJLASSAL SZEMBENI STABILITASANAK
VIZSGALATA?

LOVASS—-NAGY VIKTOR
Osszefoglalds

A szerzé két végén keresztmetszetének sulypontja folott felfliggesztett gerenda
oldalirdnyu kihajlassal szembeni stabilitdsét vizsgalja, azon esetben, amikor a felfiiggesz-
tési pontok a gerenda szélsé keresztmetszetének egyik féinerciatengelyébe esnek, és a
szé1s6 keresztmetszeteknek sajat sikjukban torténd elforduldsat a felfiiggesztési modbol
kifolyélag kényszerhatds nem gétolja.

Szerzé vizsgilatait azon esetekre terjeszti ki, amikor :

a) A gerendat kozépsd keresztmetszetének sulypontjadban haté fiiggéleges irdnya
koncentralt eré terheli.

b) A gerendat egyenletesen megoszlé, fiiggéleges iranya erd terheli.

A levezetett eredmények megadjik a felfiiggesztési pontnak a széls6 keresztmetszet
sulypontjatél mért magassadgénak azon minimélis értékét, amelynél a gerenda oldal-
irdnyu kihajldssal szembeni stabilitdsa biztositva van.

Az alabbiakban vizsgaljuk valamely — két, egymasra merSleges szim-
metriasikkal biré — gerendanak (prizmatikus v. hengeres radnak) mind a
kozépsd keresztmetszet stlypontjaban haté fiiggbleges iranyt koncentralt
er42, mind egyenletesen megoszlé figgdleges iranyh terhelés® hatasara létre-
jov6 deformaciéjat, azon esetben, amikor a gerenda oly mdédon van két
végén felfiiggesztve, hogy a forgast megengedd felfiiggesztési pontok a szélsé
keresztmetszetek stlypontja folott, valamelyik fGinerciatengelyben fekiisznek.*

1 Jelen dolgozat a Kozlekedés- és Postatigyl Minisztérium X1I. Tervezési FSoszta-
lydnak megbizdsabol végzett szamitdsok eredményeinek egy részét tartalmazza.

2 Két végén befalazott derékszogili négyszog-keresztmetszetii gerendénak kozépso
keresztmetszetének sulypontjaban haté koncentrilt erd 4altal eloidézett kibillenését
8. Timoshenko vizsgélta. Lésd : S. Témoshenko : Théorie de la Stabilité Elastique,
Paris et Liége, 1947, Libraire Polytechnique, Ch. Béranger kiadésa, 242. o. -

3 Két végén keresztmetszetének sulypontja felett felfiiggesztett, egyenletesen
megoszlé erGvel terhelt derékszogli négyszig-keresztmetszetli gerenda kibillenésével
Csonka P. foglalkozott. Lasd : Csonka P.: A végein felfiiggesztett négyszogkereszt-
metszetli rud stabilitdsa. A Magyar Tudoményos Akadémia Miiszaki Tudoményok
Osztalydnak Koézleményei. 1X. kotet. 1—4. szdm.

4 Szamitésaink nyilvdnvaléan olyan gerendékra vonatkoznak, amelyek anyaga
homogén, izotrop és tokéletesen rugalmas. A levezetett eredmények nem alkalmazhatok
vékonyfali szelvényrészekbdl oOsszetett keresztmetszetekre, ahol az 6vhajlitdsok is
figyelembeveenddk.




Az adott terhelés esetén kéiféle egyensilyi helyzet lehetséges :

1. A gerenda csak fiiggGleges iranyi lehajlast és az egyes keresztmetszetek
csak a gerenda hosszténgelyére merdleges vizszintes tengely koritli elforduldst
szenvednek. Ennek az egyensilyi helyzetnek a labilis, vagy stabilis volta a
felfiiggesztési pontok helyzetétdl fiigg. Ha a felfiiggesztési pontok helyzete
olyan, amely mellett a most korilirt egyenstlyi helyzet labilis, akkor létezik
egy masik, stabilis egyensulyi helyzet is :

2. A gerenda az adott terhelés hatasara mind fiiggéleges, mind vizszintes
iranyban kihajlik, az egyes keresztmetszetek pedig mind a hossztengely,
mind az arra merdleges vizszintes és fiiggbleges tengely koriil is elfordulnak.

A kovetkez$ szamitdsok céljat azon kérdés megvilaszolasa képezi,
hogy vajjon lehetséges-e a gerenda felfiiggesztését oly mddon eszkoézolni,
hogy a gerenda stabilis dllapota az egyes pontban vazolt legyen.

Jelolések. Szémitdsaink soran a kovetkezé jeloléseket fogjuk alkalmazni: (lasd
az ébrékat is!) : '

z ... a deformalatlan sulyponti szal valamely pontjanak tavolsiga a deformalatlan
sulyponti szal koézépontjatél a deformalatlan sulyponti szdl mentén mérve.

s . .. adeformdilt silyponti szal valamely pontjanak tavolsdga a deformalt salyponti
szal kozéppontjatol, a deformdalt sulyponti szdl mentén mérve.

r(z) .. a deformalatlan sulyponti szél kézéppontjatél a deformalatlan sulyponti szil
mentén mért z tadvolsidgra 1évé pont helyzetvektora.

r(s) .. a deformélt silyponti szdl koézéppontjatol a deformalt silyponti szal mentén
mért s tévolsdgra 1évé. pont helyzetvektora.

r, ... a lentebb értelmezendd @ eré tamaddsi pontjanak helyzetvektora.

P (z) . . a gerendéra haté (a deformélatlan sulyponti szél hosszegységére vonatkoz-
tatott) terhelés az r(z) helyzetvektora pontban.

P(s) . . a gerendara haté (a deformélt stlyponti szél hosszegységére vonatkoztatott)
terhelés az r(s) helyzetvektori pontban. .

Q ... a gerenda jobboldali végén miik6d6 koncentrdlt (reakeid-) erd.

M(z). a gerenda valamely z koordindtdju keresztmetszetétol jobbra esé (azaz z-t6l

+ 38 terjedd) darabjdra haté nyomatékvektor-eredé.

M(s) a deformélt gerenda valamely s koordindtdju keresztmetszetétol jobbra esé
(azaz s-t6l |- é -ig terjedd) darabjiara hatd nyomatékvektoréredc’i.
a+ B jelenti azon szoget, amellyel az egyensulyi helyzetben a gerenda tetszésszerinti

keresztmetszetének tdinerciatengelyei eredeti fiiggéleges, illetéleg vizszintes
helyzetiikkhoz képest a telfiiggesztési pontokon at fektetheté tengely koril

- elfordulmak.
a jelenti azon (véges mértékil) széget, amellyel a gerenda két szélsé keresit-
metszetének féinerciatengelyei eredeti helyzetikhoz képest elfordulnak.
8 jelenti azon (elsérendiien kicsiny) széget, amellyel a gerenda valamely kereszt-

metszetének féinerciatengelyei a deformalt &llapotban a két szélsé kereszt-
metszethez viszonyitva elfordulnak.

L. Megjegyzés: Mivel a jelenség a-ban szimmetrikus, a pozitiv irdnya
tetszés szerint valaszthaté. A kovetkezd szamitasokban a-t B-val megegyezd
iranyitasinak vessziikk. A B szog pozitiv iranya megegyezik a lentebb értel-
mezend§ 1, vektorhoz rendelt jobbesavar-irannyal.

2. Megjegyzés: A gerenda 2./fajta egyensulyi helyzetének kialakuldsa
Ggy is elképzelhet8, hogy elszor az egész gerenda (deformalédds nélkiil)
elfordul a felfiiggesztési pontokon atfektetett tengely koriil a (véges nagysagu)
a szoggel, és a gerenda két végét ebben a helyzetben befalazva, a gerenda az
eredetileg adott (fligg6leges iranyu) koncentralt vagy megoszlé terhelés hata-
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sara deformalédik, amely deformaciét a fenti B szog, tovabba a lentebb
értelmezendd @ és p szogek, valamint u és v elmozdulasok jellemeznek.

Ny, Ny, by 8z a szoggel elfordult, de még nem deformélédott gerenda kozépséd kereszt-
metszetének féinerciatengelyeivel és a gerenda sulyponti széldval egybeeso,
az adott sorrendben jobbcsavarrendszert alkoté egységvektor-hdrmas (lésd
az 1. sz. dbrat) ;

N, ng, t a deformdlt gerenda valamely keresztmetszetének féinerciatengelyeivel és
a deformalt sulyponti szélnak az illeté keresztmetszet sulypontjahoz tartozé
érintdjével egybeesd, az adott sorrendben jobbcsavarrendszert alkoté egység-
vektor-harmas ; az aldbbiakban : »kisérd triéderd.

(7 a deformélt gerenda sulyponti széla t érintévektoranak az n,t, sikra val6
vetiiletének a t, vektorral bezart (elsérendiien kicsiny) szoge (illetve a vetiilet
irdnytangense). ' :

P a deformélt gerenda sulyponti széla t érintévektoranak az ngt, sikra val6
vetiiletének a t, vektorral bezart (elsérendtien kicsiny) szoge (illetve a vetiilet
irdnytangense).

szogge! eiordul. ge meg
rem 0eformelionlt gerends

\ < P f 45 P& adelormalt sulyponts szl

1. dbra

3. Megjegyzés: ¢ ill. p akkor mindsitend6k pozitivoknak, ha forgédsi
iranyuk megegyezik az ny, ill. n,, vektorhoz rendelt jobbesavar forgési iranyaval.

4. Megjegyzés: a B, @ és p szogek felhasznalasaval az ny,, n,), 1, »alap-
triéder« és az ny, ny, t »kisérd triéder« kozott a kovetkezd osszefiggések irhatok
fel 6 -
9 m=1:ng +B8-nyp—9-t
np=—Pf:njg+ 1 -0+ 9t
Lo gime g sy Lok

u a deformalt gerenda valamely keresztmetszete stlypontjanak (elsérendtien
kicsiny) elmozdulédsa az a szoggel elfordult, de még nem deformalédott geren-
déban elfoglalt helyzetéhez képest, az n,, vektorral megegyezé irdnyban.

v a deformalt * gerenda valamely keresztmetszete stlypontjanak (elsérendiien
kicsiny) elmozdulésa az a széggel elfordult, de még nem deformélédott gerendé-
ban elfoglalt helyzetéhez képest, az n,, vektorral megegyez6 irdnyban.

5 A okisérd triéder« kifejezését a geometriai széhasznalattol eltérden, a rugalmas
rudak targyaldsandl éltaldéban szokésos értelemben hasznaljuk.

8 A1y, Ny, Ny alap-triédert a t (z), ny (z), ny (z) kiséré triéderbe forgaté matrixnak
itt felhasznals alakja kozvetleniil adédik a koézismert Cayley-féle formulékbdl (lasd pl.
M . Lagally : Vektor-Rechnung, Leipzig, Akademische Verlagsgesellschaft, 1928., 210. old.),
ha a végtelen kis forgasnak megfelelden az ott szereplé paraméternek csupén elsé hatva-
nyait tartjuk meg. % '
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5. Megjegyzés: aw w illetve v elmozdulast akkor min6sitji'ik pozitivnak,
ha az megegyez§ irdnya az ny, illetve az n,, vektorral.

520150 tereszt-
melszel:

2. abra

6. Megjegyzés: Minthogy feltevésiink szerint a gerenda a szoggel elfor-
dult, de még nem deformalédott helyzetétdl szdmitott nyy - u 4 ngy -

3. abra

deformédciés elmozdulds elsérendiien kicsiny, tovabbé t, iranyt elmozdulés
nines, masodrend?i kicsinyektdl eltekintve irhatj uk, hogy :

8=z
r(s)= r(z)

Idr(s) zldr(z) J‘: 1

ds dz | 3
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Tovébbd : ¢ = % és @ = g—Y.

(Tehét, amint azt a 3. sz. dbran is feltintettiik, pozitiv u-hoz pozitiv ¢, pozitiv v-hez
negat{v y tartozik.)
A folyamatot letré differencidlegyenletek- megszerkesztése

A folyamatot leir6 differencidlegyenletek megszerkesztése végett elegendo
a gerenda egy tetszbleges darabjira (pl. a szildrdsdgtanban szokdsos médon a

gerenda valamely kivalasztott keresztmetszetétol jobbra esé — azaz
2-t8] —l—é -ig terjed§ — geréndadarabra) haté nyomatékvektor-eredének

[M(s) = M(z)-nek] az egyensily fennalldsa esetén valé eltiinését felhasznalni.
(Ugyanis a gerendara haté er8k egyenstlyban vannak.)

A fentebb bevezetett jelolések, valamint az 1. sz. abra tigyelembe-
vételével :

(1) M@E)= § [r(e) r) X Po)-lr(o)de + [r,—r(s)] x Q

Dy 19

ebbdl (a 6. Mégjegyzésben foglaltak alapjan) nyerjiik, hogy :

1

2

(2) M(z) = ;‘ [r(Q)—r@IxXPEQdi+ [r,- r(z)] xQ

z
r{z) = Ny u(z)+ ny,yv(z) + tyz

Annak érdekében, hogy az elemi rud-elmélet harom alap-differencial-
egyenletét felirhassuk, a fenti vektoridlis alakban megadott M(z) nyomaték-
vektor-ereddnek a deformdalt gerenddn kivalasztott valamely keresztmetszet
féinerciatengelyei és a deformélt sdlyponti szdl érintSje éltal alkotott
Ny, My, t vkisérs-triéder« egységvektorokra valg vetiileteit kell képezni.

Ily médon az egyensily feltételeként azt nyerjiik, hogy :

B, ¥ _ M@)-n,

P dz

. dp

(3) By iy ” M(z) - n,
¢ 48 _ M(z) -t

dz
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A (3)egyenletrendszerbdl (a 4. és 6. Megjegyzésekben foglaltak figyelembe-
vételével) az aldbbi egyenletrendszerre? jutunk :

dv? ' lu(z
B, - Q. M(z) - (“10 + B(z) -nyy— ((;;(_7) : f0)
dzu du(z
(4) B dz2 M(z) - (—ﬁ(z) Uy nzo_"'}l’(y')‘ fo)
z dz
. d du(z) dv(z) o

1.

(A kozépsé keresztmetszetének stlypontjdban haté P koncentrilt
erdvel terhelt gerenda vizsgilata.)

Ha a gerendat csak kozépsé keresztmetszetének salypontjiban haté
(fiiggdleges iranyu) P koncentralt erd terheli, akkor elegendd vizsgdlatainkkal

a <z —|—£9 szakaszra szoritkoznunk. E szakasz barmely helyén :

M(z) = [r,—r(z)] X @

ahol : /
r(z) == Ny 0(z) + Ny~ v(z) + -z = ny,h 4t

7 A (4) egyenletrendszerben B, és B, a gerenda f6 hajlitdsi szilardségait, C pedig
a torzids szildrdsidgot jelentik :

By=J, - K ¢  By=J,E

(ahol J, és J, a gerenda keresztmetszet féinercianyomatékai az 1, lllet\ e 2 jel(i tengelyekre
és &L a rugahnassa,gl modulus), tovabbi :

C=J, G

(ahol J, a gerenda-keresztmetszet torziés nyomatéka és G a torziés modulus). A féinercia-
nyomatékok meghatérozédsa kozismert médon térténik. A torziés nyomaték meghatéro-
zasat illetSleg lésd pl.: A. K. H. Love: Lehrbuch der Elastizitit, Teubner, Leipzig
und Berlin, 1907, 375 o., tovdbba : H. Geiger und K. Sckeel : Handbuch der Physik,
Band VI, Berlin 1928., J. Springer kiadasa, 151. o. '

Pl »a« alappal és »b¢ magassdggal biré négyszogkeresztmetszet(i tartd esetén

ab® ab®
Jlf‘ TQ > Jz_—‘—ﬁ'

< %) tartéknal :

ol @

J, értéke csak végtelen sor alakban allithatd elé ; keskeny (

.

a’b L a
Ty 22 (1 0,63 3) )

(Léasd pl. a Handbuch der Physik idézett VI. kotetének 153. oldalén.)
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g P P
és " ,
Q= Ny - sina - Ny ~cosa,

tehat : ,
P [l - - {

Z) sin o —
~t, [w(z)cos o + (h —v(z))sin a]l,

Az M(z) igy nyert kifejezését a (4) egyenletrendszerbe helvettesitve,
nyerjiik, hogy : 8

dzy Pl )
B, T 5,(2 — L) (cos u— B sin )
d2a Pl .
(+.1) 1 (@_' 5(2—-/,) (B cos a -+ sin a)
d[‘f P

“dz 2

- du dv | .
() — z) (—1—cos a -+ — sin a)—‘ ucos o + (v—h)sin af.

dz dz

A (4.1) egyenletrendszer harmadik egyenletét z szerint differencilva
d2u , dzv

és az igy nyert egyenletben e és T értékét az elsd két egyenletbdl
dz?
nyerhet$ kifejezésekkel helyettesitve, azt kapjuk, hogy
dzﬁ P (1_ _ ZH“ __ Bysinfa+ B%cgsiﬁ . B, —-'l:‘»2 sin :Za‘l.
dy 2 \2 B,B, B,B, 2

Tehat g meghatarozasira a kovetkezé differencidlegyenlet-adédik :

1\ dzB . Z |y a s z P
B we [ fre g

3 ()

1 2
Y = (l)) P (B; sin? a 4 B, cos® «)

=/ 4B,B,C
A% p2 : sin 2%
= (5] e BB,
Bevezetve a w =1— —g 0j valtozdt, az (5.1) egyenlet
g
(6.1) , &b

+ yw2f = ow?
dw? i

8 A méasodrendii kicsiny tagoktdl eltekintve, tov: abba ah du ill. 7 9 srtékeket az
, — 2 értékhez képest elhanyagolva. dz <
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alakban irhaté?. Ennek a kozonséges, linearis, valtozé egyiitthatés, masod-
rendti, inhomogén differencidlegyenletnek altaldinos megoldasa : 10

B (W) = 6_+A(1ﬁ flw4+ Q/j-ws_+. . ) +
3.4

v, 3.4.7.8
‘i’B (W—l‘ws—f——‘—"\/‘:—ws—‘%“ . J
_ 4.5 4.5.8.9

l .
Minthogy a = = S dzaz w = 0 helyen g = 0 (a 8 szog értelmezésébil kovet -

kezlleg) tehat A-ra azt nyerjik, hogy :

A2
v

Minthogy tovdbbd a 2= 0 ‘azaz w=1 l;elyen : (lﬁ = 0 (ugyanis,

w
ha a P er§ a rad szimmetriasikjaban hat, akkor [M(z) - t],-¢ = 0), tehat
B-re az adddik, hogy :

A tovabbi targyalas sordn szoritkozzunk arra az esetre, amidén ~-nak
magasabb hatvanyai az els6hoz képest elhanyagolhatdk. Ez esetben :

R
B:_é 4',,i:-’-—-g(]—|—i'\/)
3 l_.y 3 14
4

és igy (a -y egynél magasabbfoki hatvényait elhanyagolva) nyerjiik, hogy :

0 wt v [ 6 wh o why
pw =2 |-w+ T+l (2w TT).
3 + 4 7 b 56

® Amennyiben — pl. a gerenda két végének befalazdsdval — biztosivjuk, hogy az
a sz0g azonosan zérus legyen, a (6.1) egyenletbd] a Timoshenko altal levezetett egyenletre
jutunk. Lasd S. T'imoshenko idézett munkajat, 243. o., (d) jeli egyenlet.

10 A fenti (6.1) differencidlegyenlet megoldésa Bessel-figgvények alkalmazéasaval

is torténhetik. Lésd : Jahnke-—Emde : Tafeln héherer Funktionen, Leipzig, 1952.
Teubner-kiadés, 1530. o.
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A B (w) figgvény birtokdban meghatarozhaték az u és v elmozdulédsok,
mint w fiiggvényei. Ugyanis — a (4.1) egyenletrendszer els§ két egyenletébsl —
addédik, hogy :

d2u 1P A .
Ei?z]?lz (E—Z) (B cos w4 sin a)
dzv 1 P .

—_—— — — — — Z — B sin Ccos o),
a2 B, 2 (z )( fam o+ cosa)

ebbdl, bevezetve a w=1— (772—) 4j figgetlen valtozét, nyerjik, hogy :

2 1 3 .
du = — P (%) (wpB cos o + wsin a)

dw?2  B; 2

2y 1 P 8 .
- —=— = [=] (—wBsina + Wcos o).
e ()( wg sin a + W ¢os o)

A (8.1) egyenletrendszerbll [B(w) fenti képletét behelyettesitve és
kétszer integralva] addédik, hogy :

” 3 .
nw) = —]- g |@ (w)cos a —‘,—‘_:;—. sina + Cyw + C,
1 ]
1 . . w3
v(w) = — ¢ |— <D(W)s1na—{——eosa+C3w+C4],
Bz 6
ahol :
e
16
6s

d(w) = T [ ;V wpi (w) dw] dw =

0

31 3-4 4.6.7 4

3.4.7 5.7.8 56.10.11

6 ‘_W_4+_W7 +'_y_(_ 6w n w8 wil )}

Minthogy a =z :—i azaz w = 0 helyen u = 0 és v = 0, tehat :
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Minthogy tovébbi a z = 0azaz w < 1 helyen du_dv

==Y 0, tehat :
w dw
4 iy 1
(,=—®(1)cosa——sin«
2 N
. ., . 1 .
(', = + @'(1) sin ¢ — = C0s o
és igy u-ra és v-re azt nyerjiik, hogy :
e | , w31 .
uw) = — ! [O(w)—@D'(l) - wlcosa + |——- - w|sinu]
B, | 6 2 |
-3 1
v(w):Bi {-f {D(w)—@(1) - w]sin o+ w—)——) - Wi cos o.‘}

A O(w) fenti kifejezésébdl adddik, hogy :

L b1 29
Y0 = =3 (5 T aw )

A B(w), u(w) és v(w) figgvények ismeretében felithatjuk az o &zog
és a felfiiggesztési pontnak a sdlyponttél mért h tavolsdga kozt egyensuly

esetén fennall6 osszefiiggést. Abbdl a kovetelménybél, hogy a két felfiiggesztési
ponton it fektetett forgastengely korili nyomaték az elforduldst megengedd
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felfiiggesztés esetén a gerenda egyensulyi helyzetében sziikségképpen nullaval
egyenls, nyerjik (a 4. sz. abra figyelembevételével) hogy 1

—u(l)
=t u
—v(l)+h
tehat, egyensily esetén : ‘ .
& , 1 l
£ { [@(1) — @'(1)] cos o + |—— sin
B, 6 2 J
— e e —————— e - mz t()
i {~ [®(1)—@'(1)]sina + l — —| cos al—1
B, ’
Minthogy : ,
613 419 '
() = —2 [=2 - 0 4,
) 3 |_168 B 24640 ’Yl

tehat egyensily esetén az a szog és h kozott a kovetkezd osszefiiggés adddik :

3, 21 l
1Pe Ny T e Y P2 . : L.
- = |— - — . ————— (B, — B,)sin ¢ cos® a — — sin u.l
B, 16 3 16 4B,BC 3 .
EREL ]
L PE 14 a0 ¢on P2 . 1
— — _—— s — .« —— - (B; - By)sin?a cos u—— cos a. —h
B, 16 3 16 4B,B,B 3
__-sina
T ocos o

A kapott egyenlet magédban foglalja mind a trividlis « = 0, mind az
esetleg létez8 nem-trividlis egyensilyi helyzetet. Ha az egyenlet mindkét
oldalat elosztjuk a trividlis egyensulyi helyzetnek megfelel6 sin o tényezdvel,
akkor megkapjuk azt az egyenletet, mely valds gyok esetén a nem-trividlis
stabilis egyensulyi helyzetet szolgaltatja. Ha most mar a felfiiggesztési pont-
nak a széls6 keresztmetszet stilypontja feletti h magassigdnak azon minimdlis
értékét keressiik, amely mellett a kibillenés lehetdsége ki van zarva, vagyis a
gerenda csak fiiggGleges lehajlast szenved, akkor tehat az o = 0, azaz cos o = 1,
és ennek kovetkeztében valamennyi keresztmetszetre: g = 0, akkor a
sin a-val végigosztott fenti egyenletben a helyébe nullit, azaz cos a helyébe
egyet helyettesitve és az egyenletet h-ra megoldva, nyerjik, hogy :

J P2

PE B, B, (1 3 2 Hoopr
16 4B

48 BB, 14 440

hmin = Yo

11 Rigyelembeveendd, hogy az u-t és v-t szolgaltaté képletek a lehajldsokra
— a koordinitatengelyek irnyitdsa kovetkeztében —— negativ értéket adnak.
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ahol ~, jelenti a ~-bdl o = 0 helyettesitéssel nyert kifejezést :

R 1P

S A |
VT8 B BLC S 16 4B

Innen a szegletes zaréjelben 16v8 méasodik tagnak elhanyagolasival

Kl‘i E?k- B, (1 + 3 l_4 PgA ) .
48 BB,

hmin =

14 16 i1Blc

Azon esetben, ha a C csavardszilardsag »végtelen nagy«nak tekinthetd,
irhatjuk, hogy :

hmin =

PP B,—B,  PB ( B,
48 BB,  18B, )

. BB, 8B, | B,

B,

Végiil, ha a B érték az egységhez képest elhanyagolhaté és egyszersmind

a C csavarészilardsag is »végtelen nagy«-nak tekinthetd, a hmp-ra a kivetkezd
— elemi mechanikai Gton is megkaphaté — egyszerti képletet nyerjiik :

Pe
18B.

Tmin =

1I.

(A hosszegységenként p nagysigu egyenletesen megoszl$ erdvel terhelt
gerenda vizsgdlata.) '

Amennyiben a gerendat p nagysigd (hosszegységre vonatkoztatott)
egyenletesen megoszl6 eré terheli, akkor a gerenda bdrmely helyén :

!

2

Miz) = [ [r(O—r@]IxPQdA + [n—r(z)]xQ
ahol : ’
riz) =npuz) +ny,viz) +tz;r =n,h + 1 7

tovabba :

P(z) = — (ny, p sin & 4 Ny, p cos )
és '

I . !
Q=n,p s1no.+n20p—) COS o)
) ¢
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tehat ;
{

M(z) = —p | {t, [(w (&) (2)) cos «— (v(E) — v(z)) sin o] +
+ Ny (—2z) sin o= Ny ({—1z) cos a}dg +
+ pé (—— Ny (lz — z) COS ¢ - Nygq (% —.Z) siil o -—

— 1, [u(z) cos a + (h— v(z)) sin o.]} .

Az M(z) igy nyert kifejezését a (4) egyenletrendszerbe helyettesitve
nyerjiik, hogy :

2en ) .
B, 3;2 = 1‘23 l(%) — Zz. (cos f — a sin «)
. lﬂzg (5)2*7‘2] (sin « + B cos «)
) dzz 2 [\2 _
(4.2 9 . v
¥ _, (_1 [(l_) _ ] [d&) cos g — V@) 1
. dz 2 [\2 dz dz .
—z [u(z)cos o + (h—v(z)sin o] +
+cosa § w(E)d§—sin a § (h—v(§))dg.

ve L2

, dtun AP P p
és az igy nyert egyenletben 1—121 és (a—zz értékét az elsé két -egyenletbdl
dz z

nyerhet8 kifejezésekkel helyettesitve, azt kapjuk, hogy :

(l_‘)2- z2])2 (- B, sin®a + Bycos?a | B, —B, sin 2 (/.J )
2

oY _(p
( BB, BB, 2

dz? 2

Tehat ez esetben a B meghatdrozdsira a kovetkezd differencialegyenlet
adodik?? : . '

_ 1\2 d2B 22 R 72 12
-2 ] L Lk e
g g

G p2 )
= (;) ———— (Bysin? o 4 B, cos? a)

4B,B,C
A 2 sin 2 a
0= (—)) ___p‘_‘ (B, —By) .
2 1B,B,C 2

12 Amennyiben az a szdg azonosan zérus, a (6.2) egyenletbdl a Csonka P. idézett
munkdjéban levezetett (8) jell egyenletet kapjuk.
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Z s - ’ Vd .. r” . .. ’ . ’ -
Bevezetve a (= —— aj valtozét, a kovetkezd kozonséges, linearis,

(t/2)

valtoz6 egyiitthatés, masodrendii, inhomogén differencidlegyenletet nyerjiik ;

| )
(6.2) CE L va—orp 0o

E differencialegyenlet altalanos megolddsa nyilvan

5 | |
PO=—F A0+ CCH0L )+ BUAGE +00+ )

. l
B = 0, tovabba, minthogy a z = | azaz { =1 helyen (a B szog definiciéjabél
kévetkezbleg) g = 0, tehat : -

- I
4-=2

v 1HCp Gt

és igy :

) I+ Col® - Cpgt + -0
ﬁ({,):—(l— + Gof* + G + )

v L4 Cp Oy 4o -

A ¢, ¢y, ¢ ... egyiitthaték a homogén egyenletbél, a »hatirozatlan
egyiitthaték modszeré«-vel nyerheték :

Cy=—2
: 21
(! = v+
41!

(o My 10y
£ 61
o - 624 2 4 40 3 4 i
-8 =

8!

A megoldast szolgaltaté hatvanysor c,, egyiitthatéinak bonyolultsdgira
valé tekintettel szoritkozzunk arra az esetre, amikor y-nak egynél magasabb
hatvanyai az els6hoz képest elhanyagolhat6k. Ily modon :

BO= (=) (14 ) = (11— 15g0 + 50— ¢
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A (4.2) egyenletrendszerbdl — g fenti értékét behelyettesitve és kétszer

integralva — azt nyerjik, hogy :

2 -1

1 . I C
w(e)=— éCOS(/-J:-(;‘—~"~Jsmo+(‘c+(‘
© Blnlw) 1.2 3.4 1
o2 4 B
v () = ”fll— é)ml(/-f-( 5 3.4)u)sa—1-(" 1(‘4_,
ahol :
_pt
=39

tovabba : .

¢ ¢ 4
(L) = _\" f B () dCldé=
] 0
-5 (L-gzﬁ 26 0 e 6 T CmJ.
30 \1.2 3.4 5-6 7-8° 9.10

Minthogy u () és v({) sziikségképpen paros fiiggvények, C; = C3 = 0;
l
tovabba, mivel a { = 1 (azaz: z = _+;—) helyen u = v = 0, tehat :
02%— (y;(l)-»coso. + T;);s'in al

(34:—'—1p(1)-si11a + -;—)cosa .

-

A p (§) fenti kifejezésébdl :

‘ 0 919
: (1) = — .
v 30 '76()

Mivel a tart6 csak akkor lehet egyensilyban, ha a felfiiggesztési pontokon
atfektetett forgdstengely koriili forgatényomatékok dsszege az egesz tartéra

nullaval egyenld, tehat egyenstly esetén :

li

.‘L ,2.
¥ [pu ¢os o.— p (v—h) sin a] dz = 0.
!
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Az igy nyert egyenletet h-ra megoldva nyerjiik, hogy :

1 !
g Ty
sina [ v(z)dz—cosa | u (z) dz
i 1
T2 e
h = : lsin ¢ .
l -1 l 41
(3) sin o | v(¢)d{ — (;) cos o | u(L)dg
= -1 = -1

5 l 3
2 [—] sin a
2

Az integraldsokat elvégezve, a y magasabbfokn hatvanyaira vonatkozé
elhanyagolassal, nyerjiik, hogy :

B, — 8 26 B, L sinZa
sin ¢ cos plt B, 7 B, l_ 1016 P8 By cos a + B, sina
32 BB, 15 64 1B,B,C
l] — 5 . . -
2 sin o

Ez az egyenlet magaban foglalja mind a stabilis, mind pedig a labilis
egyensalyi dllapot lehet8ségét. Ha az egyenlet jobboldalan 4li6 tort szamlaléjat
és nevezsjét elosztjuk sin a-val, nyerjik a stabilis egyensulyi allapot fenn-
allasanak feltételét :

4 _ 8 206 | B. sin? |
h:cosai B,— B, —+0,169—l— Bzcosa+131s1n af .
_ 64 BB, |15 64 4B,B,C

Amennyiben a felfiiggesztési pontnak a szélsG keresztmetszet silypontja
feletti h magassigdnak azon minimdlis értékét (hmin-ot) keressiik, amely
mellett az adott méret{i és terhelésii gerenda csak fiiggéleges irdny lehajlast
szenved, tehit a = 0 és ebbll kovetkezlleg valamennyi keresztmetszetre
p = 0, akkor a fenti egyenstilyi egyenletbe a helyébe nullit irva nyerjik,

hogy :
hmin

_ plt By—B, [s p2s }

= _ + 0,16 —- ——
64 BB, |15 64 4B,C

Abban az esetben, ha a gerenda C csavardszilardsiga »végtelen nagy«nak
tekinthetd, irhatjuk, hogy : :

Yiyin =
" 120 BB, 120B,

JE b g By
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Végiil, ha a gerenda méretei olyanok, hogy a % érték az egységhez

: 2
képest elhanyagolhatd, és egyszersmind a C csavardszilardsag értéke is végtelen
nagynak tekinthet8, a hyi,-ra a kovetkez6 — elemi mechanikai szdmitdssal

is nyerhet6 — egyszerli képletet nyerjiik : y
' =P
™ 1208, '

MCCJIEAOBAHHUE YCTOWMUMBOCTU OTHOCHUTEJIBHO BOKOBOIO H3rvBA
BAJIKHY, MOABEIIEHHON HA OBYX KOHLIAX HAJ LUEHTPOM TSHKECTH
EE MOMEPEYHOIo CEUEHUA

B. JloBamm-Hane
Peswme

ABTOp HcceayeT ycToRuMBOCTb 0asiKH, IOJABELICHHOH HA JABYX KOHLAX HAJ LEHTPOM
TSOKECTH €e TMOMEepeyHOro CEYeHHst, OTHOCHTENBLHO OOKOBOro Maruba B Ciaydae, KOrga TOUKH
1ojBeca MonajfalT Ha OfHY M3 Oceif HHepLUH KpPaeBoro ceyeHusi GankH, M NMPHUHYAUTENbHBIH
3¢)¢e1(1‘ CHCTEMbl TTOABECAa HE TOPMO3MUT IOBOPOT Kpae€BHIX CEeYeHUIi B CBOMX IUIOCKOCTAX.

ABTOp Hccneayer Te ciy4ad, KOTrAaa:

a) CocpepoToueHHasi CHiIa BEPTHKANBHOTO HAMpPaBJIeHUs: NPUAOIKEHA K 0aaKe B LEHTpE
THAXKECTH €€ CPEIHEro IOTNEPEUHOro CEYEHHsI.

6) K 0anke npuio)kKeHa paBHOMEPHO pacnpeje/ieHHasi, COCPeJOTOYeHHAs1 Cuila BEPTH-
KaJibHOTO HANpaBJIeHHs.

BbiBe/ieHHBIE pe3y/ibTaThl AAI0T MUHMMAIbHOE 3HAYEHUE BBLICOTHI TOYKH IMOABECA OT
IEHTPA TSHKECTH KpaeBOro TMOMEpPEeyHOTo CeueHMsi, HeOOXOAMMOe AN oQeeneueHus yCTOHYHB-
ocTH GanKu N0 OTHOLIEHWIO K GOKOBOMY M3ruly.

UNTERSUCHUNG DER STABILITAT EINES AN DEN ZWEI ENDEN UBER
DEM SCHWERPUNKT DES QUERSCHNITTS AUFGEHANGTEN BALKENS
GEGENUBER SEITWARTSAUSBIEGUNGEN

V. LOVASS-NAGY
Zusammenfassung

Es wird die Stabilitéit eines an den zwei Enden tiber dem Schwerpunkt des Quer-
schnitts aufgehingten Balkens untersucht im Falle, wenn die Aufhéingepunkte in eine
Haupttrigheitsachse des Querschnitts des Balkens fallen, und die Verdrehung der
Querschnitte in ihrer Ebene durch keine Zwangskrifte gehindert wird.

Es werden folgende Fille behandelt :

a) Auf den Balken wirkt in der Mitte im Schwerpunkt des Querschnitts eine
senkrechte konzentrierte Kraft.

b) Auf den Balken wirkt eine gleichmaéssig verteilte Kraft.

Die abgeleiteten Ergebnisse ergeben den minimalen Abstand der Aufhingspunkte
vom Schwerpunkt, bei dem die Stabilitit des Balkens gegeniiber seitwertigen Ausbiegun-
gen gesichert ist.
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